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Arbres quaternaires

1 Arbres quaternaires

Un arbre quaternaire (« quadtree » en anglais) est une structure de données très simple
pour l’indexation des points dans le plan. Il s’agit d’une structure de données hiérarchique
construite par divisions récursives du plan en quatre rectangles disjoints. Plus précisément,
dans un arbre quaternaire, chaque sommet représente une partie du plan à indexer, la racine
représentant le plan à indexer dans son intégralité. Nous désignerons les parties du plan par
des rectangles. Chaque sommet est soit une feuille contenant zéro, un ou plusieurs points, soit
un sommet interne ayant exactement quatre fils représentant les quatre rectangles obtenus en
divisant la partie du plan associée à ce sommet en deux le long de chaque axe. La figure 1
donne un exemple de division récursive du plan.

Nous avons évoqué le fait qu’une feuille contient zéro, un ou plusieurs points. Un arbre
quaternaire est en effet paramétré par un entier positif (noté n dans la suite) indiquant le
nombre maximal de points pouvant être enregistrés dans une feuille.

Pour faciliter la lecture, nous adopterons les conventions suivantes. Pour un sommet interne,
les quatre fils représenteront dans l’ordre

1. le rectangle supérieur gauche ;

2. le rectangle supérieur droit ;

3. le rectangle inférieur droit ;

4. le rectangle inférieur gauche.

Un exemple est donné par la figure 2.

Dans ce TP nous allons progressivement développer une implantation des arbres quater-
naires en CAML.

Voici à présent une recommandation sur le typage. Le système d’inférence des types du
CAML produit le type le plus général possible. Par exemple
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FIGURE 1 – Division récursive du plan offerte par un découpage récursif du rectangle en quatre zones.

FIGURE 2 – Correspondance entre nœud interne d’un arbre quaternaire et zones d’un rectangle.

1# type int_pair = int * int;;
2type int_pair = int * int
3

4# let p = (1, 2);;
5val p : int * int = (1, 2)
6

7# let f = fst;;
8val f : ’a * ’b -> ’a = <fun>

On peut néanmoins utiliser le typage explicite (syntaxe avec « : ») pour voir apparaître le
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nom du type désiré et gagner en lisibilité. Par exemple,

1# let p : int_pair = (1, 2);;
2val p : int_pair = (1, 2)
3

4# let f : int_pair -> int = fst;;
5val f : int_pair -> int = <fun>
6

7# let swap (p : int_pair) : int_pair =
8 (snd p, fst p);;
9val swap : int_pair -> int_pair = <fun>

Il est conseillé de recourir à ces procédés pour faire sorte d’avoir des fonctions qui respectent
les types demandés par la spécification du sujet.

2 Points

Les points du plan seront représentés par le type point :

1type point = float * float;;

Le type float est nécessaire (au détriment du type int) puisqu’il sera nécessaire dans la suite
de diviser de manière exacte des distances entre des points.

Exercice 1. (Manipulation de points)

1. Écrire la fonction

1val make_point : float -> float -> point

qui renvoie le point dont les coordonnées figurent dans ses deux arguments.

1# make_point 1.5 2.;;
2- : point = (1.5, 2.)
3

4# make_point (-1.0) 2.5;;
5- : point = (-1., 2.5)

2. Écrire les fonctions

1val point_x : point -> float et 1val point_y : point -> float

qui renvoient respectivement la projection sur l’axe des abscisses ou des ordonnées du
point en argument.
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1# let p = make_point 1. 2.;;
2val p : point = (1., 2.)
3

4# point_x p;;
5- : float = 1.
6

7# point_y p;;
8- : float = 2.

3. Un point p1 := (x1, y1) domine un point p2 := (x2, y2) si x1 ⩾ x2 et y1 ⩾ y2. Écrire la
fonction

1val point_domination : point -> point -> bool

qui teste si le premier en argument domine le second.

1# let p1 = make_point 0. 0. and p2 = make_point 0. 1. and p3 = make_point 1. 1.;;
2val p1 : point = (0., 0.)
3val p2 : point = (0., 1.)
4val p3 : point = (1., 1.)
5

6# point_domination p1 p1, point_domination p1 p2, point_domination p1 p3;;
7- : bool * bool * bool = (true, false, false)
8

9# point_domination p2 p1, point_domination p2 p2, point_domination p2 p3;;
10- : bool * bool * bool = (true, true, false)
11

12# point_domination p3 p1, point_domination p3 p2, point_domination p3 p3;;
13- : bool * bool * bool = (true, true, true)

3 Rectangles

Un rectangle, dont les cotés sont parallèles aux axes, est défini par deux points du plan :
son point inférieur gauche et son point supérieur droit (nous remarquerons que son point
supérieur droit domine son point inférieur gauche). Les rectangles seront donc représentés
par le type rectangle :

1type rectangle = point * point;;

Exercice 2. (Manipulation de rectangles)

1. Écrire la fonction

1val make_rectangle : point -> point -> rectangle
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qui renvoie un rectangle construit partir de son point inférieur gauche et de son point
supérieur droit. Nous supposerons que le premier point est toujours dominé par le second
point lors de l’appel de la fonction (il n’est donc pas nécessaire de faire le test dans la
fonction). Il est possible (mais pas obligatoire) de munir cette fonction de la vérification
de cette pré-assertion en utilisant assert.

1# let p1 = make_point 0. 0. and p2 = make_point 1. 2.;;
2val p1 : point = (0., 0.)
3val p2 : point = (1., 2.)
4

5# make_rectangle p1 p2;;
6- : rectangle = ((0., 0.), (1., 2.))

2. Écrire les fonctions

1val : rectangle_lower_left : rectangle -> point

et

1val : rectangle_upper_right : rectangle -> point

qui renvoient respectivement le point inférieur gauche ou supérieur droit du rectangle
en argument.

1# let r = make_rectangle (make_point 0. 0.) (make_point 1. 2.);;
2val r : rectangle = ((0., 0.), (1., 2.))
3

4# rectangle_lower_left r;;
5- : point = (0., 0.)
6

7# rectangle_upper_right r;;
8- : point = (1., 2.)

3. Écrire les fonctions

1val : rectangle_width : rectangle -> float

et

1val : rectangle_height : rectangle -> float

qui renvoient respectivement la largeur et la hauteur du rectangle en argument.

1# let r = make_rectangle (make_point 0. 0.) (make_point 1. 2.);;
2val r : rectangle = ((0., 0.), (1., 2.))
3

4# rectangle_width r;;
5- : float = 1.
6

7# rectangle_height r;;
8- : float = 2.
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4. Un point p := (x, y) est contenu dans un rectangle de point inférieur gauche (xℓ , yℓ) et de
point supérieur droit (xr, yr) si xℓ ⩽ x ⩽ xr et yℓ ⩽ y ⩽ yr . Un point situé sur un coté du
rectangle ou dans l’un de ses coins est donc contenu dans ce dernier.

Écrire la fonction

1val rectangle_contains_point : rectangle -> point -> bool

qui teste si un point en argument est contenu dans le rectangle en argument.

1# let r = make_rectangle (make_point 0. 0.) (make_point 1. 1.);;
2val r : rectangle = ((0., 0.), (1., 1.))
3

4# let p1 = make_point 0. 0.
5 and p2 = make_point 0.5 0.5
6 and p3 = make_point 0.5 1.5;;
7val p1 : point = (0., 0.)
8val p2 : point = (0.5, 0.5)
9val p3 : point = (0.5, 1.5)

10

11# rectangle_contains_point r p1;;
12- : bool = true
13

14# rectangle_contains_point r p2;;
15- : bool = true
16

17# rectangle_contains_point r p3;;
18- : bool = false

5. Écrire la fonction

1val rectangle_contained_points : rectangle -> point list -> point list

qui étant donnée un rectangle et une liste de points, renvoie la liste des points qui figurent
dans le rectangle. Utiliser obligatoirement une fonction d’ordre supérieur sur les listes.

1# let r = make_rectangle (make_point 0. 0.) (make_point 1. 1.);;
2val r : rectangle = ((0., 0.), (1., 1.))
3

4# let p1 = make_point 0. 0.
5 and p2 = make_point 0.5 0.5
6 and p3 = make_point 0.5 1.5;;
7val p1 : point = (0., 0.)
8val p2 : point = (0.5, 0.5)
9val p3 : point = (0.5, 1.5)

10

11# rectangle_contained_points r [p1; p2; p3];;
12- : point list = [(0., 0.); (0.5, 0.5)]
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4 Arbres quaternaires

Pour faciliter l’écriture des fonctions manipulant les arbres quaternaires, nous associerons
explicitement à chaque nœud de l’arbre quaternaire le rectangle qui lui est associé. Les arbres
quaternaires seront donc représentés par le type quadtree :

1type quadtree =
2 |Leaf of point list * rectangle
3 |Node of quadtree * quadtree * quadtree * quadtree * rectangle;;

Une feuille contient donc l’information sur le rectangle qu’elle représente et les points que
celui-ci contient. Un nœud contient un rectangle et quatre sous-arbres, selon les spécifications
données au début du document.

Exercice 3. (Manipulation d’arbres quaternaires)

1. Écrire la fonction

1val rectangle_split_four : rectangle -> rectangle * rectangle * rectangle * rectangle

qui renvoie un tuple contenant les les quatre rectangles obtenus en divisant équitablement
le long de chaque axe le rectangle en argument.

1# let r = make_rectangle (make_point 0. 0.) (make_point 1. 2.);;
2val r : rectangle = ((0., 0.), (1., 2.))
3

4# rectangle_split_four r;;
5- : rectangle * rectangle * rectangle * rectangle =
6(((0., 1.), (0.5, 2.)), ((0.5, 1.), (1., 2.)), ((0.5, 0.), (1., 1.)), ((0., 0.), (0.5, 1.)))

2. Écrire les fonctions

1val smallest : ’a list -> ’a et 1val greatest : ’a list -> ’a qui

renvoient respectivement le plus petit et le plus grand élément d’une liste (comparés à
l’aide de la fonction polymorphe compare). Utiliser obligatoirement une fonction d’ordre
supérieur sur les listes.

1# let l = [2; 4; 6; 1; 8; 4; 3; 1];;
2val l : int list = [2; 4; 6; 1; 8; 4; 3; 1]
3

4# smallest l;;
5- : int = 1
6

7# largest l;;
8- : int = 8

3. Écrire la fonction
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1val enclosing_rectangle : point list -> rectangle

qui renvoie le plus petit rectangle contenant tous les points de la liste en argument.

1# let p1 = make_point 0. 0. and p2 = make_point 0.5 0.5 and p3 = make_point 0.5 1.5;;
2val p1 : point = (0., 0.)
3val p2 : point = (0.5, 0.5)
4val p3 : point = (0.5, 1.5)
5

6# enclosing_rectangle [p1; p2; p3];;
7- : rectangle = ((0., 0.), (0.5, 1.5))

4. Écrire la fonction

1val quadtree_make : point list -> int -> quadtree

qui renvoie l’arbre quaternaire correspondant à la liste des points passés en argument.
Chaque feuille de l’arbre contient au plus n points où n est le 2e argument de la fonction.

Un algorithme possible est le suivant :

(a) si le nombre de points restant à insérer est inférieur à n, créer une feuille contenant
tous les points et la renvoyer ;

(b) sinon, créer un nouveau nœud destiné à représenter un rectangle contenant tous les
points de la liste. Disposer ensuite les points de la liste récursivement, en construisant
leurs arbres quaternaires associés, dans les quatre sous-arbres du nœud.

(c) Pour la racine, on commence avec le plus petit rectangle contenant tous les points.

1# let p1 = make_point 0. 0.
2 and p2 = make_point 0.5 0.5
3 and p3 = make_point 0.5 1.5;;
4val p1 : point = (0., 0.)
5val p2 : point = (0.5, 0.5)
6val p3 : point = (0.5, 1.5)
7

8# quadtree_make [p1; p2; p3] 1;;
9- : quadtree =

10Node (Leaf ([], ((0., 0.75), (0.25, 1.5))),
11 Leaf ([(0.5, 1.5)], ((0.25, 0.75), (0.5, 1.5))),
12 Leaf ([(0.5, 0.5)], ((0.25, 0.), (0.5, 0.75))),
13 Leaf ([(0., 0.)], ((0., 0.), (0.25, 0.75))), ((0., 0.), (0.5, 1.5)))

5. Écrire la fonction

1val quadtree_count : quadtree -> int

qui renvoie le nombre de points enregistrés dans l’arbre quaternaire en argument.
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1# let p1 = make_point 0. 0.
2 and p2 = make_point 0.5 0.5
3 and p3 = make_point 0.5 1.5;;
4val p1 : point = (0., 0.)
5val p2 : point = (0.5, 0.5)
6val p3 : point = (0.5, 1.5)
7

8# quadtree_count (quadtree_make [p1; p2; p3] 1);;
9- : int = 3

6. Écrire la fonction

1val quadtree_signature : quadtree -> int list

qui renvoie la liste des nombres de points contenus dans chaque feuille de l’arbre qua-
ternaire en argument. L’arbre est parcouru de gauche à droite et la liste renvoyée et
construite selon cet ordre.

1# let p1 = make_point 0. 0.
2 and p2 = make_point 0.5 0.5
3 and p3 = make_point 0.5 1.5;;
4val p1 : point = (0., 0.)
5val p2 : point = (0.5, 0.5)
6val p3 : point = (0.5, 1.5)
7

8# quadtree_signature (quadtree_make [p1; p2; p3] 1);;
9- : int list = [0; 1; 1; 1]

5 Utilisation des arbres quaternaires

Nous allons maintenant utiliser tout ce qui a été mis en place précédemment pour savoir si
un arbre quaternaire possède un point particulier.

Exercice 4. (Recherche de points)

1. Écrire la fonction

1val quadtree_all_points : quadtree -> point list

qui renvoie la liste de tous les points contenus dans les feuilles de l’arbre quaternaire en
argument.

1# let p1 = make_point 0. 0. and p2 = make_point 0.5 0.5 and p3 = make_point 0.5 1.5;;
2val p1 : point = (0., 0.)
3val p2 : point = (0.5, 0.5)
4val p3 : point = (0.5, 1.5)
5

6# quadtree_all_points (quadtree_make [p1; p2; p3] 1);;
7- : point list = [(0.5, 1.5); (0.5, 0.5); (0., 0.)]
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On suppose données les fonctions

(a) 1val rectangle_contains_rectangle : rectangle -> rectangle -> bool

qui teste si un rectangle est totalement inclus dans un autre ;

(b) 1val rectangle_disjoint_rectangle : rectangle -> rectangle -> bool

qui teste si deux rectangles donnés ont au moins un point d’intersection ;

(c) 1val rectangle_intersection_rectangle : rectangle -> rectangle -> rectangle

qui renvoie le rectangle à l’intersection de deux rectangles.

Des implantations possibles sont

1let rectangle_contains_rectangle r1 r2 =
2 rectangle_contains_point r1 (rectangle_lower_left r2)
3 && rectangle_contains_point r1 (rectangle_upper_right r2);;
4

5let rectangle_disjoint_rectangle r1 r2 =
6 let r1_lower_left = rectangle_lower_left r1 in
7 let r1_upper_right = rectangle_upper_right r1 in
8 let r2_lower_left = rectangle_lower_left r2 in
9 let r2_upper_right = rectangle_upper_right r2 in

10 point_domination r2_lower_left r1_upper_right
11 || point_domination r1_lower_left r2_upper_right;;
12

13let rectangle_intersection r1 r2 =
14 let r1_ll = rectangle_lower_left r1 in
15 let r1_ur = rectangle_upper_right r1 in
16 let r2_ll = rectangle_lower_left r2 in
17 let r2_ur = rectangle_upper_right r2 in
18 let ll_x_max = largest [point_x r1_ll; point_x r2_ll] in
19 let ll_y_max = largest [point_y r1_ll; point_y r2_ll] in
20 let ur_x_min = smallest [point_x r1_ur; point_x r2_ur] in
21 let ur_y_min = smallest [point_y r1_ur; point_y r2_ur] in
22 let ll = make_point ll_x_max ll_y_max in
23 let ur = make_point ur_x_min ur_y_min in
24 make_rectangle ll ur;;

En utilisant ces fonctions, écrire la fonction

1val quadtree_rectangle_query :rectangle -> quadtree -> point list

qui renvoie la liste des points enregistrés dans l’arbre quaternaire en argument qui sont
contenus dans le rectangle en argument. Le calcul doit être efficace. Par efficace, nous
entendons
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— qu’il n’est pas nécessaire de parcourir un arbre quaternaire si le rectangle associé à
sa racine n’a aucun point commun avec le rectangle requête,

— que tous les points contenus dans les feuilles d’un arbre quaternaire sont nécessai-
rement des solutions si le rectangle associé à la racine de cet arbre quaternaire est
inclus dans le rectangle requête.

Nous terminons ce TP en réalisant un support pour l’ajout et la suppression de points dans
les arbres quaternaires.

Exercice 5. (Ajout et suppression de points)

1. Écrire la fonction

1val quadtree_insert : quadtree -> int -> point -> quadtree

qui, étant donné un arbre quaternaire contenant au plus n points dans chaque feuille
renvoie le nouvel arbre quaternaire obtenu en insérant le point en argument. L’arbre
renvoyé doit contenir lui aussi au plus n points dans chaque feuille.

2. Écrire la fonction

1val quadtree_delete : quadtree -> point -> quadtree

qui, étant donné un arbre quaternaire renvoie le nouvel arbre quaternaire obtenu en sup-
primant le point donné en argument. Ce point peut exister ou non dans l’arbre d’origine.

Annexe
1# let points = [ (make_point 0. 0.); (make_point 0.1 0.2); (make_point 0.01 0.01); (make_point 2.

0.5); (make_point 0.5 1.5)];;
2val points : point list =
3 [(0., 0.); (0.1, 0.2); (0.01, 0.01); (2., 0.5); (0.5, 1.5)]
4

5# let r = enclosing_rectangle points;;
6val r : rectangle = ((0., 0.), (2., 1.5))
7

8# let qt = quadtree_make points 2;;
9val qt : quadtree =

10 Node (Leaf ([(0.5, 1.5)], ((0., 0.75), (1., 1.5))),
11 Leaf ([], ((1., 0.75), (2., 1.5))),
12 Leaf ([(2., 0.5)], ((1., 0.), (2., 0.75))),
13 Node (Leaf ([], ((0., 0.375), (0.5, 0.75))),
14 Leaf ([], ((0.5, 0.375), (1., 0.75))),
15 Leaf ([], ((0.5, 0.), (1., 0.375))),
16 Node (Leaf ([(0.1, 0.2)], ((0., 0.1875), (0.25, 0.375))),
17 Leaf ([], ((0.25, 0.1875), (0.5, 0.375))),
18 Leaf ([], ((0.25, 0.), (0.5, 0.1875))),
19 Leaf ([(0., 0.); (0.01, 0.01)], ((0., 0.), (0.25, 0.1875))),
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20 ((0., 0.), (0.5, 0.375))),
21 ((0., 0.), (1., 0.75))),
22 ((0., 0.), (2., 1.5)))
23

24# let count = quadtree_count qt;;
25val count : int = 5
26

27# let signature = quadtree_signature qt;;
28val signature : int list = [1; 0; 1; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 2]
29

30# let all_points = quadtree_all_points qt;;
31val all_points : point list =
32 [(0.5, 1.5); (2., 0.5); (0.1, 0.2); (0., 0.); (0.01, 0.01)]
33

34

35# let rec range i j = if i > j then [] else i::(range (i+1) j);;
36val range : int -> int -> int list = <fun>
37

38# let cartesian l l’ =
39 List.concat (List.map (fun e -> List.map (fun e’ -> (e, e’)) l’) l);;
40val cartesian : ’a list -> ’b list -> (’a * ’b) list = <fun>
41

42# let points m n =
43 let xs = List.map float_of_int (range 0 m) and
44 ys = List.map float_of_int (range 0 n) in
45 List.map (fun (x, y) -> make_point x y ) (cartesian xs ys);;
46val points : int -> int -> point list = <fun>
47

48# let ps = points 4 4
49val ps : point list =
50 [(0., 0.); (0., 1.); (0., 2.); (0., 3.); (0., 4.); (1., 0.); (1., 1.);
51 (1., 2.); (1., 3.); (1., 4.); (2., 0.); (2., 1.); (2., 2.); (2., 3.);
52 (2., 4.); (3., 0.); (3., 1.); (3., 2.); (3., 3.); (3., 4.); (4., 0.);
53 (4., 1.); (4., 2.); (4., 3.); (4., 4.)]
54

55# let qt = quadtree_make ps 2;;
56val qt : quadtree =
57 Node
58 (Node
59 (Node (Leaf ([(0., 4.)], ((0., 3.5), (0.5, 4.))),
60 Leaf ([(1., 4.)], ((0.5, 3.5), (1., 4.))),
61 Leaf ([(1., 3.)], ((0.5, 3.), (1., 3.5))),
62 Leaf ([(0., 3.)], ((0., 3.), (0.5, 3.5))), ((0., 3.), (1., 4.))),
63 Node (Leaf ([(1., 4.)], ((1., 3.5), (1.5, 4.))),
64 Leaf ([(2., 4.)], ((1.5, 3.5), (2., 4.))),
65 Leaf ([(2., 3.)], ((1.5, 3.), (2., 3.5))),
66 Leaf ([(1., 3.)], ((1., 3.), (1.5, 3.5))), ((1., 3.), (2., 4.))),
67 Node (Leaf ([(1., 3.)], ((1., 2.5), (1.5, 3.))),
68 Leaf ([(2., 3.)], ((1.5, 2.5), (2., 3.))),
69 Leaf ([(2., 2.)], ((1.5, 2.), (2., 2.5))),
70 Leaf ([(1., 2.)], ((1., 2.), (1.5, 2.5))), ((1., 2.), (2., 3.))),
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71 Node (Leaf ([(0., 3.)], ((0., 2.5), (0.5, 3.))),
72 Leaf ([(1., 3.)], ((0.5, 2.5), (1., 3.))),
73 Leaf ([(1., 2.)], ((0.5, 2.), (1., 2.5))),
74 Leaf ([(0., 2.)], ((0., 2.), (0.5, 2.5))), ((0., 2.), (...))),
75 ...),
76 ...)
77

78# let points_in = let p1 = make_point 0. 0. and p2 = make_point 2. 3. in
79 let query = make_rectangle p1 p2 in
80 quadtree_rectangle_query query qt;;
81val points_in : point list =
82 [(1., 3.); (0., 3.); (2., 3.); (2., 2.); (1., 2.); (0., 2.); (2., 1.);
83 (2., 0.); (1., 1.); (0., 1.); (1., 0.); (0., 0.)]
84

85# let points_in = let p1 = make_point 3. 3. and p1 = make_point 5. 5. in
86 let query = make_rectangle p1 p2 in
87 quadtree_rectangle_query query qt;;
88val points_in : point list = [(3., 4.); (3., 3.); (4., 4.); (4., 3.)]
89

90# let points_in = let p1 = make_point 2. (-1.) and p2 = make_point 3. 5. in
91 let query = make_rectangle p1 p2 in
92 quadtree_rectangle_query query qt;;
93val points_in : point list =
94 [(2., 4.); (2., 3.); (2., 2.); (3., 4.); (3., 3.); (3., 2.); (3., 1.);
95 (2., 1.); (3., 0.); (2., 0.)]
96

97# let points_in = let p1 = make_point 3.75 3.75 and p2 = make_point 6. 6. in
98 let query = make_rectangle p1 p2 in
99 quadtree_rectangle_query query qt;;

100val points_in : point list = [(4., 4.)]
101

102# let points_in = let p1 = make_point 4.75 4.75 and p2 = make_point 6. 6. in
103 let query = make_rectangle p1 p2 in
104 quadtree_rectangle_query query qt;;
105val points_in : point list = []
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