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Fonctions et applications

Exercice 1. � (Domaines, fonctions et applications)Exprimer le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes et précisez celles quisont des applications :1. la fonction f : {0, 1, 2, 3} → {0, 1, 2, 3, 4} définie par f (x) := x + 1 ;
2. la fonction f : {0, 1, 2, 3} → {0, 1, 2} définie par f (x) := x + 1 ;
3. la fonction f : Z→ Q définie par f (x) := 1

x ;
4. la fonction f de N→ Z définie par f := {(x,−x) : x ∈ N} ;
5. la fonction f de N→ N définie par

f (x) :=
2x + 1 si x est pair,

x + 1 sinon ;
6. la fonction f : P(N)→ N définie par f (x) := #x.

Exercice 2. � (Images)Exprimer l’image de chacune des fonctions suivantes :1. la fonction f : Z→ Z définie par f (x) := 2x ;
2. la fonction f : Z2 → Z2 définie par f ((x, y)) := (x + y, y) ;
3. la fonction f : N2 → N définie par f ((x, y)) := x + y + 1 ;
4. la fonction f : N× Z→ Z2 définie par f ((x, y)) := (y, x) ;
5. la fonction f : P(E)→P(E) définie par f (x) := x ∪ {0} où E est l’ensemble {0, 1, 2} ;
6. la fonction f : P(Z)→P(Z) définie par f (x) := CZ(x) ;
7. la fonction f : P(N)2 →P(N) définie par f ((x, y)) := x ∆ y.
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Exercice 3. � (Constructions)

1. Construire un exemple d’application injective et non surjective(a) de {1, 5, 6} dans {4, 10, 22, 31} ;(b) de N dans N.Dessiner les représentations matricielles des applications construites (avec éventuellementdes points de suspension).2. Construire un exemple d’application surjective et non injective(a) de N dans {1, 2} ;(b) de N dans N.Dessiner les représentations matricielles des applications construites (avec éventuellementdes points de suspension).3. Construire un exemple d’application bijective(a) de N dans N ;(b) de N dans Z ;(c) � de Z dans Q.Dessiner les représentations matricielles des applications construites (avec éventuellementdes points de suspension).
Exercice 4. � (Injections et surjections)Parmi les applications suivantes, préciser en le démontrant, lesquelles sont injectives, sur-jectives et/ou bijectives :1. la fonction f : {1, . . . , 6} → {3, . . . , 8} définie par f (x) := 9− x ;2. la fonction f : Z→ Z définie par f (x) := 2x + 1 ;3. la fonction f : Z2 → Z2 définie par f ((x, y)) := (x + 1, y + 2) ;4. la fonction f : Z2 → Z2 définie par f ((x, y)) := (x, 2y) ;5. la fonction f : P(J0, 6K)→ J0, 6K définie par f (x) := #x.
Exercice 5. � (Croissance stricte)Une application f : N→ N est strictement croissante quand pour tous n, m ∈ N tels que n <
m, on a f (n) < f (m).1. Donner un exemple d’application f : N→ N strictement croissante.2. Démontrer que toute application f : N→ N strictement croissante est injective.3. Infirmer le fait que toute application f : N→ N strictement croissante est surjective.4. Soient f, g : N→ N deux applications strictement croissantes. Démontrer que la composée

f ◦ g est strictement croissante.
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Exercice 6. � (Images et opérations)Soient A et B deux ensembles, f : A→ B une fonction et X et Y deux sous-ensembles de A.Montrer les propriétés suivantes :1. f (X) ⊂ f (Y ) lorsque X ⊂ Y ;
2. f (X ∪ Y ) = f (X) ∪ f (Y ) ;
3. f (X ∩ Y ) ⊂ f (X) ∩ f (Y ) ;
4. f (X ∩ Y ) = f (X) ∩ f (Y ) lorsque f est injective ;
5. CB(f (A)) = ∅ lorsque f est surjective.

Exercice 7. � (Compositions)Exprimer la composée f ◦ g pour chacune des définitions dans chacun des cases suivants :1. la fonction f : N → N définie par f (x) := 3x et la fonction g : N → N définie par g(x) :=
x + 1 ;

2. la fonction f : Z → Z3 définie par f (x) := (−x, x,−x) et la fonction g : N → Z définie par
g(x) := −x ;

3. la fonction f : Z → Z2 définie par f (x) := (x,−x) et la fonction g : N → Z définie par
g(x) := x si x est pair et g(x) := −x si x est impair ;

4. la fonction f : P(E)→ N définie par f (x) := #x et la fonction g : P(E)→P(E) définie par
g(x) := x ∪ {0} où E est l’ensemble {0, 1, 2, 3}.

Exercice 8. � (Composition et propriétés)Soient f : E → F et g : F → G.1. On suppose g ◦ f injective. Montrer que f est nécessairement injective. Montrer que gn’est pas nécessairement injective.
2. On suppose g ◦ f surjective. Montrer que g est nécessairement surjective. Montrez que fn’est pas nécessairement surjective.

Exercice 9. � (Applications et relations d’équivalence)Soient A et B deux ensembles et f : A → B une application. On construit à partir de f larelation binaire Rf sur A de la manière suivante. Pour tous x, y ∈ A, on a xRf y si f (x) = f (y).
1. Considérons (uniquement pour cette question) le cas particulier où A := N, B := N et f estl’application définie par f (x) := x (mod 3) pour tout x ∈ N (où x (mod 3) est le reste de ladivision euclidienne de x par 3). Donner quatre exemples d’éléments en relation par Rf .2. Démontrer en toute généralité que Rf est une relation d’équivalence.
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3. Considérons (uniquement pour cette question) le cas particulier où A := Z2, B := N et
f est l’application définie par f ((x, y)) := x2 + y2 pour tout (x, y) ∈ Z2. Donner la classed’équivalence de (3, 4).

4. Considérons (uniquement pour cette question) le cas particulier où A := P(J0, 9K), B := Net f est l’application définie par f (E) := #E. Donner, en le justifiant soigneusement, lecardinal de l’ensemble {[E]Rf : E ∈ A
}.

5. Démontrer en toute généralité que f est injective si et seulement si pour tout x ∈ A, laclasse d’équivalence [x]Rf est un singleton.
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