Classes d’équivalence

Soit I/ un ensemble et R une relation d’équivalence sur E.

135/ 240



Classes d’équivalence

Soit I/ un ensemble et R une relation d’équivalence sur E.

Soit x un élément de E.

135/ 240



Classes d’équivalence
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Classes d’équivalence

Soit I/ un ensemble et R une relation d’équivalence sur E.
Soit z un élément de E.

La classe d’équivalence de z, notée [z]r, est I'ensemble des éléments de E
qui sont équivalents a z. En d’autres termes

[zl ={y € E: xRy}
Remarque : [z|% est un sous-ensemble de F.

Remarque :si 2 Ry, alors [z]r = [y]%.
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Classes d’équivalence

Exemple

Soit R la relation binaire sur N x N telle que I'on a (z,y) R (2, ) si
r+y=1a+vy.
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Exemple
Soit R la relation binaire sur N x N telle que I'on a (z,y) R (2, ) si
r+y=12+1v.
Ona
[(1,2)]r ={(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)},
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Classes d’équivalence

Exemple
Soit R la relation binaire sur N x N telle que I'on a (z,y) R (2, ) si
r+y=a"+y.
Ona
[(1,2)]= = {(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)},
[(073 ]'R = {(07 A 7(23 1), (3, }a
[(171 ]R = {( 9 &l)s (Lo 1)y 2’0)}
Exemple

Soit R := {(z,y) : z,y € Z\ {0} et z et y ont le méme signe}.
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Classes d’équivalence

Exemple
Soit R la relation binaire sur N x N telle que I'on a (z,y) R (2, ) si
r+y=12+1v.
Ona
[(1,2)]= = {(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)},
[(073 :IR = {(07 3)’( ) ) 2’ 1 ) ) }7
[(171 ]'R = {( 14 )\ L)y 2a0)}
Exemple

Soit R := {(z,y) : z,y € Z\ {0} et z et y ont le méme signe}.

On a
Nz ={1,2,3,...},
[-1lr={...,—3,—2,—-1}.
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Relations d’équivalence et partitions ensemblistes

Il existe un lien trés concret entre les relations d’équivalence et les
partitions ensemblistes.

En effet, a partir de 'une, il est possible de construire 'autre et
réciproquement, comme Pillustre le théoréme suivant.
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Relations d’équivalence et partitions ensemblistes

Il existe un lien trés concret entre les relations d’équivalence et les
partitions ensemblistes.

En effet, a partir de 'une, il est possible de construire 'autre et
réciproquement, comme Pillustre le théoréme suivant.

Théoréme
Soit E/ un ensemble.

Si R est une relation d’équivalence sur E, alors ’ensemble
{[z]r : z € E}

forme une partition ensembliste de E.

Réciproquement, si {F}, ..., F},} est une partition ensembliste de F, la
relation binaire R vérifiant z R y s’il existe ¢ € [1,n] tel que z € F; et
y € F; est une relation d’équivalence.
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Relations d’équivalence et partitions ensemblistes
Exemple

Soit R la relation binaire sur N x N telle que 'on a (z,y) R (2, ) si
rt+y=a+vy.
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Relations d’équivalence et partitions ensemblistes

Exemple

Soit R la relation binaire sur N x N telle que 'on a (z,y) R (2, ) si
r+y=12+1v.
D’apreés le théoréme précédent, 'ensemble {Fy, Fy, Fo, ...} défini par

Foi={(x,y) 2,y € Netz+y =n}

est une partition ensembliste de N x N.
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Relations d’équivalence et partitions ensemblistes

Exemple

Soit R la relation binaire sur N x N telle que 'on a (z,y) R (2, ) si
r+y=12+1v.
D’aprés le théoréme précédent, 'ensemble {Fy, Fy, Fs, ...} défini par

Foi={(x,y) 2,y € Netz+y =n}

est une partition ensembliste de N x N.

Exemple

Soit {Fp, F1 } la partition ensembliste de Z ou Fj est I'ensemble des
entiers pairs et F est 'ensemble des entiers impairs.
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Relations d’équivalence et partitions ensemblistes

Exemple

Soit R la relation binaire sur N x N telle que 'on a (z,y) R (2, ) si
rt+y=a+vy.

D’aprés le théoréme précédent, 'ensemble {Fy, Fy, Fs, ...} défini par

Foi={(x,y) 2,y € Netz+y =n}

est une partition ensembliste de N x N.

Exemple

Soit {Fp, F1 } la partition ensembliste de Z ou Fj est I'ensemble des
entiers pairs et F est 'ensemble des entiers impairs.

D’apres le théoréme précédent, la relation binaire R sur Z vérifiant z R y
si « et y ont la méme parité est une relation d’équivalence.
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Plan

Relations binaires

Opérations
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Inverse d’une relation binaire

Soient F et F' deux ensembles et R C E X F' une relation binaire entre E/
et F.
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relation avec x € Esiz R y.
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Inverse d’une relation binaire

Soient F et F' deux ensembles et R C E X F une relation binaire entre £/
et F.

On note R~! la relation binaire entre F et E dans laquelle y € F est en
relation avec x € Esiz R y.

En d’autres termes
)

R :={(y,x) € Fx E: (x,y) € R}.

On appelle R~! P'inverse de R.
Exemple

» L’inverse de la relation binaire <z est la relation binaire >.

140/ 240



Inverse d’une relation binaire

Soient F et F' deux ensembles et R C E X F une relation binaire entre £/
et F.

On note R~! la relation binaire entre F et E dans laquelle y € F est en
relation avec x € Esiz R y.

En d’autres termes
b

R :={(y,x) € Fx E: (x,y) € R}.

On appelle R~! P'inverse de R.
Exemple

» L’inverse de la relation binaire <z est la relation binaire >.

» L’inverse de la relation binaire <z est la relation binaire >.

140/ 240



Inverse d’une relation binaire

Soient F et F' deux ensembles et R C E X F une relation binaire entre £/
et F.

On note R~! la relation binaire entre F et E dans laquelle y € F est en
relation avec x € Esiz R y.

En d’autres termes
b

R :={(y,x) € Fx E: (x,y) € R}.

On appelle R~! P'inverse de R.
Exemple

» L’inverse de la relation binaire <z est la relation binaire >.
» L’inverse de la relation binaire <z est la relation binaire >.

» Soit £ un ensemble. L’inverse de =g est =f.

140/ 240



Inverse d’une relation binaire

Soient F et F' deux ensembles et R C E X F une relation binaire entre £/
et F.

On note R~! la relation binaire entre F et E dans laquelle y € F est en
relation avec x € Esiz R y.

En d’autres termes
)

R :={(y,x) € Fx E: (x,y) € R}.

On appelle R~! P'inverse de R.

Exemple
» L’inverse de la relation binaire <z est la relation binaire >.
» L’inverse de la relation binaire <z est la relation binaire >.
» Soit £ un ensemble. L’inverse de =g est =f.

» Soit E un ensemble. L’inverse de #p est #g.
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Complémentaire d’une relation binaire

Soient E et F' deux ensembles et R C E X F' une relation binaire entre E/
et F.
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Complémentaire d’une relation binaire

Soient E et F' deux ensembles et R C E X F' une relation binaire entre E/
et F.

On note R la relation binaire entre E et F' dans laquelle z € E est en
relation avec y € F si 2 R y.
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Soient E et F' deux ensembles et R C E X F' une relation binaire entre E/
et F.
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relation avec y € F si 2 R y.
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Complémentaire d’une relation binaire

Soient E et F' deux ensembles et R C E X F' une relation binaire entre E/
et F.

On note R la relation binaire entre E et F' dans laquelle z € E est en
relation avec y € F si 2 R y.

En d’autres termes,

R:={(z,y) € Ex F:(z,y) ¢ R}.

On appelle R le complémentaire de R.

Remarque : en termes d’opérations sur les ensembles, R = Crx r(R).
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relation avec y € F si 2 R y.

En d’autres termes,
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Complémentaire d’une relation binaire

Soient E et F' deux ensembles et R C E X F' une relation binaire entre E/
et F.

On note R la relation binaire entre E et F' dans laquelle z € E est en
relation avec y € F si 2 R y.

En d’autres termes,

R:={(z,y) € Ex F:(z,y) ¢ R}.

On appelle R le complémentaire de R.
Remarque : en termes d’opérations sur les ensembles, R = Crx r(R).
Exemple

» Soit E un ensemble. Le complémentaire de =g est #p.
» Soit E/ un ensemble. Le complémentaire de #f est =f.

» Le complémentaire de la relation binaire <z est la relation binaire >7.
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Complémentaire d’une relation binaire

Soient E et F' deux ensembles et R C E X F' une relation binaire entre E/
et F.

On note R la relation binaire entre E et F' dans laquelle z € E est en
relation avec y € F si 2 R y.

En d’autres termes,

R:={(z,y) € Ex F:(z,y) ¢ R}.

On appelle R le complémentaire de R.

Remarque : en termes d’opérations sur les ensembles, R = Crx r(R).

Exemple

» Soit E un ensemble. Le complémentaire de =g est #p.

» Soit E/ un ensemble. Le complémentaire de #f est =f.

» Le complémentaire de la relation binaire <z est la relation binaire >7.
| 2

Le complémentaire de la relation binaire >y est la relation binaire <z.
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Composée de deux relations binaires

Soient E, I et GG trois ensembleset R C E x FetS C F x G deux
relations binaires.
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On note S o R la relation binaire entre E et G dans laquelle x € E est en
relation avec z € G s’il existe y € F telquex RyetyS z.
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Composée de deux relations binaires

Soient E, I et GG trois ensembleset R C E x FetS C F x G deux
relations binaires.

On note S o R la relation binaire entre E et G dans laquelle x € E est en
relation avec z € G s’il existe y € F telquex RyetyS z.

En d’autres termes
bl

SoR:={(z,2) € ExG:ilexistey € FtelquezRyetySz}.

On appelle § o R la composée de R par S.
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Composée de deux relations binaires
Exemple

Soit R la relation binaire entre E := {0,1,2} et F' := {1, 2} vérifiant
OR1L,0R2et1R2.
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Composée de deux relations binaires

Exemple

Soit R la relation binaire entre E := {0,1,2} et F' := {1, 2} vérifiant
OR1L,0R2et1R2.

Soit S la relation binaire entre F et G := {1, 2} vérifiant 1S1et 28 1.
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Composée de deux relations binaires

Exemple

Soit R la relation binaire entre E := {0,1,2} et F' := {1, 2} vérifiant
OR1L,0R2et1R2.

Soit S la relation binaire entre F et G := {1, 2} vérifiant 1S1et 28 1.

Alors, 7 := S o R est une relation binaire entre E et G qui vérifie 07 1 et
17 1.
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Plan

Fonctions et applications
Notions de base
Injections, surjections, bijections
Composition et inversion
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Introduction

Les fonctions et les applications sont des objets mathématiques qui
permettent de transformer des éléments d’un ensemble E en des éléments

d’un ensemble F'.

re B —
Entrée

Fonction

f

——f(z) e F
Sortie
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Introduction

Les fonctions et les applications sont des objets mathématiques qui
permettent de transformer des éléments d’un ensemble E en des éléments
d’un ensemble F.

Fonction
re B — ——f(z) e F
Entrée f Sortie

Tout comme les relations binaires, elles permettent d’établir des liens entre
deux ensembles.
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Introduction

Les fonctions et les applications sont des objets mathématiques qui
permettent de transformer des éléments d’un ensemble E en des éléments

d’un ensemble F'.

R

Entrée

Fonction

f

—— f(z) € F
Sortie

Tout comme les relations binaires, elles permettent d’établir des liens entre

deux ensembles.

Dans ce chapitre, nous définissons la notion de fonction et d’application.
Nous étudions certaines propriétés des applications comme I’injectivité et
la surjectivité. Nous terminons ce chapitre par I'étude d’opérations sur les

applications.
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Plan

Fonctions et applications
Notions de base
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Fonctions

Soient E' et F' deux ensembles.
Une fonction de E dans F est une relation binaire entre F et F telle que

pour tout © € E, il existe au plus un élément y € F tel que = est en
relation avec y.
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Fonctions

Soient F et F' deux ensembles.

Une fonction de E dans F est une relation binaire entre F et F telle que
pour tout © € E, il existe au plus un élément y € F tel que = est en
relation avec y.

Une fonction est notée par une lettre minuscule

f,9,h, etc

De plus, on note
fE—>F

le fait que f est une fonction de E dans F.

Soit x € E. Lorsqu’il existe un élément de F" avec lequel x est en relation
par f,on note f(x) cet élément.
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Fonctions

Soient F et F' deux ensembles.

Une fonction de E dans F est une relation binaire entre F et F telle que
pour tout © € E, il existe au plus un élément y € F tel que = est en
relation avec y.

Une fonction est notée par une lettre minuscule

f,9,h, etc

De plus, on note
fE—>F

le fait que f est une fonction de E dans F.
Soit x € E. Lorsqu’il existe un élément de F" avec lequel x est en relation

par f,on note f(x) cet élément. On dit alors que f(z) est 'image de x et
que z est un antécédent de f(x).
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Fonctions — exemples

Exemple

La relation binaire f sur N définie par
f={(n,n+1):neN}

est une fonction de N dans N. Onadonc f: N — N.
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La relation binaire f sur N définie par
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Exemple
La relation binaire f sur N définie par
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est une fonction de N dans N. Onadonc f: N — N.
Pour tout n € N, I'image de n est n + 1.

La fonction f vérifie pour toutn € N, f(n) =n + 1.
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Exemple
La relation binaire f sur N définie par
f={(n,n+1):neN}

est une fonction de N dans N. Onadonc f: N — N.
Pour tout n € N, I'image de n est n + 1.
La fonction f vérifie pour toutn € N, f(n) =n + 1.

Exemple
La relation binaire g entre Z x Z et Z définie par
9:={((=,y),zy) : z,y € Z}

est une fonction de Z X Z dans Z.On adonc g : Z X Z — Z.
Pour tout (z,y) € Z X Z, 'image de (z,y) est zy.
La fonction g vérifie pour tout (z,y) € Z X Z, g((z,y)) = zy.
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Fonctions — exemples

Exemple

La relation binaire f sur Z définie par
f={(@y) z,y€Zetz+y >0}

n’est pas une fonction.
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Fonctions — exemples

Exemple
La relation binaire f sur Z définie par
f={(z,y) :z,y € Zetx+y >0}

n’est pas une fonction.

En effet, il existe des éléments de Z qui sont en relation avec plus de deux
éléments. On a par exemple —1 f1et —1 f 2.

Exemple

La relation binaire g dont la représentation sagittale est

[0 ? 1 )
E— - | 3 — ¥
\\ /

n’est pas une fonction.

En effet, ’élément O de E est en relation avec deux éléments de F'.
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Fonctions — exemples

La relation binaire f dont la représentation sagittale est

est une fonction f : £ — F.
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Fonctions — exemples

Exemple

La relation binaire f dont la représentation sagittale est

est une fonction f : E — F. Elle vérifie f(0) =5, f(3) =Tet f(4) =T7.
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Fonctions — exemples

Exemple

La relation binaire f dont la représentation sagittale est
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Domaine de définition et image

Soient E et F' deux ensembles et f : E — F' une fonction.

Le domaine de définition de f, noté Dom( f), est I’ensemble des éléments
de E qui admettent une image.
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Domaine de définition et image — exemples

Exemple
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Domaine de définition et image — exemples

Exemple

Soit la fonction f qui admet la représentation sagittale
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On a alors Dom(f) = {0, 3,4} et Im(f) = {5, 7}.

Exemple

Soit g : N — N la fonction définie pour tout n € N par g(n) :=n + 1.
Alors, Dom(g) = Net Im(g) = N\ {0}.

Exemple

Soit h : Z — {1, 2} la fonction définie pour tout = € Z par
h(z) == {1 sf:vgf?),
2 sinon.

Alors, Dom(h) = Z et Im(h) = {1, 2}.
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Image d’un ensemble et image réciproque

Soient E et F' deux ensembles et f : E — F' une fonction.

Soit X un ensemble tel que X C E.
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Image d’un ensemble et image réciproque — exemples

Exemple

Soit f : N — N la fonction définie pour tout n € N par f(n) :=n + 1.
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Exemple

Soit f : N — N la fonction définie pour tout n € N par f(n) :=n + 1.
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Exemple

Soit f : N — N la fonction définie pour tout n € N par f(n) :=n + 1.
Ona

> f({1,3,4}) = {2,4,5}; > FH{0}) = 0;
> f~1({5,6}) = {4,5}; > -1({0,2,4,6,...}) = {1,3,5,...}.
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Soit g : N — N la fonction définie pour tout n € N par g(n) := m ol m est le
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On a
> ¢({0,1,3,4}) = {0,1}; > g ({1} = {1,4,7,10,13,...};
> g ({3} =0; > g71({2}) = {2,5,8,11,14,...};
> g '({0}) = {0,3,6,9,12,...}; > ¢'({0,1,2}) = N.
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Une fonction f : E — F est une application si tout élément de £ admet

une image.

En d’autres termes, f est une application si Dom(f) = F.

Exemple

La fonction f qui admet la représentation sagittale

Exemple

n’est pas une application. En effet,
1 € E n’admet pas d’image.

La fonction g qui admet la représentation sagittale

P
/ 1%
3

est une application.
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Plan

Fonctions et applications

Injections, surjections, bijections
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Injectivité
Soient E et F' deux ensembles et f : E — F une application.

L’application f est injective si tout élément de F' posséde au plus un
antécédent.
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