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Syntaxe et évaluation
La construction syntaxique
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où ���, ����, . . ., ���� sont des expressions d’un même type et ������,
. . ., ������ des motifs, met en place un filtrage de motifs sur ���.
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3. si un motif ������ filtre la valeur de ���, la valeur de toute l’expression est
celle de ���� ;
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Principe du filtrage

Le filtrage de motifs peut se penser en 1re approximation comme le ������
du C. Il est dans les faits beaucoup plus puissant.
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Exhaustivité du filtrage

L’interpréteur vérifie si le filtrage est exhaustif, c.-à-d. si toute expression
du type a�endu peut être filtrée par au moins un motif.
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Gardes
Il est possible de ra�iner le filtrage en incluant des tests à des clauses
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Exemple : évaluation de formules

On souhaite représenter des formules du calcul des prédicats et définir
une fonction qui permet d’évaluer une formule sous une valuation
donnée.
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Exemple : évaluation de formules

On code une valuation par une fonction qui associe à un caractère
(atome) sa valeur de vérité :
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Exemple : évaluation de formules
On peut l’utiliser sur la formule

f := (¬P ) ∧ (P ∨R)

et la valuation v
P �→ faux, R �→ vrai
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Définition

Une fonction d’ordre supérieur est une fonction � qui vérifie au moins
l’une des deux conditions suivantes :

1. � possède un paramètre de type fonction ;

2. � renvoie une fonction.
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2. � renvoie une fonction.

Le fait de pouvoir paramétrer une fonction par une fonction permet d’avoir
du code potentiellement générique.

Le fait de pouvoir renvoyer une fonction est un procédé très puissant en
programmation fonctionnelle. Le programmeur n’est plus le seul
concepteur de fonctions : l’exécution/l’interprétation peut en créer à la
volée et en appeler.
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Fonctions curryfiées

Rappelons que si � est une fonction de type

�� �� �� �� ��� �� �� �� �,

toute application partielle

�� �� �� ��� ���

avec 1 � k � n− 1 produit une valeur de type

���� �� ��� �� �� �� �

qui est donc une fonction.
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comportent comme des fonctions à un seul paramètre qui renvoient des
fonctions (donc de type �� �� ��� �� ��� �� �� �� ��).

On peut donc voir toute fonction à deux paramètres ou plus comme une
fonction d’ordre supérieur car son application partielle renvoie une
fonction.
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Fonctions renvoyant des fonctions
Analysons le type de la fonction

��� �������� � � �

���� � �� � � � � ��
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Fonctions paramétrées par des fonctions
Analysons le type de la fonction
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Fonctions paramétrées par et renvoyant des fonctions
Analysons le type de la fonction
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supérieur.

192 / 280



Fonctions paramétrées par et renvoyant des fonctions
Analysons le type de la fonction

��� ���������� � � �

��� � �� � � � �� � �� �� �� �����

On infère le type

���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ��� �� ���,

ce qui montre que ���������� est paramétrée par deux fonctions ��� ��

��� et renvoie une fonction ��� �� ���. C’est donc une fonction d’ordre
supérieur.

L’appel ����������� � �� renvoie une fonction qui accepte un entier �
et renvoie

f(g(f(g(x)))).

192 / 280



Fonctions paramétrées par et renvoyant des fonctions
Analysons le type de la fonction

��� ���������� � � �

��� � �� � � � �� � �� �� �� �����

On infère le type

���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ��� �� ���,

ce qui montre que ���������� est paramétrée par deux fonctions ��� ��

��� et renvoie une fonction ��� �� ���. C’est donc une fonction d’ordre
supérieur.

L’appel ����������� � �� renvoie une fonction qui accepte un entier �
et renvoie

f(g(f(g(x)))).

� ��� � � ����������� ���� � �� � � �� ���� � �� � � �����

��� � � ��� �� ��� � �����

192 / 280



Fonctions paramétrées par et renvoyant des fonctions
Analysons le type de la fonction

��� ���������� � � �

��� � �� � � � �� � �� �� �� �����

On infère le type

���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ��� �� ���,

ce qui montre que ���������� est paramétrée par deux fonctions ��� ��

��� et renvoie une fonction ��� �� ���. C’est donc une fonction d’ordre
supérieur.

L’appel ����������� � �� renvoie une fonction qui accepte un entier �
et renvoie

f(g(f(g(x)))).

� ��� � � ����������� ���� � �� � � �� ���� � �� � � �����

��� � � ��� �� ��� � �����

� �� ����

� � ��� � ��

192 / 280



Exemple complet 1 : mots fonctionnels
Reprenons la façon fonctionnelle de représenter les mots vue
précédemment :

���� �� ��� � �

������� � ��� �� ���

�������� � ���

�

On rappelle que si � est un mot, l’expression ��������� � a pour valeur la
�e le�re de �.
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�

On rappelle que si � est un mot, l’expression ��������� � a pour valeur la
�e le�re de �.

Par exemple,

��� ����� � �
������� �

���� � ��
����� � ����

�� �� ���
�� �� ���
�� �� ���

��
�������� � �

�

représente le mot (de le�res de type ����) ���.
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Exemple complet 1 : mots fonctionnels
Voici une fonction qui convertit un mot en une chaîne de caractères qui le
représente :
��� ������������� � ���������������� �

��� ��� ��� � �
�� � � ���������� � � ����

��
����

��� �� � ������������ � ����������������� ���������� ���� ��
�� � ���� �� � ���

��
��� �
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Exemple complet 1 : mots fonctionnels
Voici à présent une fonction de concaténation de mots. Elle renvoie le mot
obtenu en concaténant les mots en arguments :

��� ���������� � � �
��� ������� � �

�� � �� ���������� ����
��������� �

����
��������� �� � �����������

��
�������� � ������� � �������� � ���������� � �����������
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� son type est �� ��� �� �� ��� �� �� ��� ;

� pour construire le mot résultat, une fonction locale ������� est
construite à partir des fonctions ��������� et ���������, se basant
sur le fait que (uv)i = ui si 1 � i � |u| et (uv)i = vi−|u| sinon.
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sur le fait que (uv)i = ui si 1 � i � |u| et (uv)i = vi−|u| sinon.
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Exemple complet 1 : mots fonctionnels
On peut aussi définir des mots particuliers, comme les mots de Fibonacci.
Pour tout n � 0, le ne mot de Fibonacci fn est défini par

fn :=





b si n = 0,

a si n = 1,

fn−1fn−2 sinon.
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Exemple complet 2 : images fonctionnelles
Reprenons la façon fonctionnelle de représenter les images vue
précédemment :
���� ����� � ��� � ���
���� �� ����� � �

��������������� � ����� �� ���
������� � ����
������� � ���

�
���� ������� � ������ � ���� ���� � ���� ���� � ����
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représente l’image
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Exemple complet 2 : images fonctionnelles
Voici une fonction qui calcule l’image obtenue en complémentant les
couleurs des pixels d’une image en entrée :
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Toutes ces fonctions s’évaluent en temps Θ(1). Ce�e complexité ne
dépend donc pas de la taille de l’image !
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Exemple complet 3 : séries génératrices
On souhaite représenter des séries génératrices. Ce sont des polynômes en
une variable t de degré possiblement infini et à coe�icients entiers.
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n�0

2ntn = 1 + 2t+ 4t2 + 8t3 + 16t4 + · · ·

�estion : comment représenter des séries génératrices ?
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Exemple complet 3 : séries génératrices

Réponse : par une fonction qui à tout entier positif n associe le coe�icient
αn de tn.
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Exemple complet 3 : séries génératrices

Il existe plusieurs opérations sur les séries génératrices :
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Il est possible de les implanter simplement en utilisant les fonctions
d’ordre supérieur.
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Exemple complet 3 : séries génératrices
On implante la somme au moyen d’une fonction anonyme :

��� ����� �� �� �

���� � �� ��� �� � ��� ���
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ou bien sans (avec exactement le même comportement) :

��� ����� �� �� �

��� ��� � �

��� �� � ��� ��

��

���

� ��� �� � ������ ������������ ���������������

��� �� � ��� �� ��� � �����

� ��� ����

� � ��� � ��

202 / 280



Exemple complet 3 : séries génératrices
On implante la somme au moyen d’une fonction anonyme :

��� ����� �� �� �

���� � �� ��� �� � ��� ���

ou bien sans (avec exactement le même comportement) :

��� ����� �� �� �

��� ��� � �

��� �� � ��� ��

��

���

� ��� �� � ������ ������������ ���������������

��� �� � ��� �� ��� � �����

� ��� ����

� � ��� � ��

L’implantation du produit d’Hadamard utilise les mêmes idées :
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Exemple complet 3 : séries génératrices
L’implantation du produit est un peu plus complexe dans sa mise en
œuvre : elle utilise une fonction auxiliaire récursive.

��� ������� �� �� �

��� �������� � �

��� ��� ��� � �

�� � � � ����

�

����

���� �� � ��� � ��� �� � ��� �� � ���

��

���� ��

��

����������

203 / 280



Exemple complet 3 : séries génératrices
L’implantation du produit est un peu plus complexe dans sa mise en
œuvre : elle utilise une fonction auxiliaire récursive.

��� ������� �� �� �

��� �������� � �

��� ��� ��� � �

�� � � � ����

�

����

���� �� � ��� � ��� �� � ��� �� � ���

��

���� ��

��

����������

� ��� ����� � ���� � �� ����

��� ����� � �� �� ��� � �����

203 / 280



Exemple complet 3 : séries génératrices
L’implantation du produit est un peu plus complexe dans sa mise en
œuvre : elle utilise une fonction auxiliaire récursive.

��� ������� �� �� �

��� �������� � �

��� ��� ��� � �

�� � � � ����

�

����

���� �� � ��� � ��� �� � ��� �� � ���

��

���� ��

��

����������

� ��� ����� � ���� � �� ����

��� ����� � �� �� ��� � �����

� ��� ����������� � �������� ����� ��������

��� ����������� � ��� �� ��� � �����

203 / 280



Exemple complet 3 : séries génératrices
L’implantation du produit est un peu plus complexe dans sa mise en
œuvre : elle utilise une fonction auxiliaire récursive.

��� ������� �� �� �

��� �������� � �

��� ��� ��� � �

�� � � � ����

�

����

���� �� � ��� � ��� �� � ��� �� � ���

��

���� ��

��

����������

� ��� ����� � ���� � �� ����

��� ����� � �� �� ��� � �����

� ��� ����������� � �������� ����� ��������

��� ����������� � ��� �� ��� � �����

� ������������ ��� ������������ ��� ������������ ��� ������������ ����

� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� �� �� ��

203 / 280



Plan

Notions
Récursivité
Filtrage
Fonctions d’ordre supérieur
Polymorphisme
Stratégies d’évaluation

204 / 280



Objets polymorphes

Un objet est dit polymorphe s’il n’est pas d’un type fixé.
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� Une fonction polymorphe est une fonction paramétrée par au
moins un paramètre dont le type peut être quelconque.
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� Une valeur polymorphe est une valeur d’un type paramétré dont au
moins un paramètre de type reste non spécialisé. P.ex.,
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