
Plan

Types
L’algèbre des types
Types produit
Types somme
Types paramétrés

140 / 280



Somme

Étant donnés des identificateurs ���, . . ., ��� dont les 1res le�res sont des
majuscules,

��� � ��� � ���

désigne le type somme de ���, . . ., ���.
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Constructeurs avec arguments

Certains constructeurs d’un type somme peuvent avoir un argument. Un
argument est une valeur a�achée à un constructeur.
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Exemple 1 — listes d’entiers

Une liste d’entiers est la liste vide ou bien une cellule contenant un entier
qui est a�achée à une liste d’entiers.
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Exemple 2 — arbres binaires d’entiers
Un arbre binaire d’entiers est l’arbre vide ou bien un nœud contenant
un entier qui est a�aché à deux arbres binaires d’entiers.
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Exemple 3 — arbres unaires binaires d’entiers

Un arbre unaire binaire d’entiers est
� l’arbre vide ou bien
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binaires dont les racines sont d’arités 1 ou bien
� un nœud unaire contenant un entier, a�aché à un arbre unaire binaire

dont la racine est d’arité 2.

Voici p.ex. deux arbres unaires binaires, respectivement dont la racine est
d’arité 2 et dont la racine est d’arité 1 :

2

1

3

2

6

4

1

4

2
3

4

5
6

7
8
9
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Exemple 3 — arbres unaires binaires d’entiers
La définition de ces objets se traduit en les définitions de types suivantes.
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Le mot-clé ��� permet de réaliser des définitions de types simultanées :
les types ������� et ������� sont en e�et mutuellement récursifs.

On se base sur la définition des arbres unaires binaires pour construire
finalement le type recherché :
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Exemple 3 — arbres unaires binaires d’entiers

Écrivons une expression de type
�������� qui représente l’arbre
ci-contre :
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Paramètres dans les types

Tout comme les fonctions qui adme�ent des paramètres (voués à être
substitués par des valeurs), il est possible de définir des types avec des
paramètres (voués à être substitués par des types).
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Exemple 1 — listes génériques

Le type à un paramètre

���� �� ����� � ���� � ������� �� �� � �� �����

permet de représenter des listes dont chaque cellule contient une valeur
d’un type quelconque �. On obtient ainsi des listes génériques.
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Exemple 2 — produit nommé à plusieurs paramètres
Le type à deux paramètres

� ���� ����� ���� ������ � �� � ��� � � � ������

���� ���� ��� ������ � � � � ��� � � ��� �

permet de représenter des couples dont les coordonnées sont de types
quelconques (et potentiellement di�érents).
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Exemple 3 — arbres unaires binaires

On souhaite définir un type pour représenter les arbres unaires binaires où

� les nœud unaires contiennent tous des valeurs d’un même type ;
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Exemple 4 — Mots

On cherche à représenter des mots sur un alphabet quelconque.
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Usuellement, en programmation impérative (et donc dans un style
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1 � i � |u|, ui désigne la ie le�re de u.

Par exemple, le mot u := baacba vérifie u1 = b et u4 = c.

Usuellement, en programmation impérative (et donc dans un style
mutable), un mot u est représenté par un tableau ��� qui contient ses
le�res (ui = tab[i− 1]). Ceci supporte les opérations de lecture et
modification de le�res, ainsi que de concaténation.

En programmation fonctionnelle (et donc dans un style non mutable), il
est possible d’utiliser une liste simplement chaînée pour représenter les
le�res du mot. Il est cependant possible de faire mieux.
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Exemple 4 — Mots

Idée principale : pour connaître un mot u, il su�it de connaître pour
toute position i la le�re ui de u.
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Idée principale : pour connaître un mot u, il su�it de connaître pour
toute position i la le�re ui de u.

Un mot est donc une fonction qui envoie chaque position i sur une le�re.

On obtient donc le type à un paramètre suivant
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������� � ��� �� ���
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�

�elques explications :
� le paramètre de type �� renseigne sur le type des le�res du mot ;
� le champ ������� est la fonction dont le rôle a été décrit plus haut ;
� le champ �������� contient la longueur du mot (ceci est nécessaire

car on ne peut pas déduire la longueur du mot uniquement depuis la
fonction �������).
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Ceci lie au nom ����� le mot �����.

� ��� ����� � �
������� � ���� � �� � ��� � � ���
�������� � ����������

���
��� ����� � ���� ��� � �������� � ������ �������� � �����������

Ceci lie au nom ����� le mot �������� de longueur 4294967296 (où �

désigne ����� et � désigne ����).

La quantité de mémoire utilisée est négligeable devant la longueur du mot.
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Exemple 5 — Images

Ce�e idée de représenter les mots par des fonctions peut s’appliquer à la
représentation d’images.
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Exemple 5 — Images

Avec de plus la définition du type

���� ������� � ������ � ���� ���� � ���� ���� � ����

toute valeur de type ������� ����� fait le travail.
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toute valeur de type ������� ����� fait le travail.

Par exemple,
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������ � �� ���� � �� ���� � ��
��
������� � ���
������� � ��

�
��� ���� � ������� ����� � ���������������� � ������

������� � ��� ������� � ���

Ceci lie au nom ���� une image ����� dont les pixels sur la diagonale
sont gris et les autres noirs.
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Exemple 5 — Images

Voici un autre exemple :
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�� ������������� �� �� ���� �� ����� ����
������ � �� ���� � �� ���� � ��

����
������ � ���� ���� � ���� ���� � ����

��
������� � ��������
������� � �������

�
��� ���� � ������� ����� � ���������������� � ������

������� � �������� ������� � ��������

Ceci lie au nom ���� une image (de très haute définition) d’un disque noir
sur un fond blanc.

159 / 280



Axe 3 : concepts avancés

Notions

Listes

λ-calcul
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Plan

Notions
Récursivité
Filtrage
Fonctions d’ordre supérieur
Polymorphisme
Stratégies d’évaluation
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Définitions récursives
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Ce�e définition pose problème :
l’identificateur ���� n’est lié à
aucune valeur lorsque l’on fait
appel à sa valeur en l. 5.
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Ceci définit bien la fonction
factorielle.
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Définitions récursives

Lors de la liaison d’un nom � à une valeur en utilisant ���, toute
occurrence de � qui figure dans sa définition fait référence au nom � qui
est en train d’être défini.
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Simulation des instructions de boucle — exemples
Boucle ����� simple :
Fonction C

��� ������������ �� �
��� �� ����
��� � ��
� � ��
����� �� �� �� �

��� �� ��
� �� ��

�
������ ����

�

Fonction C���

��� �������� � �
��� ��� ��� � �

�� � �� � ����
� � ���� �� � ���

����
�

��
���� ��

168 / 280



Simulation des instructions de boucle — exemples
Boucle ����� simple :
Fonction C

��� ������������ �� �
��� �� ����
��� � ��
� � ��
����� �� �� �� �

��� �� ��
� �� ��

�
������ ����

�

Fonction C���

��� �������� � �
��� ��� ��� � �

�� � �� � ����
� � ���� �� � ���

����
�

��
���� ��

Boucle ��� simple :
Fonction C

��� ��������������� �� �
��� �� ����
��� � ��
��� �� � � � � �� � � � �� �� �

��� �� ��
�
������ ����

�

Fonction C���

��� ����������� � �
��� ��� ��� � �

�� � �� � ����
� � ���� �� � ���

����
�

��
���� ��

168 / 280



Récursivité terminale — motivation
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Ce calcul, pour être mené à bien, a dû garder en mémoire l’expression

� � � � � � �

qui fait intervenir quatre (� �) opérandes et trois (� � � �) opérateurs.
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l’appel
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Ce�e dernière expression s’évalue au fil des appels récursifs en

(fact 4 1) → (fact 3 (4 ∗ 1)) � (fact 3 4)

→ (fact 2 (3 ∗ 4)) � (fact 2 12)

→ (fact 1 (2 ∗ 12)) � (fact 1 24)

→ 24

Ce calcul, pour être mené à bien, a dû garder en mémoire des
expressions faisant intervenir au plus deux opérandes et un opérateur, en
plus de l’appel de fonction.
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Récursivité terminale

La 2e version de la fonction ���� possède la propriété d’être récursive
terminale : le résultat de son appel récursif est renvoyé tel quel, sans
l’adjoindre d’une opération.
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La 2e version de la fonction ���� possède la propriété d’être récursive
terminale : le résultat de son appel récursif est renvoyé tel quel, sans
l’adjoindre d’une opération.

En e�et, dans la 1re version, la valeur de retour subit une multiplication
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alors que dans la 2e, elle ne subit aucune modification

����� �� � �� �� � �����.

Le calcul de la 1re version nécessite de garder en mémoire une expression
de taille Θ(n), alors que celui de la 2e ne travaille que sur une expression de
taille Θ(1).

Les fonctions récursives terminales utilisentmoins de mémoire que leurs
analogues non récursives terminales. Elles sont donc à préférer.
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Récursivité terminale — accumulateurs
Pour écrire des fonctions récursives terminales, on utilise un paramètre
dont le rôle est de contenir le résultat au fur et à mesure des appels. C’est
l’accumulateur.
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Récursivité terminale — Fibonacci
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C’est la version non récursive
terminale de la fonction calculant le
�e nombre de Fibonacci.
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C’est la version récursive terminale
de la fonction précédente.

Elle utilise deux accumulateurs (à
cause du double appel récursif
précédent). ���� contient la valeur
du � � �e nombre de Fibonacci et
���� contient la valeur du � � �e

nombre de Fibonacci.
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Récursivité terminale — forme générale
Une fonction récursive terminale a pour forme générale

Fonction ��� f� x1� ���� xn� acc1� ���� accm� :
Si C :

f������ x1� ���� xn�� ����� acc1� ���� accm��
Sinon :

R
Fin

Fin

où

� x1, . . ., xn sont les paramètres (entrées) ;

� acc1, . . ., accm sont les accumulateurs (sorties) ;

� C est une expression booléenne dépendant des entrées et / ou des sorties ;

� R est une expression résultat obtenue à partir des accumulateurs ;

� ���� indique la mise à jour des x1, . . ., xn lors de l’appel récursif ;

� ���� indique la mise à jour des acc1, . . ., accm lors de l’appel récursif.
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Récursivité terminale — dérécursivation

La dérécursivation est un procédé qui permet de transformer toute
fonction récursive terminale en une fonction itérative.

Les notations sont ici les mêmes que celles utilisées précédemment.
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Récursivité terminale — dérécursivation

La dérécursivation est un procédé qui permet de transformer toute
fonction récursive terminale en une fonction itérative.

Voici une fonction récursive terminale dans sa forme générale et sa version
dérécursivée :

Fonction ��� f� x1� ���� xn�
acc1� ���� accm� :

Si C :
f������ x1� ���� xn��

����� acc1� ���� accm��
Sinon :

R
Fin

Fin

Fonction �� g� x1� ���� xn�
acc1� ���� accm� :

Tant que C :
� x1� ���� xn�

�� ����� x1� ���� xn�
� acc1� ���� accm�

�� ����� acc1� ���� accm�
Fin
R

Fin

Les notations sont ici les mêmes que celles utilisées précédemment.
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Récursivité terminale — dérécursivation (exemple)

Fonction en forme habituelle :
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