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Combinatoire

Combinatoire : science des plans de construction.

Plan de construction : liste de régles de construction d’objets.

Exemple

Soit & le plan formant des mots de longueur 7 sur les lettres de {1, ..., n} tels que
chaque lettre apparait exactement une fois.

Quelques objets de & :
e, 1, 12,21, 123,132,213,231,312,321.

On appelle ces objets des permutations.

Exemple

Soit Motz le plan formant des chemins constitués de pas de {f, 0o, O\O}, se
terminant au niveau du départ et n’allant jamais en dessous.

Quelques objets de Motz :
0, 00, 000,/Y, 0000,55%,§%4:6°%, ©oooo.

On appelle ces objets des chemins de Motzkin.
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Ensembles combinatoires
Soit C' un plan de construction.

Lorsque C' est muni d’une fonction de taille

|-]:C—>N
telle que toutes les fibres |n|~! sont finies, C est un ensemble
combinatoire.

On note ainsi C(n) I’ensemble fini des éléments de C' de taille n.

Exemple

Le plan de construction & est un ensemble combinatoire pour la fonction de taille
qui attribue a chaque permutation sa longueur en tant que mot.

Ainsi,

6(0) = {e},

6(1) = {1},

&(2) = {12,21},

&(3) = {123,132,213,231,312, 321}.
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Combinatoire et questions

Soit C' un ensemble combinatoire.
Questions classiques :
» compter les objets de C de taille n;
» engendrer tous les objets de C' de taille n;

» engendrer aléatoirement un objet de C' de taille n (suivant une
distribution donnée);

» mettre en relation C' avec d’autres ensembles combinatoires D

> définir des statistiques sur C, c.-a-d. des fonctions s : C' — N.

Exemple

Le nombre d’objets de G de taille n est n!.
Une descente dans une permutation o est une position i telle que o (¢) > o (i + 1).

La fonction s qui envoie une permutation sur son nombre de descentes est une
statistique de &. Par exemple, s(35142) = 2.
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Applications de la combinatoire

La combinatoire est un outil pour la formulation et la résolution de
nombreux problémes :

» dénombrer des configurations obéissant a des régles imposées;

» évaluer la complexité d’algorithmes;

> servir de modele d’abstraction de situations complexes;

» comprendre les mécanismes régissant des structures algébriques.
Exemples

> Problémes « twelvefold way », théorie de Pdlya.

> Analyse d’algorithmes, permutations et algorithmes de tri, arbres et

algorithmes de gestion d’ensembles dynamiques.
> Modéles de calcul, codage d’information.
> Algébres associatives et mots, algébres dendriformes et arbres binaires,

algebres pré-Lie et arbres enracinés.
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Il existe plusieurs fagons d’approcher ces questions.

La combinatoire se décline ainsi en plusieurs styles comprenant la
combinatoire

> énumérative (bijections, séries génératrices);
» analytique (analyse complexe, étude asymptotique);
» probabiliste (méthodes probabilistes, théorie de Ramsey);

> algébrique (structures algébriques).
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Point de vue algébrique

Idée principale

Pour comprendre un ensemble combinatoire C, le munir d’opérations.

L’étude de C en tant que structure algébrique C meéne a la découverte de
propriétés sur ses objets. En particulier,

» changements de base dans C

~> reformulations alternatives d’opérations;
> ensembles de générateurs minimaux de C

~» mise en évidence de pieces élémentaires de construction;
» morphismes impliquant C

~ algorithmes de transformation d’objets combinatoires et révélation
de symétries (automorphismes).
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On commence par considérer le K-espace vectoriel K (&) engendré par S.

Par définition, '’ensemble

{Fs :0 € &}
forme une base de K (&).
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On commence par considérer le K-espace vectoriel K (&) engendré par S.

Par définition, '’ensemble

{Fs :0 € &}
forme une base de K (&).

On munit cet espace du produit de mélange décalé -.
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Fi2 - Fo1 = Fi1243 + F1a23 + F1432 + Fa123 + Fa132 + Fuz10.
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10/58



Exemple 1: mélange de permutations

On commence par considérer le K-espace vectoriel K (&) engendré par S.

Par définition, '’ensemble

{Fs :0 € &}
forme une base de K (&).

On munit cet espace du produit de mélange décalé -.
Exemple
Fi2 - Fo1 = Fi243 + F1a03 + F1432 + Fa123 + Fa132 + Fa312.

L’espace K (&) muni du produit - est une algébre associative.

Elle est connue sous le nom d’algebre des fonctions quasi-symétriques
libres FQSym [Malvenuto, Reutenauer, 1995], [Duchamp, Hivert, Thibon, 2002].

10/58
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Exemple 1: mélange de permutations
Soit <, 'ordre partiel sur G engendré par la relation < vérifiant

wabv < wbauw, u,v € N*, a<beN.

Exemple

Diagramme de Hasse de 'ordre restreint 2 G(4) :

1234
— L T
2134 1324 1243
— ><< ><< ~
2314 3124 2143 1342 1423
. N\ o~ o Ny
2341 3214 \;;I;?<\\\$ 3142 \;;;;?<\\\* 1432
Ny o . Ny o~
?;;;f%;\\\$ 2431 \;;1;?1\\\$ 4213 4132
~ >< >< —
3421 4231 4312
4321

Cet ordre < munit chaque G(n) d’une structure de treillis, appelée ordre
faible droit [Guilbaud, Rosenstiehl, 1963], [Yanagimoto, Okamoto, 1969].
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Soient les éléments
Eo:=> Fu.
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Exemple 1: mélange de permutations
Soient les éléments
Eo = F.

rves
oxv

E2341 = F2341 + Fous1 + Fa241 + Fa421 + Fa231 + Fa3o1

Par triangularité, {E, : 0 € &} forme une base de K (S).

Ea'Eu:Ea/V
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Exemple 1: mélange de permutations
Soient les éléments
Eo:=> Fu.
vesS
oxv
Exemple
E2341 = F2341 + F2431 + F3241 + F3421 + Fa231 + Fa321

Par triangularité, {E, : 0 € G} forme une base de K (5).
Proposition [Duchamp, Hivert, Thibon, 2002]
EO’ . El/ = EO’/V
L’opération  est le produit de concaténation décalée des permutations.

Exemple

312,721 = 31254
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Exemple 1: mélange de permutations
Générateurs minimaux de (K (&), -); les éléments E,, tels que

E, =E, -E, implique {v,7}={eo}.

Ce sont les E, tels que o est une permutation connectée, c.-a-d. une
permutation non vide dont aucun préfixe propre n’est une
permutation [Comtet, 1972].

Exemple

Quelques permutations connectées :
1, 21, 231,312,321,
2341, 2413, 2431, 3142, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321.

En résumé, nous avons

» reformulé 'opération (assez complexe) de mélange décalé en une
opération (plus simple) de concaténation;

» mis en évidence une famille de permutations particuliéres pouvant
étre vues comme blocs élémentaires formant les permutations.
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Exemple 2 : chemins de Motzkin
Rappel : un chemin de Motzkin est un chemin constitué de pas de
{do, 0o, O\O}, se terminant au niveau du départ et n’allant jamais en
dessous.

Exemple

Par des raisonnements assez élémentaires, on obtient que la série
génératrice F'(t) de ces objets en fonction de leur taille n vérifie

F(t) =1+ tF(t) + t2F(t)?
et

F(t) =1+t +2t2 + 463 + 9t* + 214° + 5145 + 1277 + - - - .
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Exemple 2 : chemins de Motzkin

Au lieu de considérer cette série de NJ[¢]] dénombrant ces chemins, il est
possible de travailler avec des séries d’objets combinatoires.

Soit la série

f:=0+00+000+ g% +0000+ 552 + 266 + &%+,

construite comme étant la somme formelle de tous les chemins de
Motzkin.

Ici, f est une application
f: Motz — N,

ou Motz est ’ensemble des chemins de Motzkin, qui associe a chaque
chemin de Motzkin son coefficient (1 ici) dans la série.
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Exemple 2 : chemins de Motzkin

Soit (M, -, 0) le monoide de tous les chemins (pas seulement de Motzkin)
dans N2 ot - est le produit consistant & concaténer les chemins.

L’ensemble Motz des chemins de Motzkin forme un sous-monoide de M.

Exemple

A2 6067 = mpeTRL | Ha

Le produit - se prolonge sur les séries de chemins et permet d’écrire (apreés
vérification de quelques détails techniques),

f = o0 4+ oo-f + §°-f-%-f.

On retrouve ainsi (par I’évaluation 2 — ¢I%1) Pexpression quadratique
précédente pour la série génératrice F'(t) des chemins de Motzkin.
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Exemple 2 : chemins de Motzkin

On peut également dénombrer les chemins de Motzkin selon la statistique
« nombre de pas 0-0 ».

Soit en effet la série

g := 0+ qoo + %000 + 2 + (30000 + 155% + 16200 + 16°% + - - -

ot le coefficient de chaque chemin de Motzkin est ¢*, ot k est le nombre
de pas o-o0 du chemin.

Elle admet I'expression
g = o0 + goo-g + 2-%-g

ce qui implique que la série génératrice des chemins de Motzkin comptés
par taille et nombre de pas o-o vérifie

F(t,q) = 1+tqF(t,q) + t*F(t, q)*.
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Idée directrice

Pour obtenir des informations sur un ensemble combinatoire C, on
cherche a définir des (bi)produits x

*:C®RC—>CR---&C
Xk x£

sur C, K (C) ou K ((C)) (symbolisé par C) puis a les étudier.

Dans la plupart des cas, on arrive a construire des structures algébriques
familieres, régies par des objets combinatoires.

Dans ce travail, on rencontre plus particuliérement
> des opérades;
> des bigébres de Hopf;
> des pros;

mais aussi des algebres dendriformes [Loday, 2001], des bigébres
bidendriformes [Foissy, 2007], des algébres pré-Lie [Vinberg, 1963]
[Gerstenhaber, 1963], efc.
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B: Op — OpC

T : Mon — Op : PC — Op

C: MagU — Op
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Synthése des travaux

Constructions

fonctorielles

P(BAs.)
P(Heap,)
P(FHeap.,)
FCat(™) Dias, NCM DMT
Comp Dendr., BNC y

Sehr Dup,, ASchr Q'.J.S.et

Constructions Combi. énum.

algébriques

et algo.
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ASM
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Synthése des travaux

Constructions
fonctorielles

T : Mon — Op : PC — Op
H: OpC — Op As : Pos — Op
C: MagU — Op

P : ProR — BH

P(BAs,)
P(Heap,)
P(FHeap.,)
FCat(™ Dias, NCM DMT
Comp Dendry BNC BubM ASchr Qoset

Schr Dup-,
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Synthése des travaux

P : ProR — BH Constructions

fonctorielles

T : Mon — Op

B: Op — OpC

PO : PC — Op
[Bultel, G., 2016]

H: OpC — Op As : Pos — Op

[G., 2015] C: MagU — Op [G., 2017]
[Chapoton, Nicart, 2016]
P(BAs,) [G., 2016] G, 5014) 0 [G., 2016]
P(Heap,)
P(FHeap.,)
' FCat™ Dias, NCM DMT
Comp Dendr. - Grammaires
Schr Dup.,‘v BNC BubM ASchr Qoset 4 bourgeons
Constructions Combi. énum.
algébriques et algo.
[Cheballah, G., PM, Super [G.,
Maurice, 2015] ASM mélange Vialette, 2016]
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Plan

Systemes de génération a bourgeons
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Grammaires de mots

Soit A un alphabet fini partitionné en deux parts
» V,un ensemble de variables;

» T, un ensemble de symboles terminaux.
Une régle de production est un élément (x,u) de V' x A*.
Un ensemble P de regles de production se comporte comme une régle de
réécriture sur A*. Siv,w € A* et (x,u) € P,
VI W=V UW.

La cloture réflexive et transitive de — est la relation de dérivation.

Exemple

Soient V := {z,y}, T := {a, b, c} et P := {(x, b), (z, zay), (y,ac)}.
Comme
brx — brayr — bbayx — bbaacz,

le mot bbaacz est dérivable depuis bxx.
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Grammaires de mots
Une grammaire non contextuelle G est un quadruplet (V, T, P,s) ol
» V est un ensemble fini de variables;
» T est un ensemble fini de symboles terminaux;
> P est un ensemble de regles de production;
>

s est la variable de départ.

Un mot u € (V UT)* est engendré par G si
S— -
et u ne possede aucune occurrence de variable (u € T™).

Exemple

Soit G la grammaire non contextuelle ot V := {x, y}, T := {a, b, c},
P :={(z,b),(x,zay), (y,ac)} et s := 2. Comme

T — xay — bay — baac,

le mot baac est engendré par G.



Objectifs

Objectifs :

> développer des grammaires pouvant engendrer toutes sortes d’objets
combinatoires;



Objectifs

Objectifs :

> développer des grammaires pouvant engendrer toutes sortes d’objets
combinatoires;

> on souhaite retrouver les cas des grammaires de mots et grammaires
d’arbres comme cas particuliers de la construction;

24/58



Objectifs

Objectifs :

> développer des grammaires pouvant engendrer toutes sortes d’objets
combinatoires;

> on souhaite retrouver les cas des grammaires de mots et grammaires
d’arbres comme cas particuliers de la construction;

> on espere disposer d’une boite a outils pour extraire une expression
pour la série génératrice des objets engendrés par la grammaire.



Objectifs

Objectifs :

> développer des grammaires pouvant engendrer toutes sortes d’objets
combinatoires;

> on souhaite retrouver les cas des grammaires de mots et grammaires
d’arbres comme cas particuliers de la construction;

> on espere disposer d’une boite a outils pour extraire une expression
pour la série génératrice des objets engendrés par la grammaire.

Clé

Utiliser les opérades colorées.



Objectifs

Objectifs :

> développer des grammaires pouvant engendrer toutes sortes d’objets
combinatoires;

> on souhaite retrouver les cas des grammaires de mots et grammaires
d’arbres comme cas particuliers de la construction;

> on espere disposer d’une boite a outils pour extraire une expression
pour la série génératrice des objets engendrés par la grammaire.

Clé

Utiliser les opérades colorées.

> Les couleurs jouent le role des variables et symboles terminaux.



Objectifs

Objectifs :

> développer des grammaires pouvant engendrer toutes sortes d’objets
combinatoires;

> on souhaite retrouver les cas des grammaires de mots et grammaires
d’arbres comme cas particuliers de la construction;

> on espere disposer d’une boite a outils pour extraire une expression
pour la série génératrice des objets engendrés par la grammaire.

Clé

Utiliser les opérades colorées.
> Les couleurs jouent le role des variables et symboles terminaux.

> Les séries sur opérades colorées et les produits naturels qu’il est
possible de définir rendent le dénombrement accessible.
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Opérateurs
Un opérateur est une entité ayant n > 1 entrées et une sortie.

AN

Son arité est son nombre n d’entrées.

Composer deux opérateurs x et y consiste a
1. choisir une entrée de x identifiée par sa position 7;
2. greffer la sortie de y sur cette entrée.

Ceci produit un nouvel opérateur z o; y d’arité n +m — 1:
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Opérades

Les opérades sont des structures algébriques formalisant la notion
d’opérateur (munis de leur composition).

Une opérade (non symétrique) est un triplet (O, 0;,1) ou

1. O est un ensemble gradué

2. o; est une application de composition partielle,
0, : O(n) x O(m) = O(n+m — 1), n,m > 1,i € [n];
3. 1 est un élément de O(1), appelé unité.

Ces objets doivent vérifier des axiomes.
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Associativité :

(o5 y)oj4j—12=w0;(yoj2)
z € O(n),y € O(m),z€ O
i €[n],j € [m]

Commutativité :
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Soit & := L,,>18(n) un ensemble gradué.

L’opérade libre sur & est 'opérade FO(®) telle que :
» FO(®)(n) est 'ensemble des arbres syntaxiques sur & avec n
feuilles;

Exemple

Soit & := &(2) L &(3) avec &(2) := {a,b} et &(3) := {c}.
Les arbres syntaxiques de FO(&)(3) sont
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Opérades libres
Soit & := L,,>18(n) un ensemble gradué.
L’opérade libre sur & est 'opérade FO(®) telle que :
» FO(®)(n) est 'ensemble des arbres syntaxiques sur & avec n

feuilles;
> la composition partielle est une greffe d’arbres;

» ['unité est 'arbre 1 réduit a une feuille.

Exemple

Soit & := &(2) L &(3) avec &(2) := {a,b} et &(3) := {c}.
Les arbres syntaxiques de FO(&)(3) sont



Opérades colorées

Dans une opérade colorée, tout élément x d’arité n posséde une couleur de
sortie T et des couleurs d’entrée x;, i € [n], prises dans un ensemble € de
couleurs :



Opérades colorées

Dans une opérade colorée, tout élément x d’arité n posséde une couleur de

sortie T et des couleurs d’entrée x;, i € [n], prises dans un ensemble € de
couleurs :

La composition partielle est partiellement définie dans une opérade
colorée : x o; y est définie ssi J = x; :

T

|
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N

8
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e

|
y
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Y1 Ym
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Opérades colorées

Dans une opérade colorée, tout élément x d’arité n posséde une couleur de

sortie T et des couleurs d’entrée x;, i € [n], prises dans un ensemble € de
couleurs :

La composition partielle est partiellement définie dans une opérade
colorée : x o; y est définie ssi J = x; :

T
©

| 1
Yy
-
AN 7
'L‘z L, Y1

N
AN

8

€T

Ym
e N

Une opérade colorée posséde une unité 1. pour chaque couleur ¢ € €.
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Opérades a bourgeons
Soient O une opérade non colorée et € un ensemble fini.

L’opérade a bourgeons de O est 'opérade colorée B¢ (O) telle que
Be(O)(n) := € x O(n) x €, n>=1,

telle que

30/ 5:



Opérades a bourgeons
Soient O une opérade non colorée et € un ensemble fini.

L’opérade a bourgeons de O est 'opérade colorée B¢ (O) telle que
Be(O)(n) := € x O(n) x €, n>=1,

telle que

> si (a,z, u) est un élément de B¢ (O), sa couleur de sortie est a et sa i°
couleur d’entrée est u;;
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Opérades a bourgeons
Soient O une opérade non colorée et € un ensemble fini.

L’opérade a bourgeons de O est 'opérade colorée B¢ (O) telle que
Be(O)(n) := € x O(n) x €, n>=1,

telle que

> si (a,z, u) est un élément de B¢ (O), sa couleur de sortie est a et sa i°
couleur d’entrée est u;;

> si(a,z,u) et (b,y,v) sont deux éléments de B¢ (O) tels que u; = b,
(a,z,u) o5 (byy,v) := (a,z 0; y, u +; v),

ou u <; v est le mot obtenu en remplagant la ¢ lettre de u par v.
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Opérades a bourgeons
Soient O une opérade non colorée et € un ensemble fini.

L’opérade a bourgeons de O est 'opérade colorée B¢ (O) telle que
Be(O)(n) := € x O(n) x €, n>l,

telle que

> si (a,z, u) est un élément de B¢ (O), sa couleur de sortie est a et sa i°
couleur d’entrée est u;;

> si(a,z,u) et (b,y,v) sont deux éléments de B¢ (O) tels que u; = b,
(a,z,u) o5 (byy,v) := (a,z 0; y, u +; v),
ou u <; v est le mot obtenu en remplagant la ¢ lettre de u par v.

Proposition [G.,2017]

La construction O > B¢ (O) est un foncteur de la catégorie des opérades
non colorées vers la catégorie des opérades ¢-colorées.
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L’opérade a bourgeons de 'opérade associative

L’opérade associative As est définie par

> As(n) := {x,} pour tout n > 1;

> *n O *m 1= kpfm—1-
Pour tout ensemble € de couleurs, les éléments de B¢ (As) sont des triplets

(2, *py Up -« o Up)

avec a, U1, ..., U, € C.
On peut ainsi voir B¢ (As) comme une opérade colorée de mots sur € dont
la composition partielle est une substitution.
Exemple
Dans By 2 33 (As),

(2, %4,3112) o5 (1,%3,233) = (2, s, 323312).
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O est une opérade non colorée;

¢ est un ensemble fini de couleurs;
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Grammaires a bourgeons

Une grammaire a bourgeons B est un quintuplet (O, €, R, I, T) ou
» O est une opérade non colorée;
» C est un ensemble fini de couleurs;
> 93 est un sous-ensemble fini de B¢ (O) de régles de production;
» [ est un sous-ensemble de couleurs initiales de €;

» T est un sous-ensemble de couleurs terminales de €.

Les grammaires a bourgeons servent a spécifier des ensembles d’éléments

de B@(O)



Langages
Un ensemble 91 de régles de production décrit une régle de réécriture sur
Be(O) : pour tous x, 2" € Be(O), on pose
z—a

a condition qu’il existe i € Netr € R tels que 2/ = x o; r.
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Langages
Un ensemble R de régles de production décrit une régle de réécriture sur
Be(O) : pour tous z, 2" € Be(O), on pose
/
r =
a condition qu’il existe i € Netr € R tels que 2/ = x o; r.
La cloture réflexive et transitive de — est la relation de dérivation.
Un élément = € B¢ (O) est engendré par B si
1.— >z
ou ¢ € I et toutes les couleurs d’entrée de = sont dans T

Le langage de B est 'ensemble L(5) des éléments engendrés par B.



Opérade des chemins de Motzkin

L’opérade des chemins de Motkzin est 'opérade Motz dans laquelle

» Motz(n) est 'ensemble des chemins de Motzkin an — 1 pas.

Exemple

Odoppqo% chemin de Motzkin d’arité 16.
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Opérade des chemins de Motzkin

L’opérade des chemins de Motkzin est 'opérade Motz dans laquelle

» Motz(n) est 'ensemble des chemins de Motzkin an — 1 pas.

Exemple
odoppq% chemin de Motzkin d’arité 16.
pr, 'O‘O

» La composition partielle x o, y se calcule en remplagant le ¢ point de
T par une copie de y.

Exemple

A
o4 OO\ — \C)}) N\
f‘ﬁ O\O\{D\O cf{ % O/oj% O\o\ 2o



Opérade des chemins de Motzkin

L’opérade des chemins de Motkzin est 'opérade Motz dans laquelle

» Motz(n) est 'ensemble des chemins de Motzkin an — 1 pas.

Exemple
Odoppqoo\do\o chemin de Motzkin d’arité 16.
pr, ’O‘O

» La composition partielle x o, y se calcule en remplagant le ¢ point de
T par une copie de y.

Exemple
A
o4 OO\ — \C)})\
f‘ﬁ O\O\(/D\O cf{ % O/oj% O\O\JJ\O

» L’unité est o.



Génération de chemins de Motzkin particuliers
Soit la grammaire a bourgeons B := (Motz, {1, 2}, R, {1}, {1,2}) ou

R = {(1,00,22), (1,6%,111) }.


http://oeis.org/A104545

Génération de chemins de Motzkin particuliers
Soit la grammaire a bourgeons B := (Motz, {1, 2}, R, {1}, {1,2}) ou

R:={(1,00,22), (1,5%,111)}.

Exemple
Il'y a dans B les dérivations

1

o A s - LA o N AN

221111 2212211 22122221
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Génération de chemins de Motzkin particuliers
Soit la grammaire a bourgeons B := (Motz, {1, 2}, R, {1}, {1, 2}) ou

R:={(1,00,22), (1,5%,111)}.

Exemple
Il'y a dans B les dérivations

1

1 gy - oty -+ AN - AN - AN

R 221111 2212211 22122221

Proposition [G., 2017]

L(B) est en bijection avec I’ensemble des chemins de Motzkin sans pas
horizontaux consécutifs.

Ces chemins sont dénombrés par la suite A104545 :

1,1,1,3,5,11, 25,55, 129, 303, 721, 1743.


http://oeis.org/A104545

Langages synchrones

Un ensemble t de régles de production décrit une régle de réécriture sur
Be(O) : pour tous z, 2" € Be(O), on pose
x -~z

a condition qu’il existe r1,...,7,| € R tels que 2’ =z 0 [rl, e ,7’|:,,|].
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La cléture réflexive et transitive de ~ est la relation de dérivation
synchrone.
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Langages synchrones

Un ensemble t de régles de production décrit une régle de réécriture sur
Be(O) : pour tous z, 2" € Be(O), on pose
x -~z

a condition qu’il existe r1,...,7,| € R tels que 2’ =z 0 [7"1, e ,7’|:,,|].

La cléture réflexive et transitive de ~ est la relation de dérivation
synchrone.

Un élément = € B¢ (O) est engendré de maniére synchrone par B si
:[LC A e~
ou ¢ € I et toutes les couleurs d’entrée de = sont dans T'.

Le langage synchrone de B est 'ensemble Lg(B) des éléments engendrés
de maniére synchrone par B.



Arbres binaires équilibrés
Un arbre binaire équilibré est un arbre binaire t tel que, pour tout nceud
interne = de t, la hauteur du sous-arbre gauche et du sous-arbre droit de t
différent d’au plus 1.

Les premiers arbres binaires équilibrés sont

o A g P g
Lol o T gt o
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Arbres binaires équilibrés

Un arbre binaire équilibré est un arbre binaire t tel que, pour tout nceud
interne = de t, la hauteur du sous-arbre gauche et du sous-arbre droit de t
différent d’au plus 1.

Les premiers arbres binaires équilibrés sont

o A g P g
Lol o T gt o

Ces arbres sont dénombrés par la suite A006265 :

1,1,2,1,4,6,4, 17,32, 44, 60, 70.


http://oeis.org/A006265

Arbres binaires équilibrés
Un arbre binaire équilibré est un arbre binaire t tel que, pour tout nceud
interne = de t, la hauteur du sous-arbre gauche et du sous-arbre droit de t
différent d’au plus 1.

Les premiers arbres binaires équilibrés sont

o A g P g
Lol o T gt o

Ces arbres sont dénombrés par la suite A006265 :

1,1,2,1,4,6,4, 17,32, 44, 60, 70.

Leur série génératrice est F'(z,0) ol

F(r,y)=x+F (332 + 233;1/733) .


http://oeis.org/A006265

Génération d’arbres binaires équilibrés

Soit la grammaire a bourgeons B := (Mag, {1, 2}, R, {1}, {1}) ou
Mag := FO({a}), |]a] := 2 et

9%;:{(1, N 711>,<1, N ,12),(1, N ,21),(2, 1)}

Exemple
Il'y a dans B les dérivations synchrones
1 i
1 | a
1 1 i a : - N,
S TP NS S N o~ ! - 2"
1 a 1 \ \ 1 a 7 VAN \
1 2 g 1 a 21 /N 1 a a 111
21 " 11 a 21 /N /N
11 \ 11 1 11
1212



Génération d’arbres binaires équilibrés

Soit la grammaire a bourgeons B := (Mag, {1, 2}, R, {1}, {1}) ou
Mag := FO({a}), |]a] := 2 et

9%;:{(1, N 711>,<1, N ,12),(1, N ,21),(2, 1)}

Exemple
Il'y a dans B les dérivations synchrones
L i
1 ! 2
1 ! 1 @ R - N,
B \ a a /N
| N a ~> % a N S > a a
1 1 \ a 1 a / VAN \
1 2 1 a 21 AN 1 a a 111
21 11 a 21 /N /N
11 \ 11 1 11
1212

Proposition [G., (2012),2017]

Lg(B) est en bijection avec 'ensemble des arbres binaires équilibrés.



Séries formelles

Soit K le corps Q(q0, 91, q2, - -

.) et X un ensemble (combinatoire).
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Soit K le corps Q(qo, g1, g2, - - . ) et X un ensemble (combinatoire).

Une X -série est une application
f: X —-K
Le coefficient f(x) de x € X dans f est noté par (z, f).
L’ensemble de toutes les X -séries est K ((X)).
Muni de I'addition point par point
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et de la multiplication par un scalaire

(x, M) == Az, f),

’ensemble K ((X)) est un espace vectoriel.



Séries formelles

Soit K le corps Q(qo, g1, g2, - - . ) et X un ensemble (combinatoire).

Une X -série est une application
f: X —-K
Le coefficient f(x) de x € X dans f est noté par (z, f).
L’ensemble de toutes les X -séries est K ((X)).
Muni de I'addition point par point
(z,f+g):= (z,f) + (z,8)

et de la multiplication par un scalaire

(x, M) == Az, f),
’ensemble K ((X)) est un espace vectoriel.

La notation somme de f est

f= Z (x,f) .

zeX



Séries formelles et structures algébriques

Quand X est une structure algébrique, ses opérations s’étendent aux
X -séries.

40/58



Séries formelles et structures algébriques

Quand X est une structure algébrique, ses opérations s’étendent aux
X -séries.

Exemple

Un produit * : X X X — X sur X donne lieu au produit (partiellement défini)

frgi= > (zf) (y,8)zxy.

z,y€X

sur K ((X)).
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Séries formelles et structures algébriques

Quand X est une structure algébrique, ses opérations s’étendent aux
X -séries.

Exemple

Un produit * : X X X — X sur X donne lieu au produit (partiellement défini)

frgi= > (zf) (y,8)zxy.

z,y€X

sur K ((X)).

Les exemples les plus courants sont

Structure sur X ‘ Séries
(N, +,0) Séries habituelles de K ({t))
Monoide libre commutatif Séries multivariées
(A*, - €) Séries non commutatives [Eilenberg, 1974]
Monoide Séries sur monoides [Salomaa, Soittola, 1978]
Opérade Séries sur opérades [Chapoton, 2002, 2008]
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Séries sur les opérades colorées

Il existe plusieurs sortes de séries sur les opérades en fonction des
spécificités des opérades considérées :

> opérades algébriques (et symétriques) [Chapoton, 2002, 2009];
> opérades algébriques non symétriques [van der Laan, 2004];

» opérades ensemblistes non symétriques O avec O(1) := {1}
[Frabetti, 2008] ;

> opérades algébriques (et symétriques) [Loday, Nikolov, 2013].



Séries sur les opérades colorées

Il existe plusieurs sortes de séries sur les opérades en fonction des
spécificités des opérades considérées :

> opérades algébriques (et symétriques) [Chapoton, 2002, 2009];
> opérades algébriques non symétriques [van der Laan, 2004];

» opérades ensemblistes non symétriques O avec O(1) := {1}
[Frabetti, 2008] ;

> opérades algébriques (et symétriques) [Loday, Nikolov, 2013].

Ici, on considére des séries sur opérades non symétriques colorées
ensemblistes C sans condition particuliére pour C(1).



Produit pré-Lie

Soit C une opérade colorée.



Produit pré-Lie
Soit C une opérade colorée.
Le produit pré-Lie f v g de deux séries f et g sur C est défini par
wEag)i= 3 10 (-e).

y,2€C
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T=10;z



Produit pré-Lie
Soit C une opérade colorée.
Le produit pré-Lie f v g de deux séries f et g sur C est défini par
wEag)i= 3 10 (-e).

y,2€C
i€[|y]

T=10;z

Exemple

Voici un calcul sur des By 23 (Mag)-séries :

1 2 1
a a &
~ "2 BN 4 7N
a 2 1 a a a
/N /N
2 1 1 1 1 2 2 1
1
1 |
1 ' - a
_a a P—— B
N az
= 2 4+ 7, + =
P 0 ~ 2 a
1 N 2 1 1 a VAN
17 a a



Propriétés du produit pré-Lie
Le produit pré-Lie v est

» bilinéaire;
> défini totalement si les C(n) sont finis;

» admet u comme unité a gauche (mais pas a droite), ou u est la série
des unités colorées de C définie par

u:= Z 1.,

ced

avec € I’ensemble des couleurs de C.



Propriétés du produit pré-Lie
Le produit pré-Lie v est

» bilinéaire;
> défini totalement si les C(n) sont finis;

» admet u comme unité a gauche (mais pas a droite), ou u est la série
des unités colorées de C définie par

u:= Z 1.,

ced

avec € I’ensemble des couleurs de C.

Proposition [G.,2017]

Le produit pré-Lie vérifie
frng)mnh—-fa(gmnh)=fanhng-—Ffa(hng).

Ainsi, (K ((C)),+) est une algébre pré-Lie.
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Etoile pré-Lie
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u

fre1ranf

sif =0,

sinon.



Etoile pré-Lie
Pour tout ¢ > 0, soit
foe {u sif =0,

-1 A~ f  sinon.

L’étoile pré-Lie de f est la série sur C

Foe o=y 0

>0



Etoile pré-Lie
Pour tout ¢ > 0, soit
u sif =0,

-1 A~ f  sinon.

=

L’étoile pré-Lie de f est la série sur C

Foe o=y 0

£>0
Exemple
Voici un calcul sur des B3 (Mag)-séries :

[ e S R s S S

? ANRVAN a a a

! i I I i
a a a
+ 3 o 2 2T BT B+ e
a 4 I\ 7N\ / o 2
v a a a s
/ \ I\ I\ 3

Les coefficients de cette série se calculent par la formule des équerres sur les arbres
binaires [Knuth, 1973].

44
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Propriétés de I’étoile pré-Lie

Proposition [G., 2017]
Lorsque f est une série sur C telle que £ est bien définie,
(@, 7)) =bea, + Y (U, F7)(2,6).

y,2z€C

i€lyl]
T=Y0; 2



Propriétés de I’étoile pré-Lie

Proposition [G., 2017]

Lorsque f est une série sur C telle que £+ est bien définie,

(x, £y = 6,1, + Z (y, £7) (2, ) .
y,2€C
i€[|yl]

T=Y0;z

Proposition [G., 2017]

Lorsque f est une série sur C telle que £+ est bien définie, I’équation
x—x~nf=u

admet comme solution unique x = "+,



Produit de composition

Le produit de composition f ® g de deux séries f et g sur C est défini par

YsZ1,002]y €C i€lyl]

z:yo[zl,“.,z‘,ﬂ



Produit de composition

Le produit de composition f ® g de deux séries f et g sur C est défini par

YsZ1,002]y €C i€lyl]

1:1/0[21,~-7Z\,,|

Exemple

Voici un calcul sur des By 5y (Mag)-séries :

1 2
a a E
e 2 ~ 2
a 2 © /\ +2 a +2/\1
2 1 1 L 2 2
1
1 _a
a __— N
N a— a
= a a VRN /N
VRN /N + a a 2 1
2 1 /N 7\
I\ AN 2 1 2 a
2 1 1 1 /N



Propriétés du produit de composition

Le produit de composition ® est
> linéaire a gauche (mais pas a droite);
» défini totalement si les C(n) sont finis;

» admet u comme unité a gauche et a droite.



Propriétés du produit de composition

Le produit de composition ® est
> linéaire a gauche (mais pas a droite);
» défini totalement si les C(n) sont finis;

» admet u comme unité a gauche et a droite.

Proposition [G., 2017]

Le produit de composition est associatif.
Ainsi, (K ((C)),®, u) est un monoide.
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Pour tout £ > 0, soit
for=fo...of.
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Etoile pour la composition

Pour tout £ > 0, soit
for=fo...of.
—_————
x£
L’étoile pour la composition de f est la série sur C

O =" FO,

>0

Exemple

Voici un calcul sur des By 23 (Mag)-séries :

Ox 1
! 2 1 2 ! 2
a a = a a RN
/\+ /\ 1‘+;+ /\ + /N + a
102 2 1



Propriétés de I’étoile pour la composition

Proposition [G., 2017]
Lorsque f est une série sur C telle que f©+ est bien définie,

(2,89 ) =b,0, + > (wfO) ] (=)

U121 900012]) EC i€ljull

T=YO|21,---y2|y|



Propriétés de I’étoile pour la composition

Proposition [G., 2017]
Lorsque f est une série sur C telle que f©+ est bien définie,

<x,f®*> =01, + Z <,1/,f®*> H (zi,f) .

Ys21,---,2|y| EC 1€[|yl]

T=YO|21,---y2|y|

Proposition [G.,2017]

Lorsque f est une série sur C telle que f©+ est bien définie, I’équation
x—xOf=u

admet comme solution unique x = f©+.



Eléments inversibles pour ®

Théoréme [G.,2017]

Lorsque f est une série sur C, les équations
fox=u=x0f

admettent toutes deux au plus une solution notée x = f©-1,

Quand celle-ci existe, elle vérifie

. v), f
oy =y 3 (apeo [ 20

<:U~7'7' Y f>
i VN e

ot S := Supp(f) \ {1.: c e C}.



Eléments inversibles pour ®

Théoréme [G.,2017]

Lorsque f est une série sur C, les équations
fox=u=x0f

admettent toutes deux au plus une solution notée x = f©-1,

Quand celle-ci existe, elle vérifie

1 (t(v), )
<a:,f®—1> _ E : (_l)dcg(t) H
{12, £) teFCO(S) VEN, (1) .H <]l7'-7"f>
ev(t)=z JE[II]

ot S := Supp(f) \ {1.: c e C}.

On appelle f©-1 le ®-inverse de f.



Eléments inversibles pour ®

Théoréme [G.,2017]

Lorsque f est une série sur C, les équations
fox=u=x0f

admettent toutes deux au plus une solution notée x = f©-1,

Quand celle-ci existe, elle vérifie

. 0), £
(z,£0-1) = (ﬂ;,f> Z (—1)des(®) H (t(v), f)

, IT (L,.f)
a0 VAR et

ot S := Supp(f) \ {1.: c e C}.

On appelle f©-1 le ®-inverse de f.

Ainsi, le monoide (K ((C)), ®) contient un sous-groupe (souvent non
trivial) formé par les séries qui admettent un ®-inverse.
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Soit B := (O, &, ¢, I,T) une grammaire a bourgeons.
Soient les trois polynémes
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Séries des grammaires a bourgeons
Soit B := (O, &, ¢, I,T) une grammaire a bourgeons.
Soient les trois polynémes
i::Z]lc, r::Zr, t::Z]lc.
cel reR c€T

La série des équerres de 3 est

hook(B) :=ior™ Ot.
La série synchrone de B est

syne(B) :=ior® ot.
La série syntaxique de B est

synt(B) :=i® (u—r)°1 Ot.



Séries des grammaires a bourgeons
Soit B := (O, &, ¢, I,T) une grammaire a bourgeons.
Soient les trois polynémes
i::Z]lc, r::ZT, t::Z]lc.
cel reR c€T

La série des équerres de 3 est

hook(B) :=ior™ Ot.
La série synchrone de B est

syne(B) :=ior® ot.
La série syntaxique de B est

synt(B) :=i® (u—r)°1 Ot.

Proposition [G.,2017]
Quand hook(B), synt (1) et sync(B) sont bien définies,
Supp(hook(B)) = L(B) = Supp(synt(B)),
Supp(sync(B)) = Lg(B).



Un outil pour le dénombrement

Soit X un ensemble d’objets combinatoires que I'on souhaite dénombrer et
B:=(0,¢,R,1,T) telle que

1. L(B) = X (resp. Ls(B) = X);

2. la série f (ou f est hook(B), synt(B) ou sync(B)) ne posséde que des
coefficients 0 ou 1.
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dénombrer les éléments de X.
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1. L(B) = X (resp. Ls(B) = X);
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coefficients 0 ou 1.

Dans ce cas, f est la série caractéristique de X.
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En reprenant le systéme de génération a bourgeons B des arbres binaires
équilibrés, on a que sync(B) est la série caractéristique de ces arbres.



Un outil pour le dénombrement

Soit X un ensemble d’objets combinatoires que I'on souhaite dénombrer et
B:=(0,¢,R,1,T) telle que

1. L(B) = X (resp. Ls(B) = X);
2. la série f (ou f est hook(B), synt(B) ou sync(B)) ne posséde que des
coefficients 0 ou 1.
Dans ce cas, f est la série caractéristique de X.

On peut alors utiliser B pour obtenir une formule de récurrence pour
dénombrer les éléments de X.

Exemple
En reprenant le systéme de génération a bourgeons B des arbres binaires
équilibrés, on a que sync(B) est la série caractéristique de ces arbres.

De plus, on peut obtenir la récurrence

1 si (n,m) = (1,0),
g(n,m) = > (lem)ng(ﬂl +m,¥f2) sinon

£1,£2€EN
n=201+la2+m

pour le nombre g(n,0) d’arbres binaires équilibrés a n feuilles.
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Un pro est une structure algébrique qui peut se voir comme une

généralisation des opérades ou les éléments peuvent avoir plusieurs sorties.

Il'y a deux facons d’assembler les éléments d’un pro.

1. Horizontalement :

Cette opération o est
partiellement définie.
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Séries sur les pros
Piste 1.

Généraliser les grammaires a bourgeons en remplacant les opérades par
des pros (colorés).

Piste 2.

Introduire les séries sur les pros et étudier ce qu’elles permettent
d’exprimer.

Plusieurs opérations viennent naturellement :

<“L7fMg> = Z <;I/5f> <Zag>a <I7fwg> = Z <l/’f> <Z7g>7

y,z€EP y,z€P
<O T(y)+(2)<i
T=Y0;z T=Y0;2z
y,2E€P
1<K (y) H(2)—1
T=Yo0;z

ouo, : P — P,i € Z,est une certaine opération de composition (dont la
définition dépend de * et de o).
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Pro des permutations

Il existe un pro Per qui contient tous les groupes symétriques S(n), n € N.

Ce pro Per est défini comme le pro engendré par 'élément

a_p

d b

soumis aux relations
a_p

o o
Celles-ci codent les relations
8i8i+15; = Si4+1S5iSi+1 et si=1
des groupes symétriques.
Les relations s;s; = s;s; si |¢ — j| > 2 proviennent des axiomes des pros.

Une réalisation combinatoire de Per consiste a voir s comme la
transposition 1 @ T9 — To ® x7.
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Pros et monoides

Piste 3.
Coder une suite de monoides M (n), n € N, par un pro P .

L’ensemble sous-jacent a P est | | M(n).
neN

Intéréts et idées :

> appliquer cette construction a des familles de groupes de Coxeter, des
groupes et monoides de tresses, efc.;

» découverte de nouvelles présentations des M(n);
> découverte de nouvelles réalisations des M(n);

> établir des liens entre les les bigebres sur P o4 et les algebres
associatives des monoides M (n).
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Produits et complexité

Soit K (C') un espace vectoriel gradué de base C' (ensemble combinatoire).

On considére un produit linéaire
*: K(C)®F 5 K(C)
d’arité k € Nsur K(C).

Piste 4.

Evaluer la complexité d’un calcul (21 ® - - - ® x) en fonction de la taille
P )

Certains produits peuvent avoir une complexité différente suivant la base
regardée (le produit de mélange de FQSym sur la base des F n’a pas la
méme complexité que sur la base des E).



