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Configurations non croisées bicolorées

Configuration non croisée bicolorée (CNCB) : polygone régulier muni
d'arétes bleues — et d'arétes rouges -.... vérifiant :

1. aucune aréte ne croise une autre;

2. aucune aréte rouge n'est sur un coté.

Exemple

est une CNCB de taille 9 (nombre de cétés du polygone moins un).



Motivations
Généralisation des triangulations et des arbres non croisés [Noy, 1998].

Q &

Existence d'opérades sur des CNCBs particuliéres [Chapoton, 2007].

Liens avec la théorie des moules [Ecalle, XX¢ siecle].

Dénombrement des CNCBs ?

Codage d’'objets combinatoires par des CNCBs munis de contraintes ?

Génération aléatoire et uniforme de CNCBs?
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Opérades

Opérade : triplet (P,0;,1) ou

1. P est un ensemble gradué

2. o; est une application de greffe

oj : P(n) x P(m) — P(n+ m—1),

3. 1 est un élément de P(1), appelé unité.

Ces données doivent vérifier des axiomes.

n,m>=1/i€[n];



Axiomes des opérades

Pour tous x € P(n), y € P(m) et z € P(k), les relations suivantes
doivent étre vérifiées.

Associativité :

(xoiy) Ojtj—1Z = X0; (v 0j z), i€[n],je[m].

Commutativité :

(x 0 y)0jym—12z = (x0jz)0jy, 1<i<j<n

Unitarité :
loyjx=x=x0;1, i €[n].



Arbres et éléments d'une opérade

Elément de 7(n) ~ opérateur d'arité n :

1 sortie *

n entrées

Opérateur a n entrées ~» arbre plan enraciné a n feuilles :

i mti-1



Arbres et relations dans une opérade
Associativité :

Commutativité :

Unitarité :
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Arbres et relations dans une opérade
Associativité :

(X Oj y) of+j—1 Z = X Oj (y Oj Z)

Commutativité :

(xoiy) Ojtm—17 (x oj z)ojy

Unitarité :
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Arbres et relations dans une opérade
Associativité :
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Arbres et relations dans une opérade
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Arbres et relations dans une opérade
Associativité :

(X Oj y) of+j—1 Z = X Oj (y Oj Z)

Commutativité :

(xoiy) Ojtm—172 = (x oj z)ojy

Unitarité :
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Arbres et relations dans une opérade
Associativité :

(X Oj y) of+j—1 Z = X Oj (y Oj Z)

Commutativité :
(xoiy) Ojtm—172 = (x oj z)ojy
Unitarité :

logx x xo;1 .
X
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Arbres et relations dans une opérade
Associativité :

(X Oj y) of+j—1 Z = X Oj (y Oj Z)

Commutativité :
(xoiy) Ojtm—172 = (x oj z)ojy
Unitarité :

logx=x=x0;1 .
X
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Exemple : I'opérade associative

Opérade associative (Assoc, o;,a;) définie par
Assoc(n) := {a,}, n>1

et
ap Oj 3m ‘= Ap+m—1, n,mz1,i€ [n]

a4 O2 a3z = ag, ap 01 a1 = ax, A4 0421 = a4

11/48



Exemple : I'opérade des compositions d’entiers

Opérade des compositions d'entiers (Comp, o;, @) définie par
Comp(n) := {D : D ruban d'une composition de n}, n>1

et
C «; D sirien au dessus de la /¢ case de C,
C O; D :=

C +; Dt sinon,

pour tous n > 1, i € [n], C € Comp(n) et D € Comp.

B - M. Th - By
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Questions sur les opérades

L'étude d'une opérade P comprend la recherche de :
1. sa série de Hilbert F(t) := 3" o, #P(n) t";
2. son ensemble de générateurs;
3. les relations non triviales entre ses générateurs;
4. ses symétries, i.e., ses automorphismes et ses antiautomorphismes;

5. ses sous-opérades et ses quotients.

3/48



Exemple : I'opérade associative

. Série de Hilbert :

t
F(t):t+t2+t3+t4+~-~=—1 .
. Famille génératrice : {as}. En effet,
az = ap 01 ap, a4 = ag 01 ap, ag — a4 01 ap, etc.

. Relations non triviales :

(2
ap 01 ap = ap Oz as ~ — .

. Symétries : I'automorphisme trivial seulement.
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N

Exemple : I'opérade des compositions d'entiers

. Série de Hilbert :
t
F(y=t4+22+43+8%+... = )
(1) + + + + 1—o;
. Famille génératrice : {ED, H}.
. Relations non triviales :
0 o) OO = EH oy O, Hoim=mo, H,

HO]_H:HOzED, I:DO]_H:HO2H.

. Symétries : I'automorphisme trivial seulement.
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Opérades libres
Opérade libre engendrée par G := W,>2G(n) : opérade (]—"(G),o,-,lﬁ) ou

F(G)(n):={T : T arb. plan enrac. G-étiqu. a n feuilles}, n>1
et

So; T:=5«;T, nz1,ie[n],SeF(G)(n), T € F(G).

Exemple
Soit G := G(2) W G(3) avec G(2) :={a,b} et G(3) := {c}.

o={n A A R R A
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Evaluations et expressions en arbre
Soit P une opérade.

Evaluation : application

evp : F(P) — P.

evp(x) : évaluation dans P de I'arbre syntaxique x € F(P).

L'arbre x € F(P) est une expression en arbre de evp(x) € P.

Dans Comp :

17/48



Congruences d'opérades libres
Congruence de F(G) : relation d'équivalence = sur 7(G) telle que

x=x" implique |x| = |x|
et

x=x"ety=y impliquent xo;y=x"0;y, iex|]

Exemple

Soit G := G(2) W G(3) avec G(2) := {a,b} et G(3) := {c}. Soit = la
plus fine congruence de F(G) qui vérifie

RER et ﬁ\zz'

®
©
Classe d'équivalence de f)\ :

LN S S i i S S el
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Quotients d’opérades libres
Quotient de F(G) par la congruence = : opérade (F(G)/=,07,[t]=) ol

F(G)/=(n) = {[=: x € F(G)(m)}.  n>1
et
e oF e =[xoivle,  n>1i¢n],x € F(G)(n),y € F(G).

Exemple

Soit G := G(2) avec G(2) := {a,b}. Soit = la plus fine congruence de
F(G) qui vérifie

AR . KR

F(G)/= est I'opérade 2as [Loday, Ronco, 2006].

/\ /N \
VRN \ ,\ ,\

ﬁ\u Th A - /\DT
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Présentations par générateurs et relations
Présentation d'une opérade P : couple (G, =) tel que P ~ F(G)/=.

Assoc >~ F({a})/= ou a est binaire et = vérifie

R —

Comp =~ F({a,b})/= ol a et b sont binaires et = vérifie

20 /48



Plan

Opérades colorées et opérades enveloppantes
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Opérades colorées

Opérade k-colorée : quintuplet (C, o;,1.,in,out) ot (C,0;,1.) est une
opérade avec o; partiellement définie et

in:C(n) — [k]" et out:C(n)— [K]

applications qui associent a tout x € C des couleurs d’entrées (in) et une
couleur de sortie (out).

Greffe x o; y définie ssi out(y) = in(x); (i.e, d =c¢) :

Remarque : toute opérade est une opérade 1-colorée.
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Exemple : une version colorée de I'opérade associative
Soit (Assocc,0;,1.) I'opérade 2-colorée définie par
Assocc(n) = {b,}, nz1

ol
in(b,) :=12""! et out(b,):=1
et
bp 0 bm = bprm_1, n,mz1,i€[n]

lorsque les couleurs correspondent.

Exemple

by 01 bz = be, bs 03 15 = bs, bs o3 1; = bs

by 0 b3, bs 05 17, bs o1 1,  non définies.



Opérades colorées

Les notions de liberté, d'évaluation, de congruence, de quotient et de
présentation se généralisent de maniere naturelle aux opérades colorées.

Opérade colorée libre engendrée par G : notée F¢(G).

Exemple

Soit G := G(2) W G(3) avec G(2) := {a}, G(3) := {b} ou
in(a) := 21, out(a) := 2, in(b) := 222 et out(b) := 1. Alors,

est un élément d'arité 8 de F¢(G) vérifiant in(x) = 22222211 et
out(x) = 1.



Opérade enveloppante d'une opérade colorée

Soit C une opérade colorée.

Opérade enveloppante 7(C) de C : plus petite opérade non colorée qui
contient C.

Plus formellement,
H(C) = }'(C*)/E7

ou

cti=c\c()

et = est la plus fine congruence de 7 (C") vérifiant

x=y si eve(x) et eve(y) sont définis dans C et eve(x) = eve(y).



Opérade enveloppante d'une opérade colorée

Intuitivement, tout élément x € 7/(C) est un arbre de F(C™") sans aucune
correspondance de couleurs. On les appelle arbres anticolorés.

Greffe : greffe d'arbres puis évaluation lorsque correspondance de
couleurs.

Exemple

Dans 7 (Assocc),

26
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Décompositions en bulles

Soient P une opérade et C une opérade colorée.
C est une décomposition en bulles de P si P = #(C).

Intéréts : I'étude de P est reportée sur I'étude en C. En effet, on déduit
de I'étude de C :

1. la série de Hilbert de 7;

2. les générateurs de P ;

3. les relations entre générateurs de 7 ;
4. les symétries de P.

La structure d'opérade colorée est plus contrainte que celle d’opérade.

De ce fait, I'étude de C est souvent beaucoup plus simple que celle de P.

27 /48



Conséquence sur les séries de Hilbert
Soit C une opérade k-colorée. On pose pour tout ¢ € [k],

Be(z1,. .., 2k) i= Z zlli"(x)|1 . ZE"(X)I“.

xect
out(x)=c

Dans Assocc,

Bl(Zl,Zz) =lez+212%+2123+"' et 82(21,22) =0.

La série de Hilbert F(%) d'une opérade P qui admet I'opérade k-colorée C
comme décomposition en bulles est solution du systeme d'équations

F(t)=t+Fy+ -+ Fg,
Fe(t) =Bo(F—Fy1,...,F—Fy), c€K.

28 /48



Plan

Opérade des configurations non croisées bicolorées

29 /48



Retour sur les CNCBs

Base d’'une CNCB : son c6té le plus bas.
CNCB basée : si base bleue.
Autres c6tés numérotés de 1 3 n de gauche a droite a partir de la base.

Bulle : CNCB de taille supérieure a 2 sans diagonale.

bord b(€) d’une CNCB € : mot u tel u; = 2 si le j® c6té de € est bleu et
u; = 1 sinon.

b(B) = 111221

30/48



|'opérade des CNCBs

Opérade des CNCBs (CNCB, o;, _) définie par
CNCB(n) := {€: € CNCB de taille n}, n>1

et pour tous n > 1, i € [n], € € CNCB(n) et © € CNCB, € o; D est la
CNCB obtenue en collant la base de © sur le j¢ c6té de € puis en
simplifiant les deux cOtés qui se superposent selon les regles

l
l
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L'opérade des CNCBs

WA,
Q-w-Q)
“-=




L'opérade colorée des bulles
Opérade 2-colorée des bulles (CNCBc, o;, 1., in, out) définie par

CNCBc(n) := {8 : B bulle de taille n}, n>1

ou
1 si B basée,

in(B) :=b(B) et out(B):= {2 sinon

Greffe : celle de CNCB lorsque définie.
Exemple

B, :=( /, in(By) =22112, out(B;) =

B : _\ / n(B,) = 2112, out(B,) =

Greffes définies : 551 o1 By, By 0p By, By o5 By, By 0p By, By o3 By.

33/48



L'opérade colorée des bulles
Toute bulle B est entierement spécifiée par le couple (in(5B), out(B)).

~ (22112,1)

Ainsi, CNCBc est |'opérade 2-colorée des couples de [2]" x [2] dont la
greffe est la substitution.

Cr

(22211, 1) 03 (2112, 2) = (22211211,1)

34/48



Décomposition en bulles

L'opérade CNCB est |'opérade enveloppante de CNCBc.

Sa démonstration se base sur les deux lemmes suivants.

L'application qui envoie une CNCB vers son arbre dual est une bijection.

Les éléments de 7 (CNCB¢) sont des arbres duaux de CNCBs.

35/48



Décomposition en bulles

Arbre dual d'une CNCB € : arbre plan enraciné des faces de € dont la
relation de parenté est I'adjacence.
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Décomposition en bulles

Arbre dual d'une CNCB € : arbre plan enraciné des faces de € dont la
relation de parenté est I'adjacence.




Décomposition en bulles

Arbre dual d'une CNCB € : arbre plan enraciné des faces de € dont la
relation de parenté est I'adjacence.

PN

/’\\ /'\
AN
/1N
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Série de Hilbert

Comme il n'y a pas de contrainte sur les bulles, on a dans CNCB¢
(z1 + 22)2

B1(21,22)=Bz(21722)=1 PR
—z1— 2

Proposition
La série de Hilbert F de CNCB vérifie
—t—t24 (1 —4t)F —3F2 =0.

Démonstration.

Comme CNCB = 7/(CNCB(), F est solution du systéme
F= = Fl =F F2’
(t+Fa+t+Fy)?
Fy=Fp= .
1—(t+F2)—(t+F1)
F(t) est de la forme -

F(t) =t + 8t2 4 9921% 4 137601* + 2044161°> + 31808001° + - - - .



Dénombrement raffiné des CNCBs
Série dénombrant les CNCBs par taille et par nombre de faces :

Fro)= 3 el (o),
¢eCNCB

En modifiant le systéme précédent en
F=1t+F+Fy,

(t+Fo+t4Fr)

F :F p— B
LT T T R — (L Ry

on obtient |'expression algébrique

—t 4 (1—22)% + (1 — 4z0)F + (-1 —27)F* = 0.

F(t, z) est de la forme
F(t,z) =t +82zt% + (162 + 642%) 3 4 (322 + 32022 + 6402°)*
(64z 4+ 11527 4 53762° + 71682*)1° + --- .
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Famille génératrice

L'opérade 2-colorée CNCB( est engendrée par les huit bulles
A AN NANA AN AN

de taille deux.

Démonstration.
Par récurrence sur |'arité de la bulle a engendrer. 0

L'opérade CNCB est engendrée par les huit CNCBs
AL NNANA AN A

de taille deux.

Démonstration.
Impliqué par le fait que CNCB = 7/(CNCB). O
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Présentation par générateurs et relations

Théoreme
L'opérade CNCB admet la présentation

CNCB = F ({1, /. , NN L, L A AY) /=,

ol = est la congruence d’'opérade vérifiant
ol= 0 A=/ 0t AN=ANoy/,

l= ogl=l o/ =Noy /A,

B A=Nog A=Ay A=Aoj A, 0 A=ANoy A =Ny AN=Ao; L,

b=l o=/l o/ =/N\oy /), 00 A=/ o=l ot AN=Noy/,
/Lo A= Ny A=Ay A=ANol A, /L0 A=Noy AN=Noy /L =A\oy L,
Aoy A=AcgA=0Ao A=Ao A, Logl=LogA=LogAN=Aoy /.,
Lo A=A A=A, A=Ao A, Aoy A=A A=Ay A=Ao A,

LogA=Lol=LogAN=Aoy/,

Logl=logl=Lo/ =00/,
Loy A=Ay AN=Aoy/=Ao L.

Loy A=Ay AN=Aoy AN=Aol A,

Démonstration.
Comme CNCB = 7 (CNCBy), il suffit de montrer que ces relations sont
les seules non triviales dans CNCB .



Symétries

ret(B) : retourne B selon I'axe vertical.

(=1

cpl(B) : complémente B en échangeant ses cotés bleus et vides.

(=0

cpl : CNCB¢ — CNCB( est un automorphisme d'opérades colorées.

ret : CNCB¢ — CNCB¢ est un antiautomorphisme d'opérades colorées.

4148



Symétries

Comme CNCB = 7/(CNCB(¢), cpl et ret sont aussi des symétries de
CNCB. Elles s'y expriment de la maniere suivante.

ret(€) retourne € selon I'axe vertical.

cpl(€) échange ses diagonales bleues et rouges, et ses cotés bleus et

N =

4248



Sous-opérades binaires de CNCB
28 = 256 sous-opérades binaires de CNCB.

Symétries induites par ret et cpl : seulement 88 orbites a étudier.

Sous-opérades de CNCB dont les dimensions sont des suites connues :

Générateurs ‘ Objets Dimensions OEIS
0 - 1,0,0 A000007
AN - 1,1,1 A000012
A Arb. b. 1,1,2,5 14 A000108
VANRWAN Arb. Schr. 1, 2, 6, 22, 90 A006318
VARVAN - 1, 2,7, 30, 143 A006013
AL Arb. b. hybrides 1,2, 7,31, 154 A007863
AL Arb. b. bicol. 1, 2, 8, 40, 224 A052701
VANWASIVAN Foréts n. c. 1, 3, 13, 68, 395 A200757
N A L Plantes n. c. 1, 3, 14, 80, 510 | A121873
A, JANRUAN Chem. Schr. part. 1, 3, 15, 93, 645 A103210
AA L Arcs élém. 1, 3, 16, 105, 768 | A085614
/N, /. L.,/ | Chem. Schr. part. | 1, 4, 24, 176, 1440 | A156017


http://oeis.org/A000007
http://oeis.org/A000012
http://oeis.org/A000108
http://oeis.org/A006318
http://oeis.org/A006013
http://oeis.org/A007863
http://oeis.org/A052701
http://oeis.org/A200757
http://oeis.org/A121873
http://oeis.org/A103210
http://oeis.org/A085614
http://oeis.org/A156017

Sous-opérades binaires de CNCB sur deux générateurs

(g) = 28 sous-opérades binaires de CNCB sur deux générateurs.

Symétries induites par ret et cpl : seulement onze orbites a étudier.

Les onze orbites :

Générateurs ‘ Objets Dimensions Opérade
AL Arb. bin. bicol. | 1,2, 8, 40, 224, 1344 libre
A, ? 1, 2, 8, 40, 216, 1246 au moins quartique
L,/
YAWAN ? 1,2, 8, 38, 200, 1124 cubique
A/
A, YAN Arb. b. hybrides 1, 2,7, 31, 154, 820 quadratique
VANAN - 1,2,7, 30,143, 728 | L-opérade [Leroux, 2011]
A, L 2as [Loday, Ronco, 2006]
A A Arb. Schr. 1,2, 6, 22, 90, 394 quadratique
VANA quadratique
VANAN quadratique
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La sous-opérade engendrée par 4 et /
CNCB, , :sous-opérade de CNCB engendrée par L. et /..

Eléments d'arité 1 :

| /. /
CEVLIONV

Elements d'arité 4 :

YO C el el U0
WO L E Vo

Eléments d'arité 2 :




Bulles de CNCB, /.
CNCB_, , :sous-opérade colorée de CNCBc engendrée par Loet /..

L'opérade CNCB, , est I'opérade enveloppante de CNCB_, , .

Toute bulle de CNCBCAA est de la forme

ol - - . désigne un coté bleu ou vide.

Ainsi, dans CNCBcAA'

Z1Z
Bi(z1,2) = Ba(z1, ) = #12_22
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Dimensions de CNCB,. /.

La série de Hilbert F de CNCBAA vérifie
2t — > + (2t —2)F + 3F2 = 0.

Démonstration.
Comme CNCB, , =7/ (CNCB_, , ), F est solution du systeme

F=t+F; 4+ Fy,
(t+ F2)(t+ Fl)

== .
LT T I (i ) — (t+ Fy)

F(t) est de la forme
F(t) = t +2t2 + 81> +38t% +200¢° + 11241° + 660817 + 4014215 + - - - |
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Présentation de CNCB, ,

Théoréme
L'opérade CNCB, , admet la présentation

CNCB = F({£.,/ }) /=,
ol = est la congruence d’'opérade vérifiant

(/ O2L)O2/ E(/ 01/)02L,
(L og L))o/ =(Log/)oy Lo

Démonstration.

Comme CNCB, , = (CNCBCL/ ). il suffit de montrer que ces
relations sont les seules non triviales dans CNCBCL/ .



Plan

Configurations non croisées bicolorées
Configurations non croisées bicolorées
Motivations

Opérades
Définitions et exemples
Opérades libres, quotients et présentations

Opérades colorées et opérades enveloppantes
Opérades colorées
Opérades enveloppantes

Opérade des configurations non croisées bicolorées
Structure d’opérade
Propriétés de |'opérade
Sous-opérades

Annexe
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Démonstration de la présentation de Comp

Idée : construire un isomorphisme d'opérades
6 : F({a,b})/= — Comp.
On pose ¢(a) := m et ¢(b) := H.

Comme

e () o () e () oo (5.
e () <o (92) (7)o (%2).

¢ est bien défini en tant que morphisme d'opérades.

De plus, comme mm et H sont les générateurs de Comp, ¢ est surjectif.
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Démonstration de la présentation de Comp

Pour montrer que ¢ est injective, on oriente = en une regle de réécriture.

Soit > la régle de réécriture sur les arbres de 7({a,b}) définie par

LIS NN oS WY Qe NN QUte?

> admet des formes normales et sont les peignes droits de F({a,b}).

[l'y a ainsi 2"~ normales formes d'arité n. Ceci implique

#7({a,b})/=(n) < #Comp(n) =2~

et que ¢ est une bijection.
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Démonstration de la présentation de CNCB

Comme CNCB = 7/(CNCB¢), il suffit de montrer que les relations
données sont les uniques relations non triviales entre les générateurs de

CNCB..

— : régle de réécriture sur Fe ({1, /A0, AN LA L A A}) consistant
a réécrire chaque élément d'une classe d'équivalence en celui encadré :

02_;;/01 =Ao A, OQL;;/OI\;\OZ/,
2A=AaA=AoA=[Ao Al 0 A=A o E\oz\z,

wl=loi=[lal]=Aon, aA=lol=[laN]|=Aer,
roA=AoA=[AaAN]|=Aad, L oA=AoA=[Aal|=AaL,
_oz_zzLol =Aoy A, _OQL;;Lol\;Aoz/,
_OZAEAOI\EAOZAE, Loy A=Ao EAOZ\E,
Lol=loi=z=[lal|=ho), Labstol=LaA|=Aorl,
LoA=AoA=[AaA|=Aal, LoA=AoA=[Aul]|=AoLl
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Démonstration de la présentation de CNCB

En termes d'arbres 2-colorés, tous les motifs d’arbre d’arité trois de
Fe({L, LA NN L LA AY) sont interdits, sauf les seize suivants :

2 2 2

P %
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Démonstration de la présentation de CNCB

Formes normales d’arité n de — : arbres 2-colorés de
Fel{A, LN N LA L A A} de la forme

Pour tout (d,s) € [2]" x [n], il existe une unique forme normale T telle
que in(T) =d et out(T) = s.

Il'y a donc 2" formes normales d'arité n de couleur de sortie s. C'est aussi
le nombre de bulles d'arité n de couleur de sortie s.

Ceci implique la présentation de CNCB.
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