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Soit
*: VRV =V

une opération binaire associative, agissant sur un K-espace vectoriel .

Découper % consiste a exprimer * comme une somme
* =<+ >

ou < (gauche) et > (droite) sont deux opérations binaires.

Le produit de deux éléments x,y € )V s’exprime ainsi comme
rHhy = (x=<y)+ (z-y).

Ces opérations < et > doivent vérifier des axiomes.
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Exemple : algébre de mélange
Considérons I’espace Q(a, b) des polyndmes non commutatifs.

Exemple

a + 6aa — 2aaba € Q(a, b)

On munit cet espace du produit de mélange LLI.

Exemple

ab LLI ba = abba + abba + abab + baba + baab + baab
= 2abba + abab + baba + 2baab

LU se découpe en deux parties < et > suivant I'origine de la derniére lettre
(1er ou 2¢ opérande) des mots obtenus :

Exemple
ab < ba = abab + baab + baab
ab > ba = abba 4 abba + baba



Exemple : 'algébre des polyndémes

Soit A := {ap < a; < az < -+ } un alphabet totalement ordonné.



Exemple : 'algébre des polyndémes
Soit A := {ap < a; < az < -+ } un alphabet totalement ordonné.

L’espace des polynémes non commutatifs Q(A) est muni de la
multiplication habituelle - :

Exemple

dpazap - ajaz2 = apazapajlaz



Exemple : 'algébre des polyndémes
Soit A := {ap < a; < az < -+ } un alphabet totalement ordonné.

L’espace des polynémes non commutatifs Q(A) est muni de la
multiplication habituelle - :

Exemple
apaz3p - ajaz = apaz3apaiaz

- se découpe en deux parties < et > suivant Porigine de la plus grande
lettre (1¢" ou 2¢ opérande) du mot obtenu :

wv  si max(u) > max(v uwv  si max(u) < max(v
u<v = _ () ©), U= _ (u) < max(v),
0  sinon, 0 sinon.



Exemple : 'algébre des polyndémes
Soit A := {ap < a; < az < -+ } un alphabet totalement ordonné.

L’espace des polynémes non commutatifs Q(A) est muni de la
multiplication habituelle - :

Exemple

dpazap - ajaz2 = apazapajlaz

- se découpe en deux parties < et > suivant Porigine de la plus grande
lettre (1¢" ou 2¢ opérande) du mot obtenu :

uv  si max(u) > max(v uwv  si max(u) < max(v
u<v = _ () ©), U= _ (u) < max(v),
0  sinon, 0 sinon.
Exemple
apgas <ajay = agasalygy agasag <ajas =0

agas ~ajag =0 apagag ~ ajas = agagapajag
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Algebres dendriformes

Une algebre dendriforme [Loday, 2001] est un K-espace vectoriel VV muni de
deux opérations binaires

<: VRV =V et VRV =V
vérifiant, pour tous z,y, z € V, les relations

(z=<y)<z=z=<y=<2)+z=<(y>2),
(zry)=z=2-(y=2),
(r=<y)=z+(x=y)=z=x(y=2).

Proposition [Loday, 2001]

Si (V, <, =) est une algébre dendriforme, I'opération < + > est associative.
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Exemple : algébre dendriforme de mélange

Dans I'algébre de mélange, < et - vérifient
ua<v=(ullwv)a et u=vb = (ullv)b.

Ces opérations forment une algébre dendriforme.

De plus, comme
va Ll vb = ua<vb + ua > vb,

on peut écrire
ua W vb = (u W uvb)a+ (ua W v)b,

avec
uallle = ua = € W ua.

C’est la définition récursive de Ree du produit de mélange [Ree, 1957,
[Schiitzenberger, 1958].
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Quelques propriétés des algebres dendriformes

Découper une opération associative permet de mettre en évidence
certaines de ses propriétés [Foissy, 2005].

Plusieurs analogues du produit de mélange (sur des arbres, permutations,
partitions ensemblistes, etc.) sont définis a partir d’opérations < et >~
[Loday, 2001], [Foissy, 2005], [Novelli, Thibon, 2007].

Il existe de nombreux liens entre les algebres dendriformes, la théorie des
algebres de Hopf et I'algorithmique (insertion dans un arbre binaire de
recherche) [Hivert, Novelli, Thibon, 2005].

L’opérade dendriforme [Loday, 2001] décrit toutes les algébres dendriformes.
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Opérateurs
Un opérateur est une entité ayant n > 1 entrées et une sortie.

a5
1 . n
Son arité est son nombre n d’entrées.

Composer deux opérateurs = et y consiste a
1. choisir une entrée de z, identifiée par sa position ;
2. greffer la sortie de y sur cette entrée.

Ceci produit un nouvel opérateur = o; y d’arité n +m — 1:
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Opérades

Les opérades sont des structures algébriques formalisant la notion
d’opérateur de leur composition.

Une opérade (non symétrique) est un triplet (O, 0;, 1) ou

1. O est un K-espace vectoriel gradué

0= @O(n) ;

n>1
2. o; est une application linéaire de composition partielle,
0, : O(n)® O(m) - O(n+m — 1), n,m > 1,i € [n];
3. 1 est un élément de O(1), appelé unité.

Ces objets doivent vérifier des axiomes.
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Exemple : une opérade de chemins de Motzkin

L’opérade Motz est définie par :

» Motz(n) est I'espace engendré par les chemins de Motzkin ayant
n — 1 pas. P.ex.,

est un chemin de Motzkin

M d’arité 9;
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Exemple : une opérade de chemins de Motzkin

L’opérade Motz est définie par :

» Motz(n) est I'espace engendré par les chemins de Motzkin ayant
n — 1 pas. P.ex,
est un chemin de Motzkin

m darité 9;

> la composition partielle 2 o; iy de deux chemins de Motzkin consiste a
insérer y dans le i€ point de x;
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Exemple : une opérade de chemins de Motzkin

L’opérade Motz est définie par :

» Motz(n) est I'espace engendré par les chemins de Motzkin ayant
n — 1 pas. P.ex.,

est un chemin de Motzkin

> la composition partielle 2 o; iy de deux chemins de Motzkin consiste a
insérer y dans le i€ point de x;

> [unité est le chemin O fait de 0 pas.

Exemple

SN LA,
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Exemple : propriétés de Motz
1. Série de Hilbert :

Hitors (1) =t + 12 4+ 263 + 4% 4 915 4+ 214° + 5147 + 12718 + - .

(les coefficients forment la suite A001006).
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Exemple : propriétés de Motz
1. Série de Hilbert :

Hitors (1) =t + 12 4+ 263 + 4% 4 915 4+ 214° + 5147 + 12718 + - .
(les coefficients forment la suite A001006).

2. Famille génératrice minimale :

{ooa%e}

3. Relations non triviales :

o1

oo 66°2006;
oo

00 &2
&03&7
o0 5%

& &

o1

00
Py

P&


http://oeis.org/A001006

Opérades libres

Soit & := Ll,,>1®(n) un ensemble gradué
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Quotients d’opérades libres
Un sous-espace V de §(®) est un idéal d’opérade de §(&) si
zeF(B)etyeV impliquent zo;y€Vetyojzel.

L’opérade quotient §(&)/y est définie de maniére habituelle.

Exemple
Soit & := &(2) avec (2) := {a}.
(&) est Popérade magmatique (espace des arbres binaires).
Soit V I'idéal d’opérades §(®) engendré par
aoja—aoga.

Comme dans §(&)/y, les arbres syntaxiques a o1 a et a o5 a sont
équivalents, §(®)/y est I'espace des peignes gauches.

C’est 'opérade associative As.
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Présentations d’opérades

Soit O une opérade.

Une présentation de O est un couple (&0, 91p) tel que
> & est un ensemble gradué, appelé ensemble générateur;

> 93 est un sous-espace de (&), appelé espace des relations;

tel que
O~ 3(60)/@%0)7

ol () est I'idéal d’opérade engendré par Rp.

La présentation (&0, 9ip) est
» binaire quand tous les élément de B sont d’arité 2;

» quadratique quand toutes les éléments de 91 ne font intervenir que
des arbres syntaxiques a deux nceuds internes.

18/49



Exemples : présentations de Motz et de DA.

Exemple

Motz admet la présentation (& o, Fivor,) OU
Bniotz = Bpotz(2) U Bporz(3) := {a} U {b} et Ryor, est 'espace
engendré par

aoja—aoga, boja—aogb, aojb—boga, bo;b-—-bogb.

Cette présentation est non binaire (b est d’arité 3) mais est quadratique.
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Exemple

Motz admet la présentation (& o, Fivor,) OU
Bniotz = Bpotz(2) U Bporz(3) := {a} U {b} et Ryor, est 'espace
engendré par

aoja—aoga, boja—aogb, aojb—boga, bo;b-—-bogb.

Cette présentation est non binaire (b est d’arité 3) mais est quadratique.

Exemple

L’opérade DA des animaux dirigés admet la présentation (&pa, ipa) ol
Gpa 1= Bpa(2) := {a,b} et Npa est 'espace engendré par

aoja—aoga, boja—aogb, bojb—boga, (ao;b)oyb—(boyb)osb.

Cette présentation est binaire et non quadratique (la derniére relation
porte sur des arbres syntaxiques ayant trois nceuds internes).



Opérades de Koszul

O est une opérade de Koszul si son complexe de Koszul est acyclique.
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Dualité de Koszul

Soit O une opérade binaire et quadratique de présentation (&, 5i0).
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présentation (&, 75) ot 715 est I'annihilateur de 93¢ par rapport au
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Dualité de Koszul

Soit O une opérade binaire et quadratique de présentation (&, 5i0).

Le dual de Koszul [Ginzburg, Kapranov, 1994] de () est lopérade O' de
présentation (&, 75) ot 715 est I'annihilateur de 93¢ par rapport au
produit scalaire

(=, =) 5(B0)B)@F(Bn)(3) - K

1 siz=2,y=y,eti=14 =1,
(rojy,a’opy) = -1 siz=a',y=1y, eti=1i =2,

0 sinon.

. PN . , . , . !
Ainsi, a partir d’'une présentation de O, on calcule une présentation de O'.
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Propriétés de la dualité de Koszul

Théoréme [Ginzburg, Kapranov, 1994]

Pour toute opérade O admettant une présentation binaire et quadratique,

!
O =0.
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!
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Propriétés de la dualité de Koszul

Théoréme [Ginzburg, Kapranov, 1994]
Pour toute opérade () admettant une présentation binaire et quadratique,

!
O =0.

Théoréme [Ginzburg, Kapranov, 1994]

Lorsque O est une opérade de Koszul admettant une présentation binaire
et quadratique, les séries de Hilbert de O et ' vérifient

Ho(-Her(=t)) =t
Ainsi, lorsque O admet une présentation binaire et quadratique,

présentation de O ~~ présentation de o,

série de Hilbert de () ~ série de Hilbert de "



Plan

Opérade dendriforme
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L’opérade dendriforme

L’opérade dendriforme Dendr admet la présentation (&pendr, Fipendr) 0U
Gpendr = Bpendr(2) == {=<, =},
et NApendr est 'espace engendré par
<01 > — > 09 <,

<01 < —=—<09g<—=<09 >,

=01 <+ =01 > — 09 .
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L’opérade dendriforme

L’opérade dendriforme Dendr admet la présentation (&pendr, Fipendr) 0U
Gpendr = Bpendr(2) == {=<, =},
et NApendr est 'espace engendré par
<01 > — > 09 <,

<01 < —=—<09g<—=<09 >,

=01 <+ >0 > — =09 .

Cette présentation est binaire et quadratique.

Théoréme [Loday, 2001]

Dendr est une opérade de Koszul.
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Soit U := {uy, ua, ..

Réalisation de Dendr
., } un alphabet infini de variables commutatives.
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Réalisation de Dendr
Soit U := {uy, ug, ..., } un alphabet infini de variables commutatives.

L’espace des fonctions rationnelles K(U) admet la structure d’opérade
[Loday, 2010] donnée par

foigi=f(ur, . ,ui1,ui 4+ F Uit 1, Uitms ey Untm—1) g Uiy ooy Uitm—1),
ot f € K(uy,...,un) etg € K(uy,...,unm).
Exemple
1 1 1
YAYA €1 o = 2 2
(u1 + u2)us Uy U“U3 + UUUZ + UL U3

€ K(uy,uz,u3) € K(ug, ug) € K(u, u2,us3,us)



Réalisation de Dendr
Soit U := {uy, ug, ..., } un alphabet infini de variables commutatives.

L’espace des fonctions rationnelles K(U) admet la structure d’opérade
[Loday, 2010] donnée par

foigi=f(ur, .., ui1,ui+ -+ Uitm—1,Uitm,- s Untm—1)g Wiy ooy Uitm—1),
ot f € K(uy,...,un) etg € K(uy,...,unm).
Exemple
1 1 1
YAYA €1 e = 2 2
(uy + ug)us Uy U“U3 + UUUZ + UL U3
€ K(uq, uz,u3) € K(uy,usz) € K(u1, ug,us3,uy)

Théoréme [Loday, 2010]

Dendr est isomorphe & la sous-opérade de K(U) engendrée par
u—ll € K(uy,uz) et u—lz € K(uy, uz).



Algebres dendriformes libres

L’algebre dendriforme libre sur un générateur est I'espace Fpendr des arbres
binaires a au moins un neceud interne, muni des deux opérations binaires

=, fDendr & -FDendr — fDendra
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Algebres dendriformes libres

L’algebre dendriforme libre sur un générateur est I'espace Fpendr des arbres
binaires a au moins un neceud interne, muni des deux opérations binaires

=, fDendr & -FDendr — fDendra

définies récursivement, pour tout arbre binaire s a au moins un noeud
interne et tous arbres binaires t; et ty par

s<Li=5=:L>5,

h=<s:=0=:5>]

A <= A+ A

)

t to 1 to<s t1 to>s
s A = A+ A
t 1) st to 5s<t; to

Ni L <4 ni L= I ne sont définis.
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Algebres dendriformes libres

Exemple

Exemple



Opérade diassociative

L’opérade diassociative Dias [Loday, 2001] admet la présentation
(QSDiasv SRDias) ou
Bpias 1= ®Dias(2> = {_|7|_}a

et Mpias est I'espace engendré par
_{ o1 }_ - }_ O9 _|,
_|01_|—_|02_|, _|Ol_|—_|02}7,
}_Ol_|—|_02|_, "Ol}_—}_OQ}_.
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et Mpias est I'espace engendré par
_{ o1 }_ - }_ O9 _|,
_|01_|—_|02_|, _|01_|—_402F,
}_Ol_|—|_02}_, "Ol}_—}_OQ}_.

Cette présentation est binaire et quadratique.

Théoréme [Loday, 2001]

Dias est une opérade de Koszul.
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Réalisation de Dias
Dias admet la réalisation [G, 2012] suivante.

» Dias(n) est 'espace des mots de longueur n sur {0, 1} avec
exactement un 0;

> la composition partielle de Dias vérifie
wo; vi=uy ... Uimq (ug To1) oon (U TUm) Uigr - Unp,
ou 1 est 'opération max sur les entiers;

» ['unité de Dias est le mot 0.
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Réalisation de Dias
Dias admet la réalisation [G, 2012] suivante.

» Dias(n) est 'espace des mots de longueur n sur {0, 1} avec
exactement un 0;

> la composition partielle de Dias vérifie
wo; vi=uy ... Uimq (ug To1) oon (U TUm) Uigr - Unp,
ou 1 est 'opération max sur les entiers;

» ['unité de Dias est le mot 0.

Exemple

1101111 03 11101 = 11111011111
1101111 0 11101 = 11011111111

Proposition

Dias est engendrée par {01, 10}.
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Dual de Koszul de Dias

Théoréme [Loday, 2001]

Dendr est le dual de Koszul de Dias.
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Dual de Koszul de Dias

Théoréme [Loday, 2001]

Dendr est le dual de Koszul de Dias.

En effet, d’apreés la définition de la dualité de Koszul,

ERJD‘iaS = Vect (y € F(Bpias)(3) : (z,y) = 0 pour tout € Rpjas) -

Soit
Y= Z At € %g)]as‘
tEF(Gpias) (3)

On a donc
Ho1 b —tFog € NRpias implique Aoy + Aoy =0,
"0y 4 —-o2 - € 9ipjas implique Ao, 4 4+ Ao+ =0,
o1 4 —-oak € 9ipjs implique Ao, 4 4+ Ao, =0,
For4—Foab €MNpps implique Ao+ + Aoy =0,
Forb —Foak € MNApias implique Ao + Aoy = 0.
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Dual de Koszul de Dias

Théoréme [Loday, 2001]

Dendr est le dual de Koszul de Dias.

En effet, d’apreés la définition de la dualité de Koszul,
ERJD‘iaS = Vect (y € F(Bpias)(3) : (z,y) = 0 pour tout € Rpjas) -
Soit
y = Z At € %éias.
tEF(Gpias) (3)
On a donc
Ho1 b —tFogd € NRpis implique >‘*01F + >\F024 =0,
-op 4 — oo+ € Npjas implique Ao, 4 + Aqo,+ =0,
-op 4 —-og bk € Npjas implique Ao, 4 + Aqo,- =0,
[ o1 H4—-F 09 e mDias implique )\\ o014 + A\ ook = 0,
Forb —Foak € MNApias implique Ao + Aoy = 0.

Ainsi, y est de la forme
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Dual de Koszul de Dias

Théoréme [Loday, 2001]

Dendr est le dual de Koszul de Dias.

En effet, d’apreés la définition de la dualité de Koszul,
iHJD‘iaS = Vect (y € F(Bpias)(3) : (z,y) = 0 pour tout € Rpjas) -
Soit
y = Z At € méias.
tEF(Gpias) (3)
On a donc
Ho1 b —tFogd € NRpis implique )\‘{01}’ + >\F024 =0,
-op 4 — oo+ € Npjas implique Ao, 4 + Aqo,+ =0,
-op 4 —-og bk € Npjas implique Ao, 4 + Aqo,- =0,
[ o1 H4—-F 09 e mDias implique )\\ o014 + A\ ook = 0,
Forb —Foak € MNApias implique Ao + Aoy = 0.

Ainsi, y est de la forme

y:)\1(401F—F024)+)\2(4014—4024—402F)+)\3(F01 %—‘,—FOlF—FOQF).

Ceci montre que Qié'ias est engendré par

Hdo1F—Fog-H, Hoyd—Adogd—-dook, Fojd4+Fojk—Foak,

et on reconnait les relations dendriformes.
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Dimensions

Comme Dias est une opérade de Koszul et Dias' = Dendr,

HDias(_HDendr(_t)) =1.
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Dimensions

Comme Dias est une opérade de Koszul et Dias' = Dendr,
HDias(_HDendr(_t)) =1.

D’apres la réalisation de Dias, sa série de Hilbert est

Hpias(t) = =14 202 433 + 4t 455 4.

-0
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Dimensions

Comme Dias est une opérade de Koszul et Dias' = Dendr,
HDias(_HDendr(_t)) =1.

D’apres la réalisation de Dias, sa série de Hilbert est

IL
Hpias() = =142 433 4+ 4t +555+ - .

(1-02
Ainsi, la série de Hilbert de Dendr est

1—+1—-4t -2t
2t

HDendr (t) =

=422+ 563+ 14t* +420° + - .
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Motivations et objectifs
Objectif

Définir une généralisation Dendr,, v € N, de Dendr.
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Motivations et objectifs

Objectif

Définir une généralisation Dendr,, v € N, de Dendr.

L’opérade dendriforme admet déja un certain nombre de généralisations. Il
existe en effet déja les opérades

>

>
>
>
>

tridendriforme [Loday, Ronco, 2004];

quadridendriforme [Aguiar, Loday, 2004];

enneadendriforme [Leroux, 2004];

m-dendriforme [Leroux, 2007];

m-dendriforme [Novelli, 2014] (méme nom mais différente de la précédente).
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>

étudier comment les algebres sur Dendr., découpent des produits
associatifs;
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>

>
>
>
>

tridendriforme [Loday, Ronco, 2004];

quadridendriforme [Aguiar, Loday, 2004];

enneadendriforme [Leroux, 2004];

m-dendriforme [Leroux, 2007];

m-dendriforme [Novelli, 2014] (méme nom mais différente de la précédente).

On souhaite

>

étudier comment les algebres sur Dendr., découpent des produits
associatifs;

étudier Dendr,, d’un point de vue combinatoire (réalisation,
dimensions, bases, etc.).
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Motivations et objectifs
Objectif

Définir une généralisation Dendr,, v € N, de Dendr.

L’opérade dendriforme admet déja un certain nombre de généralisations. Il

existe en effet déja les opérades

» tridendriforme [Loday, Ronco, 2004];
quadridendriforme [Aguiar, Loday, 2004];
enneadendriforme [Leroux, 2004];
m-dendriforme [Leroux, 2007];

>
S
>
» m-dendriforme [Novelli, 2014] (méme nom mais différente de la précédente).

On souhaite
> étudier comment les algébres sur Dendr., découpent des produits
associatifs;

> étudier Dendr, d’un point de vue combinatoire (réalisation,
dimensions, bases, etc.).

Stratégie

Proposer une généralisation Dias, de Dias et ensuite, par dualité de
Koszul, en déduire Dendr,,.
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Plan

Opérades polydendriformes
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Une généralisation de Dias
Soit Dias,, v € N, 'opérade ayant la réalisation suivante.
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Une généralisation de Dias
Soit Dias,, v € N, 'opérade ayant la réalisation suivante.

N b
» Dias,(n) est I'espace des mots de longueur n sur {0,1,...,7} avec
exactement une occurrence de 0.
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Une généralisation de Dias
Soit Dias,, v € N, 'opérade ayant la réalisation suivante.

N b
» Dias,(n) est I'espace des mots de longueur n sur {0,1,...,7} avec
exactement une occurrence de 0.

> La composition partielle de Dias,, vérifie
woy vi=1uy ... Uiy (ug To1) oon (U T Om) Uit1 --. Up.

> L’unité de Dias,, est le mot 0.

Exemple

211201 o4 31103 = 2113222301

111101 o3 20 = 1121101
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Une généralisation de Dias
Soit Dias,, v € N, 'opérade ayant la réalisation suivante.

N b
» Dias,(n) est I'espace des mots de longueur n sur {0,1,...,7} avec
exactement une occurrence de 0.

> La composition partielle de Dias,, vérifie
woy vi=1uy ... Uiy (ug To1) oon (U T Om) Uit1 --. Up.

> L’unité de Dias,, est le mot 0.

Exemple

211201 o4 31103 = 2113222301

111101 o3 20 = 1121101

Proposition

Dias., est une opérade.
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Premiére propriétés de Dias,

Proposition

Dias, est engendrée par I’ensemble {0a, a0 : a € [7]}.



Premiére propriétés de Dias,

Proposition

Dias, est engendrée par I’ensemble {0a, a0 : a € [7]}.

Par définition de Dias,,

t o .
HDias,Y (t) = m et dim DIaS.Y(’ﬂ) =ny 1.

‘ Dimensions de Dias,
1,0,0,...

v
0
111,23,4,5,6,7,8, ...

2 | 1,4,12, 32, 80, 192, 448, 1024, ...
3

4

1,6, 27, 108, 405, 1458, 5103, 17496, ...
1, 8, 48, 256, 1280, 6144, 28672, 131072, ...



Premiére propriétés de Dias,

Proposition

Dias, est engendrée par I’ensemble {0a, a0 : a € [7]}.

Par définition de Dias,,

t o .
HDias,Y (t) = m et dim DIaS.Y(’ﬂ) =ny 1.

‘ Dimensions de Dias,
1,0,0,...

v
0
111,23,4,5,6,7,8, ...

2 | 1,4,12, 32, 80, 192, 448, 1024, ...
3

4

1,6, 27, 108, 405, 1458, 5103, 17496, ...
1, 8, 48, 256, 1280, 6144, 28672, 131072, ...

Comme Dias; = Dias et Dias,, est une sous-opérade de Dias, 1, Dias,, est
une généralisation de Dias.



Présentation de Dias,

Théoréme

Dias, admet la présentation (pi.s , Npias, ) OU

BDias., = BDias, (2) := {Hs,Fa 1 a € [7]}

et Jipi.s, est engendré par
g 01 Fgr
g 01
Fa 01
b 01 o
Fa 01 Fp
dgo14a — HAgoz e,
Fao1 e — Fgo2ky,

= }*a/ 09 _‘a,

—q 02 -y,
Fa 02 b,
—q 02 p,
Fp 02 Fa,
Hd 01 g
Fgo1te

a,a’ € (],
a<bely],
a<be v,
a<bely],
a<bely],

— g oz ke, c € [,
€ [l

NN
QU

= Fd 09 Fd’ Cc
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Présentation de Dias,

Théoréme

Dias, admet la présentation (Spj.s. , Nipias, ) o
BDias., = BDias, (2) := {Hs,Fa 1 a € [7]}

et Jipi.s, est engendré par
dg 01 g — bgr 02, a,a’ €[],
da 01 — Hao2fy, a<bely],
Feao1 1y — Fqo02ky, a<be]
Tpo1Hda — Ha o2, a<bely
Fao1lp — Fpozla, a<be ],

dgo1 g — Hgoz e, dgo1 g — Hgoakbe, c<de [yl
Fgo1 e — kgo2kyg, Fgo1be — kgo2tyg, c<de [y
De maniere plus concise, 9ipias., est I’espace engendré par
_{a o1 '70,’ - Fa’ 02 _|a7 a, a‘l € [7]7
o 01 Hatar — da 02 Far, Fa 01 Har — Fa 02 Fatar, a,a’ €[],

_|aTu/ 01 g — —q 02 _|a’, Fq 01 }_a/ — }_aTa’ 09 }_a, a, a/ c [’Y]

36
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Orientation de f)“‘LD;aS7

Cette présentation repose sur I'existence d’une orientation — de 9ipias,
vérifiant

Faro2da — daoiba,  a,d €[],
Hq02s — Ha 01, a<be ],
Feo1 16 — Fq 02y, a<bely],
Ha 02 f — o1 Ha, a<be ],
Fao1by — Fpoaly, a<bel,
g 02 4 — g o1 4, c<de ],
Hg o2t — Hgo1 4, c<de v,
Fgo1 - — Fgoaka, c<dey],
Fgo1be — Fgoakga, c<de ],

formant une regle de réécriture convergente sur §(&pi.s., ).



Orientation de i)“‘q);as7

Cette présentation repose sur I'existence d’une orientation — de Jipjas,,
vérifiant

Faro2da — daoiba,  a,d €[],
Hq02s — Ha 01, a<be ],
Feo1 16 — Fq 02y, a<bely],
Ha 02 f — o1 Ha, a<be ],
Fao1bp — Fpoatyg, a<bel,
g 02 4 — g o1 4, c<de ],
Hg o2t — Hgo1 4, c<de v,
Fao1-e — Fqo2ky, c<de ],
Fao1be — Fgo02hyg, c<de ],

formant une regle de réécriture convergente sur §(&pi.s., ).
Ceci implique aussi le résultat suivant.
Proposition

Dias, est une opérade de Koszul.



Présentation alternative de Dias,,

Proposition

0 7 B / / N
Dias, admet la présentation (&, ,%p,,, ) ol

{Dias,\, = 6,Dias,y (2) = {4‘117 ‘Fa fa e [’Y]}

et 9., est engendré par

Hlg 01 IFgr — IFgr 02 g, a,a’ € [v],
Ik 01 IFa, Hlp 02 Hla, IFy 01 dla, i 02 IFq, a<be v,
kg 01 IFp — IFp 02 IFa, Hlp 01 Hlg — Hlg 02 Iy, a<belyl,
IFq 01 dly — IFq 02 IFp, Hlg 01 dlp — Hlg 02 IFp, a<be [y,

Faoilba — Y (Faozlky), > (Hla o1 Hlp) — Hlg 02 Hla,
a<bely] a<be(y]

lFao1da— Y (Fpozla), D> (o1 Hla) = g 02 Ira,
a<bely] a<be]

a € [v],

a€[y]

38 /49



Présentation alternative de Dias,,

Proposition

/

Dias., admet la présentation (Qibiasw,i)’«Diasw) ou

{Dias,\, = {Diasv (2) = {ﬂa? ‘Fa fa e [’Y]}

et 9., est engendré par

Hlg 01 IFgr — IFgr 02 g, a,a’ €[],
IFy 01 IFa, Hlp 02 Hla, Iy 01 Hla, Hlp 09 IFq, a<be [’Y},
\Fa (e} ] “b = ‘Fb 09 \hh _”b o1 _“a = _“a, 09 —Hb, a < b € [’Y},
IFq 01 dlp — IFq 02 IFp, Hlq 01 dlp — g 02 IFp, a<be [y,
Faoilba — Y (Faozlky), > (Haorlp) —dlgozHla,  a€f],
a<be(y] a<be[y]
lFao1da— Y (Fpozla), > (Hpordla) —Hlaoglta, a€.
a<be[Y] asbe[y]

Cette présentation s’obtient par le changement de base vérfiant

o= > My et Fo= > Iy, acll

a<b<y a<b<y
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Une généralisation de Dendr

Dias, admet une présentation binaire et quadratique. Elle admet dont un
dual de Koszul.
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Une généralisation de Dendr

Dias, admet une présentation binaire et quadratique. Elle admet dont un

dual de Koszul.

Soit Dendr,, := Diasfy I’opérade y-polydendriforme.

Théoréme

Dendr., admet la présentation (®pendr., » Rpendr., ) OU

6Dendr = 6Dendr (2) = {I_ —a:Q€C [’Y]}
y Y
et i)?Dendrw est engendré par
“—a 01 —¢q/ — —a’ 92 “a, a, a/ € [’Y}v
“—a 01 “p— “a02 b —a %1 “p— a2 p a<b€[’Y]7
“~a©1“b—*“a0%2 b —a©%l b~ a®%2 b a<be],
e @1 = = Z(’_d 02 “—c + 402 —¢), d €[],
celd]
Z(gd 0] —¢+ —401“c)— —4092 —d, d € [y].

c€[d]
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Dimensions de Dendr,,
Comme Dias, est de Koszul,

Hpias., (—Hpendr, (1)) =t,

et ainsi, on calcule les dimensions de Dendr, a I'aide de celles de Dias,,.
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et ainsi, on calcule les dimensions de Dendr, a I'aide de celles de Dias,,.

On obtient

Proposition

t+ (2’}% — 1) HDendr,Y (t) + ’}/2t HDendr,Y (ﬁ)z =0
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Dimensions de Dendr,,
Comme Dias, est de Koszul,

Hpias., (—Hpendr, (1)) =t,

et ainsi, on calcule les dimensions de Dendr, a I'aide de celles de Dias,,.

On obtient

Proposition
t+ (2’% — 1) HDendr,Y (t) + ’}/2t HDendr,Y (f)2 =0

Démonstration.

Ceci est une conséquence de

_HDendr,y (_T)
(1 = ’}/HDendr.Y (_f))z

et du fait que
t

HDias,Y (t) = m

40/ 49



Dimensions et base de Dendr,
On déduit de I'expression de Hpenar, (1) que

1 2n
dim Dend =" :
im Dendr., (n) =7 n—i—l(n)
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Dimensions et base de Dendr,
On déduit de I'expression de Hpenar, (1) que

1 2n
dim Dend =" :
im Dendr., (n) =7 n+1<n)

Ainsi, Dendr, (n) est I'espace des arbres binaires y-valués de taille n. Ce
sont les arbres binaires avec n nceuds internes et dont leurs n — 1 arétes
internes sont étiquetées sur [7].

Exemple

est un arbre binaire 4-valué et un élément de base de Dendrg(10).
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Algebres polydendriformes

Une algebre sur Dendr,,, appelée algebre «y-polydendriforme est un espace
vectoriel VV muni de 2 opérations binaires

— VRV =YV et —¢ VRV =YV, a € [v],



Algebres polydendriformes

Une algebre sur Dendr,,, appelée algebre «y-polydendriforme est un espace
vectoriel VV muni de 2 opérations binaires

— VRV =YV et —¢ VRV =YV, a € [v],

vérifiant, pour tous z,y, z € V, les relations

(=g y)—az=0—4 (y+az2), a,a’ €[],
(rvp)maz=raly—s2), a<be ],
(zbYy) a2z =124 (y—p2), a<belyl,
(z=ay)=bz=04q(y~s2), a<bely,
(z—pY) ~az=1—%(y —a2), a<bely,

d@—ey) —az+ (wey) maz=a—a(y—az), dep
c€e[d]
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~v-découpage d’une opération associative
Un élément binaire « d’une opérade O est associatif si

T 01X =XT0gX.
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~v-découpage d’une opération associative
Un élément binaire « d’une opérade O est associatif si

T 01X =XT0gX.

Proposition

Dans Dendr.,, tout élément

o = Z(’_a‘i‘éa)v b€ ]

a€lb]

est associatif.
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~v-découpage d’une opération associative
Un élément binaire « d’une opérade O est associatif si

T 01X =T 09T

Proposition
Dans Dendr.,, tout élément
o = Z(’_a‘i‘éa)v b€ ]
a€lb]

est associatif.

Les algebres «v-polydendriformes sont de ce fait adaptées pour découper
une opération associative x en 2 parts par

=1+ —"1+—2+t "2+ + i+ —y,
telles que les sommes partielles
—1+—1,
—1+ 1+ 2+ 2,
—1+—1+—2+—2+—3+—3,
o

sont toutes associatives.



Présentation alternative de Dendr,

Le calcul du dual de Koszul de Dias, par sa présentation (&1, , %p.,. )
donne une autre présentation de Dendr,,.

Proposition
Dendr, admet la présentation (&4, Rpenq,, ) OU
/ !/
Dendr., o= Dendr.,, (2) = {'<¢17 ~ai0E [7]}

et N}, est engendré par

<a O1 7o/ — 7a’ 02 <a, a, a’/ € [’7}7
<a 01 <o/ — <ala’ ©2 =a — <ala’ 02 ~a/, a, CL/ € [7]7
ala’ O1 <o’ + >ala’ O1 =a — >a 02 =/, a,a’ €[],

ou | est 'opération min sur les entiers.
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Présentation alternative de Dendr,

Le calcul du dual de Koszul de Dias, par sa présentation (&1, , %p.,. )
donne une autre présentation de Dendr,,.

Proposition
Dendr, admet la présentation (&4, Rpenq,, ) OU
/ !/
Dendr., o= Dendr,, (2) = {'<¢17 ~ai0E [7]}

et N}, est engendré par

<a O1 7o/ — 7a’ 02 <a, a, a’/ € [’7}7
<a 01 <o/ — <ala’ ©2 =a — <ala’ 02 ~a/, a, CL/ € [’Y]v
ala’ O1 <o’ + >ala’ O1 =a — >a 02 =/, a,a’ €[],

ou | est 'opération min sur les entiers.

Cette présentation de Dendr, peut aussi étre obtenue par le changement
de base induit par

=D “a et =p=> 4 beEf]

a€lb] a€lb]
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Algébres y-polydendriformes libres

On munit I'espace FDendr., des arbres binaires y-valués d’opérations
binaires

=a) " a: ]:Dendr.y & ]:Dendr,Y — ]:Dendr.ya a € ['Y];



Algébres y-polydendriformes libres

On munit I'espace FDendr., des arbres binaires y-valués d’opérations
binaires

=a) " a: ]:Dendr.y & ‘7:Dendr,Y — ]:Dendr.ya a € ['Y];

définies récursivement, pour tout arbre binaire y-valué s et tous arbres
binaires y-valués ou feuilles t; et t5 par

L<as:=0=:5>4/,
&K <o 5= ﬁ&( + ﬁ&( ) z:=aly,
t1 t2 51 tg <as t1 ta=ys
5>a ﬁ&l = }E&K + }E&K ) z:=alw.
t ta s5-at1 to s<zt1 t2

Ni L <g L ni k>, L ne sont définis.



Algébres y-polydendriformes libres

Théoréme

}"Dendrw est 'algébre v-polydendriforme libre sur un générateur.
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Algébres y-polydendriformes libres

Théoréme

.7-'Dend,W est 'algébre v-polydendriforme libre sur un générateur.

Exemple
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Diagramme d’opérades
Les trois opérades As, Dias et Dendr s’inscrivent dans le diagramme

Dendr ¢ As 7 Dias
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ou le morphisme 7 : Dias — As vérifie

n(01) :=a =: n(10),



Diagramme d’opérades

Les trois opérades As, Dias et Dendr s’inscrivent dans le diagramme

Dendr ¢ As 7 Dias

ou le morphisme 7 : Dias — As vérifie
n(01) :=a=:n(10),
et le morphisme ¢ : As — Dendr vérifie

C(a) := <+ .



Diagramme d’opérades
Le diagramme précédent s’étend dans notre contexte en

H | :

Dendr, «— DAs, <--s As, " Dias,

ol DAs, et As,, sont deux généralisations de As (dont 'une est la duale de
Koszul de I'autre).

48/49



Diagramme d’opérades
Le diagramme précédent s’étend dans notre contexte en

H | :

Dendr, «— DAs, <--s As, " Dias,

ol DAs, et As,, sont deux généralisations de As (dont 'une est la duale de
Koszul de I'autre).

L’opérade As~ admet la présentation (QSASw s 9{A57> ou

Bps, 1= Bps, (2) 1= {*a : a € [7]} et Nas, est engendré par

a’ 02 *gta’> a, a € h}y

*q O1 *qr — *aT

!/
*a 02 *q/ — *qta’ ©2 *atal a,a’ € [v].

Cette opérade est réalisée sur un espace de corolles étiquetées.
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Diagramme d’opérades
Le diagramme précédent s’étend dans notre contexte en

H | :

Dendr,, S DA, - Asy D Dias,

ol DAs, et As,, sont deux généralisations de As (dont 'une est la duale de
Koszul de I'autre).
L’opérade As~ admet la présentation (GSASW s Q{ASA,) ou
Bps, = B, (2) :={*a:a€y]}et Dips,, est engendré par
*a 01 %q/ — *gtq’ 02 *gta’ a,a’ €[],
*a 02 *q/ — *qta’ ©2 *atal a,a’ € [y].
Cette opérade est réalisée sur un espace de corolles étiquetées.
L’opérade DAs, admet la présentation (QjDAsW s S{DASW> ou
®pas, = Gpas,, (2) :={oa:a€y]}et Npas., est engendré par

Oq 01 Oq — Oq 02 Oq, a € [v].

Cette opérade est réalisée sur un espace d’arbres de Schroder avec un étiquetage particulier.
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Diagramme papillon
Le diagramme papillon [Loday, 2001]

!
Dendr < > Dias

VNN

Zin Leib

Com ¢ ) > Lie

réunit quelques opérades importantes.
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Diagramme papillon
Le diagramme papillon [Loday, 2001]

!
Dendr < > Dias

VNN

Zin Leib

Com ¢ Lie
réunit quelques opérades importantes.

En s’inspirant des propriétés vérifiées par ce diagramme, on peut proposer
des opérades Com,,, Lie,, Zin, et Leib, telles que

|

Dendr, < : » Diasy
N | N
Zin.y DAS,Y Gty AS,Y Leibfy
/\\ / "\ ...... /4\
Com, « : > Lie,

forme un nouveau diagramme d’opérades.
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