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Séries génératrices et algebres de Hopf

S(t) == Zn>0 spt” série génératrice. Représente I'application
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Séries génératrices et algebres de Hopf
S(t) := 3,50 Snt" série génératrice. Représente I'application
S:N —=-Q
n — [t"] S(¢).

Généralisation : les exposants sont des objets combinatoires

~~ séries du type A(t) := > . axt*. Représente |'application

A:C —-Q
x — [t7] A(t).

Produit de I'algébre de Hopf ~~ produit des séries :

A(t) - B(t) = <Z axtx> A Db | = DD ab, Y,

x€C yecC x,y €C

ol le produit * est celui d'une algébre de Hopf.
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C :=Wp>0 Cp : classe combinatoire.
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Classes combinatoires et algebres de Hopf

C :=Wp>0 Cp : classe combinatoire.
Vect(C) := P, Vect(C,) : Q-espace vectoriel engendré par C.
Produit - : Vect(C,) ® Vect(Cpn) — Vect(Cpim)-

Coproduit A : Vect(Cpn) = D, ;—, Vect(Ci) ® Vect(C;).

Bonnes relations entre - et A

~

(Vect(C), -, A) algebre de Hopf combinatoire.
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Un exemple
Soit C := {a,b}*.



Un exemple
Soit C := {a,b}*.

Produit de mélange L sur Vect(C).

ab LIl aa = abaa + aaba + aaab + aaba 4 aaab + aaab
— 3aaab + 2 aaba + abaa.
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Un exemple
Soit C := {a,b}*.

Produit de mélange L sur Vect(C).

ab LIl aa = abaa + aaba + aaab + aaba 4 aaab + aaab
— 3aaab + 2 aaba + abaa.

Coproduit de déconcaténation A sur Vect(C).

A(baa) =e®baa+bQ®aa+ba®a+baa@e.

Théoreme ( [Malvenuto, Reutenauer, 1993])

(Vect(C), L, A) est une algébre de Hopf combinatoire.

7/40



Plan

Séries génératrices et algébres de Hopf combinatoires

Opérades ensemblistes non-symétriques
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Opérades ensemblistes non-symétriques

Soit P := W,>1 P(n) un ensemble.
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Opérades ensemblistes non-symétriques

Soit P := W,>1 P(n) un ensemble.

Applications de greffe o; : P(n) x P(m) = P(n+m—1), o0 1 < i< n.

Bonnes relations vérifiées par les o;

~

(P, 0;) opérade ensembliste non-symétrique.
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Un exemple

P = Wp>1 P(n) ot P(n) ensemble des arbres plans enracinés a n
feuilles.
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La construction H
Entrée : opérade P telle que P(1) = {1} et les P(n) sont finis.
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Sortie : I'algébre de Hopf combinatoire HP := Vect(C) ou

cC={1} o L—}j{xﬂ o xk i xi € P(n), n = 2}
k>1

Taille de xq| ... |xk : arit(x1) + - - - + arit(xg) — k.
Produit : 1 est neutre et
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La construction H
Entrée : opérade P telle que P(1) = {1} et les P(n) sont finis.

Sortie : I'algébre de Hopf combinatoire HP := Vect(C) ou

cC={1} o L—}j{xﬂ o xk i xi € P(n), n = 2}
k>1

Taille de xq| ... |xk : arit(x1) + - - - + arit(xg) — k.
Produit : 1 est neutre et

(X1|~-|Xk) : ()/1|-~~|)/e) = X1|~~|Xk|)/1|~~~\)/z-

Coproduit : pour x € P,

A(x) = Z y®z1|...|zk,

Axq] . xk) == A(xq) - oo A(xk).

et
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Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wy>1 {an} avec

QpOj Oy i= Qpym—1, Ppourtousnm=letl<<i<<n
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Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wy>1 {an} avec

QpOj Oy i= Qpym—1, Ppourtousnm=letl<<i<<n

Degré ‘ Eléments de base de HCom
0 [e31
1 [e%]

14 /40



Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wy>1 {an} avec

QpOj Oy i= Qpym—1, Ppourtousnm=letl<<i<<n

Degré ‘ Eléments de base de HCom
0 aq
1 (e %)
2 s, ag‘ocg

14 /40



Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wy>1 {an} avec

QpOj Oy i= Qpym—1, Ppourtousnm=letl<<i<<n

Degré ‘ Eléments de base de HCom
0 aq
1 (e %)
2 s, ag‘ocg
3 aa, azlag, azlaz, as]as|az

14 /40



Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wp>1 {a,} avec

Qp Oj Oy = Qptm—1, Ppourtousn m=letl<i<<n

Degré | Eléments de base de HCom
0 ai
1 o
2 as, a2|a2
3 aa, azlag, azlaz, as]as|az

0l3|062 eS|
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Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wp>1 {a,} avec

Qp Oj Oy = Qptm—1, Ppourtousn m=letl<i<<n

Degré | Eléments de base de HCom
0 ai
1 o
2 as, a2|a2
3 aa, azlag, azlaz, as]as|az

Ol3|052 -] = Oé3|052|051

14 /40



Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wp>1 {a,} avec

Qp Oj Oy = Qptm—1, Ppourtousn m=letl<i<<n

Degré | Eléments de base de HCom
0 ai
1 o
2 as, a2|a2
3 aa, azlag, azlaz, as]as|az

Ol3|052 -] = Oé3|052|051 = 043|C¥2

14 /40



Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wp>1 {a,} avec

Qp Oj Oy = Qptm—1, Ppourtousn m=letl<i<<n

Degré | Eléments de base de HCom
0 ai
1 o
2 as, a2|a2
3 aa, azlag, azlaz, as]as|az
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Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wp>1 {a,} avec

Qp Oj Oy = Qptm—1, Ppourtousn m=letl<i<<n

Degré | Eléments de base de HCom
0 ai
1 o
2 as, a2|a2
3 aa, azlag, azlaz, as]as|az

Ol3|052 -] = a3|a2|a1 = 043|C¥2 = 041|Oé3|0lg = 1 - Oé3|042
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Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wp>1 {a,} avec

Qp Oj Oy = Qptm—1, Ppourtousn m=letl<i<<n

Degré | Eléments de base de HCom
0 ai
1 o
2 as, a2|a2
3 aa, azlag, azlaz, as]as|az

Ol3|052 -] = a3|a2|a1 = 043|012 = CB1|063|0Q = 1 - Oé3|042

wlaz - aslaz|az = az]as|ag|az|as
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Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wp>1 {a,} avec

Qp Oj Oy = Qptm—1, Ppourtousn m=letl<i<<n

Degré | Eléments de base de HCom
0 ai
1 o
2 as, a2|a2
3 aa, azlag, azlaz, as]as|az

Ol3|052 -] = a3|a2|a1 = 043|C¥2 = 041|Oé3|0lg = 1 - Oé3|042
042|043 ) CV4|042|CV3 = Oéleé3|Oé4|Ol2|Oé3

Aas) = 1 ® g + a2 ® (a|as + az|az 4 as|az)
+ a3 ® (a1|ai|az + a1|az|ar + az|ai|az)

+ as ® a1|ag|ai|a:
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Un exemple
Opérade commutative associative : Com := Wp>1 {a,} avec

Qp Oj Oy = Qptm—1, Ppourtousn m=letl<i<<n

Degré | Eléments de base de HCom
0 ai
1 o
2 as, a2|a2
3 aa, azlag, azlaz, as]as|az

Ol3|052 -] = a3|a2|a1 = 043|C¥2 = 041|Oé3|0lg = 1 - Oé3|042

wlaz - aslaz|az = az]as|ag|az|as

Aas) = 1 ® g + a2 ® (a|as + az|az 4 as|az)
+ a3 ® (ai|a1|az + a1|az|ar + az|as|ar)
+ as ® a1|ag|ai|a:

= ®a+®(as+ a|a) F3a®a+a®a
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Plan

Construction d'opérades a partir de monoides
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Plan

Construction d'opérades a partir de monoides
Monoides vers opérades
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La construction T (1/2)

On part d'un monoide (M, e, 1) quelconque.
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La construction T (1/2)

On part d'un monoide (M, e, 1) quelconque.
Soit TM I'ensemble TM := W,>1 TM(n) ou

TM(n) :=={(x1,...,%n) : X; € M pour tout 1 < i < n}.

Soient les applications de greffe
0;j : TM(n) x TM(m) - TM(n+ m — 1),
définies pour tout x € TM(n), y € TM(m) et 1 < i < n par

X0y = (X1y «evy Xisl, Xi® V1, vy Xi® Vmy Xig1, -«-y Xn)-
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La construction T (2/2)

Soient M et N deux monoides et 6 : M — N un morphisme de monoide.

19 /40



La construction T (2/2)

Soient M et N deux monoides et 6 : M — N un morphisme de monoide.

Soit T8 I'application
TO:TM — TN,

définie pour tout (x1,...,x,) € TM(n) par

TO(x1,...,%xn) = (0(x1),...,0(xn)) .
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Quelques exemples
M := (N, +). Eléments de TM : mots sur I'alphabet N.
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Quelques exemples
M := (N, +). Eléments de TM : mots sur I'alphabet N.

2123 0, 30313 = 24142423

N := {a,b}*. Eléments de TN : multi-mots sur |'alphabet {a,b}.

b a a € b c a ¢ b b a a a a a ¢ b
b b o3 = b a b b
b
a a b

Soit 0 : N — M défini par 6(u) := |u].
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Quelques exemples
M := (N, +). Eléments de TM : mots sur I'alphabet N.

2123 0, 30313 = 24142423

N := {a,b}*. Eléments de TN : multi-mots sur |'alphabet {a,b}.

b a a € b c a ¢ b b a a a a a ¢ b
b b o3 = b a b b
b
a a b
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Propriétés de la construction T

Théoreme

Si M est un monoide, TM est une opérade et si 0 : M — N est un
morphisme de monoide, T8 est un morphisme d’opérade. De plus, T
respecte les injections et les surjections.
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Propriétés de la construction T

Théoreme

Si M est un monoide, TM est une opérade et si 0 : M — N est un
morphisme de monoide, T6 est un morphisme d’opérade. De plus, T
respecte les injections et les surjections.

Quelques propriétés de la construction T :
» les TM(n) sont finis ssi M est un monoide fini;

> TM est engendrée par la famille {(1,1)} w{(a) : a € M};

» si V est un monoide quotient de M, alors TN est une opérade
quotient de TM.
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Apercu des opérades obtenues (1/2)

Quelques sous-opérades ou quotients de TN :

Opérade Premieres dimensions Objets combinatoires
End 1,4,27,256,3125 Endofonctions
FP 1,3,16,125,1296 Fonctions de parking
MT 1,3,13,75,541 Mots tassés
Per 1,2,6,24,120 Permutations
APE 1,1,2,5,14,42 Arbres plans enracinés
FCat(®) | Nombres de Fuss-Catalan k-chemins de Dyck
Schr 1,3,11,45,197 Arbres de Schroder
Motz 1,1,2,4,9,21,51 Chemins de Motzkin
Comp 1,2,4,8,16,32 Compo. d'entiers
AnD 1,2,5,13,35,96 Animaux dirigés
SComp 1,3,27,81,243 Compo. d'entiers segmentées



Apercu des opérades obtenues (2/2)

Elles s'agencent selon le diagramme suivant (— signifie injection
et — surjection) :

TN

— T T

TN3

| A
MT  FCat(3)
VAN 1

Per Schr FCat(2)

™ 1

FCat() SComp

— \\» I

Comp Motz

\\M

FCat(®




Plan

Construction d'opérades a partir de monoides

L'opérade des arbres plans enracinés
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Expérimentation avec Sage

Soit APE la sous-opérade de TN engendrée par 01.
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Expérimentation avec Sage

Soit APE la sous-opérade de TN engendrée par 01.

MonoideAdditif ()
[Mot (M, [0, 11)]

sage: M
sage: G
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Expérimentation avec Sage

Soit APE la sous-opérade de TN engendrée par 01.

sage: M = MonoideAdditif ()

sage: G = [Mot(M, [0, 11)]

sage: APE = OperadeMonoide(M, False, G)

sage: print [APE.dimension(n) for n in xrange(1l, 10)]
[1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430]

sage: sorted(APE.elements(5))
[01111, 01112, 01121, 01122, 01123, 01211, 01212, 01221,
01222, 01223, 01231, 01232, 01233, 01234]
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Une opérade sur les arbres plans enracinés
Proposition

Les éléments de APE sont exactement les mots x sur I'alphabet N qui
vérifient x; = 0 et 1 < x;41 < x; + 1 pour tout 1 < i < |x| — 1.
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Une opérade sur les arbres plans enracinés

Proposition

Les éléments de APE sont exactement les mots x sur I'alphabet N qui
vérifient x; = 0 et 1 < x;41 < x; + 1 pour tout 1 < i < |x| — 1.
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Une opérade sur les arbres plans enracinés

Proposition

Les éléments de APE sont exactement les mots x sur I'alphabet N qui
vérifient x; = 0 et 1 < x;41 < x; + 1 pour tout 1 < i < |x| — 1.

Bijection entre ces mots de longueur n et les arbres plans enracinés a n
nceuds (parcours en profondeur).
Exemple

@

TR Q
@ o lp «— 0112333212
|

®®®

Ainsi, APE est une opérade sur les arbres plans enracinés et

dim APE(n) = * (2” N 2).

n\n—1



La greffe dans APE

On interpréte la greffe dans APE via la bijection avec les arbres plans
enracinés.

Proposition

Soient S et T deux arbres plans enracinés et s le i® nceud visité de S
selon son parcours en profondeur. La greffe S o; T dans APE revient a
greffer dans S les sous-arbres de la racine de T en tant que fils les plus a
gauche de s.
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La greffe dans APE

On interpréte la greffe dans APE via la bijection avec les arbres plans
enracinés.

Proposition

Soient S et T deux arbres plans enracinés et s le i® nceud visité de S
selon son parcours en profondeur. La greffe S o; T dans APE revient a
greffer dans S les sous-arbres de la racine de T en tant que fils les plus a
gauche de s.

Exemple
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L'opérade APE est isomorphe a I'opérade libre sur un générateur
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Structure de APE

Proposition

L'opérade APE est isomorphe a I'opérade libre sur un générateur
d'arité 2.

» Tout arbre plan enraciné peut étre obtenu par I'intermédiaire de
greffes du générateur

8APE ::g ~ 01.

De plus, cette écriture est unique aux regles d'associativité des
opérades pres.

» L'opérade APE est une version planaire de I'opérade non associative
permutative NAP



Plan

L'algebre de Hopf des foréts d'arbres plans enracinés
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Plan

L'algebre de Hopf des foréts d'arbres plans enracinés
Définition et propriétés
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Expérimentation avec Sage (1/2)

Soit FAPE := HAPE.
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Expérimentation avec Sage (1/2)

Soit FAPE := HAPE

sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

M = MonoideAdditif ()

G = [Mot(M, [0, 11)]

APE = OperadeMonoide(M, False, G)
FAPE = AHCOperade (APE)
[FAPE.dimension(n) for n in xrange(8)]

(1, 1, 3, 10, 35, 126, 462, 1716]

sage:
[0111, 0112, 0121, 0122, 0123, 01011, 01]012, 01101,

sorted (FAPE.base_vectorielle(3))

012101, 01]01101]
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Expérimentation avec Sage (2/2)

sage: x = sorted(FAPE.base_vectorielle(4))[26]; print x
0122]01
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Expérimentation avec Sage (2/2)

sage: x = sorted(FAPE.base_vectorielle(4))[26]; print x
0122]01
sage: y = sorted(FAPE.base_vectorielle(3))[7]; print y

011]01
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Expérimentation avec Sage (2/2)

sage: x = sorted(FAPE.base_vectorielle(4))[26]; print x
0122]01
sage: y = sorted(FAPE.base_vectorielle(3))[7]; print y
011]01

sage: X * y
0122]01]011]01
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Expérimentation avec Sage (2/2)

sage: x = sorted(FAPE.base_vectorielle(4))[26]; print x
0122]01
sage: y = sorted(FAPE.base_vectorielle(3))[7]; print y
011]01

sage: X * y
0122]01]011]01

sage: x = sorted(FAPE.base_vectorielle(5))[17]; print x
012122
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Expérimentation avec Sage (2/2)

sage: x = sorted(FAPE.base_vectorielle(4))[26]; print x
0122]01
sage: y = sorted(FAPE.base_vectorielle(3))[7]; print y
011]01

sage: X * y
0122]01]011]01

sage: x = sorted(FAPE.base_vectorielle(5))[17]; print x
012122

sage: x.coproduct()

0 # 012122 + 01 # 012|011 + 011 # 01]011 + 012 # 012]01 +
0112 # 01|01 + 0121 # 011 + 0122 # 012 + 01122 # 01 +
01212 # 01 + 012122 # O
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Interprétation en termes de foréts d'arbres plans enracinés

£ A L Soas
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Interprétation en termes de foréts d'arbres plans enracinés

Soodb
g@% + Opo@%% + QO(X)op\o
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Une expression du coproduit en termes de coloriages

Coloriage d'un arbre plan enraciné T : ensemble C d’arétes de T tel que

a € C et b est I'aréte sceur droite ou laméredea =— beC.
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a € C et b est I'aréte sceur droite ou laméredea =— beC.

B,

[
C € Col(T)
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Une expression du coproduit en termes de coloriages

Coloriage d'un arbre plan enraciné T : ensemble C d'arétes de T tel que

a € C et b est I'aréte sceur droite ou laméredea =— beC.

%% 3@;888&

[ ll |
C € Col(T) c(T) C(T)
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Une expression du coproduit en termes de coloriages

Coloriage d'un arbre plan enraciné T : ensemble C d’arétes de T tel que

a € C et b est I'aréte sceur droite ou laméredea =— beC.
Exemple

@%% @;888&

| I
C € Col(T) c(T) C(T)

Proposition
Le coproduit de FAPE vérifie, pour tout arbre plan enraciné T,

A(T)= > C(T)eC(T).

C € Col(T)
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Plan

L'algebre de Hopf des foréts d'arbres plans enracinés

Une réalisation polynomiale
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Réalisations polynomiales (1/2)
Réalisation polynomiale d'une algebre de Hopf (#, -, A) sur un alphabet
A : morphisme injectif d'algebre
ra:H — Q<A>

A chaque objet combinatoire de 7 est associé un polyndme.
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Réalisations polynomiales (1/2)

Réalisation polynomiale d'une algebre de Hopf (#, -, A) sur un alphabet
A : morphisme injectif d'algebre
ra:H — Q<A>

A chaque objet combinatoire de 7 est associé un polyndme.

Quelques exemples :

Algebre de Hopf Objets Référence
FQSym Permutations
PBT Arbres binaires
WQSym Mots tassés
PQSym Fct. parking
CK Foréts d'arbres




Réalisations polynomiales (2/2)

Le coproduit se calcule par doublement d'alphabet :
raea(x) = (ra ® ra) o A(x),

oux € H et
A®B:=AWB,

et les lettres de A et de B commutent entre elles.
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Réalisations polynomiales (2/2)

Le coproduit se calcule par doublement d'alphabet :

raga(x) = (ra @ ra) o A(x),

oux € H et
A®B:=AWB,

et les lettres de A et de B commutent entre elles.

Dans certains cas, on a besoin d'une relation binaire < sur les alphabets.
On parle alors de <-alphabet et on a

A®B:=AWB, aveca<b pourtousac Aetb e B

Généralisation des fonctions symétriques.

37/40



La F-compatibilité
A:={aj; : 0 < i< j} : alphabet muni de la relation < définie par

aj < ak si (j=k) ou (i=ketl<j).
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La F-compatibilité

A:={aj; : 0 < i< j} : alphabet muni de la relation < définie par

aj < ak si (j=k) ou (i=ketl<j).

F forét d'arb. plans enracinés a n arétes. uy ... u, € A* F-compatible si :

Q.

kN
Q.

= Ui < U et = U < uj.

Etiquetage des arétes selon le parcours en profondeur.

Exemple

Soit uy upususus F-compatible avec F := & C&

Alors, uy < up, 15 = 1>,



La F-compatibilité

A:={aj; : 0 < i< j} : alphabet muni de la relation < définie par

aj < ak si (j=k) ou (i=ketl<j).

F forét d'arb. plans enracinés a n arétes. uy ... u, € A* F-compatible si :

Q.

S
Q

= Ui < U et = U < uj.

Etiquetage des arétes selon le parcours en profondeur.

Exemple

Soit uy upususus F-compatible avec F := & C&

Alors, uy < up, Uz < Up, Uy < U3



La F-compatibilité

A:={aj; : 0 < i< j} : alphabet muni de la relation < définie par

aj < ak si (j=k) ou (i=ketl<j).

F forét d'arb. plans enracinés a n arétes. uy ... u, € A* F-compatible si :

2.

= Ui < U et = U < uj.

Etiquetage des arétes selon le parcours en profondeur.

Exemple

Soit uy upususus F-compatible avec F := é}% C?%

Alors, uy < up, Uz < U, Uy < Uz €t s < Uy



La F-compatibilité

A:={aj; : 0 < i< j} : alphabet muni de la relation < définie par

aj < ak si (j=k) ou (i=ketl<j).

F forét d'arb. plans enracinés a n arétes. uy ... u, € A* F-compatible si :

Q.

R

= Ui < U et = U < uj.

Etiquetage des arétes selon le parcours en profondeur.

Exemple

Soit uy upususus F-compatible avec F := é}% C&

Alors, 1y < up, uz < Up, Up < U3 et us < Uy et e.g., apraipaizagsags est
F-compatible.



Une réalisation polynomiale de FAPE

Théoreme
L’application ra : FAPE — Q(A) définie pour toute forét F par

ra(F) = Z u,

u € A*
u est F-compatible

est une réalisation polynomiale de FAPE.

39/40



Une réalisation polynomiale de FAPE

Théoreme
L’application ra : FAPE — Q(A) définie pour toute forét F par

ra(F) :== Z u,

ue A*
u est F-compatible

est une réalisation polynomiale de FAPE.

ra(£5) =
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Une réalisation polynomiale de FAPE

Théoreme
L’application ra : FAPE — Q(A) définie pour toute forét F par

ra(F) = Z u,

u € A*
u est F-compatible

est une réalisation polynomiale de FAPE.

Exemple

ra (ooo) = Z uiuy =

up<uy
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Une réalisation polynomiale de FAPE

Théoreme
L’application ra : FAPE — Q(A) définie pour toute forét F par

ra(F) = Z u,

u € A*
u est F-compatible

est une réalisation polynomiale de FAPE.

Exemple

Q
ra (oo) = E uyup = agiagy + apgi1aes + - - -

up<uy

39/40



Une réalisation polynomiale de FAPE

Théoreme
L’application ra : FAPE — Q(A) définie pour toute forét F par

ra(F) = Z u,

u € A*
u est F-compatible

est une réalisation polynomiale de FAPE.

Exemple

Q
ra (So) = E urup = agiape + ap1a03 + ... +apaer +azae +--- .

up<uy
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Calcul du coproduit dans FAPE par doublement d'alphabet
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Calcul du coproduit dans FAPE par doublement d'alphabet

1
ragB <£§> = g uupus
uy,up,u3 € AGB
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Calcul du coproduit dans FAPE par doublement d'alphabet

ragB <<%> = g uupus
uy,up,u3 € AGB

ury<uy
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Calcul du coproduit dans FAPE par doublement d'alphabet

1
rA@B <%> - E uyusus
ur,up,u3 € AGB

u<uy
upy<u3
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Calcul du coproduit dans FAPE par doublement d'alphabet

E uyusus

ur,up,u3 € AGB

Uy <uy

up<u3

E ujupu3 + E uupuz + E uylous
Uy, uz €A ui,ux €A u,u3 €A

us€B wmeB

E uyupuz + E uylpuz + E Uy uz

tp,uz € A up €A m €A
meB ur,u3€B ui,u3€B

g upupus + E uylpus

uz €A uy,Uz,u3 € A
u, i €B
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Calcul du coproduit dans FAPE par doublement d'alphabet

rAEBB (3%) - E uyuus
uy,up,u3 € AGB

up<uy
up<u3
= E uylpus + E uylpus + E
up,u,uz €A ui,up €A ug,u
uz3€B 2€B
+ E uyupuz + E uysTls + E Uyl uz
p,uz € A u w €A
mEB Tu3s€B u,u3€B

+ Z u 3+ Z Ui uz

u3 up,uz,u3 € A
TuEB
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Calcul du coproduit dans FAPE par doublement d'alphabet

ragB (3%) = E U uous
uy,uz,u3 € AGB

uy<up
up<u3

E npuz ®1+ g U ® uz + E sz
up,u,uz € A ui,ux €A ui,u A
wEB LEB
E upuz @ uy + E uyLsTs + E Up @ uju3
uz,uz € A uy wmEA
umEeEB Tus€B u,u3€B

+ Z u 3+ Z 1® uurus
u3

up,tp,uz € A

+

T EB
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Calcul du coproduit dans FAPE par doublement d'alphabet

rA@B (%) - E uyupUus
ur,up,u3 € AGB

u<uy

up<u3
2€B

o @ © rs ( ‘/Z/A/uyﬁw ra(2) ®@rs (22)
+p§q/uwzu/3+ ra(0) @ rg (O/O\g>
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Calcul du coproduit dans FAPE par doublement d'alphabet

rA@B (%) - E uyupUus
ur,up,u3 € AGB

u<uy

up<u3
-1 <o/o\8) @ re(0) +ra () © 15 ( Z u
uy, ZGBA

o @ © rs ( ‘/Z/A/uyﬁw ra(2) ®@rs (22)
+p;q/uwzu/3+ ra(0) @ rg (O/Og>

=(ra®rg)o A (()pg)
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