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Wedge product k-blades Bases duales p? p3 Applications

Introduction

Espace vectoriel de R" :
Ensemble de vecteurs muni d'opérations sur les vecteurs.

Propriétés : (a,b,c € R", a € R)
e addition de vecteurs: a=b +c
e multiplication par un scalaire : a = ab

e distributive sur I'addition : a(a + b) = aa + ab
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Introduction

Algebre de Grassmann-Cayley :
e cas particulier des algebres géométriques (geometric algebra)
e englobe les outils de géométrie classique (de R™)
e de nouveaux opérateurs

e application dans le jeu vidéo et la vision par ordinateur
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Introduction

algebre =  espace vectoriel et multiplication
—_—
addition

multiplication scalaire

Propriétés :
e le produit doit étre associatif (a x b) xc=a x (b X c)

L CL ?
e pas d'obligation concernant la commutativité a x b =b x a

o distributivité : « et [ scalaires :
ala+b)=aa+ab

(o + p)a=aa+ Pa
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Hermann Grassmann
Exemples : progressive et regressive product (1844).
o les nombres réels R.

o les nombres complexes C.

e les polynémes. Arthur Cayley (1821-1895)

e les matrices. apllications des coordonnées homogenes.
e les quaternions.
[ ]
David Hestenes (1933 ~)
remet |'algebre géométrique au golit du jour.
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Introduction :
e outer / wedge product (en) <> produit extérieur (fr) Multiplication scalaire :
e noté aADb (lire a “wedge” b, ou bien a “extérieur” b) '

soient «, § € R (scalaires) et a € R™ (un vecteur)
Propriété principale :
e a A b exprime la surface (orientée) du parallélogramme formé aANB=pFNa=[a

par a et b. aNa=aAa=aa

A= m -,
b 0/\5 ’/’ T .
. — multiplication standard

7]

e caractere orienté : aAb=—-bAa
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- « e s . N y -
Anticommutativité Mise a I'échelle
Antisymétrie : aAb=—-bAa (propriété la plus importante)

Propriété :

Propriété : aNa=-aAa = aAha=0 / R %
2/

A X
R -
b .
anrb - L e
__/_ .- =3
-- ———
~ > - (ec@) A\b=aA (ab) = a(a A b)
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Distributivité

Propriété :

soient o, B € R et a,b,c € R”

Multiplication scalaire : a A S =8Aa= P«
BAha=aAp=pa

Antisymétrie: aAb=-bAa (anticommutativité)
=aNa=0

Mise a I'échelle : a A (5b) = S(aAb)

Distributivité : aA(b+c)=(aAb)+ (aAc)
aN(b+c)=(aAb)+(anc) (a+b)Ac=(anc)+ (bAc)

Associativité : (aAb)Ac=aA(bAc) (algebre)
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Définition :

Le wedge de deux vecteurs a et b de R donne un bivecteur aAb, a= < Az ) = aze1 + ayez b= ( Z«’E > = byeq + byez
que |'on peut représenter par une surface orientée : ay Y
aAb = (age1 +aye2) A (bye1 + bye2)

= (a,b.)(e1 Ner) + (azby)(e1 N e2)

+ (aybe)(e2 Ae1)+ (a,by)(e2 N ez)
= (agby —aybs)(e1 Nea)
= (agby —ayby)er2
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Bivecteur Trivecteur

Bivecteur en 3D:

o i zac Définition :
a=| % et B by Le wedge de trois vecteurs a, b et ¢ de R™ donne un trivecteur
Gy 2

a A b Ac, que l'on peut représenter par un volume orienté :

L oI
- ’ -7
--7--,-,-‘.,’ 4

4
s apbac 7 s
’ 7 s

aAb= (azby — aybz) el + (axbz — asz) e1s+ (aybz — azby) €23

Remarques :
e le bivecteur de R3 a A b possede 3 composantes.

e dans R?, le wedge product correspond au produit vectoriel.
< bivecteur souvent confondu avec le vecteur.
< le produit vectoriel n'est pas associatif (ax b) x ¢ #ax (b X c)
— le wedge est associatif et défini dans toutes les dimensions.
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Trivecteur Trivecteur

Trivecteur en 2D :
soient trois vecteurs a, b et ¢ de R?, décomposés selon les vecteurs Trivecteur en 3D:
de bases (e1,ez2) :

( a . b, . (e a= ay b= by et c¢c= Cy
a= ay = by e CcC = Cy a, bz Cz

ona:
arbAc — (axel " ayez) A (bmel + byez) A (cxel + Cyez) aAbAc (Cz(axby aybx)+cy(axbz asz)+cx(aybz azby)> €123
aAbAc = (azby —ayby)(e1 Ne2) N (cye1 + cyez)
= cplagby —ayby)(e1 Nez Aeq)
+ey(azby — aybs)(ex Nes A ez) Remarque :
= 0

le trivecteur de R?> a A b A ¢ n'a qu'une composante.
= pas de trivecteurs dans R?.
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k-blade: généralisation des scalaires, vecteurs,
bivecteurs, trivecteurs, ...
Produit mixte : (en 3D seulement) Grade d’une blade: nombre de vecteurs qu'il faut wedger pour

obtenir I'entité voulue.
aAbAc & (axb)-c

scalar —  0-blade
ol x est le produit vectoriel (de R3) et - est le produit scalaire. a —  1-blade
aAb —  2-blade

aAbAc —

3-blade
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Bases

En 4D (utilisé dans P3) :

1 scalaire (1) (grade 0)
4 vecteurs (e1,e2,e3,€4) (grade 1)
6 biveCteurS (612.813,814,823,624.834) (grade 2)
4 trivecteurs (6123,8124,6134,6234) (grade 3)
1 quadvecteur (e1234) (grade 4)
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Les bases duales
Propriété : e(i} A€y = €1..m
En 4D :
e12= €34
e1=—€234 e13=—¢€24 €123=—€4
€2= €134 €14= €23 €124= €3
e3=—€124 €e23= €14 €134=—€2
€4= €123 e24=—€13 €234= €1
€34= €12
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Propriétés des bases

En nD, le nombre de bases d’'un k-vecteur est le coefficient binomial :

On a donc au total 2" bases.

dimension | nombre de vecteurs indépendants de la base du k-blade
2 121
3 1331
4 14641
5 15101051
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Bases et bases duales de P? (4D)
1 scalar | 1 anti-quadvector (grade 0)
(1) | (e1234)
4 vectors | 4 anti-trivectors (grade 1)
(e1,e2,e3,e4) | (€123,€124,€134,€234)
6 bivectors | 6 anti-bivectors (grade 2)
(e12,e13,€14,€23,€24,€34) | (€12,€13,€14,€23,€24,€34) V
4 trivectors | 4 anti-vectors (grade 3)
(e123,€124,€134,€234) | (€1,€2,€3,€4)
1 quadvector | 1 anti-scalar (grade 4)
(e1234) | (1)
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Wedge Product sur les bases duales Anti-wedge Product

Introduction :
e regressive / anti-wedge product (en)

e noté u V¥ (lire @ “anti-wedge” V)

e propriété : UVvVv=uAv
Vecteurs et anti-vecteurs :
Anti-wedge Product :
Possede les mémes propriétés que le wedge product mais sur les
bases duales.

(a1e1+azea+azes)A\(bi€1+ba€2+bs€s) = (a1b1+azba+aszbs)ei2s

< évoque clairement le produit scalaire.

Notations des bases :

€1 VeaVes — €123
€1 VeaVey — €124
€y VegVey — €134
ez VesgVey — €234
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Grade Grade
wedge product : k-blade A j-blade = (k + j)-blade

anti-wedge product : k-blade V j-blade = (k + j — n)-blade

Wedge product : k-blade A j-blade = (k + j)-blade
Exemples dans P? (4D) :
Anti-wedge product : k-blade V j-blade = (k + j — n)-blade l-blade A 2-blade —  3-blade
vecteur bivecteur trivecteur
1-blade Vv 3-blade = 0-blade
anti-trivecteur anti-vecteur anti-quadvecteur
vecteur trivecteur scalaire
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Représentation homogene:

coordonnées coordonnées
Exemples 4D : cartésiennes homogenes
e e1Vezy=e; /ey =@€12 =e34 — R? — P2
® €23V ep =eg3/\e; =€123 =€4q -
e 23V E1g = ca / G15 = 0 x:<$> x=| y
® € Veggg =e1 /€234 =€1234 =1 Y w

avec :
e w # 0 pour un point fini.

e w = 0 pour un point a l'infini.
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Droites Droites

Droite dans P? :
l=aAb
I=aAb=leiz+le13+Ise23 Vérifications :

elha=aAbAa=0 =acl
elAb=aAbAb=0 =bel
e soitxcl»x=a+ab-—a):

X = rej + yez + wegs

Le produit 1 = a A b représente la droite passant par a et b :

en effet, pour un point x €1, on al Ax =0, soit :
P P INx = 1A (a+a(b—a))
(wll—yl2+xl3)e123:0 = lAha4+alAb—alAa
= 0
qui est bien I'équation d'une droite en 2D (forme Hessienne).
(*) pour a et b ayant la méme coord. homogene.
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Droites Intersections

— — —_ / / /
x =1a V1, = z1@€12 + 12€13 + T3€23 = T7€1 + THe2 + T3€3
Dégénérescences :

l=aAb Intersection dans P? :
Le produit x = 1, V1, représente |'intersection des droites 1, et 1:

. . T . ffet, ite 1 , | =0, soi
e si les points a et/ou b sont a l'infini : ¢a fonctionne encore. * en effet, pour une droite 1 passant par x, on a 1V x =0, soit

e si les points a et b sont confondus : 1 =aAa=(0,0,0)" (ugly — uylay + wyl3)€123 = 0
< droite dégénéré de P?
qui est bien I'équation d'une droite en 2D(forme Hessienne).
e Par ailleurs, on a bien :
e xVl,=1l,vlLVvl,=0 = x€l,
e xVIp=LaVIlLV]l,=0 = x€lp
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Intersections Bilan P2

Objets :
. point A point = droite
Dégénérescences : . ) L .
droite V droite = point intersection
x=1, V]
Propriétés :
. point A droite =0 — point € droite
e si les droites 1, et 1y, sont paralléles : x est un point a I'infini droite A point =0 — point € droite
_ T . . . .
— x = (2,y,0) point V droite =0 — point € droite
e si les droites 1, et 1, sont confondus : x =1, V1, = (0,0,0) " droite V point =0 — point € droite

< point dégénéré de P?
Remarque :
X € 1 peut s'écrire des 2 facons : x Al=0ej23 et xV1=0e123
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Distance point/droite Modele Homogene en 2D

1=1lie12 + lse13 + l3e23 X = rej + yes + wes Formules explicites :
Points : x = ze + e +  we
INx =wl; —yls +2l3 =0 / /:l y/2 /3
X =2'e1 + yesg + w'eg
Line o1 =liers + les + lzeas
Distance point / droite : d; =1Ax
Sous 2 conditions : xAx' = (zy —2'y)eiz + (v2' — 2'2)e1s + (yw' — w'y)eas

o forme Hessienne normalisée : ||(l2,13) " ||z = 1 AR S (wh — yly + wl3)e12s

e coordonnée homogenea l: w=1
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Représentation homogene :

coordonnées coordonnées Droites de P3 :
cartésiennes homogenes
— R3 s P3 =a/Ab=Ilie12 + lre13 + [3e14 + [4€23 + [5€24 + lg€34
X
e
_ _ Y . .
X = Y X = 5 Droites de Plucker :
z
w

L={u:v}= {(lg,l5,lﬁ)T (g, b2, _ll)T}

avec :
e w = 0 pour un point fini.
e w = 0 pour un point a l'infini.
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Droites de Plucker
Vv
u

|

S
Définition :
e L={u:v}avecuetveRletu-v=0
® u : vecteur support de la droite.
e v : moment de la droite.

o {u:v}etaf{u:v} (a>0) représentent la méme droite.
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Transformations :

e translation t :

e rotation R autour de I'origine : L’ = {Ru:Rv}

e scale de facteur s :
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Droites de Plucker

Construction :
e L={p—q:pxq}: droite passant par les points p et q € R3.
e L= {qup— puq:Prs X qgrs} : droite passant par p et q € P3.

e L ={u:uxp}: droite de vecteur support u passant par p.

Propriétés :

e x=(vxuu-u)' : point de la droite le plus proche de I'origine.

T
XxXXu—v 2 . .
o d= IC 5 )| . distance entre L et le point x € R3.
[[ul3
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Droites et points

On combine :

xA1 = (zly —ylo + zl1)e12s

xls — ylz + wly)e124 _
et d= )

xlg — zls + wly)e1sa [[ul[3

yleg — zls + wly)easq

I x u—v) Tl

_|_
+
+

N N N

Propriété :

x€l & d=0
& 1IAx=0e123+0e124+0e134+0e234 =0
—

v-x=0 xxu—v=0
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Droites et points

Plus précisément :

INx=0e123+0e124+0e134+0e234 =0
~———

v-x=0 xxXu—v=0

xxu—-v=0 & d=0
v-x=0 < x est inscrit dans le plan défini par la droite 1
et 'origine, et ce plan a pour normale v.
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P =aAbAc=piei23 + pre124 + p3e134 + ps€234

X = xej + yeg + zeg + wey

Plan dans P3 :
Le produit P = a A b A c représente le plan passant par a, b et ¢ :

e en effet, pour un point x € P, on a P Ax =0, soit

(xpa — yp3 + zp2 + —wp1)e1234 =0

qui est bien la forme Hessienne d'un plan de P3.
e par ailleurs, on a bien :

e PNa=aAbAcAa=0 =acP
e PAb=aAbAcAb=0 =DbeP
e PAc=aAbAcAc=0 =ceP
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Dégénérescences :

lI=aAb

e si les points a et/ou b sont a I'infini : ¢a fonctionne encore.

e si les points a et b sont confondus : 1 =aAa=(0,0,0,0)"
< droite dégénérée de P3
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Objets :
point A point — droite
point A point A point — plan
point A droite — plan
plan V droite —  point (intersection)
plan V plan V plan —  point (intersection)
plan V plan — droite (intersection)
Propriétés :
point A plan —  antiscalaire (distance signée point-plan)
point A plan =0 — point € plan
droite A droite —  antiscalaire (crossing value)
droite A point = 0 — point € droite
droite V droite —  scalaire (crossing value)
point V plan —  scalaire (distance signée point-plan)
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Applications

Wedge product

k-blades Bases duales P3 Applications

Points a l'infini :

u= (ugc,uy,uz,O)—r
v = (vx,vy,vz,O)T
n= (nz,ny,nz,O)T

(az, Ay y Gz, 1)T

a—
b = (b, by, b, 1) 7

aAu — droite de direction u passant par a
aAuAv — plan défini par u et v passant par a
aAbAn — plan de normale n passant par a et b
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Exemple

x=(uAV)V aAbAc

Vincent Nozick Algebre de Grassmann-Cayley
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Applications
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Points : x = zey + yeg + zeg + wegq
x/ = x'el =+ y’eQ —+ z'eg =+ w'e4
Line : 1 = lie1a + lae1s + lzeia
+lge2z  + lse2a + lgesa
Planes : = me123 + m2ei2q4 +  7w3e13a +  7ae234
w' = wei2s + whei2a + mheisa +  Tse23a
x A x = (zy’ — yz')e12 + (2" — za’)e1s + (zw’ — wa')e1q

Vincent Nozick

Wedge product

Old school:

droite :

+(yz' — zy’)eas + (yw’ — wy')eaq + (2w’ — wz')ezq
(zlg —ylz + zl1)e12s +  (2l5 —ylz + wii)ei2a
+(zlg — zl3 + wlz)eiza  +  (yle — 2l5 + wils)e23a

(=limg +lomp — lgm1)er  + (lamp — lymy — l5my)ez
+(—lomy + lymg — lgm1)es + (—lzmg + lsm3 — lgma)ea

(miw — T2z + w3y — maz)e1234

(mimhy — mam))e1z  +  (miwy —maw))eis  +  (wawh — mawh)eiq
+(mi7y — wa™))e23 + (momy — mamy)e2a + (m3my — mams)esa
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Applications

T = up+at o
y = uy+pt B | =v—u
Z = Uy +t ¥

plan : ax +by+cz+d=0

< résoudre

alag + ot) +e(ay + Bt) + fla. +9t) + g =0
Tr=a;+at
=ay + ft
=a;+t

NI~

New school:

Vincent Nozick

x=(uAv)V(aAbAc)
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Intersection droite / triangle

triangle : défini par a, b et c

droite : défini par u et v

méthode :

@ la droite en question : 1 =uAv

@ est-ce que la droite passe par le triangle ?
oui si : sign(lANaAb)=sign(l\bAc)=sign(lAcAa)

© si la droite passe par le triangle, intersection : x =1VaAbAc
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