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Polynémes de Lagrange Polynémes de Lagrange

Méthode :
Soit un ensemble de points {(zi, yi)}i=1..n

Introduction : On défini le polyndme Ly ;(x)

La méthode de Lagrange permet de calculer un polynéme de degré * ki : degré du polyndme

n — 1 passant exactement par n points. e i: quis'annule en z; (j # i) et qui vaut 1 en x;

(z—z)(x—22)- - (r —wim1)(@ —xiy1) - (2 — @)

Lni(x) =
(i —z1)(zi —22) - (2 — @i1) (@ — Ti1) - (T — Tn)
Vincent Nozick Interpolation 5 /57 Vincent Nozick Interpolation 6 /57
Introduction  Polyndmes de Lagrange Interpolation polynémiale Cubic Spline Interpolation nD  Interpolation bilinéaire Introduction  Polyndmes de Lagrange Interpolation polynémiale Cubic Spline Interpolation nD Interpolation bilinéaire

Polynébmes de Lagrange Polynéomes de Lagrange

Méthode :

Le polynéme P(x) passant par les points {(z;, y;)}i=1..n est : Exemple :

On cherche le polynéme P(x) passant par les 3 points (z1,41),

P(z) =yi1Lp—11(x) + yoLpn—12(x) + - + ypLpn—1n(2) (22,12) et (23,y3)

Tz —x2)(T — 3 T —x1)(T — 23 z—x1)(T — T2
Ple)=n (!(El - $2;E$1 - xi) e (9(02 - $1;E$2 - l’:)s) s (9(53 - 931;59&3 - fﬂi)
Ln,fl,i(m) :

- degré du polynébme =n — 1
- s'annule en z; (j # i) et qui vaut 1 en z;
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Polynémes de Lagrange

Exemple :

On cherche le polynéme P(x) passant par les 3 points (z1,41),
(x25y2) et (533,93)

(z — x2)(x — x3)
(w1 — w2)(x1 — 1)

(z—z)(z—z3) | (z—x1)(x—22)

Pl) = ’ (3 — x1) (23 — 22)

(z1 — m2) (71 — 73) (z1 — 1) (w1 — x3) (1 — w1) (w1 — m2)
P(z1) = +
() =n (@1 — @) (@1 —a3) 0 (@2 —m1) (@2 —a3) °° (w3 — m1) (w3 — a2)
1 0 0
P(x1) =y
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Polynébmes de Lagrange

Exemple :

On cherche le polynéme P(x) passant par les 3 points (z1,41),
(22, y2) et (z3,y3)

(r —x2)(x — x3) + (r —x1)(z — x3) n (r —x1)(z — x2)

(r1 —z2)(x1 —23) 7 (2 —x1) (22 —23) N (zg — x1)(x3 — 22)

(x5 — x2) (23 — 73) n (3 — x1)(x3 — x3) n (x3 — 1) (z3 — 2)

P(x3) =
(a) =31 (@1 —@2) (1 —x3) O (w2 —@n)(wz — @) (w3 —@1)(ws — 22)
0 0 1
P(zs) =ys
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Polynémes de Lagrange

Exemple :

On cherche le polynéme P(x) passant par les 3 points (z1,41),
(mQayQ) et (CUB,QS)

(x — z1)(z — x2)
(3 — x1) (23 — 22)

(x — z2)(z — x3) » (x — z1)(z — x3)
(1 — x2) (21 — x3) Ty (2 — 1) (22 — 23)

P(z) =y + Y3

(z2 — @2)(w2 — x3) (z2 — 21) (w2 — 23) (z2 — 1) (22 — 2)
P(z2) = + +
(e2) =01 (@1 — @) (@1 —a5) O (w2 —a1)(w2 —w3) (w5 — 1) (w3 — 2)
0 1 0
P(z2) = y2
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Polynéomes de Lagrange

Exemple :
Le polyndme P(x) de degré n — 1 = 2 passant par les 3 points

(x1,91), (z2,y2) et (x3,ys3) est bien :

P(z) = y1L21(x) + yoLo2(x) + ynLas(x)

Vincent Nozick Interpolation 12 / 57



Introduction  Polyndmes de Lagrange Interpolation polynémiale Cubic Spline Interpolation nD  Interpolation bilinéaire Introduction  Polyndmes de Lagrange Interpolation polynémiale Cubic Spline Interpolation nD  Interpolation bilinéaire

Interpolation polynomiale Interpolation polynomiale

Introduction : Remarque :

L'évaluation d'un polynéme P(x) en z( peut s'exprimer comme un

On veut trouver le polyndme P de degré n passant par n + 1 . )
produit scalaire :

points (x;,y;) (tous les points sont distincts).

A 2%
Le polyndme est de la forme :
_ n n—1 2
P(x) = apa" + apn—12" " + ... + agz” + a1x + ag Plag)= (20 - 23 22 x 1 as
0 0 0

a2

et vérifie : a

P(.’Bz) = Y; Viel.n+1 ag
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Interpolation polynomiale Interpolation polynomiale

Remarques :

Pour n + 1 points, on obtient donc le systeme suivant :

* Points de controle
Interpolation polynomiale

308 xg CU(% zo 1 a.n %o —y = 114xd)
o o 23 2t om 1 : Y1
3 - a3 1l oae 1 as | — | we
: : a2
xpy w3 a2 ox, 1 “ Un
ao

En général, les méthodes polynémiales ne sont pas tres stables entre
les points de contrdle (phénomene de Runge).
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Interpolation polynomiale Interpolation polynomiale

Moindres carrés :

Stabilité : On choisi délibérément le degré m du polynéme inférieur au degré
n prévu.

- . N . . — systéme surdéterminé (moindres carrés).
e On diminue le degré du polyndme = moindres carrées

le polynéme ne passera pas nécessairement par tous les points de ro,.m m—1 _m—2 .
pt Ayl p p p p . O | %
controle. m m—1 m—2
LS zy ez 1 Qm Y1
, ). ). . . . _ _
e on découpe l'intervalle d’interpolation en petits intervalles 2l 1 zy 2y 1 A1 Yo
= pleins de polynomes de petit degré. . . . ) . . : =
m m—1 m—2 1
Tp—1 Tp-1 Tp_1 " Tn-1 ag Yn—1
|z a2 Ty 1] Yn
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Interpolation polynémiale Cubic Spline

®  Points de controle
interpolation polynomiale

—y =1/ Introduction :

Pour éviter le phénomene de Runge, on peut choisir de découper
I'intervalle d’interpolation en intervalles plus petits sur lesquels on
utilise un polyndme de petit degré.

— - — Les splines cubiques sont un ensemble de polynémes de degré 3
passant par un ensemble de n points de controle.

— 11 points de contrdle
— polynome de degré 7
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Cubic Spline

En 1D :

Pour une spline 1D passant par n+1 points de contrdle (xo,x1,...,25),
la ieme partie de la spline est représenté par le polynéme P;(t) :

Pi(t) = a; + bit + cit? + d;t?
avect € [0,1] eti=0,...,n+ 1.

Vincent Nozick Interpolation 21 /57
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Cubic Spli

Pi(t) = a; + bit + cit* + d;t?

Points de controle :

P(1) =21 =a; + b +¢; +d;

Xitl

P (1)

Xis2
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Cubic Spline

Chaque bout de spline doit étre cohérente avec la suivante :

— P;(1) = Pi41(0) = xjy1  la fin de P;(t) = début de P ()
— P/(1) = P/,1(0) idem pour la dérivée
— P(1) = P/ ,(0) idem pour la dérivée seconde

Xiy2

Vincent Nozick Interpolation 22 /57
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Cubic Spline

Pi(t) = a; + bit + cit® + d;t?

Dérivée premiére :

P{(O) = Di = bi
Pl/(l) = D11 =b; + 2¢; + 3d;

Pii(0)

Xis2
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Cubic Spline

Résumé :

e point de controle
e dérivée premiere
e point de controle
e dérivée premiere

a; = Xy
bi = D;
Tiy1 =a;+ b+ +d;

_
.
N
—  Djy1 = b; + 2¢; + 3d;

En combinant ces 4 équations, on obtient :

— on peut ré-écrire chaque polyndme en fonction des D; et des z;.

Vincent Nozick Interpolation 25 /57
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Cubic Spline

Contraintes de départ : Xia1
P(1) = xip X
! Pi+1
— B+1(0) = Tit1 ®
— P{(1) = Pi4(0)
- P'(1) = P.,(0)

En ré-écrivant les contraintes de départ en exprimant les polyné6mes
avec les D;, on obtient un systemes d'équations.
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Introduction  Polyndmes de Lagrange Interpolation polynémiale Cubic Spline Interpolation nD Interpolation bilinéaire

Cubic Spline

Réécriture :

)
&
I

A
Il
o8

||
[\poo

( Tip1 —x;) —2D; — Diyy
(s — 2i41) + Di + Dig1

Pi(t) = a; + bit + cit® + dit®
Pi(t) = z; + Dit + (3(CCz'+1 —x;) —2D; — Di+1)t2 + (2($z —xip1) + Di + Di+1)t3
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Cubic Spline

21 Dy 3(z1 — x0)
1 4 1 D1 3(.%2 - 370)
1 4 1 D2 3($3 - 1111)
1 4 1 Ds | — :
R : 3(Tn—1— Tn-3)
1 4 1 D, _1 3(xn — Tp—2)
i 1 2| D,, 3(xp — Tp—1)
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Cubic Spline Cubic Spline

Si la courbe est fermée, le systeme devient : Pour générer la spline entre le point i et le point 7 4 1, il suffit alors
- - de définir le polyndme P;(t) = a; + bt + c;t? + d;t3 :
4 1 1 DO 3((E1—$n) poly z() z+z+z +z
1 4 1 Dq 3(x2 — ) = 2
1 T 1
14 1 Dy (w3 —x1) b; = D;
1 4 1 Ds : ol
= : ¢i = 3(xi41 — ) — 2D; — Diyq
R : 3(Tn—1 — Tn-3) di =2(x; — xiq1) + Di + Dis1
1 4 1 Dn—l 3(-@71 - .’En_z)
L 1 1 4 | Dn 3(3)0 — xn_l)
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Cubic Spline Cubic Spline

En 1D :
En 3D :
®  Points de controle |
cubic spline
e En 3D, la spline passe par un ensemble de n + 1 points de contrdle

{@isvis20) Yico.m

Chaque élément de spline est définie par 3 ensembles de polyndmes
Pr(t), P/(t), P7(t) calculés en résolvant trois systémes linéaires.
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Cubic Spline Cubic Spline

En 3D :
r4 1 1 79 Dz 3(x1 — xn)
1 4 1 Dz 3(z2 — z0)
1 4 1 Dzxzo 3(xz3 —x1)
1 4 1 Dx3
: : . 3(Tpn—1 —Tn-3)
1 4 1 Dz, 1 3(zn — Tp—2)
L 1 1 4 Dz, 3(zo — Tpn—1)
r 1 17 Dyo 3(y1 — yn)
1 4 1 Dy, 3(y2 — yo)
1 4 1 Dy2 3(ys — y1)
1 4 1 Dys .
: : 3(Yn—1 — Yn—3)
1 4 1 Dyp_1 3(Yn — Yn—2
L1 1 4 Dyn, 3(¥0 — Yn—1)
r4 1 1 7 Dzg 3(z1 — zn)
1 4 1 Dzy 3(z2 — 20)
1 4 1 Dzg 3(z3 — z1)
1 4 1 Dz3 .
R : 3(2n—1 = 2n—3)
1 4 1 Dz, _1 3(zn — 2p—2)
L 1 1 4 | Dz, 3(z0 — zp—1)
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Cubic Spline Interpolation nD

Inconvénient :

Il faut noter que ¢ varie de 0 a 1 sur une portion de spline de facon
non uniforme, ce qui complique I'utilisation de I'interpolation.

Comment fait-on en dimension n?

— Radial Basis Function Interpolation
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Radial Basis Function Interpolation

Introduction  Polyndmes de Lagrange Interpolation polyndmiale Cubic Spline

Radial Basis Function Interpolation

Introduction :
Cette méthode permet d'interpoler une fonction : Méthode :

u=f(z1,22,...,20) entrée :
e un ensemble de k points nd {x; = (¢}, x4, ..., 2%)}._ |

Applications : e leur valeur u; = f(x;)

e interpoler une couleur dans une image 2d _ _
: . sortie : On cherche une fonction g(x) telle que g(x;) = u;, Vi
e interpoler une température dans un espace 3d

e interpoler une vitesse dans un espace 3d + t

Vincent Nozick Interpolation 37 /57 Vincent Nozick Interpolation 38 /57
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Radial Basis Function Interpolation

Fonction ¢ :

Introduction  Polyndmes de Lagrange Interpolation polynémiale Cubic Spline Interpolation nD Interpolation bilinéaire

Radial Basis Function Interpolation

On défini g(x) telle que :

k
9(x) = wi.d(x — xi)
i=1
avec :
e w; un ensemble de coefficients a déterminer.

e ¢(J]a — b|) une fonction “radiale” dont la valeur dépend de la
distance entre a et b.

Vincent Nozick Interpolation 39 /57

Soit d = |a—b| la norme L du vecteur a—b, ¢(d) est une fonction
“radiale” dont la valeur dépend uniquement de d (et éventuellement
de quelques constantes).

— Il existe une multitude de fonctions radiales telles que :

o $(d)=d
e une multiquadric ¢(d) = /1 + (ed)?

ou bien (radiales décroissantes)

. . _ 1
e une inverse quadric ¢(d) = T ar
. A2
e une gaussienne ¢(d) = e~¢
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Radial Basis Function Interpolation Radial Basis Function Interpolation

k

k
9(x) = ;wm(lx - xil) S wid([xm — xil) = Ym € 1.k
i=1

° —x;l) : ; K. Vo . .
(Jx —xil) : on peut le calculer ¥x; — O On peut I'écrire matriciellement sous la forme :

e w; : on les connait pas, mais on sait que g(x;) = u;, Vi.

o(lx1 —x1])  o(|x1 —x2[) -+ B(|x1 —xx) wy uy

o(|x2 —x1])  @(]x2 —xa|) -+ d(|x2 — xx|) ws ()
On obtient k& contraintes sur les w; : : : : : : =

d(lxk —x1l)  o(lxk —x2|) - o(|xk — xxl) Wk U,

k
Zwi.¢(|xm — %) =um Ymel.k
i=1

— on peut résoudre et trouver les w;.
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Radial Basis Function Interpolation Radial Basis Function Interpolation

En 1D : ¢(d) = e %

Evaluation d’un point :

® Points de controle
. . . . RBF
Pour un point y quelconque que I'on souhaite interpoler, on obtient : — 1D

k
uy =y _wid(ly —xil)
i=1

Vincent Nozick Interpolation 43/ 57 Vincent Nozick Interpolation 44 / 57



Introduction  Polyndmes de Lagrange Interpolation polynémiale Cubic Spline Interpolation nD Interpolation bilinéaire Introduction  Polyndmes de Lagrange Interpolation polynémiale Cubic Spline Interpolation nD Interpolation bilinéaire

Radial Basis Function Interpolation Radial Basis Function Interpolation

Exemple : interpolation 2D de couleur

[ ]
®  Poinis de controle
REF L
—— =1l
[ ]
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Radial Basis Function Interpolation

Radial Basis Function Interpolation

Exemple : interpolation 2D de couleur : ¢(d) =d Exemple : interpolation 2D de couleur
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Radial Basis Function Interpolation Interpolation bilinéaire

—ed?

Exemple : interpolation 2D de couleur : ¢(d) = e

II] RJ 112
» P
1
21 R2 122

souvent utilisée pour faire de I'antialiasing
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Interpolation bilinéaire Interpolation bilinéaire

X
ly_ Il] Rl 112 ly—)z

I]I Rl 112
» P
» P
R, 22 L, R, %

Interpolation linéaire pour R et Ry : ) .,
P P L 2 Interpolation linéaire pour P entre R; et Rs :

o fut) =t t)-f(ha) w=22W o f(P) = uf (Ra) + (1= 0).f(Ra)
Ty — 1 f(R2) =t.f(I21) + (1 — ). f(I22) Y2 — 1

i
1
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Interpolation bilinéaire Interpolation bilinéaire

coordonnées unitaires :

Soit :
T2 — Tp u:yQ_yp

T2 — 1 Y2 — 1

~
Il
+

f(@,y) = £(0,0)(1—z)(1=y)+£(1,0)z(1-y)+ f(0, 1) (1—2)y+ f(1, 1)zy

F(P) = (1=)(1—u) f(I1)+t(1—u) f (I12)+ (1) f (Ioy )+ f (o) forme matricielle -

f(ﬂi,y):( 1 -, :17) §(170
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Interpolation bilinéaire Interpolation trilinéaire

Extension naturelle en 3D :

z=0.5

-
H e S
*
..... &
- S, -
e
P
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Réseaux de neurones :

*  Points de conrols
Interpolation réseaux de neurones

—— =1kt

— Topologie : 1-3-3-1
— Apprentissage : 10 000 itérations
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