Méthodes et modélisation pour I'optimisation
L’algorithme du simplexe — EXEMPLES

Master 1 informatique, Université Paris-Est, Marne-la-Vallée

e Appliquer I'algorithme du simplexe, en wutilisant la variable de plus grand
coefficient comme pivot en cas de choix.

1 Premier exemple

Programme linéaire :

Maximiser x; + x
sous les contraintes 2z + x5 < 4
T+ 219 < 3

x1,T2 > 0

1.1 Reéécriture sous forme équationnelle

e On introduit une variable d’écart pour chaque inégalité (sauf pour les contraintes de
non-négativité).

Forme équationnelle :

Maximiser x; + x
sous les contraintes 2x1 + xo + 3 =4
Ty + 21, +x4=3

X1,T2,T3,T4 Z 0

1.2 Solution initiale

e La base {3,4} correspond a la solution basique admissible (0,0, 4, 3).

e Le tableau associé a cette solution :

r3 = 4 —233'1 —T9
Ty = 3 —T —21’2
z =0 41



1.3 Pivot 1

e Les coefficients de z1 et x5 (les variables hors base) sont égaux. On fait entrer x;.
e [’équation x3 = ... est la plus contraignante, donc x3 sort de la base.
e On exprime x; en termes des variables hors base en utilisant 1’équation de x3 du
tableau : w3 =4 — 2z — 2y <= ¥ =2 — 325 — 573.
e On substitue z; =2 — %xQ — %Ig dans les autres équations :
x4:3—m1—2x2:3—(2—%:132—%@)—2:172:1—%m2+%x3
z=0+421+22 =04 (2— Sz — 223) + 22 = 24 L2 — 1us.

e Le tableau devient :

1 1

Ty 2 —5x2 —3573

g = 1 —%33'2 +%x3
1 1

z 2 +5r —573

e La base {1,4} correspond a la solution basique admissible (2,0,0,1).

1.4 Pivot 2

e 1, entre dans la base (seul choix).
e L’équation x4 = ... est la plus contraignante, donc x4 sort de la base.

e On exprime x5 en termes des variables hors base en utilisant 1’équation de x4 du

tableau : 4 =1 — 32y + 25 < w0 =2+ Loy — Zuy.
e On substitue xy = % + %I’g — %m dans les autres équations :

241, 2 _ 1. _5_2 1
5+ 3%s— 5%4) —g¥3 =3 — 573+ 314

1
51’3:2—

—9o_ 1. _
T =2— 351
— 1 1. — 1
z2=2+4 51— Jr3=2+3

e Le tableau devient :

_ 5 1

ry = 3 —5273 +§1'4
_ 2 1 2

o = 3 +§$3 —5.1'4
7 _1 _2

z 3 3273 3£E4

e La base {1,2} correspond & la solution basique admissible (2, 2,0,0).

1.5 Terminaison

e Les coefficients des variables hors bases (z3 et z4) sont négatifs, donc c’est fini.

5 2

e Une solution optimale est (z1, 72,73, 24) = (3, 5,0,0) avec 'optimum

e Une solution optimale au programme linéaire initial est (xq,22) = (g,

).
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2 Trois variables et trois inégalités

Programme d’origine :

Maximiser 70x; + 50xz9 + 3523
sous les contraintes 41+ 3x9 + x5 < 240
201 + 20 +x3 < 100
dxy —x9 >0

xy,x2,23 >0

2.1 Reéécriture sous forme équationnelle

e D’abord, on réécrit l'inégalité 4oy — x9 > 0 & —4x; + x5 < 0.

e Ensuite, on introduit les variables d’écart x4, x5, x4, une pour chaque inégalité.

Programme d’origine :

Maximiser 7021 + 50x9 + 3523
sous les contraintes  4x; + 3z9 + 23 + 24 = 240
2x1 + 10 + 3 + x5 =100
—4x + 29 + x5 =

X1,X2,T3,T4,Ts5,Te Z 0

2.2 Solution initiale

e La base {4,5,6} correspond & la solution basique admissible (0, 0,0, 240, 100, 0).

e Le tableau associé a cette solution :

za = 240 —4x; —3x9 —T3
rs = 100 —2x4 —T9 —T3
re = 0  +4x; —T

z = 0 +70x; +50xy —+3bz3

2.3 Pivot 1

e Le coefficient de x; est le plus grand. x; entre dans la base.
e L’équation x5 = ... est la plus contraignante, donc x5 sort de la base.

e On exprime x; en termes des variables hors base en utilisant 1’équation de x5 du
tableau : x5 = 100 — 2x; — 29 — 23 <= x; = 50 — %@ — %Ig — %%_

e On substitue ;1 = 50 — ... dans les autres équations :

74 =240 — 4 (50 — 332 — Sus — a5) — Bwp — w5 = 40 — 33 + 23 + 205
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2.4

2.5

76 =0+4 (50 — 3zz — fas — §25) — 22 = 200 — 31y — 215 — 275

2= 0+70(50 — 322 — Sus — w5) + 502, + 3525 = 3500 + 1575 — 3575

Le tableau devient :
ry = o0 _%IQ —%ZL’3 —%ZE5
xa = 40 —X9 +x3 425
re = 200 —3xy —2x3 —2x5
z = 3500 +1bx, —3bxs

La base {1,4,6} correspond & la solution basique admissible (50,0, 0,40, 0, 200).

Pivot 2

9 entre dans la base.
L’équation x4 = ... est la plus contraignante, donc x4 sort de la base.

On exprime x5 en termes des variables hors base en utilisant 1’équation de x, du
tableau : z4 =40 — x5 + 23 + 225 <= x5 = 40 + 13 — x4 + 275.
On substitue 9 = 40 + 3 — x4 + 225 dans les autres équations :

x1 =50 — % (40 + x5 — w4 + 25) — Ly — Jx5 = 30 — 23 + $x4 — S5

xg = 200 — 3 (40 + 3 — x4 + 275) — 223 — 2x5 = 80 — Hx3z + 34 — 85

z = 3500 + 15 (40 + x3 — x4 + 2x5) — 355 = 4100 + 1523 — 1524 — b5

Le tableau devient :
ry = 30 —XI3 +%l’4 —%l'5
e = 40 +x3 —Xy +2x5
re = 80 —brs  +3x4 —8xs
z = 4100 +15x3 —15x4 —bdxs

La base {1,2,6} correspond & la solution basique admissible (30, 40, 0,0, 0, 80).

Pivot 3
xr3 entre dans la base.
L’équation x4 = ... est la plus contraignante, donc xg sort de la base.

On exprime z3 en termes des variables hors base en utilisant 1’équation de xg du

tableau : g =80 — bx3 + 324 — 8x5 <— 13 =16+ %m — 8y — %:EG.

5

On substitue x5 = 16 + %x4 — %l'g, — %xﬁ dans les autres équations :

3 8 1 1 3 1 1 1
I :30— (16"‘51‘4—51}5—51}6) +§QZ‘4—§I5: 14_T0x4+ﬁx5_5x6



1y =40+ (16 + a4 — S5 — Lag) — w4 + 205 = 56 — 2ay + 25 — Lug

2= 4100+ 15 (16 + 224 — S5 — Lag) — 152 — 55 = 4340 — 624 — 2925 — 316

e Le tableau devient :

_ _ 1 1 1
ry = 14 101]4 —|—1OZL'5 51176
To = 56 —%1‘4 +%$5 —%1’6

— 3 8 1
r3 = 16 +5l’3 —5l4 T 5Te

z = 4340 —6x4 —29x5 —3x4

e La base {1,2,3} correspond & la solution basique admissible (14, 56, 16,0, 0, 0).

2.6 Terminaison

e Les coefficients des variables hors bases, x4, x5, xg sont négatifs, donc c’est fini.

e Une solution optimale est (x1, z2, x3, 4, T5, 76) = (14, 56,16, 0,0,0) avec 'optimum
4340.

e Une solution optimale au programme linéaire initial est (z1, 2, v3) = (14, 56, 16).
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