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La semaine derniere

WaxX X1 + X2 WaxX Xi + X2
~x1+xz,1—__)~x1+xa+xg =1
X1 < 3 X1 + K4 = 3

> £ 2 %2 + X = &

X1, X2 £ © X1, X2, X3, X4, X5 £ O

orogramme initial forme équationnelle
1 + %1 = X3

3 - X1

4 - X2

z =0+ %1 + X2

xX X X
h p
nounon

tableau



La semaine derniere

x3 = 1 + X1 = Xz Xz = 1 + X1 = X3
X4 = 3 = X1 ——>X4=~3 - X1

Xs = & - X2 pivot Xs =1 = X1+ X3
zZ = O + X + X zZz =21+ 2% - Xz
base {3, 4, 5} solution (0, 0, 1, 3, 2) base {2, 4, 5} solution (0, 1,0, 3, 1)
x2 entre, x3 sort x1 entre, x5 sort

X1 =21 + X3 - Xs X1 = 3 - Xg4

Xz = 2 - X3 Xz = 2 = Xs
X4 = & = X3 +x5d>(322 - X4 *+ Xs
=B R Zxe = E T xe - xe
base {1, 2, 4} solution (1, 2, 0, 2, 0) base {1, 2, 3} solution (3, 2, 2, 0, 0)

x3 entre, x4 sort



La semaine derniere

WX X1 + X2
X1 2 3 = Xe4 - X1 *+ X2 *+ X3 =1
X = & - K&
Xz = & = X4 * Xs

2D = SR =X

<

< 3

solution au programme initial : {(x1, x2) = {3, 2) xo £ 2
valeur de la fonction objectif = 5 >

X1; X2 & ©



Un autre exemple

YVIAX XK1 WAOK X3

xl“Xzﬁlﬁ X1 = X2 *+ X3 =1

- %1+ Xz £ 2 - X1 + X2 +Xq = R

Ki; K2 Z o Ki; X2, X3, X4 Z O
programme initial forme équationnelle

Xz =2 1 = X1 + %X ——>X131+X2“X3

X4 = & + X1 = X2 X4 = 3

7 = O + X1 z 21+Xz~?X3

tableau



Un autre exemple

il n'y a pas d’équation contraignante — on peut
augmenter x; par une valeur t 2 © quelconque

pour tout tE Z ©, |la solution suivante est admissible :
(xl; X2 X3, X‘f-) (1 o, G 3)"”& (1 1, 9 O)

la valeur de la fonction objectif = 1+t

X1 = 1 + X2 - X3
Xg = 3 - X3
Z =1+ % - Xz



Un autre exemple

X1 =1 + X2 = X3
X4 = 3 - X3

zZz =1+ % -?x5

»solution : (x1, %z, X3, x4y = (1, 0, ¢, 3)t-(1, 1, 0, ©)

v

solution au programme initial : (x1, x2) = (1, o)+E-(1, 1)

» la valeur de la fonction objectif = 1+t

» la fonction objectif est non bornée !



Trouver une base initiale

»  Comment trouver une solution basique admissible pour
démarrer l'algorithme ?

Max Xi + Xg Max X1 + 2-%Xz2
- X1 *+ Xz + X3 = 1 X1 + 3 X2 + X3 =4
X1 tX4e =23 Xz + X3 = 2
X2 txs =R X1, X2, X3 Z O

o'

Ki; K2, X3, Xg4; XKs

facile moins facile ?



Trouver une base initiale

» S’il y a une variable d’écart par ligne et les constantes
sont non-négatives, alors c’est trivial

» Sinon, il est parfois possible d’en deviner une

» Mais en général, ce probleme est “aussi difficile” que le
probléme d’optimisation

Combien de bases possibles

Réponse :

le nombre de combinaisons
de n parmi 2n (colonnes) = 4"

dans une instance ayant
2n variables et n équations ?




Trouver une base initiale

WL X4 + Xs

X1 + 3% + X3 = 4 X1 + 3% + X3 + X4 = &
2'Xz + X3 = 2 X2 + X3 + Xs = R
X1, Xz; X3 £ © X1, X2, X3; X4; Xs £ O

» Supposons qu’‘on essaye la solution non-admissible
X1 = X2 = X3 =0

» Alors, les cotés gauches des équations sont plus petits
que les cotés droits

»  On veut minimiser les différences
X4 = 4 = (x1 + 3% + X3)
xs = 2 = (R x2 = x3)



Trouver une base initiale

WAAX = X4 = XKs

X1 + 3% + X3 = 4 X1 + 3% + X3 + X4 = &
2'Xz + X3 = 2 X2 + X3 + Xs = R
X1, Xz; X3 £ © X1, X2, X3; X4; Xs £ O

programme auxiliaire

» Soit {x1, X2, X3, X4, Xs) une solution optimale au
programme auxiliaire
»si 'optimum est 0, alors {x1, x2, %3 est une solution
basique admissible au programme initial

» sinon, le programme initial n'a pas de solution basique
admissible



Trouver une base initiale

ax = X4 = Xs

x1*3x2+xs+‘x4 X424 =X = Xz = X3

)Xs.—az - 2-%X2 - X3
o a:*b*X1*‘§X2*‘ZX3

base {4, 5} solution (0, 0, O, 4, 2)
X1 entre, X4 sort

\\

2:-Xe + Xz

tvV

K1, XK, X3; K4y Xs

X124 = 3% - X3 = X4 x1= 1 + %x3/2 - x4

Xs = & = 2:-X2 = X3 »Xzz 1 - %x3/2 - X5/2

z..-:-—~2+2xz+xs-x4 z =20 - X4 = X§
base {1, 5} solution (4, 0, 0, 0, 2) base {1, 2} solution (1, 1,0, 0, 0)

X2 entre, X5 sort



Trouver une base initiale

WaX X1 + 2°X2

x12 1 + %X3/2 - x4
X1 + B%Xe + X3 = &4

xg= 1 = x3/2 - xs/2

2-%X2 + X3 = 2
z = 0 - X4 = X&

e

Vv

xl; Xz; X3

base {1, 2} solution (1, 1, 0, 0, 0)

(X1, %2, %3, x4, x5) = (1, 1, 0, 0, ©)
est une solution optimale au programme auxiliaire

' I'optimum est 0, donc {x1, %z, x3) = (1, 1, ©)
est une solution basique admissible au programme initial
qui correspond a la base {1, 2}



Trouver une base initiale

T

MaXx C X MaX -Xpn+1-Xpn+2=.. .~ Xn+m

Ax = Db A'x' =Db

x =0 X" =0
programme initial programme auxiliaire

Plus généralement, supposer que le coté droit de chaque équation est = 0,
c-a-d, b; = 0, sinon multiplier par -1

Ajouter une nouvelle variable par équation : Xn+1, Xn+2, --+s Xn+m

Soit A" = (A | I), ou I, est la matrice identité et X" = (X1, ..., Xn, Xn+1s -+ Xn+m)
0, ..., 0, by, ..., b est une solution basique admissible

Si (X1, ..vs Xns Xn+1s +--5 Xn+m) €St UNE solution optimale au programme

auxiliaire avec la valeur 0, alors (x;,...,X,) est une solution basique admissible
au programme initial. Sinon, le programme initial n'a pas de solution



Hypotheses

» On suppose que Ax = b a des solutions
» sinon, Ax = b, x = 0 n'a pas de solution non plus

»  peut étre détecté par |'élimination de Gauss

»  On suppose que les lignes de la matrice A sont
indépendantes

» sinon, au moins une des équations est redondante et peut
étre éliminée sans changer les solutions a Ax = b

»  peut étre détecté par |'élimination de Gauss



L'algorithme du simplexe

Initialisation

1. Convertir le programme en forme équationnelle.

2. SiAx = Db n'a pas de solution, alors
» terminer : “pas de solution”

3. Faire en sorte que les lignes de A soient indépendantes.

4.  Trouver une solution basique initiale (résoudre le programme auxiliaire).
» s'il n'y en a pas, terminer : “pas de solution”

5. Démarrer la boucle principale dans la solution basique initiale.



L'algorithme du simplexe

Boucle principale

1.  Exprimer le tableau correspondant a la solution basique admissible.
2.  Sitous les coefficients de z dans le tableau sont < 0, alors

» terminer : la solution optimale correspond au dernier tableau
3.  Choisir une variable hors base avec coefficient > O (la variable entre)

4.  Choisir une variable basique ayant une équation parmi les plus
contraignantes (la variable sort)

5. S'iln'y a pas d'équation contraignante, alors

» terminer : “optimum non borné”
6. GOTO 1



Questions

» Comment choisir la variable qui entre et celle qui sort ?
» L'algorithme du simplexe termine-t-il toujours ?

» L'algorithme du simplexe est-il efficace ?



Regle de pivot (qui entre, qui sort ?)

» Le plus grand coefficient entre (la regle de Dantzig)

» La plus grande augmentation de z

» Le coté le plus raide (“steepest edge”)

» Le plus petit indice entre et sort (la regle de Bland)

» Le plus petit indice sort (moins important)



La regle de Dant2|g

o\ \es

» Le plus grand coefficient entre

Xo =4 = X1 = B-Xg = X3
,z.:w&+xl*5xa+2xs

X2 entre



La plus grande augmentation

» La plus grande augmentation de z
» X1 = 4, zaugmente par 4
» X2 = 1, zaugmente par 5

» X3 = 2, zaugmente par 4

Xo =4 = X1 = B-Xg = X3
Xs = & - 2K = X3
Z==6E 4+ X1 + &% + 2-%X3

X2 entre



\
. Ve
(a’t“\“

» La plus grande augmentation de z/||Xnew-Xold||
» X1 entre = aug. z/||Xnew-Xold|| = 4/\J17

» X2 entre — aug. Z/ Xnew=Xold|| = 5/\/’ 4

» X3 entre = aug. z/|[Xnew-Xold|| = 4//12

Xo =4 = X1 = B-Xg = X3
Xs = & - 2K = X3
Z==6E 4+ X1 + &% + 2-%X3

X2 entre



La regle de Blana

» Le candidat du plus petit indice entre et sort

Xo =G4 = X1 = B-Xg = X3
Xs = & - 2K = X3
Z==6 4+ X1 + &% + 2-%X3

X1 entre



Dégénérescence

» |l est possible que l'inégalité la plus contraignante ne
permette pas d'augmenter la variable entrant

» Cela s’appelle dégénérescence

X3 = X1 = X2
Xa = & = X1

Z - K2
» Dans ce cas, on fait un pivot sans augmentation en

espérant que cela permette d’augmenter dans le pivot
suivant



Dégénérescence

X3 = X1 = K2
X4 = & = X1
X4 = & = X1
X2 entre , = X1 - Xz X1 = & - X4
% 3 sort X2 = R = X3 T X4
X1 entre Z =22 = X3~ X4

X4 SOrIt

la fonction objectit a augmenté
et on a trouvé |'optimum



Terminaison

» Dans certains cas, il est possible d’entrer dans un cycle de
dégénérescence sans augmentation.

» Exemple :
» variables : x1, x2, x3, x4, base initiale : {x3, x4}
»  x1 entre, x3 sort, nouvelle base {x1, x4}
»  x2 entre, x4 sort, nouvelle base {x1, x2}

»  x3 entre, x1 sort, nouvelle base {x2, x3}

» x4 entre, x2 sort, nouvelle base {x3, x4}

>

» Dans ce cas, l'algorithme ne termine pas.



Terminaison

» Comment éviter ou gérer un potentiel cycle de
dégénérescence ?

1. Utiliser la regle de Bland, mais celle-la est tres lente
(le candidat du plus petit indice entre et sort)

2. Certains solveurs peuvent détecter un cycle et changer
pour une autre regle temporairement pour le casser

3. Modifier [égerement la fonction objectif :
une petite perturbation des coefficients bien choisie



Efficacité

» Le nombre de pivots est exponentiel dans le pire des cas

» En pratique, le pire des cas ne se produit pas,
algorithme du simplexe est considéré efficace

» Probleme théorique important : trouver une regle de
pivot qui garantit un nombre polynomial de pivots dans
e pire des cas

» Iy a d'autres algorithmes efficaces :
» La méthode de |'ellipsoide : polynomiale, lente en pratique

»  Des méthodes de point intérieur : polynomiales, efficaces
en pratique



