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Résumé

La génération aléatoire uniforme est un probleme central en combinatoire algorithmique.
Dans le modele de Boltzmann, les structures combinatoires sont engendrées avec une taille
variable ce qui permet de concevoir des générateurs efficaces.

Cette these vise a rendre effective cette méthode de génération aléatoire pour un grand
nombre de classes combinatoires décomposables, en automatisant I’ensemble des traitements
intervenant dans la conception des générateurs de Boltzmann.

La premiere partie est consacrée a I’étude des algorithmes de génération. Nous complétons le
dictionnaire initial des générateurs de Boltzmann afin de pouvoir traiter les classes combinatoires
non étiquetées. Ces algorithmes génériques sont présentés en détails, validés par des preuves
et illustrés sur des exemples classiques en combinatoire. Des données expérimentales viennent
également souligner les performances de ces générateurs ; une application a la génération aléatoire
de partitions planes complete cette étude.

Dans la méthode de Boltzmann, les générateurs sont paramétrés par une valeur numérique x
qui controle 'espérance de la taille des structures engendrées. L’uniformité de la génération
repose sur une fonction d’oracle qui associe a toute classe combinatoire la valeur de sa série
génératrice en x. La seconde partie de ce mémoire présente une méthode de calcul automatique
et efficace de cet oracle, par itération de Newton numérique. La validité de cette méthode repose
sur la convergence de l'itération de Newton pour les structures combinatoires. Cette itération est
ensuite relevée au niveau des séries formelles puis au niveau des valeurs numériques. L’itération
sur les séries conduit par ailleurs a un algorithme de complexité quasi-optimale pour calculer
les premiers coefficients des séries de dénombrement.

Abstract

Uniform random generation is a central issue in combinatorics. Under the Boltzmann model,
combinatorial structures are generated with a randomly varying size, which allows for the design
of particularly efficient samplers.

The aim of this thesis is to make this sampling method effective for a large number of
decomposable combinatorial classes via an automatization of all the treatments involved in the
design of the samplers.

The first part is dedicated to the study of sampling algorithms. We complete the initial dic-
tionary of Boltzmann samplers in order to support unlabelled classes. Those generic algorithms
are fully detailed, proved and illustrated by classical examples coming from combinatorics. Ex-
perimental data are given to emphasize the efficiency of those samplers. An application to the
random generation of plane partitions concludes this study.

In the framework of Boltzmann method, the samplers are parametrized with a numerical
value that controls the expected size of the generated structures. The samplers uniformity relies
on an oracle function that returns, for any combinatorial class, the value of its generating
function at a given point. The second part of this thesis introduces a method to automatically
and efficiently compute this oracle, using a numerical Newton iteration. The validity of this
approach is based on the convergence of Newton iteration on combinatorial structures. This
iteration is then lifted to the level of generating series and finally to numerical values. In addition,
the iteration on series leads to a quasi-optimal algorithm to compute the first terms of the
counting series.
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Introduction

La génération aléatoire est un probléme central en combinatoire algorithmique. Ses applica-
tions sont nombreuses en informatique, mais aussi dans d’autres domaines tels que la physique
ou la biologie. Que ce soit pour tester la robustesse d’un programme, vérifier 'adéquation d’un
modele ou confirmer une conjecture, les générateurs aléatoires permettent d’effectuer des si-
mulations afin d’obtenir des données statistiques sur des structures abstraites. L’objet de ces
simulations est principalement d’engendrer des structures suffisamment grandes pour rendre
observables leurs propriétés limites, d’ou la nécessité de concevoir des générateurs performants.

La méthode de Boltzmann [DFLS04] est une méthode générique pour engendrer aléatoire-
ment des structures appartenant a des classes combinatoires décomposables. Elle repose sur un
modele théorique qui ne fixe pas la taille des structures a engendrer, ce qui permet de concevoir
des générateurs uniformes en taille approchée dont la complexité est essentiellement linéaire.

Dans [DFLS04], les auteurs proposent un dictionnaire de générateurs pour les classes étique-
tées qui peuvent étre décrites récursivement a partir de constructions combinatoires classiques.
Nous étendons tout d’abord ce dictionnaire aux constructions non étiquetées, en proposant un
jeu d’algorithmes génériques et efficaces pour engendrer les structures qu’elles définissent. Nous
présentons, par ailleurs, une application de cette méthode a la génération aléatoire de partitions
planes ; les simulations effectuées permettent alors d’observer leur forme limite.

L’uniformité d’un générateur de Boltzmann repose sur une fonction d’oracle capable d’éva-
luer numériquement des séries génératrices en un point donné. Pour rendre effective la méthode
de Boltzmann nous proposons un schéma itératif générique qui systématise le calcul de 'oracle.
L’idée est d’utiliser une itération de Newton numérique pour ’évaluation des systemes de séries
génératrices implicites. La validité de cette approche repose essentiellement sur la convergence
de l'itération de Newton au niveau des structures combinatoires elles-mémes.

Ainsi, cette these contribue & enrichir le modeéle de Boltzmann théorique proposé initialement
et a rendre effective cette méthode de génération aléatoire pour un grand nombre de classes
combinatoires décomposables, en automatisant ’ensemble des traitements liés a la conception
des générateurs et en la mettant en application sur des problémes concrets.

Méthodes

Les structures combinatoires étudiées dans ce mémoire sont des objets munis d’une fonction
de taille, tels que les mots, les permutations, les arbres ou encore les graphes. On peut les décrire,
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Introduction

éventuellement récursivement, a partir de structures similaires plus petites ou de structures “plus
simples”, en utilisant un jeu de constructions combinatoires classiques (union disjointe, produit
cartésien, séquence, ensemble et cycle). Ce cadre de travail symbolique, présenté de fagon unifiée
dans [FS08], permet de définir un grand nombre de classes combinatoires. Dans cet univers de
classes décomposables, on dispose d’un ensemble d’outils génériques pour décrire et dénombrer
les structures. On associe, en particulier, a toute classe combinatoire C une série génératrice
C(z), dont le coefficient ¢, = [2"]C(z) énumere les structures de taille n. Ces séries jouent un
role essentiel dans la facon d’appréhender les traitements liés aux structures combinatoires.

Engendrer aléatoirement et uniformément une structure a l'intérieur d’une classe combina-
toire consiste, étant donné une distribution de probabilité uniforme sur les structures de cette
classe, a choisir I'une d’elles de facon non déterministe, suivant cette distribution. Bien qu’il
soit possible de faire des tirages aléatoires suivant d’autres distributions, nous ne considérerons,
dans ce mémoire, que le cas uniforme. Classiquement, la génération aléatoire uniforme dans une
classe combinatoire C porte sur un modele a taille fixée : pour un entier n positif, on effectue
des tirages uniformes dans la sous-classe C,, des structures de taille n (et de cardinal ¢, < 00);
on attribue donc a toute structure de taille n une probabilité 1/¢),.

Le modéle de Boltzmann, introduit par Duchon, Flajolet, Louchard et Schaeffer [DFLS04],
differe du modele a taille fixée, au sens ou il place une distribution de probabilité sur la totalité
de la classe C et attribue aux structures un poids proportionnel & une exponentielle de leur taille ;
ainsi la taille des structures engendrées varie, mais I'uniformité a taille donnée est conservée.

Le modele de Boltzmann de paramétre x assigne a toute structure v appartenant a la classe
combinatoire C la probabilité suivante :

21

= — avec xTr) = :L"él
P.0) = Gy O =3

Un générateur de Boltzmann T'C(x) pour C est un algorithme qui engendre des C-structures
suitvant une distribution conforme a ce modele.

Dans ce modele, la taille des structures devient une variable aléatoire et un générateur
de Boltzmann peut, a priori, engendrer des structures de n’importe quelle taille. En pratique,
de trop grandes fluctuations ne sont pas souhaitables. Néanmoins, de nombreuses applications
qui utilisent des générateurs aléatoires peuvent tolérer de légeres variations autour de la taille
visée. En écartant les structures trop petites ou trop grandes, on peut controler ces variations
et obtenir des générateurs en taille approchée. Cette flexibilité sur la taille des structures est
le principal atout des générateurs de Boltzmann : avec une tolérance de dix pour cent, il est
possible d’engendrer, en quelques secondes, des structures dont la taille est de I’ordre de plusieurs
millions.

La méthode de Boltzmann est la mise en ceuvre de ce modele théorique dans le cadre sym-
bolique de [FS08]. Se placer dans ce cadre présente 1’énorme avantage d’avoir automatiquement
acces aux séries génératrices associées a ces classes combinatoires décomposables, sous la forme
de systemes d’équations implicites. De la méme fagon qu’on associe a chaque construction com-
binatoire une opération sur les séries génératrices, on peut concevoir systématiquement, pour
chacune de ces constructions, le générateur de Boltzmann qui lui est associé. Dans [DFLS04],
Duchon et al. définissent les méthodes génériques applicables a toute spécification combinatoire
étiquetée (les atomes constituant les structures sont tous distincts).

4



Partition plane Composition circulaire Graphe fonctionnel

Arbre non planaire Alcool acyclique Circuit série-parallele

Fia. 1 — Exemples de structures générées.

La premiere partie de ce mémoire est consacrée a 1’étude des générateurs de Boltzmann pour
les structures non étiquetées. Ces structures peuvent présenter des symétries qui les rendent na-
turellement plus difficiles a engendrer de facon uniforme. Les expressions des séries génératrices
associées aux spécifications non étiquetées induisent une décomposition des structures qui per-
met de prendre en compte ces symétries pour I’énumération. Nous montrons que les générateurs
de Boltzmann peuvent étre concus en suivant cette méme décomposition. Nous présentons en
détails les algorithmes génériques pour chaque construction combinatoire non étiquetée, en nous
assurant de leur validité et en les illustrant par des exemples classiques (la figure 1 représente
différentes structures engendrées). Des données expérimentales viennent également souligner les
performances de ces générateurs et une application a la génération aléatoire de partitions planes
complete cette étude.

L’uniformité des tirages effectués par un générateur de Boltzmann repose sur une évaluation
numérique des séries génératrices. En supposant que ce calcul numérique est dévolu a une boite
noire — 'oracle de Boltzmann — les algorithmes obtenus en assemblant les générateurs associés
aux constructions de base ont une complexité linéaire en la taille de leur sortie; ils permettent
d’engendrer sans difficulté des structures de plusieurs centaines de milliers de noeuds, ce qui
n’était pas envisageable avec les générateurs a taille fixée. C’est essentiellement la tolérance
sur la taille des structures qui permet d’améliorer la complexité des générateurs, et ce, de



Introduction

deux fagons. D’une part, la phase de génération proprement dite est accélérée car les choix
probabilistes faits par les algorithmes sont plus simples lorsque que la taille n’est pas fixée.
D’autre part, il n’est pas nécessaire de calculer les développements des séries génératrices pour
obtenir une génération uniforme.

Pour utiliser un générateur de Boltzmann, il ne suffit pas de fixer la taille visée : il faut lui
fournir un parametre “bien choisi” qui controle I’espérance de la taille des structures a engendrer,
ainsi qu’un oracle, cette fonction externe au générateur et capable d’évaluer numériquement les
séries génératrices pour une valeur cohérente du parametre. Ce dernier point est crucial pour la
réalisation des générateurs et une automatisation complete de la méthode de Boltzmann passe
par un calcul automatique de 'oracle. La deuxieéme partie de ce mémoire a donc pour objectif
de rendre transparente la conception de cette boite noire.

Dans de rares cas, les séries génératrices impliquées ont une forme explicite qui rend tri-
viale leur évaluation numérique. En revanche, dans le cas général, non seulement les systéemes
implicites qui décrivent les séries n’ont pas de forme close mais ils peuvent également avoir plu-
sieurs solutions réelles en un méme point. Si I’on prend, par exemple, la spécification suivante,
a laquelle on peut directement associer un systeme d’équations de séries génératrices C(z) :

Co = ZC1C2C3(Cy + Ca) Co(2) = 2C1(2)C2(2)C3(2)(C1(z) + Ca(2))
C1 = Z + ZSEQ(C3C2) . Ci(z) =z + W

C2 = Z + Z”SEQ(ZC3SEQ(Z))SEQ(Cy) Ca(z) =2+ (1_z022(z)22/(f—z))(1—02(2))

C3 = Z+ Z(3Z + 22 + Z2C,C3)SEQ(CY) O3(z) = » + L2tz tz 1H1G(2))

1-C3(2)

et que 'on résout ce systeme pour z = 0.27, on obtient, pour Cy, les valeurs réelles positives
représentées par la figure 2 (a gauche). Or, s’il existe une unique classe combinatoire Cy — nous
verrons par la suite que c’est le cas — alors on lui associe une unique série génératrice Cy(z) qui
ne peut prendre qu’une unique valeur en z = 0.27. Comment distinguer la “bonne” solution (en
rouge sur le dessin), celle qui correspond a I’évaluation de la série génératrice de Cy :

Co(z) = 182° 4+ 902° + 22227 + 103228 + 44462° 4 2318420 + 126492211 + 73226422 + .. .,

des autres solutions du systeme 7 Il est possible d’avoir une idée plus “globale” des solutions de
ce systeme, en le résolvant pour différentes valeurs de z. On obtient les courbes de la figure 2 (a
droite). Toutes les courbes croissantes (on peut éliminer les autres, puisque les séries génératrices
sont & coefficients positifs) sont alors des solutions qui correspondent potentiellement a 1’oracle
que ’on cherche, mais rien ne permet, a priori, de déterminer quelle est la courbe qui correspond
effectivement & la série Cy(z) (également en rouge), parmi toutes les candidates.

Cet exemple montre que fournir un oracle pour une spécification combinatoire ne se réduit
pas a la résolution numérique d’un systeme d’équations fonctionnelles. Aborder le probleme de
cette fagon, c’est oublier la nature combinatoire des équations manipulées et perdre ainsi une
grande quantité d’information sur la solution recherchée. L’approche que nous avons adoptée
est fondée sur le constat que dans 'univers combinatoire — et sous de “bonnes hypotheses” — les
systemes fonctionnels utilisés pour décrire les structures n’admettent qu’une unique solution.
La preuve de ce résultat di a Joyal [Joy81] repose sur une itération combinatoire qui converge
vers la solution du systeme. En propageant cette itération au niveau des séries formelles, on
obtient I'unique vecteur de séries génératrices associées aux classes définies par une spécification
combinatoire. Enfin cette itération sur les séries est elle-méme relevée au niveau des valeurs
numériques pour obtenir l'oracle de Boltzmann. La convergence a chaque niveau est alors une
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F1G. 2 — Solutions du systeme C(z) pour la variable Cy(z) en fonction de z.

conséquence de la convergence au niveau précédent et chaque valeur renvoyée par l'itération
numérique correspond a ’évaluation d’une série génératrice dont les coefficients énumerent des
structures combinatoires ; ainsi, au lieu de résoudre un systeme d’équation en aveugle, I'itération
trouve directement son chemin vers I'unique solution pertinente d’un point de vue combinatoire.

De la méme facon que les générateurs de Boltzmann sont construits automatiquement a
partir des spécifications combinatoires, ce schéma itératif numérique générique systématise le
calcul de 'oracle. Supposons que 'on veuille, par exemple, concevoir un oracle pour la classe
des arbres généraux non planaires, définie par I’équation combinatoire suivante :

7T = Z x SET(T).

Cette définition récursive peut étre interprétée comme une équation de point fixe sur les struc-
tures combinatoires pour une notion de distance adéquate, le contact. L’itération :

T+ = z % SEr(TIM), avee T =0,
converge alors vers 7 ; elle est directement traduite en une itération sur les séries :
T (z) = zexp(T["}(z)), avec  TI(z) =0,

qui converge vers la série génératrice T'(z) = —W (—z) des arbres non planaires (W (z) est la
fonction W de Lambert). Enfin, pour tout complexe a tel que |a| < e™!, I'itération numérique
correspondante :

¢t = aexp(t["}), avec tl0 =0,
converge vers la valeur T'(a) = —W (—a). En effet, chaque valeur ¢ est égale & la valeur T (o)
de T'(z) au point «.. La convergence de cette série en « est aussi une conséquence de la nature
combinatoire de 1’équation.
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F1G. 3 — Itérations (simple a gauche, et de Newton a droite) sur les séries formelles des arbres
généraux non planaires.

La convergence de l'itération de point fixe est typiquement linéaire ; un oracle plus rapide
peut étre obtenu par itération de Newton, avec une convergence quadratique :

1 = ) 4 (exp(tt) — ¢y /(1 — avexp(t™)).

Classiquement, cette itération converge vers l'une des racines de I’équation t = aexp(t), en
supposant que le point de départ est choisi convenablement. Ici, et ceci reste vrai pour n’importe
quel systeme combinatoire, en choisissant tl0 = 0, Iitération converge vers la racine T'(«); la
suite des itérées est positive et croissante de sorte qu’a chaque étape, on se rapproche de la
solution. Ce phénomene est illustré par la figure 3. Dans les deux cas, la courbe bleue est
la série T'(z) = —W(—=z). Les courbes rouges sont les séries successives obtenues par itération
simple (& gauche) et par itération de Newton (a droite). On peut observer qu’elles se rapprochent
progressivement de la courbe bleue, plus rapidement pour l'itération de Newton.

La encore, aussi bien le schéma numérique que celui sur les séries sont basés sur une itération
purement combinatoire qui, cette fois-ci, converge quadratiquement vers la solution. Comme
précédemment, cette itération est alors transférée au niveau des séries génératrices, et la conver-
gence quadratique est conservée en termes de valuation. Plus qu’une simple étape vers 'oracle
numérique, cette itération sur les séries se révele étre une méthode efficace de calcul des coeffi-
cients des séries génératrices. Et enfin, la version numérique de I'itération nous fournit un oracle
efficace pour les générateurs de Boltzmann.

Contribution et plan détaillé

Introduction Le premier chapitre est une introduction aux techniques de génération aléatoire
de structures combinatoires. Le but de ce chapitre n’est pas de donner un historique complet sur
ce sujet, mais plutot de poser les bases sur lesquelles repose la méthode de Boltzmann. Outre un
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La complexité (en temps) d’un algorithme peut étre mesurée de différentes fagons. On
pourra s’intéresser, dans un premier temps, a la complexité arithmétique qui correspond
au nombre d’opérations arithmétiques utilisées par ’algorithme. Dans le cas d’un algorithme
de génération aléatoire, un appel a la fonction Random() est considéré comme une opération
arithmétique. On distinguera en général les opérations sur des entiers de celles sur les réels.

Quand les nombres manipulés sont de “grands” entiers, comme a” ou n! (leurs codages
binaires sont en O(n) et O(nlogn)), on préfere compter le nombre d’opérations effectuées
sur les bits. On parle alors de complexité binaire.

On dira qu’un algorithme est quasi-optimal lorsque sa complexité est de 'ordre de la taille
du résultat, a des facteurs logarithmiques pres.

Fia. 4 — Complexités.

certain nombre de méthodes ad hoc qui peuvent étre associées a des générateurs génériques, nous
présentons de facon détaillée la méthode récursive de [FZVC94], d’une part comme prétexte a
I'introduction de la méthode symbolique de [FSO8] qui donne le cadre de travail et les outils
que nous utiliserons tout au long de ce mémoire et d’autre part parce qu’elle est, en quelques
sortes, 'ancétre de la méthode de Boltzmann. Enfin, nous consacrons une dernieére section au
modele de Boltzmann proprement dit et redonnons, en substance, les résultats de [DFLS04].

Générateurs de Boltzmann non étiquetés La premiere partie de ce mémoire est entiere-
ment consacrée aux générateurs de Boltzmann non étiquetés.

Dans le chapitre 2, nous donnons une collection d’algorithmes génériques pour les générateurs
de Boltzmann correspondant aux constructions de Podlya, c’est a dire les ensembles, multi-
ensembles et cycles non étiquetés. Ces constructions, contrairement a celles traitées par Du-
chon et al. dans [DFLS04], donnent lieu & des structures pouvant présenter des symétries. Cette
particularité rend légerement plus délicate la conception de générateurs uniformes, étant donné
qu’il faut parvenir & prendre en compte ces symétries. Nous complétons ce dictionnaire avec des
constructions portant des contraintes sur leur nombre de composantes.

Ces algorithmes, associés a ceux présentés dans [DFLS04], constituent les “briques de base”
permettant d’assembler des générateurs de Boltzmann pour toute classe combinatoire de struc-
tures décomposables. Les générateurs ainsi obtenus ont une complexité arithmétique! linéaire
en la taille des structures engendrées. L’algorithme permettant d’engendrer des ensembles sans
répétitions entraine quant a lui un surcotlit qui est le plus souvent constant par rapport a la
taille de la sortie.

Nous ponctuons ce chapitre d’exemples de générateurs pour des structures classiques de
la combinatoire et concluons avec quelques résultats expérimentaux permettant notamment
d’observer les distributions des tailles obtenues ainsi que efficacité de la génération.

Ce chapitre reprend les résultats exposés dans article “Boltzmann Sampling of Unlabelled
Structures” [FFPOT], écrit en collaboration avec Philippe Flajolet et Eric Fusy.

Nous présentons, au chapitre 3, une application des résultats du chapitre précédent avec
un générateur aléatoire de partitions planes. En combinant une bijection due a Pak [Pak02]
et nos générateurs de Boltzmann non étiquetés, nous obtenons un générateur de complexité
arithmétique quasi-linéaire en taille approchée — plus précisément, O(nlog®n), ol n est la taille

L’encadré de la figure 4 donne quelques rappels sur les différentes notions de complexité.
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visée. En taille exacte, la complexité devient O(n*/3). A notre connaissance, c’est le premier
algorithme polynomial pour engendrer des partitions planes uniformes par rapport a leur taille
(il existe d’autres générateurs polynomiaux, mais pour des partitions uniformes & lintérieur
d’une boite). Le méme principe donne lieu & des générateurs de partitions encadrées (des par-
titions planes dont deux dimensions sont bornées), et de partitions tordues (skew). Nous avons
implanté ces générateurs aléatoires et nous avons pu effectuer des simulations jusqu’a des tailles
de I'ordre de 107 qui nous ont permis d’observer des formes limites et des frontieres gelées (c’est
le méme phénomene que pour les pavages d’un hexagone par des losanges) qui ont récemment
été analysées par Cerf et Kenyon [CKO1] pour les partitions planes et par Okounkov et Reshe-
tikhin [ORO7] pour les partitions tordues.

Ce chapitre reprend les résultats de larticle “Random sampling of plane partitions” [BFP06]
(et sa version longue [BFPO07]), écrit en collaboration avec Olivier Bodini et Eric Fusy.

Calcul de ’oracle La seconde partie de ce mémoire a pour but de présenter notre méthode
de calcul de l'oracle de Boltzmann. Les chapitres 4 et 5 présentent les fondements combinatoires
de l'oracle. Les deux chapitres suivants établissent le transfert de convergence qui s’opere des
structures combinatoires vers les séries formelles et les oracles numériques qui en découlent.

Nous changeons de cadre de travail pour cette partie en oubliant, pour un temps, 'univers
des classes spécifiables pour la théorie des especes de structures combinatoires. Plusieurs raisons
motivent ce choix. L'un des points clés de notre approche est que le théoreme des especes
implicites de Joyal [Joy81] nous garantit ’existence et 1'unicité d’une solution pour les systémes
combinatoires que nous manipulons. Ainsi, on peut montrer que les itérations combinatoires
que nous étudions convergent vers I'unique solution du systeme. C’est I'unicité de cette solution
combinatoire qui nous assure que la solution numérique obtenue par itération est bien la valeur
attendue comme oracle de Boltzmann. Un autre avantage de ce cadre de travail est qu’il offre
un niveau de généricité supplémentaire, au sens ou les especes sont définies indépendamment
des constructions combinatoires utilisées pour les décrire ; on pourra donc, par la suite, étendre
plus facilement nos résultats a de nouvelles classes de structures.

Pour ces raisons, nous entamons notre étude par un chapitre rappelant quelques éléments
de la théorie des especes de structures [Joy81, BLL98] dont nous aurons besoin pour la suite.
Nous redonnons également une preuve du théoreme des especes implicites de Joyal, basée sur
une itération de point fixe combinatoire. Ce faisant, nous introduisons quelques propriétés sur
les suites d’especes définies par itération, que nous réutiliserons pour prouver la convergence
des itérations de Newton au chapitre suivant.

Le but du chapitre 5 est d’introduire une itération combinatoire plus rapide que l'itération
de point fixe (dont la convergence est typiquement linéaire) utilisée pour prouver le théoréme
des especes implicites. L’idée d’une itération de Newton pour résoudre une équation combi-
natoire apparait dans [DLL82, BLL98]. Nous étendons cette idée a l’ensemble des systemes
combinatoires définissant des familles d’especes de structures. Pour ce faire, nous faisons appel
aux éclosions combinatoires de Labelle [Lab85] afin de donner un sens a l'inverse de la matrice
jacobienne qui apparait dans l'itération de Newton combinatoire, a 'instar de Iitération sur les
séries formelles. Nous présentons également une version optimisée de cette itération en utilisant
I'idée classique que ce méme inverse peut également étre obtenu par itération de Newton et
le fait qu’il n’est pas nécessaire de le recalculer dans son intégralité a chaque étape. Les deux
itérations de Newton (classique et optimisée) ont une vitesse de convergence quadratique, mais
la seconde est plus rapide, car elle engendre beaucoup moins de structures inutiles.

Un soin particulier est apporté aux preuves de convergence de ces itérations. Les propriétés
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de l'itération de point fixe que nous avons isolées au chapitre précédent restent vraies pour
I'itération de Newton et seront transmises au niveau des séries génératrices, ce qui nous per-
mettra de valider notre oracle numérique. Afin d’illustrer nos résultats, nous présentons deux
exemples d’especes “calculées” par itération : les arbres généraux planaires et les circuits série-
parallele.

Au chapitre 6, nous établissons la premiere partie du transfert de convergence : la conver-
gence des itérations combinatoires se traduit au niveau des séries génératrices par une conver-
gence en termes de valuation. Ce résultat repose sur le fait que les coefficients des séries
génératrices obtenues a chaque étape d’une itération énumerent exactement les structures pro-
duites par l'itération combinatoire correspondante. C’est par l'intermédiaire de la convergence
pour les séries formelles que nous pourrons ensuite démontrer la convergence numérique. Nous
concluons ce chapitre par une étude de la complexité des itérations de Newton pour calculer
les premiers coefficients des séries génératrices. Pour cette étude, nous nous replagons dans le
cadre des classes combinatoires décomposables utilisé dans la premiere partie de ce mémoire,
afin de fixer I’ensemble des opérations autorisées sur les séries. Nous montrons alors que notre
méthode par itération de Newton permet de calculer ces coefficients avec une complexité (aussi
bien arithmétique que binaire) quasi-optimale, améliorant ainsi les algorithmes de génération
récursive présentés au chapitre 1.

Le principal résultat du chapitre 7 est un oracle automatique pour les générateurs de Boltz-
mann sous la forme d’une itération de Newton numérique qui, partant du vecteur nul, converge
de facon inconditionnelle vers un vecteur de valeurs numériques qui correspond & I’évaluation
des séries génératrices en un point donné. Nous établissons donc la seconde partie du trans-
fert de convergence, des séries formelles vers l'itération numérique. Nous ne donnons pas ici
de preuve de la convergence numérique pour des spécifications combinatoires comportant des
opérateurs de Polya, mais nous produisons un exemple d’oracle, pour les graphes série-paralleles
non étiquetés, qui indique comment étendre nos résultats a I’ensemble des classes combinatoires
spécifiables. Nous concluons sur la présentation de quelques résultats expérimentaux obtenus
avec un prototype d’oracle et permettant d’apprécier I'efficacité de notre méthode : en quelques
secondes, on obtient, pour des systemes de plusieurs centaines d’équations, les valeurs des séries
donnant lieu & des générateurs de Boltzmann permettant d’engendrer des structures composées
de millions de nceuds.

Cette seconde partie reprend et étend les résultats présentés dans 'article “Boltzmann Oracle
for Combinatorial Systems” [PSSar], écrit en collaboration avec Bruno Salvy et Michele Soria.
Une version longue de cet article est en préparation [PSS08], incluant notamment la preuve de
convergence numérique pour les spécifications comportant des opérateurs de Pdlya.
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Chapitre 1

Génération aléatoire de structures
combinatoires
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En donnant un bref apergu des méthodes de génération aléatoire existant dans la littérature,
ce chapitre a pour but d’expliquer quelles sont les origines et les principes fondamentaux sur les-
quels repose le modele de Boltzmann. La connaissance de ces techniques nous permettra par la
suite de mieux comprendre quelles en sont les spécificités et d’en juger la pertinence. Néanmoins,
pour des raisons évidentes, ce chapitre ne donne pas un panorama exhaustif des méthodes de
génération aléatoire, et nous laisserons de coté un certain nombre de paradigmes intéressants
(génération exhaustive [Knu06, BDLPP99]|, génération pondérée [Dev86, DRT00],...) et de
méthodes efficaces (génération par chaines de Markov [SJ89, Jer94],...), pour nous intéresser
plus particulierement aux méthodes reliées au modele de Boltzmann.

La premiere section est consacrée a quelques exemples classiques d’algorithmes dits ad
hoc, chacun étant dédié & une classe combinatoire spécifique. En réalité, on peut aisément
dégager quelques principes récurrents applicables plus généralement a de nombreuses classes
combinatoires. En découlent un certain nombre de techniques pouvant se “greffer” aux al-
gorithmes génériques présentés ensuite, afin d’en améliorer D'efficacité. La section suivante
présente la méthode récursive dans ses grandes lignes. Initiée, entre autres, par Nijenhuis et
Wilf dans [NWT78], cette méthode est basée sur la possibilité de décomposer récursivement les
structures que 'on cherche a engendrer. L’uniformité des tirages repose alors sur I'utilisation
des coeflicients des séries de dénombrement des classes combinatoires considérées. En se placant
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dans le cadre des structures décomposables, on dispose d’un dictionnaire de traduction automa-
tique des spécifications combinatoires en séries génératrices et donc, en générateurs récursifs.

La derniere section introduit le modele de Boltzmann de Duchon, Flajolet, Louchard et
Schaeffer [DFLS04].

1 Algorithmes ad hoc

Cette premiere section est dédiée a I’étude de plusieurs algorithmes classiques de génération
aléatoire? que l'on peut regrouper sous 'appellation ad hoc, au sens oll, contrairement aux
méthodes que nous verrons ensuite, ils ont été congus pour s’appliquer spécifiquement a une
classe combinatoire donnée. Cette spécialisation permet notamment de tirer parti de propriétés
particulieres a chaque classe et conduit, le plus souvent, a un algorithme de génération linéaire
en la taille des structures produites. Parmi les nombreux algorithmes ad hoc existant dans la
littérature, nous avons choisi quelques exemples qui illustrent en particulier deux techniques
que nous réutiliserons par la suite : la génération surjective ou bijective et la méthode du rejet.

1.1 Génération surjective, bijective.

La génération surjective consiste a utiliser des relations isomorphiques entre différentes
classes combinatoires afin de ramener le probleme de la génération aléatoire uniforme dans
une classe donnée a un probleme plus simple, dans une classe équivalente, & condition que le
passage d’une classe a 'autre préserve 'uniformité.

Proposition 1 (Génération surjective). Soient B et C des classes combinatoires, et o une appli-
cation surjective de B dans C telle que toutes les C-structures ont le méme nombre d’antécédents :

_ 1B
C|
Si Gen B est un générateur aléatoire uniforme de B-structures, alors le processus GenC qui fait

appel a Gen B pour engendrer une B-structure (3 et renvoie ¢([3) est un générateur aléatoire
uniforme de C-structures.

VyeC, |[{B|BeB et o(B) =1}

Démonstration. L'uniformité du générateur GenC est obtenue comme une conséquence directe
de I'équidistribution des antécédents des C-structures dans B. Si v est une C-structure quel-
conque, la probabilité d’engendrer v avec GenC est :

1 |B] 1
()= =B L 0
1Bl Ic] ||
La génération bijective est un cas particulier de génération surjective, lorsque |B| = |C|. Le

premier algorithme que nous présentons utilise cette idée pour engendrer des arbres binaires de
fagon incrémentale : un arbre aléatoire se construit noeud apres noeud, une surjection permettant
de passer d’un arbre aléatoire de taille n a un arbre aléatoire de taille n + 1. Le deuxieme
algorithme, pour engendrer des mots de Dyck, sépare la phase de génération de la transformation
surjective. Nous verrons qu’il est possible de recycler cette idée en combinant n’importe quel
algorithme obtenu par une méthode automatique & une bijection, pour les classes qui ne sont
pas directement spécifiables. C’est notamment le cas de ’algorithme permettant d’engendrer
des partitions planes que nous présenterons au chapitre 3.

2La présentation de ces algorithmes est inspirée des cours de Master donnés par R. Cori et D. Gouyou-
Beauchamp. Les résumés de séminaires [GB93, GB03] forment une version condensée des notes de cours.
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Fi1G. 1 — Relation entre les arbres binaires de taille n et ceux de taille n + 1.

1.1.1 Algorithme incrémental de Rémy [Rem85]

Cet algorithme permet de générer efficacement des arbres binaires de fagon incrémentale.
L’idée est d’utiliser la relation suivante pour engendrer un arbre de taille n 4+ 1 a partir d’un
arbre de taille n :

2(2n 4 1)cp = (n+ 2)cpy1- (1)
Le nombre de Catalan ¢,, = %_H(%?) est ici le nombre d’arbres binaires complets (i.e. tous les
neceuds ont 0 ou 2 fils) de taille n. Ce sont des arbres ayant n noeuds internes et donc n+1 feuilles
et 2n 41 arétes si ’'on compte une aréte virtuelle qui part de la racine. Une interprétation de la
relation (1) consiste a choisir aléatoirement un arbre de taille n, puis 'une de ses 2n + 1 arétes
en lui attribuant une orientation (droite ou gauche). Il y a donc 2(2n + 1)¢,, choix possibles.
On le transforme ensuite en un arbre de taille n + 1 en greffant un nouveau noeud sur I'aréte
distinguée, a laquelle on ajoute une feuille (pointée) & gauche ou a droite selon 'orientation
choisie. On obtient ainsi un arbre parmi les (n + 2)c,41 arbres de taille n + 1 dont I'une des
n + 2 feuilles est marquée. La figure 1 illustre cette bijection : a partir d’un arbre de taille 4, les
deux choix d’une aréte et d’une orientation (en rouge et en bleu) aboutissent a deux arbres de
taille 5 identiques mais dont les feuilles marquées sont différentes.

On utilise cette relation pour concevoir un algorithme incrémental pour engendrer des arbres
uniformément par rapport a leur taille. On commence avec un arbre réduit a une feuille, et a
chaque étape on produit un arbre binaire ayant un nceud interne supplémentaire. A I’étape n,
en ajoutant aléatoirement une feuille et une orientation a ’arbre de taille n — 1 déja obtenu, on
fabrique un arbre aléatoire marqué ayant n noeuds internes. On peut obtenir un arbre aléatoire
non marqué en effacant la marque. En effet, de cette fagon, tout arbre non marqué de taille n
peut étre obtenu a partir de n + 1 arbres marqués différents. Par récurrence, chaque arbre de
taille n est donc tiré avec la méme probabilité p, = 1/¢, :

_ Pn1(n+1) n+1 1

Pn =0 —1) T 20@n—Dent  cn

On obtient un algorithme qui, en n étapes, engendre un arbre aléatoire uniforme de taille n. 11
a donc une complexité linéaire en la taille de 'arbre engendré.

1.1.2 Génération de mots de Dyck

Les mots de Dyck (ou encore mots de parentheéses) sont des mots sur I'alphabet & deux
lettres A = {a, b}, engendrés par la grammaire

D — &£ | aDbD.
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Les mots de Dyck de taille 2n, i.e., ayant 2n lettres, sont en bijection avec les arbres binaires
de taille n et donc, également énumérés par les nombres de Catalan. Cette bijection, associée
au générateur de la section précédente, est un exemple d’algorithme bijectif pour engendrer
des mots de Dyck. L’algorithme présenté maintenant est quant a lui un algorithme surjectif,
mais non incrémental : en effet, dans un premier temps, on engendre un mot de A* (avec des
contraintes sur les occurrences des lettres) et ensuite on le transforme en mot de Dyck.

Génération d’un mot w de A*, avec |w|, = p et |w|, = ¢ Le générateur de mots de Dyck
nécessite un générateur uniforme de mots de A* composés de p lettres a et ¢ lettres b (on note
Lyq le langage de ces mots). Le nombre total de mots dans £, est le nombre de facons de choisir
les p positions des a parmi les p + g emplacements possibles, i.e.,

<p+q) (p+q)!

p ) pd

(p+gfl

En observant que le nombre de mots de £,, commengant par la lettre a est 1 ), on

obtient la probabilité qu'un mot aléatoire uniforme dans £,, commence par la lettre a :

(P+qg-Dpt _ p
=D+ p+q

On en déduit un algorithme? récursif GenL(p, q) qui, pour engendrer un mot de L4, commence
par choisir la premiere lettre du mot et suivant le cas, le complete par un mot ayant un a ou
un b de moins.

GenL(p,q)
si p=0 alors renvoyer ¢
sinon
si ¢g=0 alors renvoyer a”
sinon
k «— random(p+q);
si k<p alors renvoyer a.GenLpq(p—1,q)
sinon renvoyer b.GenLpyq(p,q—1)

Par récurrence, tout mot w = wow; ... wp4q de L, est engendré avec la probabilité P, , :

P — _p (p=Dl' _ plg! o —
Py, = { pral P10 = pig (gz1+1q))'! )t Stto =a
’ q _ _q_ pe=D! _ plg! ;
Pl Pal T gt © (el SO

Ce principe de génération peut étre étendu a des mots sur un alphabet k-aire, dont toutes les
lettres ont des nombres d’occurrences fixés.

Génération surjective Un mot de Dyck de taille 2n est classiquement représenté par un
chemin composé de n pas montants (,/ pour les lettres a) et n pas descendants (\, pour les
lettres b), sur le quart de plan positif, partant de l'origine et s’arrétant sur I’axe des abscisses
(la figure 2 donne un exemple de chemin de Dyck de longueur 10). Cette représentation facilite

3Cet algorithme est équivalent & un générateur de combinaisons aléatoires de p éléments parmi p + q.
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abaabaabbb = OCOCN))

F1Ga. 2 — Chemin de Dyck de longueur 10 ainsi que le mot et le parenthésage correspondant.

I'interprétation de la relation suivante, qui va nous permettre de transformer un mot quelconque

de L,(4+1) en mot de Dyck :
2 1
2n+1)c, = ( nr )
n

Elle s’interprete grace au lemme cyclique (ou lemme de Raney) [Lot83] :

Lemme 1 (Raney). Un mot sur l’alphabet A = {a,b} composé de n lettres a et n+ 1 lettres b
admet une unique factorisation f = f'f" avec f' # e (parmi les 2n + 1 possibles) telle que f” f’
est un mot de Dyck a 2n lettres suivi d’un b.

Un mot de £, (,41) se factorise en un unique mot de Dyck de taille n. Pour cela, il suffit de
couper le mot au niveau du point le plus bas dans le chemin de Dyck correspondant. Inversement,
on peut obtenir I'un des 2n + 1 mots de L,(,,41) en rajoutant un b a la fin d’un mot de Dyck
et en le factorisant suivant l'une des 2n + 1 coupures possibles (cette bijection est illustrée par
la figure 3). Un générateur de mots de Dyck consiste donc simplement & tirer uniformément un
mot de L,,(,,41) par 'algorithme GenL(n,n+1) et a le transformer en un mot de Dyck marqué
(au niveau de la coupure) par cette bijection. Il suffit enfin d’effacer la marque pour obtenir un
mot de Dyck de longueur 2n. L’uniformité est conservée car chaque mot de Dyck de taille 2n
peut étre obtenu d’exactement 2n + 1 fagons différentes en enlevant la marque.

N N

o P

aabbbabbaaabb mmmbblmmbbbmb b

Fia. 3 — Factorisation de Raney sur un mot de taille 13.

1.2 Rejet et facteurs gauches de mots de Motzkin

Le rejet est une technique classique de génération aléatoire. L’idée est simple : pour tirer
aléatoirement et uniformément des structures appartenant a une classe C, on suppose que 1’'on
sait tirer uniformément des structures dans une classe B qui contient C. Il suffit alors de tirer
aléatoirement des B-structures, jusqu’a obtenir une C-structure. Les éléments rejetés par cet
algorithme n’influent pas sur I'uniformité du tirage dans C, étant donné que les éléments de C
sont tous tirés avec la méme probabilité.
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Chapitre 1. Génération aléatoire de structures combinatoires

4

abacacabbcabb = O(c(c())c())

Fi1G. 4 — Chemin de Motzkin de longueur 13, ainsi que le mot et le parenthésage correspondant.

Proposition 2. Soient B et C des classes combinatoires telles que C C B. Soit GenB un
générateur aléatoire uniforme de B-structures, alors le processus GenC qui fait appel a Gen B
pour engendrer une B-structure, jusqu’a obtention d’une C-structure, est un générateur aléatoire
uniforme pour C.

Démonstration.
P(tirer v et v € C) L Bl 1

Py[vel)= P(tirer un élément de C) - 1Bl lc] el -

L’efficacité de la méthode dépend de la proportion des éléments appartenant a la classe visée
dans le sur-ensemble dans lequel on fait les tirages. Elle sera d’autant plus efficace que le nombre
moyen d’essais a faire avant d’obtenir une B-structure est faible. La probabilité de devoir rejeter
une structure est 1 — |C|/|B|, donc le nombre d’essais moyen est |B|/|C|. Par exemple, on peut
imaginer un algorithme qui, pour tirer des mots d’un langage £ sur un alphabet A, se contente
de tirer des mots de A*, jusqu’a obtenir un mot de £. Pour A = {a,b, c,d}, cet algorithme va
engendrer un mot commencant par a au bout de 4;1—: = 4 essais en moyenne, alors qu’il lui

4n

faudra environ 775 = 2" essais pour engendrer un mot miroir (w = uu).

Rejet anticipé Un moyen d’améliorer 'efficacité de cette méthode est d’anticiper le rejet
en interrompant la génération lorsqu’il devient évident que la structure que 'on est en train
d’engendrer n’appartiendra pas a la classe visée. Cette technique a notamment été utilisée par
Barcucci et al. dans [BPS94], pour engendrer des facteurs gauches de mots de Motzkin, étape
préalable pour engendrer des animaux dirigés. Les mots de Motzkin et leurs facteurs gauches
sont décrits, sur lalphabet {a,b, c}, par les grammaires :

M—=E|eM|aMbM, e F— M| MaF.

Tout comme les mots de Dyck, les mots de Motzkin peuvent étre représentés par des chemins
dans le quart de plan positif. La différence vient du fait que I’on peut, en plus des pas montants et
descendants, faire des pas horizontaux (— pour les lettres ¢). Un chemin de Motzkin commence
en (0,0) et se termine sur 'axe des abscisses. Un facteur gauche est n’importe quel chemin
pouvant se compléter en un chemin de Motzkin. La figure 4 donne un exemple de mot de
Motzkin de longueur 13 et le chemin correspondant.

L’idée de [BPS94] est d’engendrer les facteurs gauches par rejet, en tirant des mots dans
{a,b,c}*. On tire les mots lettre par lettre, chacune ayant une probabilité 1/3 d’apparaitre.
En partant du simple constat que tout préfixe d’'un facteur gauche mot de Motzkin contient
au moins autant de a que de b, Barcucci et al. proposent d’anticiper le rejet, en abandonnant
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2. Méthodes automatiques

{1,2,3} | {1,4,5} 0000 | 1010 | 0101 o1+ 1
{124} | {234} 1(1)88 8812 1(1)81 pour i de 2 an faire
g; < 1
{1,2.5} 1 {235} 0100 | 1011 | 0001 k «— random(i)
{134} | {245} 0110 | 1111 échanger o et o;
{1,3,5} | {3,4,5} 1110 | 0111 renvoyer o
(a) NEXKSB(5,3) (b) NEXSUB(4) (¢) RANPER(n)

F1a. 5 — Combinatorial Algorithms [NWT78].

un mot des qu’il enfreint cette propriété. De fagon plus imagée, cela revient a écarter tout
chemin qui repasse sous l'axe des abscisses. En utilisant les méthodes d’analyse asymptotique
de [FS08], on peut calculer le colit moyen de la génération d’un facteur gauche de longueur n, en
additionnant le nombre de lettres tirées lors des échecs au nombre de lettres du mot engendré.
On trouve qu’il faut tirer en moyenne 2n lettres pour engendrer un facteur de taille n. Cette
méthode, connue sous le nom de rejet florentin, donne donc lieu a un algorithme linéaire pour
engendrer des facteurs gauches de mots de Motzkin. Sans anticipation, le méme algorithme
engendrerait en moyenne /n mots de taille n avant d’engendrer un facteur gauche appartenant
a F. Il aurait donc une complexité en O(ny/n).

2 Meéthodes automatiques

Bien qu’en général tres performantes, les méthodes ad hoc présentent un inconvénient in-
trinseque évident : pour chaque nouvelle classe de structures a engendrer, il faut inventer un
nouvel algorithme. Il est alors naturel d’essayer de trouver un processus générique permettant
d’engendrer uniformément des objets de classes combinatoires variées. Cette idée apparalt déja
dans le livre de Nijenhuis et Wilf [NW78] ol sont posées les premiéres pierres de la méthode
récursive? automatisée et systématisée par Flajolet, Zimmermann et Van Cutsem [FZVC94].
Nous verrons, par la suite, que la méthode de Boltzmann, de Duchon et al. [DFLS04], repose
sur le méme principe de décomposition récursive des objets mais se place dans un cadre de
génération en taille approchée qui differe des méthodes utilisées jusque la.

2.1 Au commencement : Nijenhuis et Wilf

La premiere partie du livre Combinatorial Algorithms [NWT78] est dédiée aux algorithmes de
génération pour des “familles combinatoires” spécifiques. Pour chaque famille (permutations,
compositions, partitions d’entiers ou d’ensembles, ...), les auteurs s’intéressent & deux type
d’algorithmes assez différents, pour la génération exhaustive d’une part et la génération aléatoire
uniforme d’autre part.

Les algorithmes NEXT et RAND Les premiers algorithmes, de type NEXT visent a
donner un ordre total sur les structures (typiquement de méme taille) d’une famille combinatoire,
de telle fagon que le passage d’une structure a la suivante se fait en temps moyen constant.

1] existe d’autre méthodes automatiques pour la génération aléatoire, notamment [BDLP99, HC83, DF98,
Gre83, ...], mais nous choisissons de nous concentrer sur la méthode récursive, plus proche de la méthode de
Boltzmann.
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Lorsque I’algorithme est appelé pour la premiere fois pour une famille de structures de taille
donnée, il produit la structure qui est la premiere dans 'ordre choisi. Rappelé avec les mémes
parametres, il engendre successivement tous les objets de méme taille dans cet ordre. Ainsi,
I’algorithme NEXKSB produit tous les sous-ensembles a k éléments d’un ensemble a n éléments
en ordre lexicographique, alors que NEXSUB ordonne tous les sous-ensembles d’un ensemble &
n éléments sous forme de code de Gray. Les figures 5.a et 5.b donnent des exemples de séquences
obtenues par ces deux algorithmes. Ces routines sont des algorithmes de génération exhaustive
dont la complexité est linéaire par rapport au nombre d’objets engendrés.

Les autres algorithmes étudiés dans [NW78| sont de type RAND : on cherche & engendrer
aléatoirement une structure de taille n avec une loi uniforme. Comme pour les routines de type
NEXT, ces algorithmes exploitent généralement des propriétés propres a chaque classe pour
faire ces tirages. Par exemple, RANPER engendre une permutation aléatoire de taille n a partir
d’une permutation triée en ordre croissant, par échanges aléatoires successifs de ses éléments
(lalgorithme est donné par la figure 5.c).

Schéma général Nijenhuis et Wilf proposent comme méthode alternative un schéma général
unique pour concevoir des algorithmes NEXT et RAND des diverses familles combinatoires qu’ils
étudient et consistant & exploiter une propriété commune de ces familles : leur décomposabilité.
En effet, ces classes d’objets peuvent étre construites récursivement & partir d’objets d’ordre
inférieur, i.e., de taille plus petite et/ou composés de moins d’éléments. Cette décomposition
fournit un moyen naturel pour d’une part, ordonner les objets et d’autre part les construire et
les tirer au hasard. Par exemple, pour décrire la classe A, des sous ensembles a k éléments
d’un ensemble & n éléments, on peut distinguer ceux qui contiennent I’élément n de ceux qui ne
le contiennent pas et écrire récursivement :

»An,k = An—l,k + An—l,k—l X {n} pour 0 <k < n, (2)

olt Ap—1,—1x{n} correspond aux ensembles formés de I’élément n et d’un ensemble appartenant
a Ay,_15—1 et ou le signe + dénote I'union disjointe. Cette équation permet dans un premier
temps de dénombrer les éléments de A, ;. En notant a,, ; la cardinalité de A, ;, on obtient

apk = Gp—1k + Gp—1k-1, ao0 =1,

ou I'on reconnait la formule du triangle de Pascal : a, 1 = (Z) = (kfl) + (Zj) D’autre part,

cette relation fournit un ordre partiel sur les A, 1, le maximum étant A,, ;, et le minimum Ag g.
On peut représenter cet ordre sous la forme d’un graphe acyclique dirigé G dont les sommets
sont les A; ; dont dépend A, . Les arétes de G sont étiquetées par les éléments ajoutés aux
ensembles successifs. La figure 6 représente par exemple le graphe associé a A4 ». L’ensemble des
A, p-structures correspond alors a I’ensemble des chemins possibles de A,, , a Ag 9. On obtient un
algorithme de type NEXT en ordonnant ces chemins. Sur ce principe général, on peut construire
un algorithme NEXT pour toute classe que I'on sait définir récursivement a la maniere de (2).
L’algorithme RAND correspondant se contente alors de choisir un rang aléatoire r entre 1 et a, j
et de renvoyer le r-ieme élément dans l'ordre de 1'algorithme NEXT. Dans [Wil77], un deuxiéme
algorithme dérivé du graphe d’ordre partiel est proposé. Pour engendrer une A, j-structure,
il suffit de suivre une marche aléatoire dans G, en partant du sommet A, j et en choisissant,
pour chaque sommet A; ; traversé, d’aller vers le sommet A;_; ; avec probabilité % et vers
le sommet A;_; ;1 sinon. C’est sur ce principe, qui se généralise aux autres classes définies
récursivement, qu’est fondée la méthode récursive.
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-

1
N
Aoo

F1G. 6 — Graphe représentant 'ordre partiel sur les A,, j inférieurs a Ay .

Dans [NW78], Nijenhuis et Wilf donnent également le schéma général qui permet d’engendrer
récursivement des multi-ensembles de structures combinatoires, a condition de disposer d’un
générateur pour ces structures. Le multi-ensemble, ainsi que 'union disjointe et le produit
cartésien, font partie des constructions combinatoires que ’on peut assembler récursivement
pour décrire un grand nombre de classes. L.’idée de la méthode récursive est d’adapter le principe
de génération que nous venons de voir a I’ensemble de ces constructions.

2.2 Vers automatisation : la méthode symbolique [FS08, part A]

Si des méthodes de génération aléatoire complétement automatiques telles que la méthode
récursive ou le modele de Boltzmann ont pu voir le jour, c’est avant tout parce que les traitements
combinatoires nécessaires a la génération ont eux-mémes été préalablement automatisés. La
méthode symbolique exposée en détails dans [FS08| offre un cadre de travail générique qui
permet de décrire récursivement un grand nombre de classes combinatoires incluant celles que
nous avons vues jusqu’a présent (arbres binaires, mots de Dyck ou de Motzkin, permutations, ...).
Un autre aspect essentiel pour la génération aléatoire a taille fixée est la capacité de compter
les objets que 'on souhaite engendrer. La méthode symbolique fournit également les outils qui
permettent d’automatiser le dénombrement des structures.

2.2.1 Classes combinatoires spécifiables

Les structures combinatoires qui vont nous intéresser maintenant sont celles que I'on peut
spécifier, éventuellement récursivement, a partir de plus petites structures du méme type ou de
type plus simple et de structures atomiques, en utilisant des regles de construction classiques
de la combinatoire. Intuitivement, ces spécifications sont des grammaires contezt-free analogues
a celles des langages formels, mais utilisant des constructions supplémentaires. Nous avons déja
utilisé deux de ces constructions, le produit cartésien noté x et 'union disjointe, notée +, pour
décrire les éléments de la classe A, ;, (équation (2), section précédente). La liste des constructions
admissibles est donnée par la colonne 1 de la table 1. Les notations correspondantes sont donnés
par la colonne 2. Pour toute construction € ayant un nombre indéterminé de composantes
(séquence, ensemble et cycle), on peut rajouter des contraintes pour fixer leur cardinalité (que
l’on note €;). Les mémes constructions avec au plus ¢ éléments s’obtiennent par union disjointe
des €; pour i < £ et celles avec au moins ¢ éléments par soustraction de €p_.
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construction notation C(z) C(z)
Atome de taille 0, 1 g, Z 1, z 1, z
Union disjointe A+ B A(z) + B(2) | A(z) + B(2)
Produit cartésien Ax B A(z)-B(z) | A(z)- B(2)
Séquence SEQ(B) 1/(1 - B(2)) | 1/(1 — B(2))
Séquence, #£ > 0 SEQ,(B) BY(z) BY(z)
1 =, (k) 1
Cycle Cyc(B lo = lo
' ® *1-B() | &= k *1-BGH
1 — o(k) 1
1 -B* ¢ 1
Cycle, #¢ >0 Cycy(B) 7 (2) [u ]1;1 PR uFB(zF)
= o~ (DR
Ensemble SET(B) exp(B(2)) exp ZTB(Z )
k=1
1~ 2 :
Ensemble, #¢ > 0 SET.(B) EBZ(Z) [u]exp (uB(z) — % B(2?) + %SB(ZS) —.. )
— 1
Multi-ensemble MSET(B) | — ex —B(2"
(5) b (; L B( >> |
Multi-ensemble, #¢ > 0 | MSET,(B) | — [u’] exp (uB(z) + % B(2%) + %B(zﬁ) +.. )
TaB. 1 — Constructions admissibles et leurs fonctions génératrices. Le caractere “—” indique

qu’il n’y a pas de multi-ensemble étiqueté et on note #¢ une construction a ¢ composantes.

Définition 1. Une classe combinatoire Cy est dite décomposable si elle admet une spécification’
de la forme :

C = Hl(Z,Cl,CQ, ..
Cy = Hg(Z,Cl,CQ, ..

)

,Cm)

Cm
.C

)
)

Cm - Hm(Z,Cl,CQ, cee 7Cm)7

ot chaque H; dénote un terme formé a partir des C; et d’atomes (£ ou Z) en utilisant les
constructions de la table 1. Chaque non-terminal C; correspond a une classe combinatoire et
les objets dérivés par cette grammaire généralisée, partant de Uaxiome C;, seront appelés des
C;-structures. La taille d’une structure est le nombre de terminauzr Z qui la composent.

On peut par exemple, réécrire la grammaire des mots de Dyck de la section 1.1.2 sous la
forme d’une spécification combinatoire :

D=4+ AXDxBxD, A=Z, B=2Z,

ou encore décrire récursivement l’ensemble des arbres binaires B qui peuvent étre soit une
feuille &£, soit le produit d’'un noeud Z et de deux sous-arbres binaires B x B :

B=E+ Z x B2

®On pourra remarquer qu’a I'inverse, toute spécification de cette forme ne décrit pas une classe combinatoire,
au sens ol, dans cette définition, rien ne garantit qu’il existe un nombre fini de structures pour chaque sous-classe
de taille donnée. Nous donnerons au chapitre 4 des conditions suffisantes pour cela.
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non étiqueté

00 k
P = MSET(SEQ>1(Z)) | partitions d’entier P(z) = exp (; k:(lZ— zk))
Q = PSET(SEQ>1(2)) artitions en sommants distincts | Q(z) = e i M
= Q>1 partitions en sommants distin z) = exp 2 =25
C = SEQ(SEQ>1(Z)) compositions d’entier C(z) = 1%
T 12z
B=Z+BxB arbres binaires planaires B(z) = z + B(2)?
A= Z x SEQ(A) arbres généraux planaires Az) = 1%14(2)
étiqueté
P. = SET(CYC(Z)) permutations P.(z) = ¢log1/(0-2) = b
-z
— — (P(z)+2)?
S = SEQxy(P + 2) graphes série-parallele () 1-(P(2+2))
P = SET>2(S + 2) P(z) =3+ — §(2) — 2
7T = Z x SET(T)) arbres non planaires T(z) = zeT®)
e T = 10g 1-T(z) — 1
G = Ser(Cre(7)) graphes fonctionnels Glz) =e 1-T(2)
T=2Zx SET(T)) T(Z) = ZeT(Z)

TaB. 2 — Exemples de spécifications combinatoires

La taille d’un arbre correspond alors & son nombre de nceuds internes. On pourrait également
décrire des arbres binaires par la spécification A = Z + B2. Un arbre de taille n serait, dans ce
cas la, un arbre a n feuilles.

On distingue deux types de structures combinatoires : celles qui sont étiquetées et celles
qui ne le sont pas. Une structure étiquetée de taille n est une structure dont les n atomes
portent des étiquettes différentes, appartenant a ensemble {1,...,n}. A Tlinverse, les atomes
d’une structure non étiquetée sont indistinguables. Typiquement, la spécification que nous avons
donnée pour les mots de Dyck n’est pas étiquetée alors que celle des arbre peut ’étre. D’autres
exemples de spécifications pour quelques classes combinatoires classiques sont donnés par les
colonnes 1 et 2 de la table 2. On peut décrire ainsi tous les langages algébriques et un certain
nombre de structures arborescentes.

2.2.2 Dénombrement et séries génératrices

Pour engendrer aléatoirement des structures de taille fixée en utilisant ces spécifications
récursives, une premiere étape est de savoir les dénombrer. La encore, la méthode symbolique
nous fournit un dictionnaire d’outils automatiques pour cette tache : les séries génératrices.

Séries ordinaires, exponentielles La série génératrice, ou série de dénombrement d’une
classe combinatoire C est une série formelle dont les coefficients comptent les C-structures selon
leur taille. Par convention, on notera c,, le nombre de structures de taille n dans la classe C.

Définition 2. La série génératrice ordinaire d’une classe combinatoire non étiquetée C est la
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série formelle

C(z) = Zzhl = i cn2".
yel n=0

La série génératrice exponentielle d’une classe combinatoire étiquetée C est la série formelle

=200

yel

Pl o

[y]! Z "nl’

n=0
On note [2"|C(z) = ¢, l'opération consistant & extraire le coefficient de 2" dans C(z).

Par exemple, la série génératrice des arbres binaires est :

B(z) = bpe"=1+2z+222+52° + 1421 14225 413225+,
n>0

ou b, = +1 (2n) est le n-ieme nombre de Catalan.

La force de la méthode symbolique est que les séries génératrices des classes décomposables
peuvent étre obtenues comme une traduction automatique des spécifications. A chaque construc-
tion combinatoire admissible, on peut associer une opération sur les séries génératrices ordi-
naires ou exponentielles. Ce dictionnaire est donné par la table 1. La colonne 3 donne les séries
génératrices exponentielles correspondant aux structures étiquetées et la colonne 4, les séries
ordinaires pour les structures non étiquetées. La colonne 3 de la table 2 donne quelques exemples
de séries génératrices classiques.

Séries bivariées, séries génératrices de probabilité Nous terminons cette petite intro-
duction a la méthode symbolique par la présentation des séries bivariées, un outil permettant
de manipuler d’autres parametres que la taille des structures combinatoires décomposables.

Définition 3. Soit C un classe combinatoire et un paramétre x : C — N. La série génératrice
bivariée associée a la paire (C,x ) est

u) = Zu"mzh' = Z Cnpu 2" dans le cas ordinaire/non étiqueté
yeC n,k>0
ZI 7 kzn . " .
Zu ' Z Cn kW — dans le cas exponentiel/ étiqueté
~ec M n,k>0 n.

Dans les deux cas, ¢, ) est le nombre de C-structures de taille n et dont le parametre vaut k.

Par exemple, la série bivariée ordinaire des sous-ensembles a k éléments d’un ensemble a n
éléments (ou des mots de {a,b}* de taille n, ayant k lettres b) est

A(z,u) = Z (Z)ukz"
n,k>0

On dira qu'un parametre y est hérité s’il est défini par cas pour C = A+ B et par addition
sur les composantes pour C = A x B ou pour C = €(A), avec € € {SEQ, MSET, PSET, CvC}.
Dans le cas de parametres hérités, les regles de traduction des séries génératrices données plus
haut s’appliquent également aux séries bivariées. Par exemple, pour la classe des mots de {a, b}*
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dont la spécification est W = SEQ(Z, + Z), la série bivariée W (u, z) dans laquelle la variable u
marque le nombre de lettres a de chaque mot est

1

W(z,u) = TGt

La série génératrice de probabilités du parametre x pris sur la sous-classe C,, des C-structures
de taille n est :

[2"C (2, u)
[2"C(z,1)

et I'espérance de la valeur du parametre y sur la classe C,, est donnée par la formule :

plu) = Pe,(x = kju* =
k

" 20z, )l
710G

Ec,(x) =

On obtient, par exemple, que le nombre moyen de a dans un mot quelconque de longueur n sur
lalphabet {a,b} est :
[zn](l_ﬁ n
m 2
Plus généralement, la série bivariée permettra d’obtenir toutes les caractéristiques de la distri-
bution du parametre x (variance, moments d’ordre supérieur, loi limite,...).

Ew, (nombre de a) =

2.3 La méthode récursive

Le travail de Flajolet et al. [FZVC94] reprend l'idée de tirer partie de la décomposition
récursive des classes de structures combinatoires exposée dans [Wil77, NW78] et la systématise
pour les structures étiquetées décomposables. Bien que ce travail n’ait pas été publié®, cette
méthode s’étend aux structures combinatoires non étiquetées. Cette section reprend les princi-
paux résultats de [FZVC94]; leur présentation est inspirée de [Den01].

2.3.1 Principe

L’idée de la méthode récursive est que le processus de génération aléatoire dans une classe
combinatoire donnée peut se déduire directement de sa spécification récursive. Engendrer aléatoi-
rement une structure de taille n dans la classe C définie comme 'union de deux classes A et B,
revient & tirer uniformément une A-structure avec probabilité |A|/|C| et une B-structure sinon.
Dans le cas d’une classe C définie comme un produit, un ensemble ou un cycle, tirer aléatoirement
une C-structure de taille n consiste a choisir les tailles (et éventuellement le nombre) des sous-
structures qui la composent, de telle sorte que la somme de leurs tailles soit n et de telle fagon
que toutes les C-structures aient une probabilité 1/|C| d’étre tirées.

Suivant ce principe, et a condition de savoir dénombrer les structures, les algorithmes de
génération associés aux constructions admissibles se déduisent directement des spécifications.
Dans un premier temps, ces spécifications sont transformées en spécifications standard utili-
sant uniquement des unions, des produits binaires et un opérateur de pointage (voir section
suivante). Les algorithmes obtenus sont regroupés dans la fonction GenRec(C,n) de la figure 7.
Les coefficients qui dénombrent les structures de taille n, c’est-a-dire les coefficients des séries

50n pourra néanmoins consulter les notes d’un séminaire donné par Paul Zimmermann au projet ALGO, sur
la méthode récursive appliquée au cas non étiqueté [Zim94b.
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GenRec(C,n)

Cas C=¢&: Cas C=2Z:
si n=0 alors si n=1 alors
renvoyer & renvoyer 2
Cas C=A+B: Cas C=A B:
U «— random () U +— random () P(K = k)
si U < (ap/c,) alors k—0; s« (ag-bp)/cn =
renvoyer GenC(A,n) tant que U > s faire apbn—k
sinon k—k+1; s— s+ (ar bp_x)/cn Cn
renvoyer GenC(B,n) renvoyer (GenC(A k), GenC(B,n—k))

F1a. 7 — Algorithme de génération récursive.

génératrices, peuvent étre pré-calculés avant la phase de génération proprement dite. Ainsi ce
calcul n’est effectué qu’une seule fois, quel que soit le nombre de tirages faits par le générateur.
L’algorithme consiste a utiliser des relations de récurrence sur les coefficients, déduites des
spécifications standard [FSZ91].

Exemple 1. Les arbres planaires enracinés sont décrits par la spécification
T = Z x SEQ(T).
En utilisant la définition récursive d’une séquence, cette spécification devient :
T=ZxF e F=TxF,

ou F représente la classe de séquences d’arbres, i.e., des foréts. Les coefficients t,, et f,
comptant le nombre d’arbres et de foréts de taille n s’obtiennent & partir des relations :

sin=0

o= 1
" ZZ;S Sfrtn_p sinon.

On dérive directement les générateurs Gen7 (n) et GenF(n) a partir de lalgorithme
générique de la figure 7.

th=fn—1 et

GenT (n)
‘ renvoyer Z X GenF(n—1)
GenF(n)
si n=0 alors renvoyer o
sinon

choisir k avec proba fitn,_i/fn
renvoyer Gen7 (k) x GenF(n —k)

De facon plus schématique, pour générer une structure de taille n appartenant a la classe
C, a partir de sa spécification, on construit récursivement un arbre de toutes les dérivations
possibles de la regle définissant C et aboutissant a une C-structure de taille n. On attribue a
chaque aréte de I'arbre une probabilité 1/k, ou k est le nombre de feuilles dont le chemin & la
racine passe par cette aréte, i.e., le nombre de structures que ’on peut engendrer en faisant le
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2. Méthodes automatiques

choix de cette aréte. Il suffit alors de tirer aléatoirement une feuille en suivant les probabilités
sur les arétes. La figure 8 illustre cette idée sur des arbres généraux non planaires. Bien entendu,
en réalité, on ne construit pas 'arbre de dérivation, mais on suit un chemin virtuel jusqu’a une
feuille en fonction des tirages aléatoires.

1/14

2/14

N
A B

w/\w A X f\& %é“‘*
i hdda o

!

F1G. 8 — La méthode récursive illustrée sur les arbres de Cayley : 7 = Z x SET(7). Un arbre
de taille 6 est obtenu comme le produit d’un nceud et d’une séquence de sous-arbres dont la
somme des tailles est égale a 5.

2.3.2 Implantation

Spécification standard Pour pouvoir utiliser le générateur GenRec(C,n), il faut procéder
a un premier pré-traitement sur la spécification de C qui consiste a la mettre sous une forme
standard. Ce principe de standardisation étend la mise sous forme normale de Chomsky pour
les grammaires hors contexte. Cette opération consiste essentiellement & réécrire toutes les
constructions admissibles en termes d’unions et de produits binaires. Elle est définie de la facon
suivante pour les classes étiquetées, par Flajolet, Zimmermann et Van Cutsem :

Définition 4 ([FZVC94]). Soit C = (Ci,...,Cp) un m-uplet de classes combinatoires. Une
spécification standard de C est un systeme a m équations dont la iéme s’écrit sous la forme :

Ci=& C =2 Ci:u]' + Uy; CZ'IUj'Z/{k; ou @Cizu]"uk,
chaque U; appartenant a l'ensemble {€,2Z,Cq,...,Cpn,OC1,...,0CH}.
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constructions étiquetées
C = SEQ(B) = C=&4+B-C
C = Cyo(B) = ©OC =SEQ(B)-6B
C = SET(B) = OC=C-0B
constructions non étiquetées
C=Cvo(B) = Y (k) A,OB-SEQ(ALB)

k>=1
C=MSET(B) = OC=C-(0B+ A0B+ A30B+...)

TAB. 3 — Regles de standardisation des constructions admissibles. A;C représente la diagonale
a k éléments d’une classe C, c’est a dire 'ensemble des k-uplets de C-structures identiques.

Dans cette définition, le symbole © désigne 'opérateur de pointage :

@A: D(Anx {1727""”})7

n=1

ou A, est un sous-ensemble de la classe A contenant uniquement les structures de taille n.
En d’autre termes, uns structure pointée appartenant a la classe ©.A est une A-structure dont
I'un des atomes est distingué, i.e. marqué. D’apres cette définition, si la classe C est définie par
C = ©A alors le nombre de structures de taille n dans C est ¢, = nAn. L’opération équivalente
sur les séries génératrices est une dérivation :

d

C=04 = C(C(z)=0A(z), oﬁ@f(z):z-% (2).

Pour I’atome, I'union et le produit, on peut également donner la regle pointée correspondante :
C=Z=0C=¢, C=A+B=060C=0A+08B, e¢t C=A-B=060C=0A4A-B+ A -05.

Le théoréme suivant nous assure qu’il existe bien une forme standard pour toute spécification
combinatoire étiquetée et la preuve nous fournit ’algorithme de standardisation.

Théoréme 1 ([FZVCY4]). Toute famille de classes combinatoires décomposables étiquetées
admet une spécification standard.

La définition d’une spécification standard reste valable pour les classes non étiquetées et
le théoreme s’étend également. Ainsi, chaque construction donnée dans la table 1 se réécrit
en utilisant la regle correspondante de la table 3. On peut également donner les regles de
standardisation pour les constructions ayant des contraintes de cardinalité, par exemple :

c® = Ser,(B) = oc® =ct-1.9B, avec CV) = B

On dispose donc d’une collection d’algorithmes qui permettent de transformer toute spécification
combinatoire rentrant dans le cadre de la définition 1 en une spécification standard. Ainsi
transformée, on pourra alors appliquer le principe de génération récursive.
Exemple 2. La classe G des graphes fonctionnels est spécifiée par la grammaire étiquetée
{G = SET(CyCc(T)), T = Z - SET(7)}. La forme standard de cette grammaire est :
{T = Z-Ny, ONg = Nyp-OT, G = G-ON7, ON, = No-OT, Ny = E+ N3, N3 =T-No}.
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3. La méthode de Boltzmann

Du fait de la standardisation des spécifications, on pourrait, théoriquement, avoir a engendrer
récursivement des structures pointées ; dans ce cas, il suffirait d’effacer les marques pour obtenir
les structures voulues; le nombre de marquages possibles pour une structure ne dépend que de
sa taille, et donc le tirage resterait uniforme. En pratique, il suffit de ne jamais marquer les
structures, 'opérateur de pointage servant uniquement au calcul des probabilités associées aux
tirages aléatoires.

Complexité Pour engendrer des structures de taille n, le processus de génération a une com-
plexité arithmétique en O(n?), des que la spécification contient une régle produit. Effectivement,
on constate que les régles de la forme C = A x B sont particulierement cotiteuses : pour engendrer
une C-structure dont la taille est exactement n, il faut choisir les tailles des structures qui for-
meront le produit de facon & garantir I'uniformité, et ce choix se fait de facon séquentielle. L’as-
tucieux moyen, proposé dans [FZVC94], pour améliorer la complexité globale des générateurs
récursifs est d’utiliser plutét une recherche de type boustrophédon. La complexité du générateur
devient O(nlogn) dans le pire cas.

Avec un algorithme naif, le pré-traitement effectué pour calculer les coefficients de séries
génératrices a une complexité arithmétique quadratique (voir [FSZ91]) ; néanmoins, de récents
travaux permettent d’abaisser sensiblement cette complexité ([vdHO02], cette these, chapitre 6).
Cependant, dans ce cas, la complexité arithmétique donne une approximation trop optimiste
de la complexité effective de ’algorithme ,étant donné que les entiers manipulés peuvent étre
tres grands. Pour pallier ce probleme, Denise et Zimmermann [DZ99] ont montré qu’en utilisant
une arithmétique flottante, on pouvait se ramener, pour le pré-traitement et la génération, a
des complexités en bits proches des complexités arithmétiques.

Librairies existantes Cette méthode de génération aléatoire est largement utilisée. Elle est
implantée en Maple par la librairie Combstruct (anciennement Gaia [Zim94al), ainsi que dans le
package MuPad-Combinat [HT03] (anciennement CS-MuPad [DDZ98] ). Cette librairie implante
les améliorations de [DZ99], liées & 'utilisation de I'arithmétique flottante. Elle offre également
la possibilité de produire automatiquement du code C pour les générateurs aléatoires.

3 La méthode de Boltzmann

La méthode récursive repose en partie sur le dénombrement des structures combinatoires.
Pour engendrer aléatoirement et uniformément des structures de taille n a l'intérieur d’une
classe C, il faut d’abord savoir les compter, elles-mémes et toutes les structures intermédiaires
qui entrent en jeu dans la spécification de C. Mais compter des structures combinatoires n’est
pas un probleme trivial, et la phase de pré-traitement nécessaire a la mise en ceuvre de la
méthode récursive limite bien souvent la taille des structures qu’il est possible d’engendrer a
quelques milliers de nceuds. L’idée a 'origine des générateurs de Boltzmann est qu’en relachant
un peu la contrainte sur la taille des structures a engendrer, on peut se dispenser de savoir
les dénombrer, et ainsi obtenir des générateurs plus efficaces. On ne cherche plus a générer
uniformément une structure de taille n, mais une structure dont la taille est approximativement
n. Cette taille devient alors une variable aléatoire dont la distribution s’étend a la totalité des
structures de la classe C. Mais la contrainte d’uniformité doit étre respectée : pour une taille n
donnée, n’importe quelle structure de taille n sera invariablement tirée avec la méme probabilité.
Cette section résume les principaux résultats de Duchon et al. [DFLS02, DFLS04].
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Les séries génératrices en tant que fonctions analytiques [FS08, part B] Afin de
définir le modele de Boltzmann pour la génération aléatoire, nous devons franchir une étape
supplémentaire dans I'utilisation des séries génératrices comme outil d’étude des structures com-
binatoires. La méthode symbolique manipule les séries génératrices en tant qu’objets purement
formels auxquels on peut appliquer des opérations algébriques, mais des lors qu’on assigne des
valeurs complexes au variables apparaissant dans ces séries, on peut les interpréter comme des
fonctions analytiques. Ce faisant, il est possible d’obtenir une grande quantité d’information sur
le comportement asymptotique des coefficients qui dénombrent les structures combinatoires.
L’analyse des singularités (les points ou la fonction cesse d’étre analytique) joue un role pri-
mordial dans cette approche. En particulier, I'un des principes fondamentaux est que 'ordre
de grandeur exponentiel des coefficients d’une série génératrice est dicté par la localisation des
singularités dominantes de cette fonction et les facteurs sous-exponentiels sont liés a la nature de
ces singularités. Une importante collection d’outils pour ’analyse asymptotique des coefficients
des séries génératrices est présentée dans [FS08].

Dans le modeéle de Boltzmann, c’est en tant que fonctions analytiques que les séries généra-
trices interviennent. L’uniformité des tirages repose sur leur évaluation en un point réel positif
choisi a l'intérieur de leur disque de convergence, c¢’est-a-dire inférieur a la singularité dominante
réelle positive’. De plus, les outils d’analyse asymptotique de [FS08] peuvent intervenir dans les
“réglages” des générateurs en taille fixée (exacte ou approximative) ainsi que dans ’analyse de
leur complexité.

3.1 Modéle de Boltzmann

Pour une classe C donnée, le modele de Boltzmann de parametre x attribue a toute struc-
ture v de C une probabilité qui est proportionnelle & une exponentielle de sa taille.

Définition 5. Le modele de Boltzmann de paramétre x existe en deux variétés, ordinaire ou
exponentiel. Il assigne a toute structure vy dans C la probabilité suivante :

ordinaire/non étiqueté : P.(v) = m avec C(z) = wa (3)
T
éeC
e 1 zhl ~ 219l
exponentiel/ étiqueté : P.(v) = W% avec C(z) = Z W (4)
6eC

Un générateur de Boltzmann I'C(x) pour C est un algorithme qui engendre des C-structures
swivant une distribution conforme a ce modele, qu’il soit ordinaire ou exponentiel.

On constate que la probabilité associée a une structure ne dépend que de sa taille et du parametre
choisi. Pour un parametre donné, deux structures de méme taille ont donc exactement la méme
probabilité d’étre tirées. On notera également que, contrairement a la méthode récursive, cette
probabilité met en jeu la valeur de la fonction génératrice au point x, et non plus ses coefficients.
Ce point doit étre cohérent, c’est a dire choisi a I'intérieur du disque de convergence de la série
génératrice de C. En d’autres termes,  doit appartenir a I'intervalle |0, p[, ot p est la singularité
dominante de la série C(x) (ou C(z)). Si cette série converge en sa singularité, il est possible
d’étendre ce domaine & ]0, p]. D’un point de vue pratique, cette différence entre la méthode
récursive et le modele de Boltzmann est cruciale. En effet, dans ce modele, il n’est plus nécessaire

"D’apres le théoréme de Pringsheim (voir [FS08] pour un énoncé précis).

30



3. La méthode de Boltzmann

de calculer les séries de dénombrement des structures a engendrer, ce qui évite le pré-calcul des
coefficients. En contre-partie, se pose désormais le probleme de calculer des valeurs de séries
génératrices en un point. Ceci fera I'objet d’'une étude détaillée dans la deuxieme partie de ce
mémoire.

Les générateurs de Boltzmann tels que nous venons de les définir sont dits libres, car ils
operent “librement”, sous le seul effet du parametre x. Autrement dit, & ce stade, la taille des
structures engendrées n’est pas controlée. On les nomme ainsi par opposition aux générateurs
en taille approchée ou exacte que nous verrons dans la section 3.3. Néanmoins, on connait
précisément la distribution des tailles sous ce modele. Si I’on note N la variable aléatoire cor-
respondant a la taille des structures engendrées, alors la probabilité de tirer une C-structure de
taille n par un générateur de parametre = est :

P, (N 2l _ ena” dans 1 d
=n)= = ans le cas ordinaire/non étiqueté
eC
1 zhl n
P,(N =n)= Z A , dans le cas exponentiel/ étiqueté.

E.(N) —zg/((j)) ou E.(N) :x%l((;)),

selon le cas, ordinaire, ou exponentiel, ainsi que le moment d’ordre 2 et par conséquent, I’écart

type :

_ 2C"(x) | C'(=) _
E,(N?) = 22 o(a) +x 0 et 0 = V/E.(N?) —E,(N)2.

Exemple 3. Les mots binaires sur 'alphabet {a, b} sont définis par la spécification :
L = SEQ(Z, + Zp).

La série génératrice ordinaire associée est L(x) = 1/(1 — 2z), avec comme singularité
pr. = 1/2. La probabilité d’'un mot w d’étre tiré sous modele de Boltzmann est alors
P.(w) = zI*l(1 — 2z). L’espérance de la taille des mots engendrés sous ce modele est
E;(N) = 2z/(1—2z). La figure 9.a représente la distribution des tailles des mots engendrés
pour différentes valeurs de x. Pour la courbe bleue (z = 0.49), par exemple, I'espérance
de la taille est E 49(N) = 49.

Exemple 4. Les partitions d’ensemble sont définies par la spécification :
P = SET(SETZl(Z)).

La série génératrice exponentielle associée est L(x) = e® ~!. La probabilité pour une
partition p d’étre tirée sous modele de Boltzmann est alors P,(p) = zlPle!=¢". Enfin,
I'espérance de la taille des partitions engendrées sous ce modele est E,(N) = ze®. La
figure 9.b représente la distribution des tailles des partitions engendrées pour différentes
valeurs de z. Pour la courbe jaune (x = 3.5), 'espérance de la taille est E35(N) = 115.9.
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0,167
x=0.42 x=2.5
0,144
0,12 0,034
0,10 x=0.45 . 1 x=3.0
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Fic. 9 — A gauche, la distribution des tailles de mots binaires sous modele de Boltzmann
ordinaire ; a droite, la distribution des tailles de partitions d’ensemble sous modele de Boltzmann
exponentiel. Pour chaque taille donnée en abscisse, les points correspondent aux probabilités de
tirer une structure de cette taille, pour différentes valeurs du parametre.

Si x est un parametre sur les C-structures, alors la probabilité de tirer une C-structure -y telle
que x(vy) = k, sous le modele de Boltzmann de parametre z est :

1 z"

P.(x =k) = C(la;) gocn’kx” ou P.(x =k) = % gocn,kn!, (5)

ou ¢y ) est le nombre de C-structures de taille n dont la parametre vaut k, i.e., le coefficient
de u*2™ dans la série bivariée C(z,u) associée & la paire (C, x ). La série génératrice de proba-
bilités p,(u) de x est alors :

o) = 3Pl = = e o ) - C(g(;‘) (6)

3.2 Algorithmes

Le modele de Boltzmann ainsi défini, intéressons-nous aux générateurs proprement dits.
Comme nous ’avons déja souligné, la méthode récursive et la méthode de Boltzmann ont pour
point commun de s’appuyer sur la décomposition récursive des classes combinatoires. Nous gar-
derons donc le cadre de travail des classes décomposables. Décrire des générateurs de Boltzmann
pour I'ensemble de ces classes revient alors & donner le dictionnaire des générateurs pour les
constructions admissibles. Contrairement a la méthode récursive, il n’est pas nécessaire de stan-
dardiser les spécifications. Dans un premier temps nous traiterons les constructions basiques :
union, produit et séquence, qu’elles soient étiquetées ou non, puis les constructions d’ensemble
et de cycle étiqueté. Les dernieres constructions font 'objet d’un chapitre a part (chapitre 2).

3.2.1 Constructions basiques non étiquetées

Dans un premier temps, on ne s’intéresse qu’aux structures non étiquetées. Les générateurs
pour les atomes (de taille 0 ou 1) sont triviaux : ils renvoient toujours un unique atome.
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Union disjointe Considérons une classe combinatoire C = A + B, définie comme 'union
disjointe des classes A et B. Le générateur de Boltzmann I'+[A, B](x) pour la classe C consiste
a choisir de tirer une A-structure avec probabilité A(z)/C(x) (par un tirage de Bernoulli) ou
une B-structure avec probabilité 1 — A(x)/C(z) = B(z)/C(z) :

I'+[A, B](z)

Az
pa < ngg

si Bern(p4) alors
renvoyer [A(z)
sinon renvoyer I'B(z)

Une structure aléatoire de C est engendrée avec probabilité :

_ A(z) zlel B zlel
Pl € =50 4@ ~ o

si c’est une A-structure et avec probabilité :

_ B(x) zlel B zled
Felo 0 €B)=50) B ~ o)

si ¢’est une B-structure.

Produit cartésien On considere désormais une classe C définie par C = A x B.

Le générateur est obtenu en formant un couple («, 3), avec « et (3 tirés par des appels
indépendants & I'A(x) et I'B(x). La notation ) ( est utilisée pour désigner un paire ou une
séquence ordonnée.

I'x[A, B](x)
renvoyer ([A(x),T'B(z))

La taille de v correspond a la somme des tailles de a et 3, et par définition du produit des
séries génératrices, la probabilité associée & v dans le modele de Boltzmann est :

gol L8l gk

0= 4w B@ ~ o

Dans le modele de Boltzmann, pour engendrer une structure correspondant a un produit
cartésien, il n’est pas nécessaire de tirer aléatoirement les tailles des composantes du produit.
Cette particularité permet d’améliorer nettement la complexité des générateurs de Boltzmann
pour ’ensembles des classes décomposables.

Exemple 5. Les arbres binaires sont définis par la spécification :

T=2+T>
La série génératrice ordinaire associée est T(x) = = + T%(z) = #, avec comme
singularité p;, = 1/4. Le générateur est donné par ’algorithme suivant :

I'T(x)
si Bern(z/T(z)) alors
renvoyer une feuille
sinon renvoyer (I'7(z),I'7(x))

33



Chapitre 1. Génération aléatoire de structures combinatoires

|
—

F1G. 10 — Deux arbres binaires planaires ayant respectivement 4469 et 8255 noeuds.

En choisissant comme parametre la singularité 1 de 7'(z) (nous verrons, a la section 3.3.2,
pourquoi ce choix est judicieux), voici les différentes tailles des premiers arbres engendrés
par ce générateur :
1,106,6,4,9,3,1,15,2,4,4,1,1,25,43,1,2,1,2,2,449,13,39,1,1,1,61,28,1,1,1,1,5, 1,6, 1, 35620, 3, 1, ...
La figure 10 présente deux arbres obtenus par I'7 (1/4).

Séquence Dans le cas de la séquence, on peut, dans un premier temps, imaginer un générateur
utilisant la définition récursive :

C = SEQ(A) = C=E+A-C.

En utilisant les algorithmes précédents, on obtient le générateur récursif :
I*SEQ[A](x)
p— Az)
si Bern(p) alors
renvoyer (['A(x), I'*SEq[A](x))
sinon renvoyer ()

Ce générateur fait des tirages de Bernoulli de parametre A(z) jusqu’a obtenir un échec. Le
nombre de A-structures engendrées par ce générateur suit donc une loi géométrique de pa-
rametre A(x). On rappelle que la loi géométrique de parametre A est définie par :

P(X = k) = (1 —M)AE.

On peut donc réécrire le générateur, en commencant par tirer aléatoirement le nombre d’éléments
qui composent la séquence, suivant la loi géométrique Geom(A(x)), puis en faisant des appels
indépendants au générateur I'A(x) :

I'SEQ[A](x)
k < Geom(A(z))
renvoyer le k-uplet ([A(z),...,TA(z))
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En combinant ces trois générateurs (et les atomes), et en utilisant éventuellement la récursion,
on peut traiter toutes les classes définies par des grammaires hors-contexte rationnelles et
algébriques. On couvre ainsi un grand nombre de classes combinatoires “classiques”.

Exemple 6. Un générateur I'L(x) pour les mots de {a,b}* (voir exemple 3) revient a
tirer la taille du mot & engendrer par un appel & Geom(2x), puis & choisir chacune des
lettres qui le composent a pile ou face. La figure 11 donne un exemple de mot obtenu par
I'£(0.499). Les a sont représentés par des [J et les b par des B
Ooo00CERORO0COEECESEEEEEN BN EEEEERCCONOERO0OEEEROORCOOONEEEEROEERCO0OEECECORO
OEEOEROO00ORO000ONCSSEEEEERCERCOONCOROCOORO00OEECOONEEE SN SEEEEECEEEEEECORCOONRORCORRO
OR00OEEECORCOEECOEERCOEROONEROO0ONCOEEERCONRCOORCONCOOONERCOOON OSSN EEEECOROERO00CEEER
OEEEdROEROEOER000ER00ERCOERO00ONEECOCOEECOEECOROROORCO0O OO e OEEEER OO0 00OnR
| |mim] jm | mim] | ] ]| |mim |mim] jm] | Im] ]| | |u] |mf /mimim) ] | ] [ |m) | [m) | 6] | [Wi§in] [wi=) |=i=] (=] (=) |=i«ie] (=] 6] | («i««

[ | Jul jml | Imiwimimis] | ]| |mi jmim| | | ] /mim} | |miml | L0 10 |} [ml | im0 0 [0V 0 | ImJ |1 /ml}]]/]}/m |mml]]]|uml]|[u
ERROROROOORORCOEERCOCORCO0OROEECOEROC0ONEEERCRCOEERCECOROERCOOROROR

F1a. 11 — Mot binaire de longueur 527 sur I’alphabet {a,b}.

3.2.2 Constructions étiquetées

Union, produit, séquence Nous venons de voir comment construire des générateurs pour
des structures non étiquetées a partir des constructions de base. Pour engendrer des structures
étiquetées, on procede de la méme fagon; a ceci pres que 'on utilise les valeurs des séries
génératrices exponentielles et non ordinaires. Les étiquettes des atomes, quant a elles, sont
tirées au hasard, aprés la phase de génération proprement dite. Plus précisément, pour une
structure «y de taille n, on tire une permutation aléatoire des étiquettes comprises entre 1 et n,
que l'on “jette” ensuite sur les atomes composant . On ne cherche pas a étiqueter les atomes
pendant le processus de génération : il faudrait utiliser des produits étiquetés, trop cotiteux en
termes de complexité. L’étiquetage a posteriori conserve 'uniformité, étant donné que pour une
taille fixée, tous les étiquetages sont équiprobables.

Ensemble et cycle Pour conclure I’étude des constructions étiquetées, il nous reste a donner
les algorithmes pour les constructions d’ensemble et de cycle étiquetés. Bien que ce soient
des constructions différentes, on va élaborer les algorithmes sur le méme modele que celui
de la séquence. On considere les classes S = SET(A) et C = Cyc(A). On commence par
choisir, suivant la distribution appropriée, le nombre d’éléments ks (resp. k.) qui composent
Pensemble (resp. le cycle). Ensuite on fait ks (resp. k.) appels indépendants au générateur
I'A(z). D’apres I’équation (5) sous modele de Boltzmann de parametre z, la probabilité qu'un
ensemble appartenant & S ait k éléments dans A est :

1 " §k(m) A )A(x)k
Po(K =k) = —— S s, 5 = 2k @ ,
( ) 3(x) D s nl () !

n>0

et la probabilité qu’un cycle appartenant a C ait k éléments dans A est :

Po(K — k) = ] Z%kxn _ Ci(2) 1 A(x)k

Cla) gy ™nl ~ Ca)  log(l— A(x) ' k

ot Si(z) et Cy (x) sont respectivement les séries génératrices des ensembles et des cycles com-
posés de k A-structures. Le nombre de A-structures composant un ensemble suit donc une loi
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de Poisson de parameétre fl(w) On rappelle que la loi de Poisson de parametre A est définie par :

)\k
_ _ A

De la méme fagon, le nombre de A-structures qui composent un cycle suit une loi logarithmique
de parametre A(x). On rappelle que la loi logarithmique de parametre A est définie par :

1 A
PX=k=—"""7-——.
( ) log(1—X\)~1 k
On obtient finalement les générateurs pour les ensembles et les cycles de A-structures suivants :
I'SET[A](x)
k < Poiss(A(x))
renvoyer le k-uplet (T'A(z),...,TA(x))
I'Cyc[A](x)
k <« Loga(A(z))
renvoyer le k-uplet ([A(z),...,TA(z))

Ces deux constructions viennent compléter le dictionnaire des générateurs de Boltzmann pro-
posés dans [DFLS04]. On peut désormais assembler des générateurs de Boltzmann pour l'en-
semble des classes combinatoires spécifiables étiquetées. Voici, par exemple, un générateur de
partitions d’ensemble :
Exemple 7. Le générateur I'P(z) pour les partitions d’ensemble (voir exemple 4) se
déduit de la spécification donnée plus haut et des regles précédentes :

I'P(x)
k < Poiss(e® — 1))
pour i de 1 a k faire
l; < Poiss>i(x)
renvoyer le k-uplet ({1,fla, ..., {)

Le résultat est une liste des tailles des sous-ensembles qui composent la partition d’en-
semble ; ce que 'on a obtenu est donc le squelette p de la partition et les éléments n’ont
pas encore d’étiquettes. Pour obtenir un objet étiqueté, il suffit de tirer une permuta-
tion aléatoire dont la longueur correspond au nombre d’éléments de p, avec 'algorithme
RANPER(n), par exemple (voir section 2.1) et d’étiqueter les atomes de p dans l'ordre
de la permutation.

{ .E..} 3;} {0008:00}3 — {{1336}{"4}---{Illo\c?S}i

3.2.3 Générateur pour les lois de probabilités

Les algorithmes que nous avons présentés ici font appel a des générateurs de lois de pro-
babilité, qu’elles soient géométrique, de Poisson ou logarithmique. Ils peuvent tous trois étre
obtenus a partir d’'un méme schéma itératif générique. L’idée est de découper l'intervalle [0, 1]
selon les probabilités P(K = k) définissant chaque loi (ces probabilités sont rappelées par la
ligne 1 de la table 4), puis de tirer un réel aléatoire dans [0, 1] et de chercher séquentiellement
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’ géométrique — Geom(\) ‘ Poisson — Poiss()\) ‘ Poisson # 0 — Poiss>1(\) ‘ logarithmique — Loga()\) ‘

X o F —\F %
PX=k=1-M\N |PX =k =2 |[P(X=k) =3 P(X =k) = izmy %
po=(1-2X) po=e* L= po=1/(log(1 —X)~1)
Pr+1 = APk Ph+1 = APk P+l = APk Prt1 = APk

TaAB. 4 — Lois de probabilités usuelles.

dans quel sous-intervalle il se trouve. Ce découpage peut étre obtenu itérativement a partir des
valeurs initiales données par la ligne 3 de la table 4 et de I'incrément donné par la ligne 4. Le
schéma séquentiel est le suivant :

GenLoi(z)

U< random();

S«—0; k—0;

tant que U < S faire
S — S+ pr;
k—k+1;

renvoyer k

En utilisant ce schéma (en initialisant k& & 1, dans le cas de la loi de Poisson non nulle), on
obtient les générateurs pour les quatre lois répertoriées® dans la table 4. Chaque algorithme
ainsi obtenu & une complexité arithmétique linéaire en la taille de la valeur renvoyée.

Pour engendrer une structure aléatoire, un générateur assemblé a partir des regles de construc-
tion données dans cette section, suit un arbre de syntaxe dont la taille est celle de la structure
elle-méme. Pour chaque noeud de cet arbre, le générateur fait éventuellement appel a I'un des
générateurs de lois de probabilités donnés ci-dessus, afin de calculer les valeurs intermédiaires
correspondant au nombre de fils du noeud courant dans l'arbre de syntaxe. Ce faisant, pour
engendrer une structure de taille n, la somme de ces valeurs intermédiaires est trivialement
bornée par la taille de 'objet. La complexité globale de la génération est donc linéaire en la
taille de la structure engendrée.

Théoréme 2 (Générateurs de Boltzmann libres [DFLS04]). Soit C une classe combinatoire
étiquetée spécifiée a l'aide des constructions :

{&€, Z,+, x,SEQ, SET, CYC},
ou non €Etiquetée spécifiée a l'aide des constructions :
{€, 2, +, x,SEQ}.

Soit x une valeur de paramétre cohérente, i.e., dans |0,pc|. En supposant donné un oracle
qui fournit les valeurs des séries génératrices associées a C au point x, alors le générateur
de Boltzmann T'C(x), assemblé a partir des algorithmes présentés ci-dessus, a une complexité
réelle-arithmétique linéaire en la taille de la structure qu’il engendre.

8La loi de Poisson non nulle servira au prochain chapitre.
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x =0.05

074 \x =0.15

F1G. 12 — Distribution de la taille des arbres binaires sous modeéle de Boltzmann.

3.3 Implantation et applications

Un certains nombre de points restent en suspens, pour la mise en ceuvre effective de ces
générateurs de Boltzmann, et notamment, la question du réglage du parametre pour obtenir
des structures de taille fixée (exacte ou approchée). C’est ce dont nous discutons brievement
dans cette section. Dans certains cas, ce réglage n’est pas suffisant pour obtenir des générateurs
en taille approchée ou exacte efficaces. Nous présentons donc également des techniques données
dans [DFLS04] pour améliorer cette complexité.

3.3.1 Génération en taille approchée ou exacte

La génération a taille exacte est le modele utilisé dans les deux premieres sections de ce
chapitre. La taille des structures a engendrer est passée en parametre du générateur. Tirer des
structures de taille approchée consiste simplement a accepter une tolérance sur cette taille. On
fait des tirages dans un ensemble de structures, non plus de taille n, mais dont la taille se
situe dans 'intervalle [n(1 — ¢),n(1 + €)]. Bien sur, on souhaite conserver 1’équiprobabilité des
structures pour chaque taille. Ce type de générateur peut étre obtenu a partir d’un générateur de
Boltzmann libre auquel on associe une procédure de rejet, comme celle présentée a la section 1.2.
L’algorithme obtenu est un générateur I'C(x,n) qui dépend de la taille voulue et de la valeur x.

Afin d’avoir une procédure de rejet efficace, i.e., qui ne rejette pas trop de structures, il
est important de bien choisir le parametre z. Nous avons vu plus haut que I'on peut exprimer
Iespérance de la taille des structures engendrées par un générateur de Boltzmann en fonction
de x. Régler le parametre x de fagon a avoir de bonnes chances de tirer une structure de taille n
(ou proche de n), consiste a choisir une valeur de x telle que l'espérance de la taille est n,
c’est-a-dire la solution z, €]0, p] de I’équation :

Le générateur ainsi obtenu n’est plus paramétré par z, mais par n et sa complexité n’est

déterminée que par cette valeur et par la forme de la distribution de la classe combinatoire

concernée. Dans [DFLS04], les auteurs classifient les distributions des tailles sous modele de
Boltzmann en trois types principaux : concentré, plat ou piqué.

e Une distribution concentrée, typiquement celle des partitions d’ensemble (voir figure 9),

est un cas de figure ou la procédure de rejet est tres efficace. En effet, dans ce cas la,
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on tire une structure de taille approximativement n en un seul essai avec une probabilité
tendant vers 1 quand n — oo (voir exemple ci-dessous). Pour obtenir une structure de
taille exactement n, le rejet a une complexité O(n). Le générateur en taille approchée
(resp. exacte) & donc une complexité globale O(n) (resp. O(n?)).

e Les distributions plates, comme par exemple celle des mots de {a,b}* (voir figure 9),
sont un cas moins favorable a priori, mais pour lequel on obtient les mémes complexités
théoriques (mais avec des constantes différentes). On les appelle ainsi parce qu’elles s’apla-
tissent lorsqu’on se rapproche de la singularité. Le rejet pour tirer des structures en taille
approchée est alors en O(1), parce qu'intuitivement, quelle que soit la taille visée, la
probabilité de tirer une structure de cette taille est sensiblement la méme.

e Enfin, les distributions piquées sont plus problématiques, car elles concentrent tout le
poids sur les structures de tres petite taille, méme pour une valeur de x proche de la
singularité. C’est la forme typique d’une distribution des tailles pour des arbres, et no-
tamment les arbres binaires, dont la distribution est donnée par la figure 12. Le “remede”
consiste a pointer les structures (voir section 2.3). En effet, la distribution des tailles des
structures pointées redevient alors une distribution plate®.

On trouvera une discussion beaucoup plus détaillée dans [DFLS04], ou les auteurs décrivent
notamment comment déterminer la complexité de la génération avec rejet en fonction du type
de singularité des séries génératrices.
Exemple 8. La table ci-dessous donne les tailles des mots binaires et des partitions d’en-
sembles engendrées par un générateur de Boltzmann pour différentes valeurs de ’espérance
de la taille (et donc du parametre associé). Pour les partitions d’ensemble, qui ont une dis-
tribution concentrée, on indique en bleu les tailles qui sont dans un intervalle de tolérance
de 5% autour de la taille voulue.

n T, | tailles de mots binaires engendrés

10 5 [8,51,37,17,24,43,10,27,6,7,0,4,7,7,7,5,4,4,3,7,0,21,2,10,7,4, 14, 13,6,13, ...
100 fﬁ% 76,59, 115,6, 33, 72, 68, 455, 264, 44, 302, 85, 22, 409, 100, 49, 21, 494, 293, 240, 70, ...
1000 | 290 | 1322, 2221, 165, 50, 55, 988, 773, 46, 376, 2253, 463, 294, 742, 261, 609, 1900, 620, ..
n T, | tailles de partitions d’ensemble engendrées

100 |3.385 | 104,119, 144,98, 76,102, 137,98, 110, 89, 63, 133, 112, 79, 65, 112, 75, 67, 81, 87, ...
1000 |5.249 | 965,928, 1146, 916,986, 1093, 977, 951, 1053, 995, 990, 1096, 1048, 1010, 1042, ...
104 |7.232 | 9566, 9960, 10298, 10017, 10337, 10493, 10410, 10409, 9934, 9641, 9909, 9669, 10335,
10016, 10000, 10000, 9736, 10641, 9982, 10188, 9984, 9979, 9897, 10465, 9756, ...

3.3.2 Générateurs singuliers

L’espérance de la taille des structures engendrées sous modele de Boltzmann est une fonction
qui croit avec la valeur de x. Pour obtenir des structures de grande taille avec un générateur
I'C(z), une stratégie consiste donc & se rapprocher aussi preés que possible de la singularité
dominante p de la série C'(x). Nous avons également évoqué la possibilité de choisir p comme
valeur de parametre lorsque la série converge en p. Ce choix donne lieu a ce que ’on appelle des
générateurs de Boltzmann singuliers dont voici deux exemples aux propriétés intéressantes.

Séquences super-critiques Une séquence C de A-structures définie par C = SEQ(A) est
super-critique si p4 > pc. Intuitivement, cela signifie que la singularité de la série C(z) pro-
vient de la séquence et non pas des structures qui la composent. Cette condition implique

911 est éventuellement nécessaire de pointer plusieurs fois la spécification, pour aplatir la distribution.
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notamment que A(pc) = 1. L’espérance de la taille des séquences produites par le générateur
singulier I'C(p¢) est alors infinie puisque le nombre d’éléments qui composent une telle séquence
suit une loi géométrique de parametre 1. Néanmoins, par interruption anticipée du générateur
singulier, il est possible d’engendrer des séquences de taille approximativement n : pour une
taille n fixée, I'idée est d’engendrer la séquence comme un produit aqaoas ... apparemment in-
fini de A-structures et de stopper le générateur des que la taille n est dépassée. Il suffit ensuite

de garder la séquence ainsi obtenue privée de sa derniere A-structure!© :

qa u).

; |
| I >

La probabilité d’engendrer une séquence ¢ = ajas .. .ay appartenant a C par ce procédé est :

o] |az| lovg|

Pc Pc Pc Z 17l
P B P a) = “PA(N >n — R
PC(/Y) g(pc) 4([)0) 4(/)0) —~ PC( ) pC .A( h/’)
la|>n—|y]

ouP4(N > n—|v|) est la probabilité de tirer une A-structure dont la taille est supérieure a n—|~|.
La probabilité d’une séquence ne dépend donc que de sa taille et du n choisi, et 'uniformité
est bien conservée. Dans [DFLS04], les auteurs prouvent également que ’on produit ainsi une
séquence de taille n + O(1) en un seul essai, presque sirement. Ce résultat étonnant vient du
fait que les A-structures engendrées sont de taille relativement petite. Associé & une procédure
de rejet, ce générateur a une complexité O(n) en taille exacte.

Générateur singulier plafonné Les structures arborescentes, qui forment un sous-ensemble
non négligeable des structures spécifiables, semblent étre celles pour lesquelles la méthode de
Boltzmann est la moins efficace. Néanmoins, 1'utilisation de générateurs singuliers permet, la
encore, d’améliorer 'efficacité de la génération, et ce, sans passer par ’astuce du pointage.
Contrairement au cas précédent, il n’est pas possible d’interrompre la génération des que la
taille voulue est atteinte, car cela biaise completement la distribution. De plus, en choisissant
comme parametre la singularité de la série génératrice, I’espérance de la taille des arbres devient
infinie. On doit alors envisager une procédure qui plafonne la taille des structures engendrées.
Plus précisément, cela consiste a fixer une borne sur la taille des structures a engendrer, et a
garder, pour chaque génération, un compteur des atomes produits; si le compteur dépasse la
borne fixée, on jette la structure en cours et on recommence. Cette technique s’apparente a celle
utilisée par Palgorithme florentin (voir section 1.2), étant donné que l'on anticipe le rejet en
interrompant le processus des que la structure en cours de fabrication devient manifestement
trop grande. Pour une classe définie par une spécification récursive irréductible (son graphe de
dépendance est fortement connexe) et apériodique (on peut engendrer des structures de toutes
les tailles), la complexité du générateur en taille approchée est O(n). Cela vient essentiellement
du fait que la somme des tailles des structures produites et rejetées (trop grandes ou trop petites)
est en O(n). Le générateur en taille exacte, quant a lui, a une complexité quadratique.

9Ce dernier point differe de ce qui est présenté dans [DFLS04]. En effet, dans I’algorithme d’origine, on garde la
derniere A-structure engendrée. Mais, ce faisant, on observe un léger défaut d’uniformité du au fait que certaines
structures de taille n + € ont alors une probabilité nulle d’étre engendrées.
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3.4 Conclusion

La génération aléatoire sous modele de Boltzmann est une méthode générique basée sur
la décomposition récursive des structures combinatoires. Mais contrairement a la méthode
récursive, le modele de Boltzmann autorise une génération en taille approchée qui permet un
gain substantiel d’un point de vue de la complexité : la phase de génération devient linéaire des
qu’'une légere tolérance sur la taille des structures engendrées est acceptée. Cette amélioration de
la complexité rend possible la génération de structures de trés grande taille (pouvant aller jus-
qu’a plusieurs millions) qui n’étaient pas accessibles auparavant. L’introduction de ce modele
offre de nombreuses perspectives de développement. La suite de ce mémoire est consacrée a
I’étude de certaines d’entre elles.

Un certain nombre de travaux basés sur la méthode de Boltzmann ont déja été publiés.
Dans [Fus05, Fus07], par exemple, Fusy présente un générateur de Boltzmann de graphes pla-
naires dont la complexité est linéaire en taille approchée. Il utilise pour cela les regles présentées
ci-dessus et introduit un nouveau générateur de Boltzmann pour la regle de substitution. L’al-
gorithme complet est obtenu en utilisant les décompositions successives des graphes planaires
en graphes de plus faible connectivité. Le travail de Roussel [Rou08] introduit également un
générateur de Boltzmann pour une autre construction combinatoire : I’'opérateur boite, qui per-
met notamment d’engendrer des arbres croissants. Bassino et al. [BN07, BDN07, BDNO08] uti-
lisent la méthode de Boltzmann pour engendrer efficacement des automates finis déterministes
et accessibles. Leurs algorithmes sont basés sur des bijections entre ces automates et des par-
titions d’un ensemble a kn + 1 éléments en k parts. La distribution concentrée des partitions
d’ensembles permet d’obtenir un générateur efficace pour cette sous-classe de partitions en as-
sociant une procédure de rejet a leur générateur de Boltzmann. Enfin, dans [DS07] Darrrasse et
Soria utilisent des générateurs de Boltzmann non seulement pour observer la distribution des
degrés dans les RANS!'!, mais également comme un outil pour I’analyse de cette distribution.
Parallelement, Bernasconi, Panagiotou, Steger et Weill [PW07, BPS08b, BPS08a, PS09] ana-
lysent le comportement des générateurs de Boltzmann pour en extraire des informations sur les
propriétés de certains graphes aléatoires (avec des contraintes structurelles).

"1es RANS (random Apollonian network structures) sont un modele de graphes aléatoires utilisés pour
modéliser des réseaux d’interactions.
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L’objet de ce chapitre est de compléter le dictionnaire des générateurs de Boltzmann pro-
posé par Duchon et al. dans [DFLS04]. Pour couvrir I'ensemble des structures combinatoires
spécifiables a partir des constructions admissibles de la table 1 du chapitre précédent (page 22),
nous devons notamment traiter le cas des ensembles, multi-ensembles et cycles non-étiquetés,
auxquels peuvent s’ajouter des contraintes sur le nombre d’éléments qui les composent. On
regroupe en général ces constructions sous le nom d’opérateurs de Pélya'?.

Les structures non étiquetées que I'on peut spécifier a ’aide d’ensembles et de cycles peuvent
présenter des symétries qui les rendent naturellement plus difficiles a engendrer de facon uni-
forme. Contrairement aux structures étiquetées et aux structures non étiquetées “rigides” (pro-
duits et séquences), I'indépendance des tirages ne garantit plus I'uniformité :

O® x2 OO x2
00 x1 OO x2

X 00 x2
00 x! 00 x2
non étiqueté étiqueté

Dans ce chapitre, nous verrons que l'on peut corriger ce phénomene en pondérant les tirages
et ainsi produire des algorithmes non biaisés pour engendrer des structures non étiquetées, en
utilisant notamment une construction auxiliaire : la diagonale.

12Ces opérateurs ont, par exemple, été étudiés dans [PR8T].
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Dans un premier temps, nous présentons pour chaque nouvelle construction, ’algorithme
correspondant ainsi qu’un certain nombre d’exemples de mise en ceuvre pour des classes de struc-
tures combinatoires classiques. Pour compléter cette étude, nous fournissons quelques données
expérimentales sur le comportement des générateurs implantés. Ce chapitre reprend les résultats
présentés dans [FFPO7].

1 Générateurs pour les constructions non étiquetées

Le but de cette section est de montrer que ’on peut désormais automatiquement fournir un
générateur de Boltzmann pour toute classe combinatoire décomposable!? :

Théoréme 3. Soit C une classe combinatoire non étiquetée, spécifiable a l’aide des construc-
tions suivantes :
{+, X, SEQ, A, MSET, MSET}, CYC, CYC}L}.

Soit x une valeur de paramétre cohérente, i.e., dans |0, pc[. En supposant donné un oracle qui
fournit les valeurs des séries génératrices associées a C au point x, alors il existe un processus
effectif qui produit le générateur de Boltzmann T'C(x) tel que, dans le pire cas, la complexité
réelle-arithmétique de la génération est linéaire en la taille de la structure engendrée.

La preuve de ce théoreme est donnée par I’assemblage des propositions 3 a 9. Le résultat
de complexité vient du fait que, comme pour les autres constructions, la complexité d’un tirage
est bornée par la taille de I'arbre de syntaxe associé a la structure engendrée (cf. page 37).
Dans le cas des ensembles sans répétitions (PSET), la linéarité n’est pas toujours garantie, nous
présentons donc ce résultat en marge du théoreme principal.

1.1 Multi-ensemble
1.1.1 Multi-ensemble a deux éléments

Nous commencons par expliquer comment concevoir un générateur de Boltzmann pour un
multi-ensemble composé d’exactement deux éléments. Cette construction, plus simple que le
multi-ensemble général, nous permet d’introduire la notion de diagonale, essentielle au trai-
tement des constructions non étiquetées. Nous utiliserons la notation suivante pour désigner
un k-uplet non ordonné constitué de k copies de la méme structure « :

a®* =(a,...,a).

k copies
Paires non ordonnées La classe MSET2(.A) contient tous les multi-ensembles composés de
deux A-structures, ou plus simplement, les paires non ordonnées de A-structures. Afin d’écrire

la série génératrice associée, on utilise un nouvelle construction : la diagonale d’une classe
combinatoire.

Définition 6. La diagonale AxA a k éléments (k-diagonale) d’une classe de structures combi-
natoires A est l'ensemble des k-uplets de A-structures identiques :

ApA = {a® | a € AL.

La série génératrice associée est ApA(x) = A(z¥).

13 Au sens de la définition 1, page 21, chapitre précédent.
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L’isomorphisme suivant nous permet de relier les paires non ordonnées de A-structures a la
diagonale Ay A et aux couples ordonnés de A-structures (A?) :

2MSET(A) =2 A% + Az A. (1)

On interpréte cette relation en ordonnant les éléments des paires de la classe C = MSET2(A).
Cela revient a fabriquer deux copies disjointes de C, I'une contenant les paires transformées
en couples arbitrairement ordonnés et ’autre contenant les couples symétriques. Ainsi, on ob-
tient tous les couples (a1, @2)q,+£a, de A-structures différentes appartenant a A?. En revanche,
les couples de A-structures identiques (o, ) apparaissent en double, on ajoute donc la diago-
nale A A pour rééquilibrer (exemple ci-dessous).

MSET3(A) |[ee] [e@] [e¢] [e¢] [e¢] [ee] [0e] [0e] [ee] [e¢] [ee] [e0] | MSET2(.A)

Ly
Az(etore) A% |[@0] [0 [00] [¢] [c¢] [ce] [c0] 0] [co] [ee] [ee] [e0] | Ay A

De cette relation, on peut déduire la série génératrice de la classe C :

Clz) = %AQ(z) + %A(%). @)

Générateur Nous allons utiliser la relation (1) et cette série génératrice pour écrire un
générateur pour la construction MSETy. Pour cela, nous avons besoin du générateur corres-
pondant a la diagonale :

FAkA(I‘)
a «— D A(xF)
renvoyer le k-uplet (a,...,«)

Proposition 3. L’algorithme T'ApA(x) est un générateur de Boltzmann pour la classe Ag.A.
Démonstration. Un élément aléatoire 0 = (a, ..., «) de AgA est engendré avec une probabilité :

klal 191

Fa0) = 3@h) = KAy -

Nous avons désormais tous les outils pour assembler un générateur de multi-ensembles a
deux éléments. A partir de la relation (1) et des générateurs pour I'union, le produit cartésien
(voir chapitre précédent) et la diagonale, on obtient 1’algorithme suivant :

I'MSET[A](x)
si Bern(% 02((;5))) =1
renvoyer ([A(z), T A(x))
sinon
a «— D A(z?)

renvoyer (a, )

b

Proposition 4. I'MSET,[A](z) est un générateur de Boltzmann pour la classe MSET2(A).
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I
|

|

!M

Fi1a. 1 — Deux arbres binaires non planaires ayant respectivement 3995 et 8554 noeuds.

Démonstration. Soit une paire non ordonnée v = (ay, ae) appartenant & C = MSET2(.A). Elle
est engendrée par 'MSET3[A](z) avec une probabilité Py () :

1 A(x)? glal glel _ ahl
P0) = 50w @ A@ 2T cw
si g # oy et 1 A(z)? gloal glaal 1 A(z2) g2l gh
P20)=3C0) AW 4@ T2 CE) AGD - C)
sinon (o = a2). .

Exemple 9. Les arbres binaires non planaires enracinés (ou arbres d’Otter'#) sont spé-
cifiés par I’équation :
B = Z + MSETy(B).

Cette spécification définit la taille d’'un arbre comme son nombre de feuilles. A partir de
I'MSETs, on peut écrire un générateur récursif I'B pour ces arbres. En choisissant une
valeur du parametre proche de pp, par exemple o = 0.4026975036 (voir [FS08, chap.
VIL5]), on peut facilement obtenir des arbres de grande taille, comme ceux de la figure 1.
Voici les tailles des arbres obtenus par 100 tirages consécutifs de I'B(xg) :

2,12,2,21,1,3,1,1,1,1,1,1,1,171,14,1,7,2,1,1,4,217,1,2,18,25,6,149,4,1,2, 1,8, 3,13,
470,3,1,9079, 11,2, 1738, 1,3, 32, 75,120, 1,6966, 1,1, 1,2,2, 1, 10,4, 13, 11,5, 2,301, 1, 12,
1,1,1,1,1,1,1,3,1,6,4,1,2,1,2,1,1,2,1,17,1,1,35,17,4,1,9,11, 16, 2,4, 3,21, 1,52, 1.
La forte variabilité des tailles est due a la forme piquée de leur distribution (voir cha-
pitre précédent, page 38), qui favorise les petits arbres, mais permet également d’en en-

gendrer de tres grands. Ce générateur a permis notamment de fournir des statistiques
expérimentales sur la hauteur des arbres d’Otter aléatoires, étudiée dans [BF08].

40n les nomme ainsi, suite & leur étude par Otter [Ott48].
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1. Générateurs pour les constructions non étiquetées

1.1.2 Multi-ensemble général

Nous nous intéressons maintenant a la génération de multi-ensembles de structures non
étiquetées sans contrainte de cardinalité. Les symétries qui peuvent intervenir dans ces structures
nous entralnent a adopter un schéma différent de celui donné pour les ensembles étiquetés. Dans
un premier temps, pour engendrer ces multi-ensembles, nous proposons un pseudo-algorithme
qui, le plus souvent, débouche sur un processus infini. Bien sur, cette idée n’aboutit pas a un
générateur de Boltzmann viable, mais elle nous fournit les éléments nécessaires a la preuve de
validité du second algorithme que nous présentons.

Premiere version Ce premier algorithme s’appuie sur la définition suivante d’'un multi-
ensemble M de A-structures :

M = MSEeT(A) = [] Seq(y). (3)
yEA

L’idée est que 'on peut toujours trier les éléments qui composent le multi-ensemble de fagon
a regrouper les éléments identiques en séquence. Cette définition ne fait intervenir que des
produits et des séquences, on peut donc la traduire directement en série génératrice :

1

M(x) = S 4

@ =T 5 o
yeEA

De méme, on peut obtenir un générateur de Boltzmann de multi-ensembles de A-structures non

étiquetées, en listant les éléments de A et en tirant une séquence aléatoire de chacun d’entre

eux avec le générateur 'SEQ vu au chapitre précédent :
*MSET[A](x)
M—go
pour o dans A faire
k — Geom(zl®)
ajouter k copies de a a M
renvoyer M

Comme nous 'avons mentionné plus haut, lorsque la classe A ne contient pas un nombre
fini d’éléments, cet algorithme ne termine pas. C’est pourquoi nous parlons plutot de pseudo-
algorithme. Néanmoins, d’un point de vue théorique, c’est un générateur de Boltzmann valide.
Proposition 5. I'*MSET[A](x) est un générateur de Boltzmann pour la classe MSET(A).
Démonstration. La probabilité d’une séquence aléatoire o
modele de Boltzmann est :

appartenant & SEQ(.A) dans le

klo]
P, (aF) = (1—361‘#)*1
Soit v = (o Ok ang, . a?ké ) un multi-ensemble aléatoire de A-structures. La probabilité de
tirer v avec le générateur I*MSET[A](x) est :
ﬁ zhile] H Hfﬂk el T (1 = 2191)- _ e
2:1 — glosl)=1 Be x\5| ! M(x)
5
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Deuxieéme version Le générateur produit a partir de la série génératrice de M sous la forme
donnée par 1’équation (4) conduisant & un pseudo-algorithme infini, nous allons maintenant
travailler avec une expression équivalente de la série M (x), obtenue par transformation exp-log :
f =exp(log f), de la premiere :

M(z) = ﬁ exp (;A(a:k)) . (5)

L’idée est de suivre la décomposition du multi-ensemble induite par la série génératrice (5). Pour
engendrer un multi-ensemble v de A-structures, on le construit comme une séquence de sous-
ensembles (7;)i>1, eux-mémes obtenus comme des ensembles de i-diagonales de A-structures.

A — SAEF)/k

GAE?)/2

)

Pour chaque +;, on commence par choisir le nombre p de A-structures & engendrer en suivant
une loi de Poisson de parametre %A(SL‘Z) Ensuite on tire les A-structures oy, as, ..., a, par des
appels indépendants a I"A(z"). Enfin, on ajoute ¢ copies de chaque «; au multi-ensemble ;.

Nous allons montrer par la suite que le processus que nous venons de décrire est également
un générateur de Boltzmann pour un multi-ensemble de A-structures. Néanmoins, celui-ci est
tout aussi infini que le précédent. En revanche, on connait la distribution de I'indice maximal K
du produit dans le modele de Boltzmann :

AN H?:l A/
Ainsi, en tirant aléatoirement k, I'indice maximal du produit, suivant cette distribution, on peut
transformer le produit infini en une boucle finie. Etant donné que 'on tire k de facon a ce qu’il
soit précisément le dernier indice pour lequel le sous-ensemble v est non vide, on prend soin
de s’assurer que 7, contient effectivement au moins un élément, en utilisant une loi de Poisson
non nulle. On obtient I'algorithme suivant pour engendrer aléatoirement des multi-ensembles :

I'MSET[A](z)
M «—@; k+« Indice_Max_MSet(A, x)
pour i de 1 a k—1 faire
pi < Poiss(1A(z?)
répéter p; fois
a «— T A(z?)
ajouter ¢ copies de a a M
si k#0 alors
pr —Poiss>i(3A(z"))
répéter p, fois
o «— T A(zF)
ajouter k copies de o a M
renvoyer M
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1. Générateurs pour les constructions non étiquetées

Proposition 6. I'MSET[A|(z) est un générateur de Boltzmann pour la classe MSET(A).

Pour prouver la validité de l'algorithme I'MSET[A](x), la principale difficulté réside dans
le fait qu'un méme multi-ensemble peut étre engendré de plusieurs fagons différentes. Contrai-
rement au premier algorithme proposé, ces répétitions ne sont pas uniquement dues au tirage
séquentiel utilisé pour mimer le tirage d’'un ensemble. Par exemple, le multi-ensemble ( a, a,a,b)
peut étre obtenu de sept fagons différentes :

e si lindice maximal k vaut 1, comme l'une des quatre séquences (a,a,a,b), (a,a,b,a),

(a,b,a,a) ou (b,a,a,a);

e si k =2, comme l'une des deux séquences (a, b) ou (b, a), associée a la paire (a,a);

e ou enfin, si k = 3, comme une occurrence de b, complétée par le triplet (a,a,a).

Plutét que de compter les différentes fagons d’engendrer un méme multi-ensemble, la preuve
que nous proposons consiste & montrer que les algorithmes I'*MSET[A](x) et TMSET[A](x)
sont équivalents. Plus précisément, on montre comment transformer le premier générateur pour
obtenir TMSET[A](z).

Dans un premier temps, le lemme classique suivant nous permet de décomposer la loi
géométrique utilisée dans I*MSET[A](x) en une somme infinie de lois de Poisson :

Lemme 2. Soit A un réel positif et (Y;)i>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles

que pour tout i > 1, Y; suit une loi de Poisson de paramétre %, avec X < 1. Alors la variable
aléatoire =) ;- 1Y; suit une loi géométrique de parameétre \.

On peut donc transformer I’algorithme I'*MSET[A](x) (page 49) en remplacant le tirage géo-
métrique par une boucle et les tirages de Poisson correspondants. L’algorithme de droite est
obtenu en inversant 1’ordre des boucles sur ¢ et o dans celui de gauche.

M—go M—g
pour o dans A faire pour ¢>1 faire
pour ¢>1 faire _ pour « dans A faire
k — Poiss(z'l®/q) - k — Poiss(z!l%l/q) P
ajouter a®%* a M ajouter a®%* a M
renvoyer M renvoyer M

On appelle P; le processus qui correspond a la i-ieme boucle sur les structures de A4 dans
I’algorithme de droite. Le lemme suivant nous permet de transformer ce processus P; en une
boucle finie d’appels indépendants au générateur I"'A(x).

Lemme 3. Le processus P; défini ci-dessus est réalisé par 'algorithme Q; :
p <« Poiss(;A(z2"))
répéter p fois
a — TA(z")
ajouter a® a M

Démonstration. Soit v; = (a?z'kl,of;l'b, e ,oz?lkz ) un multi-ensemble aléatoire de i-uplets de

A-structures. On rappelle que la loi de Poisson de parametre A est définie par :

Ak
_ =)
P(X =k)=e ik
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La probabilité de tirer +; par le processus P; est :

¢ (ila'\/')kf gl n i
xYl /g I A (¢ 1
Ppa(vi) = H Tl H e = 75 € : H R (7)
j=1 I BeA j=1"7

ol s = Zgzl kjetn= i2§:1 kjlo| sont respectivement le nombre d’éléments et la taille de ;.

Le méme multi-ensemble ; est engendré par le processus ); comme une séquence ( 81, B2, ..., (s )
telle que 51| + |B1| + - - + |Bs| = n avec une probabilité :

7@@(9;@')/1-)5' a 18]
s! A(zh)  A(z?)’

e

Le nombre de séquences différentes qui correspondent a -y; est (k
d’engendrer ; par ); est donc :

5 ) = BT la probabilité

2" _aeh 1
P, (i) = e H PR (8)
j=1"
D’apres les équations (7) et (8), les deux processus coincident. O

L’algorithme final est obtenu en tronquant le produit et en calculant séparément l’indice
maximal comme indiqué plus haut. Ceci conclut la preuve de la proposition 6.

Tirage de I’indice maximal Afin de conclure cette section, nous donnons ici quelques indica-
tions sur la maniere de tirer 'indice maximal de I’algorithme I'MSET[A](x). L’équation (6) nous
donne la distribution de probabilités de cet indice, il suffit donc de choisir un réel aléatoire U
dans l'intervalle [0, 1] et de déterminer k tel que :

Hfz_ll eA(xi)/i U< Hf:l eA(xi)/i
M(z) - M(z)

Afin de pouvoir utiliser un algorithme séquentiel similaire au générateur GenLoi(z) présenté au
chapitre précédent (page 36), on transforme les produits en sommes en passant au logarithme :

S| =

Z ;A(w ) < logﬁ < Z - A(x").
i=k+1 i=k

On obtient alors I'algorithme suivant :

Indice_Max_MSet(A, )
U+« random(); V<—log%
p—logM(x); k<0
tant que U < S faire
k—k+1
p—p— A" /k

renvoyer k

Cette fonction permet de compléter le générateur TMSET[A](x). Nous pouvons désormais en-
gendrer des structures non étiquetées dont la spécification implique un multi-ensemble.

92



1. Générateurs pour les constructions non étiquetées

F1a. 2 — Deux arbres généraux non planaires ayant respectivement 4165 et 8271 noeuds.

Exemple 10. Les arbres généraux non planaires enracinés sont spécifiés par 1’équation :
7 = Z x MSET(T)

La construction de multi-ensemble traduit ici 'absence d’ordre entre les différents fils d’un
nceud. La taille d’'un arbre est le nombre total de nceuds (internes ou externes). A partir
de 'MSET, on peut écrire un générateur récursif I'7 pour 7. En choisissant une valeur
du parametre proche de pr, par exemple xy = 0.3383224619 (voir [FS08, chap. VIL5]),
on peut facilement obtenir des arbres de grande taille, comme ceux de la figure 2. Voici
les tailles des arbres obtenus lors de 100 tirages consécutifs :

47,1,4,2,4,1,15,34,1,1,46,4,1,16,1, 1, 15,75, 2421, 1517,690, 3,1,5,2,1,1,2,7,1, 1,1, 1,
13,361,7,8,41,1700,1,1,3,3,6,1,2,3,2,2,25,1,2,16,9,1,2,34,3,1,93,1345,1,75,1, 1, 3,
1,1,45,1,1,14,1,992,1,4,1,1,13,1,1,2,18,1,2,1,3,2, 4,662, 2,4, 1,2, 3,53, 37, 449, 1, 18.

Le générateur utilisé est plafonné (voir chapitre précédent, page 39). Le signe 4 indique
que le générateur a dépassé la borne choisie (ici 10%); Parbre en cours a été rejeté.

1.2 Ensemble sans répétitions

Un ensemble sans répétitions'® est un multi-ensemble tel que les multiplicités de ses éléments
sont toutes égales a 1. En d’autres termes, tous les éléments qui composent un ensemble doivent
étre distincts. Cela correspond & la notion classique d’ensemble. La série génératrice P(x) de la
classe P = PSET(A) est :

o0 k-1
P(z) = [J(1+2") = [0 +2")™ = exp <Z (1]3:14(2‘9)) . (9)

veA n>1 k=1

15Par la suite, les ensembles sans répétitions seront simplement appelés des ensembles.
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Engendrer des ensembles de A-structures telles qu’elles soient toutes différentes est un
probleme plus difficile que dans le cas des multi-ensembles. En effet, cela implique une cer-
taine dépendance entre les appels au générateur I'” A que ’on ne sait, a priori, pas traiter. L’idée
est alors de suivre la décomposition d’un ensemble induite, non pas par la série génératrice (9),
mais par la relation suivante (identité de Vallée [FS08, chap. 1.2]) :

MSET(A) = PSET(A) x MSET(A2.A). (10)

Cette relation s’interprete aisément en remarquant que les éléments qui composent un multi-
ensemble peuvent étre regroupés par paires d’éléments identiques, avec éventuellement des
éléments isolés, selon la parité de leur multiplicité dans le multi-ensemble d’origine. Les paires ap-
partiennent & MSET(A2.A) et les éléments isolés & PSET(A). Cette relation se traduit immédia-
tement en séries génératrices :

1 1+Z|7| 1
H = 2hl :1;[1_% :H@*“) 1;[1_sz

Cette décomposition suggere un algorithme simple pour engendrer des ensembles de A-structures
en utilisant le générateur de multi-ensemble I'MSET[A](z) :

I'PSET[A](x)
M «— TMSET[A](x)
P—go
pour o dans M faire
si la mulitplicité de o dans M est impaire alors
ajouter o a P
renvoyer P.

Par rapport aux générateurs de Boltzmann développés jusqu’a présent, cet algorithme occa-
sionne un cout additionnel di aux éléments engendrés mais qui n’appartiendront pas a l’en-
semble final. Nous verrons que le surcodt, c’est a dire la somme des tailles des éléments rejetés,
est le plus souvent constant. Néanmoins, on peut optimiser le générateur en modifiant ’algo-
rithme 'MSET[A](z) pour qu’il n’engendre pas les éléments de A; A pour les indices pairs de
la boucle principale et qu’il ne garde qu’une seule copie des A-structures engendrées pour les
indices impairs. Mais cela ne suffit pas a éliminer toutes les répétitions. Pour compléter le pro-
cessus d’extraction, on pourra, par exemple, stocker les A-structures dans une table de hachage,
afin de vérifier en temps constant si une structure appartient déja a ’ensemble engendré.

Proposition 7. TPSET[A|(x) est un générateur de Boltzmann pour la classe PSET(A). Si la
fonction génératrice A(z) de A a un rayon de convergence p qui satisfait la condition'® p < 1,
alors, pour tout x €0, p[, lespérance du surcoit est majorée par la constante :
)

1— p?
Démonstration. La validité est donnée par ’application du lemme de division a la décomposition
des multi-ensembles induite par la relation (10).

Lemme 4 (Division). Soient H,IKC, L des classes combinatoires telles que H = IC x L. Etant
donné un générateur de Boltzmann I'H(x) pour H, la procédure consistant a extraire la premiére
composante d’une structure générée par I'H(x) est un générateur de Boltzmann I'K(x) pour K.

6 Cette condition est satisfaite par la plupart des spécifications et est vérifiable de fagon algorithmique [FS08].

o4



1. Générateurs pour les constructions non étiquetées
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FiG. 3 — Taille des partitions en sommants distincts en fonction de la taille des partitions d’entier
correspondantes. Les points bleus correspondent aux valeurs obtenues en utilisant I'Q(x) pour
différentes valeurs de x et la courbe noire correspond aux valeurs obtenues en calculant le
rapport des espérances de tailles.

Pour analyser la complexité du générateur, on utilise la série génératrice de probabilité du
surcout induit par le générateur I'PSET[A](z) :

M(Qj‘,u) _ H 1+xn+u2n(x2n+x3n) N an_ H 1— x2n an
M(l’) _n 14+ gn 4+ g2n 4 g3n ... - - 1 — y2ng2n )
ou M (z,u) est la série bivariée correspondant aux multi-ensembles de A-structures telle que la

variable u marque les éléments rejetés pour extraire les ensembles sans répétitions correspon-
dants. Par dérivation, suivie d’une spécialisation u = 1, on obtient 'espérance du surcofit :

o0
R onA,x2"
Ex(surcout) = Z j
n=1
Cette expression est elle-méme majorée par K, pour p < 1. O

Exemple 11. Les partitions d’entiers (P) et les partitions en sommants distincts Q sont
respectivement spécifiées par :

P = MSET(SEQ>1(2)) et Q = PSET(SEQ>1(2)).

On obtient facilement un générateur I'P pour les partitions d’entiers a partir de TMSET.
De plus, en tirant un réel u aléatoire dans [0, 1] et en renvoyant In(u)/In(x), on obtient
une loi géométrique de parametre x avec une complexité arithmétique en O(1). Le coiit
d’un tirage d’une partition de taille n est donc linéaire en son nombre de sommants, c’est
a dire O(y/n) en moyenne. Enfin, la distribution des tailles des partitions étant concentrée
(voir chapitre précédent, page 38), le générateur I'P permet de tirer des partitions dont
la taille peut aller jusqu’a 10'° en quelques minutes.

Le générateur I'Q pour les partitions en sommants distincts, quant a lui, est obtenu par
extraction & partir du précédent. Nous sommes dans le cas ou la singularité p de Q(x)
vaut 1. La deuxieme partie de la proposition 7 ne s’applique pas. Le surcott est propor-
tionnel a la taille de la partition. Néanmoins, empiriquement, on observe que le rapport
entre la taille d’une partition en sommants distincts et celle de la partition correspondante
est d’environ 1/2 (voir figure 3), ce qui altere peu efficacité du générateur.
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1.3 Cycle

Comme pour les multi-ensembles, ’algorithme que nous proposons pour engendrer des cycles
de A-structures appartenant a la classe C = CyC(.A), est basé sur la décomposition induite par
la série génératrice de C :

0@):§:¢$ﬁmgl_iu@. (11)

k>1

L’idée est d’engendrer un cycle par répétition d’un motif. Dans un premier temps, on choisit
Pordre de réplication k du cycle (le nombre de répétitions du motif), qui correspond a l'indice
de la somme dans C(z), suivant la distribution appropriée :

_ (k) 1
= 50() BT AR

P(K = k) (12)
Ce tirage peut étre fait grace a un algorithme similaire a celui qui permet de tirer 'indice
maximal d’un multi-ensemble (voir page 52). La longueur j du motif est déterminée par la loi
logarithmique de parameétre A(z*) :

xk)J !
MJ:ﬁ:AS> @%u—iwm> . (13)

Enfin, le motif lui-méme est engendré par une suite de j tirages indépendants de T'A(z*). On
obtient alors ’algorithme suivant :
I'Cyc[A](zx)
k «— Ordre (z)
j — Loga(A(xk))
w— (DAY, ..., TA@"))
J fois

renvoyer un cycle composé de k copies de w

On peut observer que ce générateur n’engendre pas chaque cycle de facon unique. Par exemple
le cycle suivant :

peut étre engendré indifféremment comme les séquences (OM)*, (HD)*, (OMCOM)?, (ROMD)?,
(OEOECOECNE) ou (HCOECECMEO). Néanmoins, les distributions utilisées pour choisir 'ordre
de réplication et la longueur du motif permettent d’obtenir un générateur uniforme.

Proposition 8. I'CyC[A](z) est un générateur de Boltzmann pour la classe CYC(A).

Démonstration. D’apres les équation (12) et (13), la probabilité que l'ordre de réplication soit k
et la longueur du motif j est :
(k) A(z")

ki C(x)

P(K = k,J = j) =

Soit y un cycle de longueur ¢ et de taille n appartenant a la classe Cyc(A). On peut
le décomposer en 7 répétitions d’'un motif primitif, c’est a dire qui n’a aucune symétrie par
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1. Générateurs pour les constructions non étiquetées

Fia. 4 — Graphe fonctionnel, 1504 noeuds.

décalages cycliques : v = u", tel que pu = (a1, ... as) est primitif. Comme nous 'avons déja fait
remarquer, le générateur 'CyC[A](x) peut produire v de différentes facons. Plus précisément,
il peut étre engendré comme k répétitions d'un motif w = wy ... w;j, c’est-a-dire v = w*, pour
toute valeur de k divisant r. Cela implique notamment que kj = [ et w = '/, ol ji représente
n’importe quel décalage cyclique de p. La probabilité que v soit engendré par I'Cyc[A](z) est

alors : '
xk)J klwr] 2klw;l

k) A
Po(y)=s Y (plij) o(@) Azk) T A(h) .

Le facteur s vient du fait que, par décalages cycliques, v peut-étre obtenu & partir de s séquences
différentes. En utilisant la propriété : Ek|m ©(k) = m, on peut simplifier :

s zhl 2N
PO) =T Em %;w(k) =@ 0

Exemple 12. La classe des graphes fonctionnels F est décrite par la spécification :
F = MSET(CYC(7)), T = Z x MSET(7).

On peut, a partir de TMSET, I'CyC et du générateur d’arbres I'7 (voir exemple 10),
assembler un générateur I'F pour engendrer des graphes fonctionnels. En choisissant une
valeur de parametre assez proche de la singularité pp = pr de leur série génératrice (par
exemple, o = 0.33802), voici les tailles des premiers graphes engendrés :

159,407,0,89, 489,291, 7,3711, 103, 15, 1015, 0, 371, 1051, 1904, 73, 66, 25, 2014, 6, 820, . ..

La figure 4 donne un exemple de graphe fonctionnel obtenu avec I'’F(xg). Les cycles sont
tracés en rouge!”.

"Dessin réalisé avec Graphviz.
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Chapitre 2. Algorithmes génériques pour les opérateurs de Pdlya

1.4 Contraintes de cardinalité

Afin de compléter la collection des générateurs de Boltzmann pour les constructions du
théoreme 3, nous présentons, dans cette section, les outils permettant d’adapter les algorithmes
précédents a des contraintes de cardinalité. On pourra ainsi engendrer des ensembles et des
cycles ayant un nombre fixé de composants.

Multi-ensemble a k éléments La série génératrice My (x) d’un multi-ensemble composé
de k structures de la classe A est donnée par lextraction du coefficient de u* dans la série
bivariée de ces multi-ensembles ou la variable u marque le nombre de composants :

u’ ;
Mi(2) = [u"]exp(D =A@
v@) = [ exp(Y - Ala) (15)
1>1
Par exemple, pour k = 2, cela correspond a la série de ’équation (2) de la section 1.1.1 et pour
k = 3, on obtient :

My () = éA(x)?’ + %A(@A(Qﬂ) + éA(xi”).

Plus généralement, My () est un polynome en A(z), A(x2), ..., A(x*). Cela signifie, entre autre,
que la série génératrice nous indique une décomposition des multi-ensembles a k éléments en
termes d’unions, de produits et de diagonales. Or, pour toutes ces constructions, nous disposons
déja des générateurs de Boltzmann correspondants. Il suffit alors de les assembler pour obtenir
un générateur pour MSET,(A). Par exemple, pour engendrer un élément de MSET3(.A), il suffit
de choisir, par un tirage de Bernoulli, I'un des trois types («, o/, o), (a,d/, ') ou (o, , ) et
de faire ensuite appel au générateur ['A. Afin de décrire le schéma général de I’algorithme, on
introduit la notion de séquence de partition :

Définition 7. Une séquence de partition de l'entier k est une suite d’entiers (n;) telle que :

k
Zini = k.
=1

On note P I'ensemble des séquences de partition de taille k. Pour k£ = 3, par exemple, on
obtient P3 = {(3,0,0), (1,1,0), (0,0,1)}. Pour toute séquence de partition P € Py, on introduit
la série génératrice :

On observe que :
My(x) = Y Mp().
PePy,
Ainsi, on peut retrouver I’équation (16) & partir de Ps. En utilisant ces notations, on peut
désormais donner I'algorithme générique pour MSET(A) :

I'MSET;[A](x)
M—o
tirer P dans Pj telle que P, i(P)= Mp(z)/My(z)
pour ¢ de 1 a k£ faire
ajouter le n;-uplet (I'AjA(x)....,TAA(z)) a M
renvoyer M
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1. Générateurs pour les constructions non étiquetées

Cycle a k éléments Pour engendrer des cycles composés de k éléments, on s’inspire également
de leur série génératrice :

Cila) = [u’“];@f) e (16)
_ %Zwmwﬁ, (17)
ilk

qui se traduit immédiatement en générateur :
I'Cyci[A](z)
tirer un diviseur i de k tel que P, (i) = (i)A(z")*?/(kCy(x))
w— (TA(z") ...,TA(z"))
]f/ifois
renvoyer un cycle composé de ¢ copies de w

On peut observer que les deux algorithmes précédents miment le comportement de TMSET[A](x)
et 'CycC[A](z) conditionnés pour engendrer des ensembles et des cycles composés de k structures
de la classe A. On en déduit la proposition suivante qui vient conclure la preuve du théoréeme 3.

Proposition 9. I'MSET,[A](x) et I'CyCy[A|(z) sont des générateurs de Boltzmann pour les
classes MSETy(A) et Cycy(A).

Autres contraintes Pour compléter la liste des constructions admissibles, on remarque que
I'on peut également réaliser des générateurs pour des ensembles ou des cycles composés d’au
plus k éléments (MSET<; et CYC<y) en les décomposant comme des unions disjointes de ces
constructions ayant 1,2, ...,k éléments :

k k
MSET<(A) = | JMSETi(A) et Cyvog(A) = | Cvai(A)
=1

=1

Enfin, les constructions MSET>; et CYC>, composées d’au moins k éléments, ainsi que les en-
sembles sans répétions PSETy, PSET<;, et PSET>, peuvent étre obtenus a partir des générateurs
I'MSET, I'PSET et I'CYC en utilisant une procédure de rejet sur le nombre de composants.

Exemple 13. Les graphes série-parallele SP représentent des circuits électriques tels
que les circuits en paralleéle sont montés en série et les circuits en série sont montés en
parallele. Ils sont définis par la spécification suivante :

SP=Z+8+P, S=SEQ>2(Z+P), P=MSET>(Z+S)

On utilise un multi-ensemble pour décrire un circuit monté en parallele afin de traduire
I’absence d’ordre entre les éléments et une séquence pour les circuits montés en série.
Naturellement, ces montages se font sur au minimum deux éléments, d’ou les contraintes
de cardinalités. On peut aisément assembler un générateur pour ces circuits a partir
des algorithmes donnés précédemment. Dans la deuxieme partie de ce mémoire, nous
reprendrons cet exemple des graphes série-paralléle pour illustrer notre méthode de calcul
de l'oracle. Le programme que nous avons implanté a permis, par exemple, d’engendrer
le circuit de la figure 5.
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Fi1Ga. 5 — Circuit série-parallele, 3089 nceuds.

2 Implantations

2.1 Générateurs effectifs

Nous avons développé des générateurs de Boltzmann pour tous les exemples traités dans ce
chapitre. Nous présentons ici quelques résultats expérimentaux obtenus avec ces générateurs.
Nous avons principalement effectué deux types de simulations. Les premieres visent a observer
de fagon empirique la complexité des générateurs en taille approchée. Les secondes donnent
un apercgu des distributions de tailles de structures que I'on peut obtenir avec des générateurs
de Boltzmann. Ces mesures ont été effectuées avec un processeur Intel a 3.2GHz et 2Go de
mémoire.

Complexité empirique Les tables 1 et 2 donnent les temps moyens de génération pour
différentes classes combinatoires, en fonction des tailles de structures souhaitées. On tolere une
variation de +10% autour de la taille visée. Chaque mesure est obtenue en faisant une moyenne
sur environ 1000 tirages. Les deux générateurs de partitions (partitions d’entiers et partitions
en sommants distincts) sont écrits en Maple 10. L’efficacité de ces générateurs vient du fait que,
d’une part, les distributions de tailles sont concentrées, ainsi on rejette tres peu de partitions,
et d’autre part, la génération elle-méme a une complexité sous-linéaire, parce que les sommants
des partitions sont obtenus par des tirages de lois géométriques, qui ont un cout constant. Il est
alors possible d’engendrer des partitions de taille 10'° en & peine plus d’une minute.

Les autres générateurs sont codés en OCaml. Les compositions circulaires sont décrites par la
spécification C. = CYC(SEQ>1(Z)). De méme que pour les partitions et les graphes fonctionnels,
le générateur de compositions cycliques de taille approximativement n est obtenu en choisissant
une valeur de parametre telle que 'espérance de la taille des compositions engendrées est n.
Parallélement, pour les structures arborescentes (les mobiles sont des arbres tels que les fils de
chaque nceud sont organisés cycliquement), on utilise des générateurs singuliers plafonnés (voir
chapitre précédent, page 39). Pour tous ces exemples, on observe alors la complexité linéaire
attendue.
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Classe Partitions Partitions Compositions Graphes
d’entier (sommants #) circulaires fonctionnels
Taille approchée O(y/n) O(y/n) O(n) O(n)
Taille exacte O(n) O(n) O(n?) O(n?)
Méthode E;(N)=n E;(N)=n E.(N)=n E.(N)=n
100 £+ 10% 0.033 sec. 0.039 sec. 0.0047 sec. 0.0084 sec.
1000 4 10% 0.066 sec. 0.078 sec. 0.051 sec. 0.080 sec.
10* + 10% 0.13 sec. 0.17 sec. 0.57 sec. 0.82 sec.
10° + 10% 0.29 sec. 0.41 sec. 6.23 sec. 8.36 sec.
10 4+ 10% 0.78 sec. 1.07 sec. 60.20 sec. 86.22 sec.
107 + 10% 2.56 sec. 3.43 sec. 574.37 sec. —
108 + 10% 8.73 sec. 10.69 sec. — -
109 £+ 10% 27.19 sec. 41.16. sec. - -
1019 + 10% 88.46 sec. 155.49 sec. — -

TAB. 1 — Complexités et temps de génération pour différentes classes combinatoires.

Classe Arbres d’Otter | Arbres généraux Mobiles Circuits
Taille approchée O(n) O(n) O(n) O(n)
Taille exacte O(n?) O(n?) O(n?) O(n?)
Méthode gén. singulier gén. singulier gén. singulier gén. singulier
100 + 10% 0.024 sec. 0.018 sec. 0.021 sec. 0.047 sec.
1000 + 10% 0.20 sec. 0.17 sec. 0.19 sec. 0.43 sec.
10* £ 10% 2.20 sec. 1.62 sec. 1.79 sec. 4.76 sec.
10° £ 10% 22.81 sec. 18.13 sec. 17.10 sec. 43.60 sec.
10% + 10% 239.05 sec. 172.28 sec. 164.35 sec. 531.36 sec.

TaB. 2 — Complexités et temps de génération pour différentes classes combinatoires - suite.

Echantillonnage Le deuxieme type d’expériences que nous avons menées permet d’observer
les distributions des tailles de structures engendrées avec les méme générateurs que précédem-
ment. La figure 6 présente un histogramme'® des tailles des partitions d’entiers et des graphes
fonctionnels obtenus en paramétrant le générateur pour obtenir des structures de taille 1000.
Chaque rectangle représente le nombre de structures engendrées dans l'intervalle de tailles
correspondant en abscisse. On peut observer la concentration de la distribution des tailles pour
les partitions, alors que dans le cas des graphes fonctionnels, on a typiquement une distribution
dite “plate” (voir chapitre précédent, page 38).

Les tables 3 et 4 donnent la répartition des tailles d’arbres engendrés lors de respective-
ment 10° et 10° tirages avec des générateurs singuliers. Pour chaque classe d’arbres, on donne
le nombre d’arbres obtenus dans l'intervalle de taille indiqué par la premiere ligne. La colonne 2

8Dessin réalisé avec R.
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F1G. 6 — Tailles des partitions d’entiers (a gauche) et des graphes fonctionnels (& droite) en-
gendrés par 10 tirages de Boltzmann, paramétrés pour obtenir des structures de taille 1000.

correspond aux arbres de taille inférieure a 250, la colonne 3 représente ceux dont la taille est
comprise entre 250 et 102, et ainsi de suite. La derniére colonne indique le temps total mis pour
faire les 10° ou 10° tirages de chaque simulation. Toutes ces familles d’arbres ont des distribu-
tions piquées. On observe donc une concentration des arbres de trés petite taille. Néanmoins,
on constate également, au vu de ces simulations, qu’il est possible d’obtenir un échantillon
raisonnable d’arbres des tres grande taille en peu de temps.

taille < 250 | 10% [4.10% [ 16.10% | 64.10% | 256.10° | 1024.10° | +

Arbres d’Otter | 95964 | 2042 [ 992 | 512 | 233 117 69 71 || 26 min
Arbres généraux | 94375 | 2781 | 1464 | 659 | 371 181 85 77 || 23 min
Mobiles 96546 | 1790 | 826 | 457 | 193 94 55 38 || 14 min
Circuits 94362 | 2791 | 1454 | 691 | 320 179 103 96 || 81 min

TAB. 3 — Echantillons de tailles, 100 000 tirages.

2.2 Conclusion

A ce stade, nous disposons d’un ensemble d’algorithmes génériques permettant de dériver
des générateurs de Boltzmann pour toute spécification combinatoire non étiquetée (au sens de
la définition 1, page 21).

En dehors des exemples présentés dans ce chapitre, la méthode de Boltzmann a déja été
appliquée pour des problemes concrets, notamment par Fusy pour la génération de cartes pla-
naires [Fus05, Fus07], pour laquelle il introduit des générateurs mixtes etiquetés/non étiquetés
et un premier opérateur de substitution. Dans [BFKV07], Bodirsky et al. présentent également
un opérateur de pointage non biaisé pour les classes combinatoires étiquetées comportant des
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taille < taille < 250 103 | 4.10° | 16.10° | 64.10% | 256.10° | +
Arbres d’Otter | 959612 | 20394 | 9966 | 4959 | 2515 1241 | 1313 | 2h 5min

Arbres généraux | 944122 | 27787 | 14002 | 7086 3510 1761 1732 | 2h 15min
Mobiles 965062 | 17791 | 8646 | 4275 2036 1048 1142 | 1h 37min
Circuits 945152 | 27412 | 13751 | 6782 3362 1740 1801 | 5h 54min

TAB. 4 — Echantillons de tailles, 1000 000 tirages.

opérateurs de Pélyal”. Ainsi, ils peuvent étendre la génération de Boltzmann & I'opération de
substitution dans le cas des structures non étiquetées. Enfin, dans [BJ08], les auteurs considérent
un modele mixte de structures partiellement étiquetées et définissent les générateurs de Boltz-
mann correspondants.

Le prochain chapitre présentera une autre application de la génération de Boltzmann non
étiquetée, pour engendrer des partitions planes de grande taille.

9Contrairement aux structures rigides, si 'on essaie de pointer naivement une structure comportant des
symétries, on ne produit pas n structures pointées de taille n.
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Les partitions planes, & l'origine introduites par Young [YouOl], font I'objet d’un intérét
constant dans de nombreux domaines des mathématiques [BK72, Gan81, Knu70, MKO06, Wri31]
et de la physique statistique [MNO7, Ver96]. Elles ont également joué un role crucial dans la
résolution de problemes difficiles en combinatoire [Zei96, Bre99]. La série génératrice qui énumere
les partitions planes a une forme particulierement simple mais ces partitions ne sont pas pour au-
tant spécifiables directement, contrairement aux exemples que nous avons vus jusqu’a présent.
Pour produire un générateur aléatoire de partitions planes, nous allons utiliser une bijection
due & Pak [Pak02], afin de se ramener a des structures décomposables pour lesquelles ont sait
assembler un générateur de Boltzmann. D’autres travaux portent sur la génération aléatoire
des partitions planes; Krattenthaler [Kra99] propose notamment un algorithme bijectif pour
engendrer uniformément des partitions planes contenues dans une boite de dimensions a x b X c.
Cela équivaut a engendrer aléatoirement des pavages d’un hexagone de cotés (a,b,c,a,b,c)
par des losanges?’. La bijection est obtenue en observant la représentation en 3D d’une par-
tition plane (un empilement de cubes) suivant la direction (—1,—1,—1). Notre approche est
légerement différente car nous souhaitons engendrer des partitions uniformément par rapport a
leur taille, parametre relativement naturel puisqu’il correspond au volume de la partition dans
sa représentation en 3D. Récemment, plusieurs auteurs ont étudié les propriétés statistiques

2071 existe d’autres travaux sur la générations des pavages d’un hexagone par des losanges, notamment ceux de
Propp et Wilson[Pro97, Wil97].
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des partitions planes de ce point de vue. En particulier, Cerf et Kenyon [CKO01] ont déterminé
la forme asymptotique des partitions planes a taille fixée. C’est une question qui a également
intéressé Okounkov et Reshetikhin [OR03] qui ont étendu cette étude au cas des partitions en-
cadrées ou tordues [OR07]. Nous présenterons dans ce chapitre des générateurs pour ces trois
familles de partitions. Nous verrons que I’association de la bijection de Pak et de la méthode
de Boltzmann conduit & des algorithmes efficaces permettant d’engendrer, en quelques minutes,
des partitions planes dont la taille peut aller jusqu’a 107.
Ce chapitre reprend les résultats présentés dans [BFP06, BEP07].

1 Définitions

Les partitions planes (et leurs variantes) sont des structures pour lesquelles il n’existe pas de
décomposition naturelle en termes de constructions admissibles. En particulier, elles possedent
une double contrainte d’ordre (horizontal et vertical) qui les rend sensiblement plus complexes
qu’il n’y parait. Néanmoins, il existe des classes spécifiables avec lesquelles elles sont en bijection.
C’est pourquoi, apres avoir défini les classes de partitions planes dont il est question, nous
présentons également ces classes spécifiables. L’isomorphisme qui les lie fera I’objet de la section
suivante.

1.1 Partitions planes

Définition 8. Une partition plane de taille n est un tableau d’entiers a deux dimensions
(ai’j)Ni' Ses entrées sont décroissantes de bas en haut et de gauche a droite et leur somme
vaut n. En d’autres termes,

V(i,5) €N%,  ai; > aij1 >0, ai;>ai41; >0 et Zaz’,j =n. (1)
Z’?j

On appelle P la classe combinatoire formée de ’ensemble des partitions planes. La fonction de
taille associée a une partition P = (al}j)Ni est :

1Pl =" ai;.
i

L’ensemble des entrées non nulles du tableau délimitent la forme?' de la partition plane.
Cette forme correspond & une partition d’entier A = (¢1, 42, ..., ), ou chaque ¥¢; représente le
nombre d’éléments non nuls dans la colonne d’indice i de la partition plane et k est le nombre
d’éléments non nuls dans la premiere ligne. Ainsi, une définition alternative pour une partition
plane est la donnée d’une forme et d’un remplissage par des entiers non nuls, décroissants en
ligne et en colonne. La figure 1 représente, par exemple, une partition plane de taille 22 et
de forme A = (4,2,2,1). Le repére en rouge indique 'orientation (le sens de numérotation des
lignes et des colonnes) de la partition. Les partitions planes se représentent naturellement en
trois dimensions comme des empilements de cubes de hauteur décroissante suivant les axes x
et y. La taille de la partition correspond alors au nombre de cubes qui composent I’empilement.
La figure 1 représente une partition plane vue suivant la direction (—1,—1, —1).

Nous appelons rectangle enveloppant d’'une partition P = (ai,j)Ni , le plus petit intervalle

double R = [1..a] x [1..b] contenant tous les indices (7, j) pour lesquels les entrées de P sont non

21 Aussi appelée diagramme de Ferrer.
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| N7
= B =
41212
1 5032 1]
forme partition plane 3D

F1G. 1 — Une partition plane et sa représentation en 3 dimensions.

nulles. Le rectangle enveloppant d’une partition de forme \ = (¢1,02,...,0) est (¢1,k). Nous
pouvons maintenant définir une variante des partitions planes, les partitions encadrées.

Définition 9. Etant donnés a et b dans N2, une partition plane (axb)-encadrée est une partition
dont le rectangle enveloppant est contenu dans le rectangle (a x b). On note Py la classe des
partitions planes encadrées par le rectangle (a x b).

Par exemple, la classe Py 1 contient toutes les partitions réduites a une seule case ; la partition
plane représentée par la figure 1, quant a elle, appartient a la classe Py 4, mais également a toutes
les classes P; ; telles que i > 4 et j > 4. Enfin, nous traitons une derniere variété de partitions
planes, les partitions tordues.

Définition 10. Une partition D-tordue est un tableau d’entiers positifs (a;;)p dont les indices
appartiennent a un domaine D C [1..a] x [1..b], pour a > 1 et b > 1, satisfaisant la condition de
monotonicité suivante :

{(i,j)e D= (i',j/) € Dsii €i,a[ et j € [j,b[}.

De plus, ses entrées sont décroissantes en ligne et en colonne. On note Sp la classe des partitions
D-tordues. La taille d’une partition tordue est la somme des entiers qui la composent.

Les partitions planes et les partitions encadrées sont des cas particuliers des partitions
tordues, pour D = N2 et D = [1..a] x [1..b]. Comme pour les partitions planes, on peut définir
alternativement une partition tordue comme un tableau de forme \/u, ot A et p sont des
partitions d’entier telles que p C A. La figure 2 donne un exemple de partition D-tordue de
taille 43, avec D = (8,5,5,3,2,1)/(3,2).

%
B <

F1G. 2 — Une partition tordue et sa représentation en 3 dimensions.
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-
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Chapitre 3. Application a la génération de partitions planes

1.2 Séries génératrices et structures décomposables

Le probleme de I’énumération des partitions planes a été résolu par Mac Mahon [Mac96] qui
a prouvé la formule remarquable :

P(z)=[Ja-=", (2)

r>1

pour leur série génératrice P(z). Cette formule, d’une étonnante simplicité, est pourtant restée
longtemps sans preuve constructive. La premiere preuve complétement bijective est due a Krat-
tenthaler dans [Kra99]. Cette série génératrice peut se réécrire sous la forme plus familiere :

PE) =TT —em Q

4,j>0
qui est également la série génératrice d’une classe décomposable non étiquetée M spécifiée par :
M = MSET(Z x SEQ(Z)?). (4)
Il existe donc un isomorphisme implicite entre P et M. Nous verrons dans la section suivante
que l'algorithme présenté par Pak dans [Pak02] réalise effectivement cet isomorphisme. Classi-

quement, SEQ(Z) est identifié a la classe des entiers positifs ou nuls, de telle sorte que 1'on peut
spécifier M comme un multi-ensemble de couples d’entiers??, avec la notation simplifiée :

M = MSET(Z x N?). (5)

De fagon similaire, nous pouvons définir les classes décomposables isomorphes aux partitions
encadrées et tordues :

Map = ][] SEQ(Z x 2 x 27) = MSET(N<a x Noy) = Poy, (6)
0<i<a
0<j5<b

Mp = [ Sea(z x 270 x 27740)) ~ Sp, (7)
(i,7)€D

ou £(i) est l’abscisse minimale telle que (¢(i),7) € D et d(j) est 'ordonnée minimale telle
que (i,d(j)) € D. Ces spécifications se traduisent en séries génératrices :

1
Pop(2) = Map(z) = H 1 — it (8)
0<i<a
0<j<b
1
Sp(z) = Mp(z) = H 1= ) (9)
(4,5)€D

ot h(i,j) =i — £(i) +j — d(j) + 1,

22Plus précisément des triplets de la forme (Z2,1,7), avec i et j des entiers positifs.
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2. Générateurs de partitions planes

{(0,0), (1,0), (2,0), , 1[2]o]o]o {(2,0), (2,0), [0] taille=23
o o1 o1 | > |ETelslsle] wite=s» o1 02 | e
(3,1), (1,2), (2,2), T2 00 2,2), (0,3), B
03), (1,3), (1.3)} P —— (13), (1,3)} 510

a

F1G. 3 — Mg -structure, M p-structure, et diagrammes associés.

1.3 Diagrammes

Afin de présenter simplement l'algorithme de Pak pour transformer une M-structure en
partition plane, nous introduisons une description alternative des multi-ensembles de couples
d’entiers sous la forme de diagrammes :

Définition 11. Le diagramme T d’une M-structure M est un tableau a deux dimensions
d’entiers positifs ou nuls (m; ;j)n2 tels que m; ; est la multiplicité de (Z,1,7) dans M. La taille
d’un diagramme T est définie de la fagon suivante :

7] = mij(i+j+1).
i,J

Cette définition reste valable pour les classes M,;, et Mp en adaptant les formes des
diagrammes aux domaines correspondants (voir exemples, figure 3). On peut également étendre
la notion de rectangle enveloppant aux diagrammes.

La taille d’un diagramme, telle que nous venons de la définir, est exactement la taille du
multi-ensemble de couples d’entiers correspondant. La taille associée a chaque couple de coor-
données du diagramme est équivalente a la notion classique de longueur d’équerre.

Définition 12. L’équerre de la case (i,j) dans un tableau de forme X\ est l’ensemble des cases
qui se situent o gauche de (i,7) sur la méme ligne et en dessous de (i,j) dans la méme colonne,
y compris elle-méme. La longueur d’équerre h(i,j) de la case (i,j) est le nombre total de cases
qui composent l’équerre de (i, 7).

L’équerre de la case (2,3) de la partition plane de la figure 1 et celle de la case (3,3) de la
partition tordue de la figure 2 sont colorées en bleu. Elles sont toutes deux de longueur 4.

2 Générateurs de partitions planes

2.1 La bijection de Pak

Dans [Pak02] (et en résumé dans [Pak06]), Pak donne une preuve bijective pour la série
génératrice des partitions planes inversées :

Définition 13. Une partition plane inversée de forme A est un tableau dont la forme est une
partition d’entier A, et dont les entrées sont des entiers positifs ou nuls, croissants en ligne et
en colonne.

Les partitions inversées sont en bijection avec les partitions tordues (la bijection consiste
en une simple rotation de 180° sur les tableaux). Elles ont donc la méme série génératrice??

23 Aussi appelée “hook content formula”.
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Chapitre 3. Application a la génération de partitions planes

a|
c ¢ — ¢+ max(a,r)

a]
{(0,0), (1,0), (2,0), (2,0), (0,1), (1,2) } | I {c|r | ¢ «— max(a,r) + min(l,b) — ¢
MeM rectangle enveloppant L
A
o[1]o o[1]o o[+ o Jilfo 1 [IE 1]1]o
1]o]o 1]ofo] =) [1]ofo] =) [1]o]o| ) [1]o]o] ) [1]0
1]1]2 1]1]2 1]1]2 1]1]2 1]1]2 1]1]2
-
1]1]o 1o o 1]o]o 1]o]o 1]o]o 1] PeP
O o] © Bliloe| © [2]1]o] © [2]1]1] O [2]2]1] &) [2]2]4
1]1]2 1]1]2 14 d: E + HE 4]3]2

Fia. 4 — L’algorithme de Pak illustré sur un exemple.

et la preuve de Pak réalise une bijection effective entre les partions tordues et les diagrammes
appartenant a la classe Mp. Par spécialisation, cet algorithme fournit également la bijection
entre les partitions planes ou encadrées et leur diagrammes correspondants.

Nous présentons ici une version modifiée de l'algorithme de Pak, adaptée a notre termi-
nologie. Il recoit en entrée un diagramme T de taille n dont on peut déterminer le rectangle
enveloppant (¢ x w) et le transforme en une partition plane de taille n, dont le rectangle en-
veloppant est au plus (¢ x w). Le traitement effectué est séquentiel : on parcourt les cases du
diagramme ligne par ligne, depuis le coin supérieur droit. Pour chaque case, on réalise une trans-
formation locale dépendant uniquement des cases voisines, puis on parcourt les cases situées en
diagonale de cette case, auxquelles on applique une seconde transformation, également locale.
La complexité globale du processus est O(M?3), ot M = maz (¢, w), dans le pire cas. La figure 4
présente un exemple d’exécution de cet algorithme.

Algo_Pak(T)
Entrée : un diagramme 7 de rectangle enveloppant (£ X w)
Sortie: une partition plane

pour i de ¢ a 1 faire
pour ;7 de w a 1 faire

Ti,j]) < T[i, j] + max(T[j + 1,4]), T[i, j + 1])

pour ¢ de 1 a min(w —j,¢ —1i) faire
T—1i+c
y—jtc
Tlz,y] «— max(T[z + 1,y|, T[x,y + 1])

+min(T[x — 1,y], T[z,y — 1]) — T[z, y]

renvoyer D

Bien que cet algorithme soit relativement simple, prouver qu’il réalise effectivement la bijection
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2. Générateurs de partitions planes

entre Sp et Mp n’est pas trivial. L’idée est de montrer par induction que ce processus est
réversible et qu’a chaque étape, ’ensemble des cases déja parcourues forme bien une partition
plane dont la taille correspond a celle du diagramme initial restreint au méme ensemble de cases.

2.2 Générateurs de diagrammes

On sait désormais transformer un diagramme quelconque en sa partition plane associée. Le
probleme de la génération aléatoire des partitions planes peut alors se réduire a celui d’engendrer
des diagrammes aléatoires avec une distribution uniforme sur leur taille. Etant donné que les
diagrammes (et leur variantes) sont spécifiables a 1’aide des constructions de multi-ensemble, de
séquence et de produit, on peut assembler automatiquement les générateurs correspondants a
partir des algorithmes présentés au chapitre 2. L’algorithme est adapté pour renvoyer le multi-
ensemble directement sous la forme d’un diagramme 7' que ’on pourra ensuite transformer en
partition plane en utilisant Algo_Pak(T).

I'M(x)
k+ Indice_Max_MSet(Z x N2 z)
pour ¢ de 1 a k—1 faire
i — Poiss(ﬁ)
répéter p;, fois
u«— Geom(z'); v+ Geom(z?)
Tlu,v] — Tlu,v] + i

. k
P — P01sszl(k(1f7xk)2)

répéter p; fois
u«— Geom(z¥); v« Geom(zF)
Tlu,v] «— Tlu,v] + k

renvoyer T

Proposition 10. Le processus I'P(x) qui applique la procédure Algo_Pak & un diagramme
produit par lalgorithme TM(z) est un générateur de Boltzmann libre pour la classe P des
partitions planes.

On pourrait tout a fait utiliser cet algorithme associé a une procédure de rejet pour en-
gendrer également des diagrammes de M, et Mp, mais il y a une fagon plus simple et plus
efficace de procéder. En effet, nous sommes dans le cas particulier ou 'on souhaite engen-
drer des multi-ensembles d’éléments appartenant a une classe combinatoire finie dont on sait
énumérer les structures, puisqu’il s’agit des couples de cordonnées des cases du domaine fini D
(D = [1..a] x [1..b] pour M,}). Le générateur s’obtient alors comme une traduction directe de
la spécification (7) :

I'Mp(z)
pour (i,7) dans D faire
T[i,j] «— Geom(z"("7)
renvoyer T

Proposition 11. Le processus I'Sp(z) appliquant la procédure Algo_Pak au diagramme produit
par Ualgorithme TMp(zx) est un générateur de Boltzmann libre pour la classe des partitions
tordues Sp. En choisissant D = [1..a] x [1..b], on obtient un générateur de Boltzmann pour les
partitions encadrées Pgy,.
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Chapitre 3. Application a la génération de partitions planes

3 Génération en taille exacte ou approchée

Comme nous ’avons vu dans les chapitres précédents, nous pouvons adapter les générateurs
libres I'P(x) et I'Sp(z) pour qu’ils engendrent des partitions avec une taille n fixée, exacte ou
approchée, en choisissant le parametre x de telle sorte que 'espérance de la taille des partitions
engendrées soit n. On peut alors analyser la complexité des générateurs ciblés ainsi obtenus
en fonction de n. Cette section présente ce résultat de complexité ainsi que les principaux
éléments qui permettent de le démontrer. La preuve complete et détaillée, due a Eric Fusy,
se trouve dans [BFP07]. Elle implique l'utilisation d’outils d’analyse asymptotique tels que la

transformée de Mellin et la méthode de col que nous ne présenterons pas ici®*.

3.1 Générateurs ciblés

La premiere étape est de déterminer comment choisir la valeur de x pour viser la taille n.
Pour cela, on calcule I'espérance de la taille des partitions planes engendrées sous modele de
Boltzmann, en utilisant la formule donnée au chapitre 1. Pour les partitions planes, on obtient :

Plle) _ 2¢(3)

1
IEJC(N)::/UP(J:) :(1_$)3+O<(1_$)2> quand x — 17,

la deuxieme expression impliquant 1'utilisation de la transformée de Mellin. L’espérance de la
taille des partitions tordues appartenant a Sp vaut quant a elle :

Sb
Sp

D
= D] quand x — 17,
(1—-=)
ou |D| est le nombre de cases appartenant au domaine D. Pour engendrer des partitions
planes (resp. tordues) de taille n, on choisit comme valeur de parameétre la solution &, de
I’équation E,(N) = n (resp. la solution ¢ de E, p(N) =n) :

E,p(N) ==z

—~|—
SIS
~— [ —

&i=1-(¢EB)/n)", & :=1-|D|/n. (10)

Les générateurs de partitions planes ou tordues en taille approchée ou exacte sont alors ob-
tenus en utilisant ces valeurs de parameétre, associées a une procédure de rejet. Etant donné
que la taille d’une partition plane est la méme que celle du diagramme dont elle est issue, ce
rejet intervient avant méme d’invoquer la procédure Algo_Pak. On note I'P[n| le générateur de
partitions planes de taille exactement n et I'P[n, €] celui en taille approchée (de méme pour les
partitions tordues). On rappelle qu’en taille approchée, on engendre des partitions dont la taille
appartient a Uintervalle [n(1 —¢),n(1 + ¢)].

Théoréme 4 ([BFP07]). Les générateurs de partitions planes T'P[n, e] et T'P[n] ont respective-
ment les complexités arithmétiques réelles :

e O(nln(n)?), en taille approchée,

o O(ng), en taille exacte.
Les générateurs de partitions tordues I'Spln,e] et TSp[n| ont respectivement les complexités
arithmétiques réelles :

e O(1) quand n — oo, en taille approchée,

e O(|D|n), en taille exacte.

2Voir [FGDY5] pour une étude détaillé sur la transformée de Mellin et [FS08, chap. 8] pour la méthode de col.
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3. Génération en taille exacte ou approchée

La table 1 donne les temps de génération et de transformation obtenus avec les algorithmes
en taille approchée présentés ci-dessus. Ces mesures ont été effectuées avec un processeur Intel
a 3.2GHz et 2Go de mémoire. Le générateur est écrit en Maple 10 et la procédure Algo_Pak
en OCaml. Les figures 6 et 7 (en fin de chapitre) donnent des exemples de partitions planes,
encadrées et tordues obtenues avec ces générateurs. Les dessins sont réalisés avec Gnuplot.

taillevisée | 103 [ 10 | 105 | 10° 107

rm 0.052 sec. | 0.27 sec. 1.25 sec. 5.88 sec. 39.23 sec.
bijection 0.001 sec. | 0.016 sec. | 0.401 sec. | 7.766 sec. | 2 min. 46 sec.
I'Mio,10 0.038 sec. | 0.039 sec. | 0.039 sec. | 0.039 sec. 0.039 sec.
bijection 0.00 sec. | 0.00 sec. | 0.00 sec. | 0.00 sec. 0.00 sec.
I'M50,50 1.14 sec. 1.16 sec. 1.18 sec. 1.22 sec. 1.24 sec.
bijection 0.001 sec. | 0.003 sec. | 0.004 sec. | 0.004 sec. 0.004 sec.
I'Mi00,100 4.58 sec. 4.63 sec. 4.81 sec. 5.28 sec. 5.97 sec.
bijection 0.001 sec. | 0.012 sec. | 0.021 sec. | 0.024 sec. 0.024 sec.

TAB. 1 — Temps de génération pour différentes tailles de partitions (planes ou encadrées).

3.2 Complexité

Pour analyser la complexité des générateurs en taille approchée et exacte, il faut dans un
premier temps déterminer en fonction de z la complexité des générateurs libres. On pourra
alors en déduire la complexité des générateurs de diagrammes paramétrés par &, ou &P, La
complexité globale du générateur de partitions planes dépend également du nombre moyen de
rejets effectués pour obtenir un diagramme de taille n (ou approchée). Enfin, s’ajoute a cela le
cout de la procédure Algo_Pak sur un diagramme de taille n. En utilisant la notation AA pour
la complexité d’un générateur de A-structures, on a :

AP[n] = AM(&,) - T + Ep(Algo_Pak) et AP[n,e] = AMp(&,) - mp e + E(Algo_Pak), (11)

ou m, (resp. m,.) est le nombre moyen d’essais avant d’obtenir un diagramme de taille n
(resp. approximativement n) et E, (Algo_Pak) est 'espérance de la complexité de I’algorithme
Algo_Pak appliqué & un diagramme de taille n.

Pour calculer AM(x), on utilise le fait que le tirage d’un loi géométrique se fait avec un cout
constant et on remarque que la complexité de la génération correspond alors a une somme de

lois de Poisson de parametre W, pour ¢ > 1. Enfin, en utilisant la transformée de Mellin,

1
AM(z) = O <> .
( ) r—1— (1 — Jf)2
D’apres (10), la complexité du générateur ciblé est donc :
).

Sous modele de Boltzmann, les tailles des partitions planes ont une distribution concentrée.
La figure 5 représente cette distribution pour différentes valeurs de z. Le rejet est donc relative-
ment limité. En utilisant 'inégalité de Chebyshev pour calculer 7, . et la transformée de Mellin

on obtient :

ol
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P,(N =n)
0.004 3 x=0.845
] x=0.875
0,003 x=0.899
" s 3
] \
0,002 1 \
1 \.\
] \
0,001 \.
] N
0 — S
0 1000 1500 2000 7n

Fi1G. 5 — Distribution des tailles des partitions planes pour différentes valeurs de .

ainsi que la méthode de col pour m,, on obtient :

Tne — 1, Ty ~ n2/3/c, avec ¢ ~ 0.1023.
n—od n—oo

Enfin, nous avons besoin de calculer ’espérance de la complexité de ’algorithme Algo_Pak.
Nous avons vu que cet algorithme est cubique en la plus grande dimension M du rectangle
enveloppant du diagramme passé en parametre. Pour évaluer la complexité de la procédure
Algo_Pak sur un diagramme de taille n, nous devons estimer la taille du rectangle enveloppant
d’un diagramme de taille n. On va, en fait, analyser un parametre plus simple : la longueur
d’équerre maximale Ry, (n) d'un diagramme de taille n. Etant donné que pour un diagramme
de longueur M, la longueur h,,q; vaut au moins M et au plus 2M, la procédure Algo_Pak est
également cubique en hpq,. En utilisant la méthode de col, on sait analyser hq.(n) :

himaz(n) = O(nilogn),

n—oo

et on obtient :
E,(Algo_Pak) = O(nlog®n).

L’équation (11) nous permet alors d’obtenir les complexités du théoreme 4.
Dans le cas des partitions tordues, ’analyse est simplifiée par le fait que la complexité du
générateur ciblé et de la procédure Algo_Pak ne dépendent que de la taille du domaine choisi :

AMp(EP)y=0(01) et E, (Algo_Pak) = O(1).

En moyenne, le nombre d’essais a faire avant d’obtenir un diagramme de taille n avec le
générateur T M p (&) est O(1) en taille approchée et O(n) en taille exacte.
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génération : ~ 7 sec.  bijection : ~ 280 sec.

F1G. 6 — Une partition plane aléatoire de taille 1005749 engendrée avec I'P(0.9866).

75



Chapitre 3. Application a la génération de partitions planes

génération : ~ 5 sec. génération : ~ 4 sec.
bijection : ~ 0.7 sec. bijection : ~ 0.35 sec.

F1G. 7 — Une partition (100 x 100)-encadrée, de taille 999400, engendrée avec I'P1g0,100(0.9931)
et une partition tordue dans le domaine D = [0..99] x [0..99]\[0..49] x [0..49], de taille 1005532,
engendrée avec I'Sp(0.9942).
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Chapitre 4

Eléments de théorie des especes et
itération combinatoire
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Nous présentons ici une introduction succincte a la théorie des especes de structures com-
binatoires de Joyal [Joy81], développée ensuite par Bergeron, Labelle et Leroux dans [BLLIS],
qui nous servira de base pour présenter les itérations combinatoires. La description récursive
d’especes arborescentes par le biais de systemes d’équations fonctionnelles joue un role central
dans cette théorie. Le théoreme des espéces implicites de Joyal nous assure, sous des hypotheses
tres générales, I'existence et I'unicité des especes décrites par ce type de systemes. Nous donnons
une preuve légerement remaniée de ce théoreme afin d’introduire les outils que nous utiliserons
ensuite et notamment certaines propriétés suffisantes pour la convergence de suites d’especes
définies par itération. Ces itérations combinatoires sont le point de départ de notre méthode
de calcul d’oracle. Nous concluons ce chapitre par des exemples d’especes (arbres généraux pla-
naires et graphes série-parallele) produites par itération de point fixe. Le chapitre suivant sera
consacré a des itérations dont la convergence est plus rapide.

1 Espeéeces de structures combinatoires

De fagon informelle, une espéce de structures est une reégle (ou une construction) F qui
associe a chaque ensemble fini U un ensemble fini F[U] indépendant de la nature des éléments
de U. Cela correspond a la notion de classe combinatoire que nous avons introduite au début de
ce mémoire. Les éléments de F[U] sont des structures combinatoires étiquetées par les éléments
de U et définies par la regle F. L’indépendance entre la regle F et la nature des éléments de U
traduit une invariance structurelle par réétiquetage.
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¥

Fi1G. 1 — Exemple de F-structure.

Dans cette premiere section, nous avons extrait de [BLL9I8]?® la définition précise d'une
espece de structures, ainsi que quelques notions complémentaires utiles pour la suite.

1.1 Définitions

Espéces de structures

Définition 14. Une espece de structures est une régle?® F qui produit :
1. pour chaque ensemble fini U, un ensemble fini F[U],
2. pour chaque bijection o : U — V', une fonction Flo| : F[U| — F[V]

Les fonctions Flo] doivent, de plus, satisfaire les propriétés suivantes :
e pour toutes les bijections o : U — V et7:V — W,

Flroo] = Flr]o Flo],
e pour toute fonction identité Idy : U — U,
Flldy] = ldz (-

Un élément « appartenant a F[U] est appelé une F-structure sur U (ou encore une structure
de lespece F sur U). On dira que U est 'ensemble sous-jacent de 7, ou que 7 est portée
par U. La fonction F[o] est appelée le transport des F-structures suivant o. Pour représenter
une F-structure générique, on utilisera souvent des schémas similaires a celui de la figure 1. Les
ronds colorés représentent les différents éléments de 1’ensemble sous-jacent U de la F-structure.
L’arc de cercle indique que les points de U portent la structure F.

Exemple 14. L’espece G des graphes simples (non orientés, sans boucle et sans aréte
multiple) et leurs isomorphismes est définie, pour un ensemble fini V', par

GVl ={glg= (V,E)}, tel que E est un sous-ensemble de {(a,3)|a # B et a,p € V}.

Pour chaque ensemble V', les G-structures sur V sont les graphes dont ’ensemble des
sommets est V. Pour chaque bijection o de V' dans W, G[o] transforme tout graphe de
G[V] en un graphe de G[W] en réétiquetant les sommets suivant o. La figure 2 donne
un exemple v de G-structure sur V = {a,b,c,d, e, f}, ainsi que le transport de v par la
bijection ¢ décrite par la méme figure. Le graphe obtenu est isomorphe a .

25Une introduction & la théorie des especes est disponible en version électronique & 1'adresse : http://bergeron.
math.ugam.ca/Site/bergeron_ugam files/book.pdf.
260n parle également de foncteur.
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1. Espéces de structures combinatoires

o
abc>§<ef
1Py

Fic. 2 — Transport d’une G-structure.

Isomorphismes Intuitivement, deux structures isomorphes peuvent étre considérées comme
identiques si la nature des éléments de leurs ensembles sous-jacents est ignorée. Cette “forme
générale” que les structures isomorphes ont en commun est leur type d’somorphisme. On le
représente par un schéma similaire a celui d’une F-structure, mais les éléments de ’ensemble
sous-jacent sont rendus indistinguables (représentés par des ronds noirs dans les schémas). La
structure obtenue est non étiquetée.

Définition 15. Soient deuzx F-structures v1 € F[U] et yo € F[V]. Une bijection o : U — V est
appelée un isomorphisme de 7y, vers vo si vo = Flo](71). On dit que 1 et y2 ont le méme type
d’isomorphisme. Un isomorphisme de v vers v est appelé un automorphisme de ~.

Définition 16. Soient F et G deux espéces de structures. Un isomorphisme de F wvers G est
une famille de bijections oy : F[U] — G[U] telle que, pour toute bijection o : U — Vet pour
toute F-structure v, on a :

o(au(v)) = av(o(y))
En d’autre termes, le diagramme suivant commute :
FlU] —*—G[U]
ﬂo—ll ‘g[a]
FlvV] -2~ G[V]

On dira dans ce cas que les espéces F et G sont isomorphes, ce que l'on note F ~ G.

Espeéces multi-sortes Une extension naturelle des espéces de structures est la notion d’espece
multi-sortes, analogue des fonctions a plusieurs variables. On peut, par exemple, décrire ’espéce
des arbres comme une espece a deux sortes : les noeuds internes et les feuilles. Le transport de
structure doit alors conserver la distinction entre nceuds internes et feuilles.

Soit U un k-uplet (Ui, ...,Ux). Un élément u € U; est appelé un élément de U de sorte i.
La multi-cardinalité de U est le k-uplet de cardinalités |U| = (|Uy],...,|Ux|). La cardinalité
totale de U est la somme ||U|| = |Ui|+,...,+|Ug|. Une multi-fonction f de (Ui,...,Uy) dans
(Vi,..., V) est un k-uplet de fonctions (fi,..., fi) tel que f; : Uy — V; pour i = 1,... k. La
composition de deux multi-fonctions est obtenue par composition des f;.

Définition 17. Soit kK > 1 un entier. Une espéce a m sortes est une regle F qui produit :
1. pour chaque m-uplet fini U = (Uy,...,Uy), un ensemble fini F[Un,...,Upy]

2. pour chaque multi-fonction o = (o1,...,0m) : (U1,...,Up) — (V1,..., Vi), une fonction :
Flo] =Flo,...,om) : FlU1,...,Up] — F[Vi,..., Val,

telle que, quelles que soient o et 7, F[roo] = F[r]o Flo] et Flldy] = ldgy-
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Description des espéces Avec ces définitions des espéces et des especes multi-sortes, il est
possible de décrire la régle F et la fonction de transport F[o| de différentes fagons. Nous ne
retenons ici que celles qui nous seront utiles par la suite.

Quand les structures d’une espece sont particulierement simples ou peu nombreuses, il peut
étre avantageux de la définir par une description explicite des ensembles F[U] et des fonc-
tions?” F|o]. Les exemples suivants appartiennent & cette catégorie :

e L’espece E des ensembles est simplement définie par E[U] = {U}. Pour chaque en-

semble U, il existe une unique FE-structure, I’ensemble U lui-méme.

e [’espece Z, caractéristique des singletons, définie par

ZIU)={U} si |U| =1 et & sinon.

C’est I’équivalent de ’atome Z utilisé pour construire les structures décomposables. Dans
les schémas, nous identifions les Z-structures a I'unique élément de leur ensemble sous-
jacent (représenté par un rond noir).

e L’espece 1, caractéristique de I’ensemble vide, définie par

1{U] ={U} si |U| =0 et @ sinon.

C’est ’équivalent de I'atome £ de taille 0 des structures décomposables.

e L’espece vide, notée 0, définie par O[U] = & pour tout U.

On peut également décrire les especes a partir de constructions ensemblistes. C’est le cas de la
description des graphes simples que nous avons donnée dans ’exemple 14. Ainsi, on peut notam-
ment décrire I'espece L des ordres linéaires®® et I’espece C' des permutations cycliques qui sont
respectivement des séquences et des cycles. Par la suite, nous utiliserons également ’espece 7'
des arbres enracinés ou encore 'espece End des endofonctions?® qui peuvent également étre
définies ainsi.

Une autre fagon de produire des especes de structures est d’appliquer des opération combina-
toires a des especes connues. Nous présentons ces opérations dans les sections suivantes. Enfin,
nous verrons dans la section 2 qu’il est également possible de décrire des especes de structures
a l'aide de systemes d’équations fonctionnelles. Cette facon de décrire les especes va jouer un
role essentiel dans les traitements combinatoires présentés au prochain chapitre.

1.2 Addition, multiplication

Définition 18. Soient F et G deux espéces de structures, l’espéce F + G, appelée la somme
de F et G, est définie comme suit : une (F + G)-structure sur U est soit une F-structure, soit
une G-structure. En d’autres termes, pour tout ensemble fini U, on a :

(F+9)[U]l=F[U]+G[U] ol + désigne l'union disjointe.

Le transport suivant la bijection o : U — V est obtenu, pour toute (F + G)-structure vy, par :

Glol(y) siyeglU]

2"Dans les exemples suivants, le transport des structures est trivial.

280n utilisera alternativement l’espéce isomorphe S des permutations, lorsque l’on veut représenter les
séquences sous la forme d’ensembles de cycles.

290n les appelle également des graphes fonctionnels, voir exemple 18, page 84.

(F +G)[o](v) :{ Flo](v) sivye F[U],
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L’addition d’especes est associative et commutative & isomorphisme pres. De plus ’espece vide 0
est un élément neutre pour I'addition : F + 0 =0+ F = F, quelle que soit ’espece F.

Exemple 15. L’espece ¥ des ensembles peut étre définie comme la somme Fy+ Fq ou Ey
(resp. E1) est 'espece des ensembles ayant un nombre pair (resp. impair) d’éléments.

Une espece G est une sous-espéce de F, notée G C F, quand, pour tout ensemble U, on a G[U] C
FU]. La soustraction C = F — G est alors définie par I’équation F = G + C.
Exemple 16. L’espece E' des ensembles non vides est définie par E* = E — 1.

Définition 19. Soient F et G deux espéces de structures; l'espéce F -G (aussi notée F X G
ou FG), appelée le produit de F et G est définie comme suit : une (F - G)-structure sur U est
une paire v = (3, 9) telle que :

1. B est une F-structure sur un sous-ensemble Uy C U,
2. 0 est une G-structure sur un sous-ensemble Uy C U,
3. U1 +U;=U.

En d’autres termes, pour tout ensemble fini U, on a :

(F-GUl= Y Fln]xg[ta.

Ui1+Ux=U

Le transport suivant la bijection o : U — V est, pour toute (F - G)-structure v = (3,6) :

(F-G)lol(v) = (Floi](v),Glo2](y)) ou o; est la restriction de o a Uj.

Le produit d’especes est associatif et commutatif a isomorphisme pres, mais en général F - G
et G - F ne sont pas identiques. L’espéce 0 est un élément absorbant pour la multiplication et
I’'espece 1 est un élément neutre : F-0=0-F =0et F-1=1-F = F, pour toute espece F.
Enfin, la multiplication est distributive par rapport a I'addition.
Exemple 17. L’espece D des dérangements (permutations sans point fixe) peut étre
définie par I’équation S = E - D, ou S est l'espece des permutations. Cette relation
s’'interpréte par le fait que toute permutation peut étre décomposée de facon canonique
comme le produit d’un ensemble de points fixes et d’un ensemble de cycles de longueur > 2.

Les notions usuelles de vecteurs (on parlera également de familles d’especes) et de matrices
s’étendent aux especes de structures. On utilise, par convention, des lettres grasses pour les
décrire. Une F-structure est une structure qui appartient a I’'une des espéeces qui composent la
famille F = (Fi,...,Fn). Les sommes et les produits de vecteurs et de matrices d’especes sont
définis comme habituellement, en utilisant des additions et des produits d’especes.

1.3 Substitution

Définition 20. Soient F et G deux espéces de structures telles que G[@] = @ (il n’y a pas de
G-structure sur un ensemble vide). L’espéce F oG, aussi notée F(G), appelée la composée de G
par F, est définie comme suit : une (F o G)-structure sur U est un triplet v = (mw, p, ) tel que :

1. 7 est une partition de U,
2. ¢ est une F-structure sur l’ensemble des classes de T,

3. 6 = (0p)per oU, pour chaque partie p de 7, 6, est une G-structure sur p.
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Fic. 3 — Exemple de F o G-structure.

En d’autres termes, pour tout ensemble fini U, on a :

(Fo@G)U] = Z Flm] x H Glp] avec B(U) Uensemble des partitions de U.
mePU) pe™

Le transport suivant la bijection o : U — V est, pour toute (F o G)-structure v = (m, ¢, ) :

(FoG)lol(v) = (a(m), Flol(e), (Glo](0p) )per)-

L’espece F(G) est le résultat de la substitution de G dans F. On dira qu’'une structure de
Pespece F(G) est une F-assemblée de G-structures. Ces G-structures seront désignées comme
les membres de la F-assemblée. La figure 3 représente cette notion de facon schématique.

Exemple 18. L’espece End des endofonctions est décrite de fagon ensembliste par :
EndlUl={¢|¢v:U - U}.

Une endofonction 1 peut étre représentée par un graphe dirigé fonctionnel. Ce graphe
possede deux sortes de sommets : les points récurrents, i.e., les éléments x pour lesquels
il existe k > 0 tels w(x)k = x, qui sont situés sur des cycles, et les points non récurrents.
Une endofonction peut donc naturellement étre identifiée & un ensemble de cycles d’arbres
enracinés, c’est-a-dire, une permutation de 7 -structures :

End =80T =8(7).

Dans un contexte multi-sortes, la définition d’une F-assemblée de Gy, ..., Gp-structures devient,

pour U = (Uy,...,Uy) :

f(gl,,gk)[U]: Z f[ﬂl,...,ﬂk]x H ng[s]

TER(U) T, ET SET;
7"1+”'+7"k:ﬂ'

1.4 Dérivation

Définition 21. Soit F une espéce de structures. L’espéce F' (également notée OF /OZ), ap-
pelée la dérivée de F, est définie comme suit : une F'-structure sur U est une F-structure
sur Ut =U U {x}, ou * est un élément n’appartenant pas a U. En d’autre termes, pour tout
ensemble fini U, on a :

F'lUl=FlU", avec UT = U U {x}.
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F1G. 4 — Exemple de F'-structure.

Le transport suivant la bijection o : U — V est obtenu, pour toute (F')-structure vy, par :

(F)lol(y) = (Pl (),
ouot : Ut — VT est l’extension canonique de o telle que o7 (u) = o(u) siu € U et o+ (x) = *.

L’élément x est appelé un bourgeon® et correspond & une branche libre dans une F-structure.
La figure 4 représente de fagon schématique la dérivée d’une F-structure. Dans les schémas,
on oubliera le plus souvent le bourgeon x car la branche libre en pointillé suffit & marquer son
emplacement. La composée (0F/0Z) o G de G par 0F /0Z est directement notée 0F/0G. On
interprete généralement la dérivée d’une espece F par rapport a G comme ’ensemble des F-
assemblées dont I'un des membres appartenant a l’espece G aurait été effacé.

Exemple 19. Intuitivement, si I'on efface un élément dans une permutation circulaire,

les éléments qui restent forment un ordre linéaire. En effet, ’espece des ordre linéaires L

peut étre définie comme la dérivée de 'espece C' des permutations circulaires : L = C”.

Pour toute espece C, le produit de F /0G et de C peut étre interprété soit de fagon classique,
soit comme le remplacement du bourgeon de dF/9G par une C-structure. Cela se traduit par
I’isomorphisme suivant :

Par la suite, c’est cette deuxieme interprétation du produit par une espece dérivée que nous
utiliserons. Dans le cas particulier ou C est une sous-espece de G, cette opération correspond au
pointage d’une G-structure dans une F-assemblée. Par contre, lorsque G et C sont disjointes, la
marque portée par la C-structure substituée au bourgeon peut étre oubliée, puisque ce marquage
est le seul possible.
Exemple 20. Le carré (F')? est 'espece des F-assemblées dont I'un des membres est une
F'-structure. Plus généralement, une structure de I'espece L(F’) est une arbre construit
par itération de ce procédé. Ce phénomene est illustré par les figures 5 et 6.

FiG. 5 — Exemple de (F')%-structure.

30Terminologie empruntée 3 [Lab85]
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L(¥")

Fi1G. 6 — Exemple de L(F)-structure.

Exemple 21. Quelles que soient les especes F, G et C telles que G N C = &, on a
I’inclusion suivante :

F(G+C)DF(G)+F(G) xC. (1)

L’interprétation est la suivante : les structures a droite sont soit de 'espece F(G), i.e.,
des F-assemblées de G-structures uniquement ; soit de lespece F'(G) x C, c¢’est-a-dire
des F-assemblées de G-structures dont 1'une est remplacée par une C-structure. Ce sont
clairement des espeéces disjointes, toutes deux contenues dans F(G+C). Ce sont les premiers
termes du développement de Taylor donné par Labelle dans [Lab90)].

On peut étendre 'opération de dérivation aux especes multi-sortes. La dérivée partielle de
Pespece F(24,...,2) sur U = (Uy,...,Uy) par rapport a Z; est alors définie par :

oF
0Z;

(Z1,...,2,)[0] = FlUy,..., U, ..., Ug).

La matrice jacobienne d’'une famille d’especes F par rapport au vecteur Z, notée 8F /O Z, est
la matrice dont les entrées sont les dérivées partielles 0F;(2)/0Z;.
Exemple 22. Soit une famille d’espéces définie par F(Z1, 23), avec

2} x L(Zz)) .

Dériver une L-structure consiste a effacer un de ses éléments. Cela revient a la “couper”
en deux. La structure obtenue est donc un couple d’ordres linéaires. De méme, dériver
un produit consiste a effacer I'un des deux membres du produit. Enfin, en effacant un
élément dans un ensemble, la structure obtenue reste un ensemble. On a donc :

L'(2)=L(Zp, (2% =22, E'(2)=E@2)
La matrice jacobienne de F par rapport & Z = (2, Z2) est donc :
OF _ (2Z211(2,) Zi{L(Z)?
0Z 0 E(Z3)
2 Especes implicites et itération combinatoire

Les arbres binaires se définissent naturellement de fagon récursive : un arbre binaire est
soit une feuille, soit le produit d’un nceud et de deux sous-arbres binaires. Cette définition de
I’espece B des arbres binaires se traduit par 1’équation fonctionnelle suivante :

B=Z+ Z x B

86



2. Espéces implicites et itération combinatoire

Fic. 7-Y =H(Z,Y) (a gauche). Arborescence H-enrichie (a droite).

Plus généralement, on peut décrire de nombreuses familles d’especes Y = ()4, ..., V) au moyen
de systémes d’équations fonctionnelles de la forme3! :

Vi =Hi(Z,91,)2,. .., Vm),

=Ho(Z,V1,V0, ..., Vm),
Vo HEZY) = Vo :2( V1, Ym) @

ym = Hm(z7y17y27 o 7ym))

ou Z = (24,...,2,) et chaque H; est une espéce a s + m sortes. La donnée d’un tel systeme
suggere une description récursive des Y-structures : une Y-structure est une H-assemblée de
singletons et de Y-structures. Par itération sur chaque membre de cette H-assemblée, on obtient
une structure arborescente enracinée que 1'on appelle arborescence H-enrichie (ou encore H-
arborescence). Cette idée est illustrée par la figure 7. La hauteur d’une arborescence H-enrichie
est le nombre maximal de H-assemblées sur une branche partant de la racine. Autrement dit,
si v est une H-arborescence, alors sa hauteur h(7y) est 0 si 7y est un singleton et max;(h(v;)) +1,
ou les v; sont les membres de la H-assemblée a la racine de ~, sinon. L’arborescence de la
figure 7, par exemple, a une hauteur égale a 3.

Pour qu’un tel systeme décrive effectivement une famille d’espeéces de structures combina-
toires, il est essentiel de donner des conditions précises assurant l'existence et 'unicité d’une
famille d’especes solution. Joyal [Joy81] nous fournit un théoréme analogue au théoreme des
fonctions implicites classique en analyse, mais dans le cadre des especes de structures.

Théoréme 5 (Especes implicites [Joy81]). SiY = H(Z,Y) est un systéeme implicite d’équations
combinatoires satisfaisant les conditions :

1. pour tout i tel que 1 <i <m, H;(0,0,...,0) =0, i.e.,
H(0,0) =0, (3)

2. la matrice jacobienne :

g’; (0,0) est nilpotente, (4)

alors il admet une solution Y unique, a isomorphisme d’espéces pres.

Comme en algebre linéaire classique, une matrice d’especes de structures M est nilpotente
si I'une de ses puissances est la matrice 0. On peut montrer que l'indice de nilpotence (la

31 Cette facon de définir les especes est ’analogue des spécifications combinatoires que nous avons étudiées dans
la premiere partie de ce mémoire (voir définition 1, page 21).
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puissance p minimale telle que MP = 0) est borné par la dimension de la matrice. Nous verrons
par la suite (lemme 8) que la nilpotence de la matrice jacobienne garantit qu’un tel systéme ne
définit pas une infinité de structures portées par un méme ensemble sous-jacent.

2.1 Suites d’especes

Une preuve du théoreme des especes implicites peut étre obtenue par construction d’une
suite d’espece qui converge vers la solution du systeme Y = H(Z,Y). Ce type de suite joue
un role prépondérant dans les traitements combinatoires que nous présenterons au prochain
chapitre. Dans la présente section, nous donnons la preuve du théoreme des espéces implicites
de Joyal en isolant les propriétés qui nous seront utiles ensuite.

2.1.1 Contact et convergence

On utilisera la notation F<j, pour désigner I’espece F réduite aux structures portées par des
ensembles de cardinalité au plus k.

Définition 22. Soient F et G deux especes de structures et k > 0 un entier. On dit que F et
G ont un contact d’ordre k, que l’'on note

f:k g?
sl existe un isomorphisme d’especes entre F<y et Gy.

Deux vecteurs d’especes F = (Fi,...Fm) et G = (Gi1,...Gy) ont un contact d’ordre £ si toutes
les espéeces qui les composent ont un contact d’ordre & :

F=6G < F,=G, Vi=1,...,m.
Définition 23. Une suite d’espéces (y["})neN converge vers une espéce Y, ce que l’on note :

lim Y =y,

n—oo
si pour tout k > 0, il existe N > 0 tel que, pour tout n > N, Yl =, V.

Par exemple, pour toute espece )V, lim V<, = ).
n—od -

Définition 24. Une suite d’espéces (y[n})neN est croissante st, pour tout n > 0,
yll  plr+l]

Comme le contact, la convergence et la croissance pour des vecteurs d’espeéces sont définies
composante par composante.

Lemme 5. Soit ('y[nl)neN une suite croissante de familles d’espéces. Si elle posséde une suite
extraite (y[@(")]), avec ¢ : N — N strictement croissante, qui converge vers une limite Y alors
(YI") converge également vers Y.
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Démonstration. Par définition de la convergence d’une suite, on a
Vk>0, IN>0, Vn>0, ¢n)>N = YOl_ y (5)

De plus, pour tout m tel que m > ¢(N), il existe M > N tel que p(N) < m < p(M); par
croissance de (Y1) on a :
Yl = ylml = yle(M)],

En ne considérant que les structures portées par des cardinalités inférieures a k, on a donc :

N m M
YO ¢ il ¢ pleon]

Or, d’apres (5), on a y[g”,gN)] =Y et y[f,gM)] = Y< k; donc on a également yZ”,j = Y<i et
finalement : B B -

Y=, y. O
La proposition suivante donne des conditions suffisantes pour la convergence d’une suite d’especes.

Proposition 12. Soit (y[”})neN une suite de familles d’espéces. Soit (un)nen une suite d’entiers
positifs telle que yin] =u, y["“]. St limy, o0 Un = 00, alors il existe une espéce Y vers laquelle
la suite (y[”})neN converge. Cette limite est unique, a isomorphisme pres.

Démonstration. Dans un premier temps, nous définissons Y en donnant ses structures pour tous
les ensembles finis et pour toutes les bijections entre des ensembles finis ; on a alors lim Y =y,
par définition de la limite.

Soit k un entier positif. La condition sur (u,) implique qu’il existe N tel que, pour tout n > N,
on a u, > k. Par conséquent, pour ces valeurs de n, yl =,y = ... =, y[N], et donc,
pour tout n > N, y["} et y[N I coincident pour tous les ensembles finis de taille k£, de méme que
toutes les bijections entre eux. Nous définissons alors leurs structures communes comme celles
de Y. Les propriétés de Y|[r o o] et Y[Idy] découlent des propriétés similaires pour v,

L’existence de limites isomorphes est contenue dans la définition d’une limite : une famille
d’especes F est une autre limite de (y[“]) si et seulement si Y =, F pour tout £ > 0; ceci
implique l'existence d’un isomorphisme d’especes entre Y<, et F<, pour tout p, i.e., d'un
isomorphisme entre Y et F. O

2.1.2 Preuve du théoréme des espéces implicites

La preuve du théoreme des especes implicites consiste a définir une suite d’especes qui
converge vers la solution du systeme Y = H(Z,)).

Lemme 6. Soit (y[”})neN une suite de familles d’espéces convergeant vers Y. Si ’H(Z,y[n})
converge aussi vers Y, alors la famille d’espéces Y est solution de Y = H(Z,Y).

Démonstration. Pour montrer que Y = H(Z,)), il suffit de prouver que les deux parties de
cette équation coincident sur les ensembles finis et leurs bijections, ce qui est une conséquence
directe de leurs convergences. O

Une itération combinatoire est un processus qui construit itérativement une espece ou une
famille d’especes par substitutions successives. En général, une telle itération est définie par son
point de départ que nous noterons Y et une regle du type Y"1 = F (Z, ,‘)7[”]) qui permet,
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a ’étape n + 1, de construire une famille d’especes ylt] par composition de yl! par F. La
preuve du théoreme 5 repose sur la convergence de l'itération de point fixe définie par :

YO —0 o Yrril_nz ) p>o0. (6)

Les deux lemmes suivants nous assurent que cette suite (y[”l) remplit les conditions de la
proposition 12.

Lemme 7. La suite de familles d’espéces (y[”})neN définie par (6) est une suite croissante.

Démonstration. On utilise une récurrence sur n. Pour n = 0, cela vient de la définition de
la famille d’espece 0 = (0,...,0). Pour tout n > 0, Iinclusion Yl il egt préservée
par H-composition :

H(Z,YM) c H(Z, Y,
Par définition de la suite (Y™), c’est équivalent & Y+1 c ph+2, O
Pour le lemme 8, nous aurons besoin du corollaire suivant.

Corollaire 1. Soit la suite (Y")nen définie par (6). Pour tout n > 0, s’il existe k > 0 tel
que Y =, Y glors on o YT = yint2,

Démonstration. 1l suffit de remarquer qu’une Y2 _structure o portée par une cardinalité < k
est, par définition, une H-assemblée de Y+ _structures portées par des cardinalités < k, c’est
A dire des Y[M-structures. Par conséquent, a appartient & H(z,y[nl) = Y En itérant ce
raisonnement, on obtient :

8 AR O

Lemme 8. Soit Y = H(Z,Y) un systéme ot H est une famille d’espéces fizée et H(0,0) = 0.
Soit (y[”l)neN une suite d’espéces définie par :

Yol —o e Yt H(ij[n}) n > 0. (7)

La matrice jacobienne %(0, 0) est nilpotente si et seulement si, pour tout n > 0 et tout k > 0,

le contact 37[”] =k y["“] implique qu’il existe p > 0 tel que y["ﬂ’] =k+1 y[”ﬂ”“].

Démonstration. Nous montrons d’abord que la condition sur la matrice jacobienne implique la
propriété sur (y["]) et ensuite la réciproque.

1. Supposons que OH/9Y(0,0) est nilpotente d’indice p > 1. Nous allons montrer que :
y[n] = y[n+1] = y[n+p] S~ y[n+p+1]‘

Intuitivement, 1’idée est que si une H-arborescence appartenant a 1’espece yrtrtl] _ gyl
était portée par une cardinalité < k + 1, alors 'une de ses branches contiendrait une structure
appartenant a (0 H/8Y(0,0))? = 0.

Nous commencons par montrer que pour ¢ > 1, toute structure v appartenant a
et portée par une cardinalité < k + 1 se réécrit comme une structure de 1’espece

[nti+1] _ ylnti]

OH/0Y(0,0) (Yt — ylti-ily,

Par définition, la structure v est une H-assemblée de Y™+ structures. Au moins 'une de ces
structures, notée 3, appartient a l'espece YT — Y+l ginon ~ serait une H-assemblée
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X 0 V[mn]_y[m]
A . 0
0

Fi1Gg. 8 — Preuve du lemme 8.

de y[””*l}—structures, cest-a-dire une Y[t _structure. D’apres le corollaire 1, un contact
d’ordre k£ au rang n est conservé aux rangs suivants; la structure § est donc nécessairement
portée par une cardinalité > k, en 'occurrence par la cardinalité k£ + 1 et toutes les autres
structures qui composent v sont portées par la cardinalité 0. Or, comme H(0,0) = 0, il n'y
a pas de H-arborescences portées par la cardinalité 0. Par conséquent, v appartient bien a
espece H/0Y(0,0)(Yr+i — ylrti=1l),

Par itération du résultat précédent, on déduit qu'une structure portée par une cardina-
lité < k + 1 et appartenant & Uespece Y"1 _yln+rl peut aussi s’écrire comme une structure
de 'espece (OH/8Y(0,0))P(Y+U — ylrl)y = 0. Autrement dit :

yltrtll _ylntrl — o,

La figure 8 donne une illustration schématique de cette preuve.

2. Réciproquement, supposons que la matrice jacobienne 8H/9Y(0,0) n’est pas nilpotente.
Pour tout ¢ > 0, il existe donc une structure appartenant a (9H/9Y(0,0))? et portée par la
cardinalité 0. Soient n > 0 et k > 1 tels que yil =, pr+ll of v une Y structure portée
par un ensemble de cardinalité d telle que 0 < d < k. Pour tout ¢ € N, on peut construire une
structure oy = [3-y, portée par la cardinalité d, telle que § appartient & (OH/8Y(0,0))?. Ainsi,
quel que soit ¢ > 0, oy est une Y+ structure portée par la cardinalité d mais qui n’est pas
une y[”+q_1]—structure, ce qui rend impossible I’hypothese sur ()7["]). O

Exemple 23. L’équation ) = H(Z,)), avec H(Z,Y) = Z + ZY, définit les ordres
linéaires ayant au moins un élément. Dans ce cas, dH/0Y(0,0) = 0, et la séquence
définie par 1’équation (7) converge bien vers l'espece des ordres linéaires. En revanche,
si H(Z,Y) =2+ Y, alors 0H/9Y(0,0) = 1 n’est pas nilpotente. Cela se traduit par le
fait que cette équation définit une infinité de structures portées par la cardinalité 1. En-
fin, bien qu’il semble absurde d’essayer de résoudre I’équation Y = Z) par itération,
cette derniere rentre bien dans le cadre du théoreme de especes implicites, mais définit
simplement 1’espece 0.

D’apres le lemme précédent et la proposition 12, si p est 'indice de nilpotence de la ma-
trice 8H/0Y(0,0), alors la suite (YP),cn extraite de (PI),en, est convergente. D’apres
le lemme 5, la suite (y["})neN est également convergente. La preuve du théoréme des especes
implicites est alors complétée par 'invocation du lemme 6.

2.2 Caractérisation de l’itération de point fixe combinatoire

Nous venons de voir que l'itération “simple”, qui consiste, a chaque étape, & composer le
résultat de I’étape précédente par H, converge vers la solution du systeme Y = H(Z,Y). Nous
avons la un algorithme qui nous permet de déterminer la solution d’un systeme d’équations
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combinatoires implicites. Par ailleurs, on peut caractériser les especes successives engendrées
par cette itération : les H-arborescences qui les composent ont une hauteur bornée.

Propriété 1. Soit Y = H(Z,Y) un systeme tel que H(0,0) = 0 et OH/IY(0,0) est nilpo-
tente. L’itération combinatoire

Yil=0 e Yrtll=nzy") n>o0

converge vers Y, solution de Y = H(Z,Y). De plus, pour i > 0, l'espéce YU est constituée de
toutes les H-arborescences de hauteur h inférieure ou égale a @ :

vy, vedll o n(y) <i

Démonstration. La convergence est une conséquence directe de la preuve du théoreme des
especes implicites. La caractérisation de I’espece y[ﬂ par la hauteur de ses structures se vérifie
par récurrence : pour ¢ = 0, cela vient du fait que YO = 0. Pour i > 0, par définition
de l'itération, une Yl _structure est une H-assemblée dont les membres sont des singletons
et/ou, par hypothese de récurrence, des H-arborescences de hauteur inférieure ou égale a i —1;

toute Y structure est donc une H-arborescence de hauteur au plus i. Réciproquement, si ~y
est une H-arborescence de hauteur inférieure ou égale a ¢, pour ¢ > 0, alors v une H-assemblée
dont les membres ont au plus une hauteur ¢ — 1. Ce sont donc des y[i_l]—structures, et par
conséquent, v est une Yl structure. ]

Nous illustrons le déroulement de l'itération combinatoire sur deux exemples classiques. Nous
commencons par des arbres planaires qui peuvent étre définis a ’aide d’une seule équation. Nous
traitons ensuite la famille des graphes série-paralléle.

2.2.1 Les arbres généraux planaires

Les graphes généraux planaires sont définis par 1’équation suivante :
Y=H(Z,)), avec H(Z,Y) = Z x L(Y).

Dans un premier temps, nous nous assurons que les conditions du corollaire 1 sont remplies.
L’équation H(0,0) = 0 se vérifie simplement. Quant a la seconde condition, on a :

OH/OY =0x L(Y)+ Zx L(Y)? = 0H/0Y(0,0)=0
L’itération combinatoire correspondante est :
Yt = z o Ly, (8)

Les six premieres especes VO ... YIBl obtenues par cette itération sont représentées par la
figure 9. Pour simplifier la lecture de ce dessin, nous n’avons représenté que les types d’iso-
morphisme des arbres. Les sous-arbres dessinés en bleu correspondent aux arbres hérités de
I'itération précédente. Les rectangles qui entourent certaines structures représentent le contact
avec la solution ), c’est-a-dire, ’espece des arbres généraux planaires. Par exemple, ’espece ) [4]
contient tous les arbres portés par des cardinalités inférieures ou égales a 4, i.e., Y4 =, V.
L’espece Y obtenue & la i-idme itération, pour tout i > 0, est I'espece des arbres généraux de
hauteur au plus 3.
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Yol = &
yll = [e]

VT P N N N S
e O SR O L O B W L L O R
- AR LA A RS L LT

-SRI FARA A F AR ERFTARE L]

Fi1G. 9 — Premieres itérations pour les arbres généraux planaires.

2.2.2 Les graphes série-parallele
Les graphes série-parallele sont définis par ()1, )2, Ys) = SP(Z,)1,)2,)s), avec

Z4+ Yo+ V3
SP(Zaylvaay:))): LZQ(Z+J}3) 5
E=o(Z + )s)

ou L>9 et E>9 sont les especes des ordres linéaires et des ensembles ayant au moins 2 éléments.

Nous avons bien les hypotheses du corollaire 1. En effet, la condition H(0,0) = 0 se vérifie
simplement. Pour la seconde condition, nous commencons par calculer la matrice jacobienne
de H. Dériver une L>g-structure consiste a effacer I'un de ses éléments. Cela revient a la
“couper” en deux. La structure obtenue est donc un couple d’ordres linéaires porté par une
cardinalité globale > 1. De méme, en effacant un élément dans un ensemble ayant au moins
deux éléments, on obtient un ensemble avec au moins un élément. On a donc :

OL>2/0Y(Y) = L(Y)* =1, 0FE>;/0Y(Y) = ET(Y).

La matrice jacobienne du systéme décrivant les graphes série-paralléle est donc :

0 1 1
Baﬂ: 0 0 L(Z+Y3)? 1],
Y 0 ET(Z+ ) 0

et la matrice

01 1
dSP/8Y(0,0,0,0)= [0 0 0
000

est nilpotente d’indice 3.
L’itération combinatoire suivante converge vers ’espece des graphes série-parallele :

=zl
y2[n+1] = L>o(Z+ y?E"]) : 9)
W = Bao(z + YY)
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Les trois premieres familles d’especes y[OJ, y [1], Y obtenues par cette itération sont représentées
par la figure 10. Comme précédemment, nous n’avons représenté que les types d’isomorphisme
des graphes. Les sous-graphes dessinés en bleu correspondent aux graphes hérités de l'itération
précédente. Les rectangles rouges qui entourent certaines structures représentent le contact avec
la solution Y, Par exemple, Y= .

W&
W o
w @

28 [0 000 1o olg] 0o Bleo oi31o o0l8) 213} Blo off} ooco -
w|o BB ey e e -

F1G. 10 — Premieres itérations pour les graphes série-parallele.

94



Chapitre 5
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L’itération de point fixe présentée au chapitre précédent fournit un algorithme pour construire
la solution d’un systeme d’équations combinatoires implicites. Nous verrons dans les chapitres
suivants qu’'une telle itération peut se traduire en un algorithme pour calculer les suites de
dénombrement des especes ainsi définies et les valeurs numériques correspondant a l’oracle des
générateurs de Boltzmann. Dans ce chapitre, nous montrons comment accélérer la convergence
en utilisant une itération de Newton.

L’idée d’une itération de Newton combinatoire pour résoudre une équation sur les especes
vient de Décoste, Labelle et Leroux [DLL82| et est reprise dans [BLL9I8|. Nous étendons tout
d’abord cette idée aux systémes combinatoires et définissons ensuite une itération optimisée
qui converge vers 1’espece solution aussi rapidement que l'itération de Newton classique, mais
en construisant moins de structures intermédiaires. Une part importante de ce chapitre est
consacrée aux preuves de convergence de ces itérations. Le point essentiel de notre traitement
est que les propriétés combinatoires que ’'on dégage d’une itération se relevent ensuite au niveau
des séries de dénombrement et de leurs évaluations numériques, comme nous le verrons dans les
prochains chapitres.

1 Itération de Newton combinatoire

Comme on peut le voir sur les exemples présentés a la fin du chapitre précédent, la conver-
gence de l'itération simple est typiquement linéaire, c’est-a-dire que le contact entre la solution
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recherchée et les espéces engendrées par 'itération augmente de 1 a chaque étape. Dans cette
section, nous présentons une deuxieme itération, plus rapide que la précédente; il s’agit d’une
itération de Newton combinatoire. Contrairement a l'itération simple, celle-ci a une conver-
gence quadratique, autrement dit, le contact avec ’espece solution double a chaque itération.
L’itération de Newton pour une unique équation est présentée dans [DLL82, BLL9S]. Nous
présentons une extension de ce résultat aux familles d’especes définies par des systéemes a plu-
sieurs équations.

1.1 Itération de Newton pour une seule équation

L’itération de Newton combinatoire proposée dans [DLL82, BLLIS] pour résoudre I’équation :
Y=H(Z,))

est présentée comme la réponse a un probleme d’approximation entre especes :

«A partir d’une espéce A ayant un contact d’ordre k avec l’espéce Y, construire
combinatoirement et de facon canonique une meilleure approximation A* de YV au
sens ou, cette fois A* =gp41 V. »

L’idée est de fabriquer I'espéce A* comme la somme de A et de suffisamment de mouvelles
H-arborescences pour obtenir le contact souhaité. On appelle A" cette nouvelle espece :

A=A+ A"

Les AT-structures doivent étre portées par des cardinalités supérieures a k. Elles sont naturel-
lement décrites comme des H-assemblées de V-structures. Ces Y-structures sont :

e s0it toutes portées par des cardinalités inférieures & k; ce sont donc des A-structures;

e soit des A-structures et une unique Y-structure portée par une cardinalité supérieure a k,
c’est-a-dire une AT -structure (on ne considere pas les autres cas, étant donné qu’avec au
moins deux A*-structures, la cardinalité totale serait supérieure a 2k + 1).

Dans le premier cas, les AT-structures appartiennent & I'espece H(Z,.A) — A, et dans le second,

a l'espece OH/OYV(Z, A) x AT :

AT = A4

On a donc AT = OH/0Y(Z,A) x AT + (H(Z,A) — A) dont la solution est :
AT = L(OH/0Y(Z,A)) x (H(Z,A) — A).
On obtient ainsi une version purement combinatoire de 'itération de Newton :
A=A+ L(OH/IYV(Z,A)) x (H(Z,A) — A).
Avec nos notations habituelles, cette itération de Newton combinatoire s’écrit :

yoHl =yl 4 (?Jf(Z,y[”])) x (H(Z, Yy — iy, yll =,
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Les structures engendrées par cette itération a I’étape n+1 sont des H-arborescences de Y structures.
On peut décomposer ces arborescences suivant la branche formée par les arétes en pointillé cor-
respondant aux bourgeons de la suite des dérivées. La figure 1 donne un exemple de structure
engendrée a I’étape n + 1 de l'itération de Newton.

v[m] v )

Cm]

V Cm)

FiG. 1 — Exemple de Y[t structure obtenue par itération de Newton.

Exemple des arbres généraux Si l'on adapte ce résultat a ’exemple des arbres généraux
planaires que nous avons traité a la section 2.2.1, on obtient l'itération :

Yyt =yl Lz x L2 x (2 x LM) — i, ylol — . (1)

La figure 2 représente le résultat des trois premiéres itérations. Les arbres bleus sont ceux qui
proviennent directement de l'itération précédente. Pour les autres arbres, nous avons représenté
en rouge les noeuds qui sont issus de L(Z x L(Y!™)?). Les rectangles noirs représentent les
cardinalités pour lesquelles le contact avec la solution est atteint. Il est intéressant de comparer
les especes obtenues avec celles de la figure 9 (page 93). En effet, des la troisieme itération, on
a un contact d’ordre 5 avec I’espece des arbres, alors qu’avec 'itération simple, pour le méme
contact, il fallait aller jusqu’a la sixieme itération.

y[ﬂ:B@E‘\'%A‘f&Jiki'ﬂ'f““f\/‘&ﬁf&ﬁi\é]&z{”}&i"‘

F1G. 2 — Premieéres étapes de l'itération de Newton pour les arbres généraux planaires.

Caractérisation de l’itération de Newton Comme pour l'itération simple, on peut ca-
ractériser les especes successivement produites par l'itération de Newton : I'espece Yl obtenue
a la i-eme étape de 'itération de Newton est ’ensemble des H-arborescences dont le nombre de
Strahler est au plus 7. Tout d’abord, on définit un nombre de Strahler pour les arborescences
H-enrichies®2. Soit v une H-arborescence; si v = 0, alors son nombre de Strahler est 0, sinon,

3211 s’agit simplement d’une extension aux arbres généraux de la définition du nombre de Strahler pour les
arbres binaires. C’est le nombre de registres nécessaires a ’évaluation d’un arbre d’expression arithmétique.

97



Chapitre 5. Itérations de Newton combinatoires

elle est composée des membres (71,...,7,) et son nombre de Strahler vaut :
1 siyi=--=79=2,
Sh(v) = Sh(vi) +1 si 34, j, tels que i # j et Sh(v;) = Sh(v;) = maxi<i<q(Sh(7e)),

maxi<¢<q(Sh(vy,)) sinon.

Propriété 2. Soit (y[ﬂ)z-eN la suite des espéces obtenues par itération de Newton pour le systéme
combinatoire Y = H(Z,Y) ; pour toute H-arborescence v, on a :

ye Yl & Sh(y) <i

Démonstration. Par récurrence sur 'indice i des especes Yl successives. Pour i = 0, cela vient
du fait que Y% = 0. Supposons & présent que la propriété est vérifiée jusqu’a 1'étape 1.

1. Si~y e YUt alors elle peut se décomposer sous la forme d’une séquence v = 31 - - - 3¢-9, telle
que B; € OH/AY (2, Y1) pour tout j tel que 1 < j < L et § € H(Z, V) — Y. Par hypothese de
récurrence, Sh(d) < i+ 1, donc (- 9§ est une H-assemblée dont au plus un membre a un nombre
de Strahler < i+1 et les autres ont un nombre de Strahler < i; par conséquent, Sh(fG¢-9) < i+1.
En itérant ce raisonnement sur les 3; jusqu'a j =1, on a Sh(y) <i+ 1.

2. Si Sh(v) <i+1, alors la structure 7 est une H-assemblée qui est soit de la forme H(Z, Yli),
si toutes les H-arborescences qui la composent ont un nombre de Strahler < i; soit de la
forme OH /Y (Z,V11) . 5, avec Sh(5) = i + 1. En itérant ce raisonnement jusqu’a épuisement
de v, on obtient vy € VI H'l O

1.2 Cas général

Dans cette section, nous étendons le résultat de [BLLIS] & I’ensemble des systemes d’équa-
tions combinatoires. L’itération précédente se traduit en une itération similaire sur des vecteurs
d’especes, a condition de donner un sens a ’espece L ( (2, y)) dans le cas multi-dimensionnel.

Proposition 13. Soit Y = H(Z,Y) un systéeme tel que H(0,0) = 0 et OH/IY(0,0) est
nilpotente. L’itération combinatoire :

P —1
it =yl (1 - 87;(2 yl )) (H(2, Y1) —p), Yl —o, (2)

converge vers Y, solution de Y = H(Z,Y). De plus, cette convergence est quadratique :

Vo, k>0, Y=y = yrtl—y

L’interprétation combinatoire du quasi-inverse de la matrice jacobienne est donnée par La-
belle dans [Lab85], en termes d’éclosions combinatoires. Pour mieux comprendre quelles sont
les structures qui le composent, on peut le réécrire sous la forme :

OH - M
(1 -5y (& y)) => (83, (2, y))
E>0
C’est I'équivalent multi-sortes de l'espece des ordres linéaires de dérivées de H-structures.
En effet, les structures qui le composent sont des séquences de OH/IY(Z,Y)-structures.
Plus précisément, chaque entrée (i,j) de cette matrice est une séquence commengant par
une OH;/@Y-structure et se terminant par une @H /9Y;-structure. Les structures qui se trouvent
entre ces deux extrémités sont ordonnées de telle facon qu'une OH /90YVy-structure est toujours
suivie d'une OHy/8Y-structure, avec 1 < k < m. La figure 3 illustre ce phénomene.
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A M, My "y
a\/l 1 a'\/12 a\/l3

Fic. 3 - Exemple de structure appartenant & I'entrée (7, j) de la matrice (1 — 8H/0Y(Z,Y)) .

1.3 Convergence

Cette section a pour but de prouver la proposition 13. Dans un premier temps, on vérifie
que l'itération (2) est bien définie, avant de montrer qu’elle converge bien vers la solution du
systéme combinatoire Y = H(Z,Y).

L’itération est croissante L’itération (2) n’a de sens que si la soustraction H(Z, y[”l) ~yl
est possible, ¢’est-a-dire si pour tout n > 0, 'espece Y™ est une sous-espece de ’H(Z,y[”]).
Dans ce cas l'itération est également croissante, puisque par définition, ’espece Y ") est contenue
dans Y+,

Propriété 3. L’itération de Newton combinatoire donnée par I’équation (2) est bien définie :
Y cHzZ, p).

Démonstration. La preuve de cette inclusion se fait par récurrence. Pour n =0, c’est une

conséquence de Yyl = o. Supposons maintenant que la propriété est satisfaite pour n. Re-
marquons que par définition de ’itération, cela implique :
yll c ylt],

Nous utilisons alors les premiers termes du développement de Taylor pour les especes (voir
exemple 21, page 86) pour réécrire H(z,y[nﬂl). La soustraction Y1 — ) egt justifiée
puisque Y c Y1 Nous avons donc :

OH

H(Z, Y1) 5 H(Z, Y1) + 5352, V) x (I =y,
> Y+ (H(Z, YM) - Yl
M = i M = i >k )y _ yl
+ Sz x Y (SR o) X ez, ) - )

k>0

k
Syl (g’;(z, y[”])> x (H(2, Y1) = Yl =yl

k>0

A la seconde ligne, nous utilisons I’hypothese de récurrence pour réécrire ’H(Z,y[”]) et la
définition de litération pour réécrire Y1, O
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Notons que la démonstration précédente implique que la suite d’especes définie par l'itération
de Newton est croissante. On a donc le corollaire suivant.

Corollaire 2. Etant donné une espéce 'H, la suite (y["})neN définie par lUitération de New-

ton (2) est une suite d’espéces croissante : Y c y+il,

L’itération n’est pas ambigué Pour nous assurer que l'itération (2) ne produit pas plusieurs
fois les mémes structures, nous vérifions que toutes les structures de Y] sont distinctes.

Propriété 4. Etant donné une espece H, litération de Newton (2) n’est pas ambigué : pour
toutn >0 et tout k>0 :

ol (M 5 iy nly _ yln]
Démonstration. Pour cette preuve, on utilise une récurrence sur k. Pour k£ = 0, 'intersection
de H(Z ,y[”l) — Y avec I'espece Y[ est effectivement vide, quel que soit n. Si k > 1, on
considere un structure v quelconque de I’espece

(OH/0Y (2, Y!"))" x (H(2, Y1) — YI).

On peut décomposer vy comme le produit d’une structure g € OH /Y (Z, y[”l) et d’une struc-
ture & € (OH/OY(Z, V")) x (H(Z,YM) — Y[). Par hypothése de récurrence, § n’est
pas une YM-structure. Comme v est une H-assemblée dont I'un des membres est , alors
n’appartient pas a ’H(Z,y[”]). Or, pour tout n > 0, I'espece ’H(Z,y[”]) contient Y, donc ~
ne peut pas étre une Y"-structure. O

L’itération est convergente Maintenant que nous sommes assurés de la validité de 'itération
de Newton pour les systemes combinatoires, nous pouvons vérifier sa convergence.

Proposition 14. Soit Y = H(Z,Y) un systeme tel que H(0,0) = 0 et IH/OY(0,0) est
nilpotente. L’itération combinatoire définie par :

—1
R (1 - ?;(z,y[“l)> (H(Z,Y!) —pt), Y=o

converge vers Y, solution de Y = H(Z,Y). De plus, cette convergence est quadratique.

Démonstration. Dans un premier temps, on vérifie la convergence (et sa vitesse) de 'itération
et ensuite, on montre que la limite est bien la solution recherchée.

Supposons que yl—1] =i Y[ et considérons une structure quelconque ~ appartenant a
lespece Y — Yl of portée par une cardinalité au plus 2k + 1. Par définition, la structure ~
appartient a I’espece

(OH/OY(Z, V") x (H(Z,Y!") — Yl avec £ € N.

Parmi les Y structures qui composent v, il y en a une et une seule qui est portée par une
cardinalité plus grande que k : si elles étaient deux, la structure ~y serait portée par une car-
dinalité supérieure a 2k + 1 et s’il n’y en avait aucune, toutes ces Y[_structures seraient en
fait des Y U-structures et ~ appartiendrait a l’espece Yl De plus, cette structure, que ’'on
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1. Itération de Newton combinatoire

appelle 8, appartient a la ’H(Z,y[”])—structure finale, puisque sinon, cette structure finale 9,
appartiendrait & ’H(Z,y[n_”) c Y. Par définition, la structure 8 appartient elle-méme A
I’espece

(OH/OY(Z, Y IN x (H(Z, Y1) — Y1) avec ¢/ e N.

Par conséquent 0 appartient a (OH/OY(Z,Y" )+ (H(Z, Y1) — Y1) qui est une
sous-espece de Y or, cest impossible. On en déduit qu’il n’existe pas de structure portée par
une cardinalité inférieure a 2k + 1 dans y[”“] - y[“]. Autrement dit, y[”l =ok+1 )J[”+1].

La preuve est conclue par invocation de la proposition 12 et du lemme 6 (page 89), en montrant
que la limite de la suite d’especes définie par ’équation (2) est la solution de Y = H(Z,)Y).
Cela découle directement de la réécriture de l'itération sous la forme :

OH
[n]y _ yln 0]y . (pntl] _ ylnly — yletl] _ yln]
H(Z,Y™M) =Y +ay(z,y ) (Y ymy =y Yy

et de observation que puisque Y+ — ] converge vers 0, alors H(Z, y[”l) Y qussi. O

1.4 Exemple des graphes série-parallele

Les graphes série-parallele sont définis par3? :

Vo = L>2(Z2 4+ )s)

Y=8P(2,Y)= {y:s =E>(Z+)0)°

L’itération de Newton combinatoire associée est la suivante :

Loo(Z+ V) - 3’@)

yhtll =yl 4 (1 —asP/oy(z,y))! (
( [0¥(2,D)) Esy(Z + V") -yl

ou l'inverse de la matrice 1 — dSP/0Y(Z,Y) se réécrit directement sous la forme
( 1 1-L(Z + y§”1)2> o Ly (Lz+ 32 =1) Ly
1- Bz + M) 1 - (E(Z + ) - 1) Ly Lo
avec
£ = L(@E+A-1)(EE -+ -1),
£ = L((BEE+)-1)(LE+3")?-1),
ce qui donne I'itération :

L1 (Lo2(2 + 2 = A7) 4+ (L2 + 92 1) £2 (Boa(2 + 257 - 0")

e (E(Z + ) - 1) Ly (Lzz(z + W) - y2[n}) + L2 (EZQ(Z 1) - :L”])

La figure 4 représente le résultat des trois premieres itérations. Les graphes bleus sont
ceux qui proviennent directement de l'itération précédente. Pour les autres graphes, nous avons

33Nous avons supprimé la premiere équation du systéeme donné au chapitre précédent (page 93), pour alléger
I’écriture de litération.
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Chapitre 5. Itérations de Newton combinatoires

représenté en rouge les nceuds qui sont issus de (1 — 8SP/0Y(Z,Y)) L. Les rectangles rouges
correspondent aux cardinalités pour lesquelles le contact avec la solution est atteint. Il est
intéressant de comparer les especes obtenues avec celles de la figure 10 du chapitre 4 (page 94).
En effet, deés la troisiéme itération, on a un contact d’ordre 7 avec I'espece des graphes série-
parallele, alors qu’avec l'itération simple, en trois étapes, on obtient seulement un contact

d’ordre 3.

W o
W o

v een e oiEeene Giee oo eaid) Bl olF] e 058 wmenn o [ " o

. mﬁ}@%%mﬂ@% @

o (3 B B e Eﬂﬁ:}%@%ﬂ

W

F1G. 4 — Premieres itérations pour les graphes série-paralléele.

2 Itération de Newton optimisée

Dans cette section, nous présentons une optimisation de l'itération de Newton précédente.
L’idée est d’éviter de passer trop de temps a calculer la totalité de l'inverse de la matrice
jacobienne, a chaque étape de l'itération de Newton. On produira ainsi moins de structures
dont la taille dépasse le contact obtenu. Dans toute cette section nous utiliserons la notation

compacte suivante :

Al = gH /0y (2, Y.

2.1 TItération

Pour engendrer 1’espece y["+”, il est nécessaire d’engendrer I'inverse de la matrice 1 — Al
Or calculer I'inverse U d’une matrice M revient a résoudre 1’équation :

FU=M-U"'=o0.
Pour ce faire, on utilise I'itération Newton3* :

it _ g FUY g M@y w2 1yl
F'U 4] ) (u[l’] )2

Pour M =1 — A", on obtient :

uli+] — gyl 4 4l (A[n] Ul (u[i] - 1)).

341’idée d'utiliser I'itération de Newton pour calculer I'inverse d’une matrice remonte au moins & [Sch33].
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2. Itération de Newton optimisée

Notons, en passant, que le second terme est symétrique ; en le développant, on obtient :
ulil (Am Ul - @l 1)) — (A[n] Ul - @l - 1))um‘ (4)

Une autre remarque importante est qu’a ’étape n + 1 de l'itération sur les Y-structures, on
ne construit pas 'intégralité des structures de (1 — A["])*l, mais uniquement celles qui sont
nécessaires au doublement du contact entre les approximations de Y. De plus la croissance
de l'itération sur les Y-structures, implique que l’espece A1 st une sous-espece de Al
Par conséquent, l'inverse calculé a chaque étape a déja été partiellement engendré a 1’étape
précédente :

(1— A=t (1 — A~

Pour ne pas calculer a nouveau des structures déja engendrées, nous proposons une itération
optimisée qui consiste a initialiser l'itération pour engendrer (1 — .A["})_1 avec les structures
de (1— A[”_”)*l, construites lors du calcul de Y. L’idée est donc de faire ces deux itérations
en parallele, ce qui nous donne l'itération de la proposition suivante.

Proposition 15. Soit Y = H(Z,Y) un systéeme tel que H(0,0) = 0 et OH/Y(0,0) est
nilpotente. L’itération combinatoire définie par :

y[n+1] _ y[n} 4+t ('H(Z, y[n}) _ y[n]>7 (5)
Yl gl 4 gl (A[n]u[n} — i 1)), (6)

avec A" = aH/OY(Z, Y1), YO = 0 et U = 1, converge vers Uespéce Y, solution du
systéme combinatoire Y = H(Z,Y). De plus, cette convergence est quadratique.

Intuitivement, les structures de Ul sont -
e soit des structures que nous avons déja construites a l'itération précédente; elles pro-
viennent du terme U™ et sont uniquement composées de y["_l]—structures,
e soit des “nouvelles” structures, qui sont éventuellement composées de Y[ _structures et
qui proviennent du terme 2" (A["}U[”] — (U - 1)).
Nous verrons dans ce qui suit que, de cette fagon, on construit effectivement, a chaque étape,
suffisamment de structures appartenant a (1 — @H/9Y(Z,Y))"! pour que l'itération globale
converge quadratiquement vers la solution combinatoire du systeme Y = H(Z,)Y). La preuve
de cette proposition est constituée par les sections 2.2 a 2.4.

2.2 Croissance

Avant tout, nous devons vérifier que la double itération de la proposition 15 est bien définie,
c’est-a-dire que les soustractions qu’elle comporte définissent bien des especes.

Lemme 9. L’itération donnée par les équations (5) et (6) est bien définie : quel que soit n > 0,

ul c 14+ Ay,
yrcH(z, yi).

Démonstration. On démontre les deux inclusions en parallele, par récurrence sur n.
1. Sin=0,U" =1 et la propriété est vérifice.
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Sinon, supposons que la propriété est vraie au rang n. Cela implique notamment que :

U cyrtll oyl oyl
Nous montrons maintenant que toute U™ -structure appartient a 'espéce 1 + AlPH1ggln+1],
Par définition, U1 = ¢l (1 4 71 H1) avee T = APyl — 14" —1). Par hypothese de
récurrence, UM c 14+ AU : on a donc :

Ut ¢ (14 APyl (14 7ty = 1 it Ayl (q 4 iy,

Or, d’'une part, d’aprés la définition de l'itération (6), APy (1 4+ 70+1) ¢ Ay +11 . et
d’autre part, ’espece T est contenue dans AU c APy, On a donc :

ulrtt ¢ 14 Ayt (7)
De plus, A" ¢ AP car Y ¢ Y+ et done finalement :
u[n—H] C 1+A[n+l]u[n+1].

2. Pour n =0, Y% = 0 est trivialement contenue dans H(Z,0).

Sinon, supposons que la propriété est vraie au rang n. Une structure de ’espéce yl+l est, par
définition, soit une Y[ -structure qui, par hypothese de récurrence, appartient a 'H(Z,y["]),
ellee-méme contenue dans H(Z, y["“]), soit une structure de ’espece

U] (’H(Z, ylrly - yM)_
D’apres I’équation (7), cette espece est contenue dans :
(1 + A+l (’H(Z, yhly - y[n]> = H(Z, Y -yl Allyylnt] (’H(Z, yily - y[n}).
Par définition de Iitération (5), on a Y+ (H(z, ylrly - y[”l) c Y+ done :
Alrlggln+1] (H( Z,ylly - y[n]) c Ayl

Or, une structure appartenant a ’espéce A Y] egt une H-assemblée dont les membres sont
des y[”]—structures, sauf un, qui est une y[”“]-structure; par conséquent, c’est une structure
de lespece H(Z, y[”“]), ce qui signifie que :

A[n]y[n-ﬁ-l} C :’_‘(2’77 y[n—f—l])
Par ailleurs, on a aussi H(Z,Y™) c H(Z,Y"); on a donc finalement Pinclusion suivante :
Yl c vz, yirt). =

La démonstration précédente implique que les suites d’especes définies par l'itération des
équations (5) et (6) sont croissantes. On a donc le corollaire suivant.

Corollaire 3. Etant donné une espéce H, les suites (y[“l)neN et (M[”])neN définies par l'itération
des équations (5) et (6) sont croissantes.
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Lm-1]
v

- ¥
()] [m-1]
€ Yoz Y
Vtm] , Vrm-a Vm y
e A e AT

FIG. 5 — Exemple de B[-structure.

2.3 Non ambiguité

Nous devons également nous assurer que 'itération de la proposition 15 n’est pas ambigué,
c’est-a-dire qu’elle n’engendre pas de doublons. La seule ambiguité possible se trouve au niveau
des U structures. En décomposant ’équation (6), on obtient :

ulntl — gyl 4 gylnlgint]

ghtl] — gyl _ (u[ﬂ} —1).
On peut réécrire 1’équation définissant T ("+1] en introduisant A["_l], puis en remplacant Ul
par U1 + Yyl Pour faciliter la lecture, on notera B = A" — AlP=1 Pegpece des
OH /OY-assemblées de Y[ _structures dont I'un des membres, au moins, n’appartient pas a
Pespece YU (voir figure 5).

gl = Al=tyll gl — 1y 4 (4l — ATyl
Aln—1 (u[n—l] + u[n—l]T[N]) _ (u[n—ll +yln—gnl _ 1) + By

En regroupant différemment les termes et en utilisant la définition de 7™, on obtient :
gl — gl 4 pgln-lgyln=1lginl _ gyln=1]ginl | glnlgnl
By (T[n])?

La suite de cette section a pour but de démontrer que l'itération suivante, qui est, comme
nous venons de le voir, équivalente a l'itération de la proposition 15, n’est pas ambigué :

uln il — gyl gyynlgint] (8)
T+l = iy (7?2 (9)
B — Al _ gl (10)

avec

YO _o, yl0—1 7O _g BO_ 40

Les structures définies par les équations (8) a (10) sont des H-arborescences qui peuvent
étre décomposées comme des suites de la forme 3y --- 3y, telles que 3; € (B[O} + -+ B[i])
pour 1 < j < {. Par définition, les especes B et BU! sont disjointes pour ¢ # j. Montrer que
Iitération de Newton optimisée n’est pas ambigué revient donc & montrer que toute suite G de
la forme 3y --- By est engendrée de fagon unique par cette itération. Dans un premier temps,
on montre que la suite 8 se décompose canoniquement comme une suite de T structures
d’indices croissants (proposition 16), et ensuite, on montre que cela implique que toute suite de
cette forme est engendrée de facon unique comme une U [k]—structure, pour un certain entier k
minimal (corollaire 4).
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Proposition 16. Soit 8 une structure de la forme By --- B¢ et i Uindice tel que :
i:=max{p|f; € B 1<j< (}.
La structure B se décompose de facon unique comme une structure de l’espéce
A+7My. @+ 7T gpec g € N,

Démonstration. On utilise une récurrence sur 'indice ¢. Pour ¢ = 0, la structure 3 est unique-
ment composée de B[O]—structures, donc 3 € (B[O])e. Or Bl = T[l], donc 3 se décompose de
facon unique comme une (7 M)e-structure.

Pour i > 1, on “découpe” la structure 3 au niveau des [3; qui sont des Bm—structures; elle
s’écrit alors de fagon unique :

B = wofBiw1Bi,w2Bi - - Bi,we,
avec (3, € B et wj € (B[O] + 4 B[i_l])’"j, avec r; € N, pour 1 < j < £. Par hypothese de
récurrence, chaque w; s’écrit de facon unique sous la forme :
Wj = ,U,jVj , (11)

avec pj € (L+TH) .. (1 4+ Tk pour 1 < kj <i—1etv; € (THTN% pour ¢; € N. En
décomposant ¢; en base i+ 1 (cette décomposition est unique), on peut réécrire v; d’'une unique
fagon, sous la forme :

Vi = ViV > (12)

avec vj, € (1+TEHy (14T, vy, e (TP et p; = Ll%j Finalement, wj = p;v;,v;,
se décompose comme une structure de

1+ 7). (1 Ty (7l

Cette décomposition est unique, sinon, celles des équation (11) et (12) ne le seraient pas.
Par ailleurs, par itération des équations (8) & (10), on a Ul = (1471 ... (1 +71), donc

B+ 7M. (1 4+ 7l = Blilyll ¢ 7+,

Par conséquent, (3;, 1 v, € it Op en déduit que B;,w; = B, pujvj,vj, se décompose canoni-
quement comme une structure de (7 [’Jrl])pj *1. La encore, cette décomposition est unique, sinon
cela contredirait I'unicité de (11) et (12). Enfin, comme les Bll-structures sont nécessairement
en téte des Tl structures, on décompose 3 = wy H§:1 Bi;w; de fagon unique comme une
structure de ’espece :

y4
@+ 7MWy @ 4 T (T avee g =Y (p; +1). O
j=0

Exemple 24. Nous illustrons la décomposition de cette preuve pour la structure w :

w = Bo B2 Bo Lo 1 1 Bo Bo B

On décompose w suivant les (o ; on a alors w = wg (2 w1, avec wy = By € T et

w1 = Bo Bo B1 51 Bo Bo B
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On décompose ensuite wy suivant les 31, ce qui donne w; = wy, B1 B w1, B1, avec
wi, = w1, = Bofo € (T2 c T,
Par conséquent, wy € (T121)5 ¢ TRI(TBN?2 et done :
Bowr € BRYBTRI(TBNY? c (7B])3,
Finalement, w se décompose de facon unique comme une structure de ’espece yutl (T [3])3.
Corollaire 4. Soit B une structure de la forme (1 --- B¢ et i l'indice tel que :
i:=max{p| G € B 1<j<.
1l existe k € N minimal tel que B se décompose de fagcon unique comme une structure de Ul

Démonstration. D’apres la proposition 16, la structure 8 se décompose de facon unique sous la
forme 8 = uv, telle que :

pe@+TM.ca+TW) ot ve (TN, avec g e N.
Si 3P 42" = q est la décomposition de ¢ en base 2, avec p = |logy q], ¢; € {0,1} et g, = 1,

, . ; 14
alors v se décompose de facon unique sous la forme v = vy...1,, avec vy € (T [’H])2 2. Or,
comme les 3; sont au plus des B[’]—structures, on a :

e (1+THH . o< <p,

et donc :
ve 1+ TN 472y 4 glitplyglite+]

De l'unicité de dérivation de G et de 'unicité de la décomposition de ¢ en base 2, on déduit
I'unique décomposition de § comme une structure de ’espece U —uy [k_l], avec k = i+p+1. O

Exemple 25. La structure w de 'exemple 24 se décompose de facon unique comme une
structure de l'espece TN Bl 14,

Le corollaire précédent nous assure que, quel que soit ¢ > 0, toute suite formée de structures
appartenant a l’espece Bl 4+ ... + Bl est dérivée de fagon unique par 1’équation (8), ce qui
implique que l'itération de Newton optimisée n’est pas ambigué.

2.4 Convergence

Le lemme suivant, associé a la croissance de l'itération de Newton optimisée, nous assure,
d’une part, que nous sommes bien dans les conditions de la proposition 12 du chapitre précédent
(page 89), et que, par conséquent, cette itération est convergente, et d’autre part qu’elle converge
quadratiquement vers la solution de Y = H(Z,Y), ce qui conclut la preuve de la proposition 15.

Lemme 10. Soit l’itération combinatoire définie par :
Y+ — yll 4 gyln+1] (H( z,yh) y[n])
uln i — ylnl 4 gylnl (A[n}u[n] — (UM - 1)>’

avec A" = aH /8y (2,YM), YO =0 et Ul =1.
Si, pour tout n et tout k positifs, on a Y =, Y1 et ¢yl =|k/2] Ut alors :

y[n+1] =okt1 y[n+2] et u[n-‘rl] = u[n—i—Q]‘
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Démonstration. Au cours de cette preuve, nous utiliserons 1’hypothese ynl =i Yt sous
différentes formes équivalentes :

Y= Yl o Yyl =0 o ul T (H(2, Y0 - Yi) =, 0
s H(Z, y[NJ) —yll = o,

et de méme pour I'hypothese U™ =k/2] ulnt+u .
u =|k/2] ulntl oyl glnlgylnl =k/2) U[n](u[n] -1) < Ay — (u[n] ~1) = k2] 0.

Dans les deux cas, la derniere équivalence est due au fait que l'espece 1 est contenue dans
I’espece le, quel que soit ¢ > 0. La preuve se fait en deux temps : en utilisant conjointement
les hypotheses yil =, plrtil of gyln] =|k/2] U+ on commence par montrer accroissement
du contact pour les U-structures et ensuite, on utilise ce résultat pour donner le contact sur
les Y-structures.

1. La premiere étape est de montrer que les hypotheses de récurrence impliquent :
u[n—l—l]A[n—i—l]u[n-l—l} = u[n—&—l} (u[n—i—l} _ 1) (13)

Soit une structure v appartenant a I’espece U (1] g+l gln 1] o portée par une cardinalité
inférieure & k. La A gtructure centrale de v est elle-méme portée par une cardinalité < k;
comme Y = Jﬂ”“‘”, c’est donc une A"-structure. On peut alors décomposer v en 1 -2 - 73,
avec v1, 3 € U et 4o € A,

On distingue plusieurs cas selon les cardinalités des ensembles sous-jacents de v; et 3. On
s’intéresse tout d’abord au cas ol 1 et 3 sont portées par des cardinalités < k/2; v appartient
alors & lespece UM AU, Or, par réécriture de la définition de U Y on a :

ul Ay =yt — 1) gyl gyl =12 ulwlnl —1).
De plus, l'itération est croissante, i.e., U™ c UM donc v appartient a U1 (U["Jr” —1).
Il nous reste a étudier le cas ou l'une des structures ;1 ou 73 est portée par une cardi-
nalité > k/2. Comme = est portée par une cardinalité < k, cela implique que soit 7v; - 7o,

Soit ¥ - y3 est portée par une cardinalité < k/2. Cela entraine que 7, - 72 appartient & ul Aln
ou, symétriquement, que 73 - 3 appartient a Ay, Or, par hypothese de récurrence, on a :

Al = k/2] u™ 1.
D’apres la remarque (4), on a symétriquement :
uln Al =1k/2] un 1,

et donc ~ appartient soit & ¢+ (UM —1), soit a (LI[”] — 1)1/{[”“] : comme U™ c U dans
les deux cas, v appartient a yl+1 (Ll[”‘H] — 1). Ainsi, nous avons démontré le contact donné
par ’équation (13), ce qui implique notamment que I’espece U+ contient toutes les séquences
de A" structures portées par une cardinalité < k :

1+ Allyln+l = gyln1l, (14)

2. La seconde étape de cette démonstration est de montrer que les hypotheses de récurrence
impliquent :
H(Z, Y - Yt = 0.
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Pour cela, on considere une H(Z, y[”“])—structure quelconque que 'on nomme +, portée par

une cardinalité < 2k + 1. Par définition, v est une H-assemblée de Y™ structures. Si toutes
ces structures sont portées par des cardinalités < k, alors ce sont des Y[ _structures et dans
ce cas, vy est une Y1 gtructure. Dans le cas contraire, une seule des Y[ gtructures qui
composent y peut étre portée par une cardinalité > k, sinon, «y serait portée par une cardinalité
totale supérieure a 2k + 1. La structure v appartient alors a ’espece :

Al (Pl ylnly — glnlggln] (H( 2z, ylly y[n])

Par hypothese, H(Z,Y!") — Y =, 0, donc v se décompose en v = 3-8, de telle facon
que la structure § € H(Z,YM) — Y est portée par une cardinalité > k et la structure 3
appartenant a AMYM 1 est portée par une cardinalité < k. D’apres (14), ¢ appartient donc a
espece UM et 4 appartient A :

uln+1] (H(Zyy[n]) . y[n]) c yl+1l,

Nous avons ainsi montré que toute H(Z, y[”“])—structure portée par une cardinalité < 2k + 1
est une Y structure. O

2.5 Caractérisation de l’itération de Newton optimisée

Contrairement a I’itération de Newton classique, nous ne savons pas, a priori, caractériser de
fagon précise les structures produites a chaque étape de cette itération optimisée. Néanmoins, on
peut dire qu’elles ont un nombre de Strahler et une hauteur bornés. En effet, les H-arborescences
produites a la n-ieme étape de l'itération optimisée ont un nombre de Strahler inférieur a n,
puisqu’elles sont contenues dans 1’espece y[”l obtenue par itération de Newton classique. Nous
montrons maintenant que pour l'itération optimisée, la hauteur des H-arborescences produites
est également bornée.

Propriété 5. Soit (y[”])neN la suite des especes obtenues par itération de Newton optimisée
pour le systeme Y = H(Z,Y) ; la hauteur mazimale d’une Y structure est 271 — 2.

Démonstration. Une ))[”]—structure est une U -structure suivie d'une H-assemblée dont les
membres sont des Y~ U-structures. Or, une U!™-structure est formée d’un chemin se terminant
par une branche libre et sur lequel sont greffées des Y ["=1_gtructures (voir figure 6). La hauteur
maximale hy (n) d'une Y "l_structure est donc la longueur maximale du chemin de la racine vers
la branche libre d’une U™-structure a laquelle s’ajoute la hauteur maximale d’une structure de
Pespece H(Z, Y1), On obtient finalement la récurrence suivante :

hy(n) ={y(n) +hy(n—1)+1, avec hy(0)=0

ou £r7(n) est la longueur maximale d’une séquence de A~ structures appartenant a U™ (c’est
la longueur du chemin de la racine a la derniere branche libre, ou plus visuellement, du chemin
en pointillé dans nos schémas) ; par construction, on a :

KU(TL) = 2€U(n — 1) + 1, et gU(O) = 0.

En résolvant la récurrence précédente, on obtient ¢;7(n) = 2™ — 1 et finalement on trouve que la
hauteur maximale d'une Y™-structure est hy(n) = 271 — 2. O
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Chapitre 5. Itérations de Newton combinatoires

\/E“\- |
H™) i HE?)

F1G. 6 — Décomposition d’une Y structure.

Ainsi, la principale différence entre les deux itérations de Newton est que, pour obtenir un
contact d’ordre k avec I’espece visée, la version optimisée produit beaucoup moins de structures
inutiles, c’est-a-dire portées par une cardinalité supérieure a k. Il est difficile d’observer ce
phénomene sur les exemples des arbres généraux et des graphes série-paralléle, car le contact
augmente tres vite. Nous serons mieux a méme de l'illustrer au niveau des itérations sur les
séries que nous verrons dans le prochain chapitre. Cette optimisation permettra en particulier
d’améliorer d’un facteur constant l’efficacité du calcul des coefficients des séries et également
des valeurs numériques (chapitre 7).
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Chapitre 6

Itérations sur les séries génératrices
de dénombrement
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Comme pour les classes combinatoires présentées dans la premiére partie de ce mémoire,
on peut associer a chaque espece de structures F, une série génératrice exponentielle pour
I’énumération des structures étiquetées et une série ordinaire pour les types d’isomorphisme
(structures non étiquetées). Une troisieme série est associée a F : la série indicatrice des cycles
qui est un outil plus général contenant a elle seule plus d’information que les séries ordinaires
et exponentielles. Les opérations combinatoires définies sur les especes de structures peuvent
étre relevées au niveau des séries de dénombrement. Ainsi les systémes d’équations combina-
toires qui décrivent récursivement certaines especes de structures se traduisent en systéemes
d’équations définissant leurs séries génératrices associées. Les itérations combinatoires des cha-
pitres précédents sont transposées au niveau des séries formelles et donnent lieu a des algorithmes
efficaces pour calculer les suites de dénombrement. Cette approche est validée par le fait que
ces itérations “héritent” des propriétés que nous avons démontrées au niveau des structures
combinatoires, notamment la croissance et la vitesse de convergence.

La figure 1 représente les approximations des séries successivement obtenues par itération
simple et par itération de Newton, pour les arbres généraux planaires (dont la série Y (z) est
indiquée en bleu). Dans les deux cas, la croissance (le nombre de coefficients corrects augmente a
chaque étape) se traduit par le fait que les séries se rapprochent progressivement de la solution.
La vitesse de convergence est également visible : apres dix étapes, l'itération simple n’atteint
méme pas la précision obtenue par l'itération de Newton en trois étapes.
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0,5+ 0,57
0,4 0.4
Y A Y -
) -/ 0,3
02 -  02 . . . . .
0,20 021 0,22 0,23 0,24 0,25 021 0,22 023 0,24 025
z z

F1G. 1 — Itérations (simple & gauche, et de Newton & droite) sur les séries formelles des arbres
généraux planaires.

Dans l'optique de notre problématique initiale qu’est la génération aléatoire de structures
combinatoires, on peut se ramener au cadre des structures décomposables (voir définition 1,
page 21), et alors garantir une bonne complexité pour les itérations de Newton sur les séries
génératrices. Dans ce chapitre, nous démontrons et illustrons le résultat suivant :

Soit Y = H(Z,Y) une spécification combinatoire satisfaisant les hypothéses du théoréme des
espéces implicites de Joyal (voir page 87). L’itération suivante converge quadratiquement vers
la solution du systéme fonctionnel Y (z) = H(z,Y (2)) :

Yl () = Y ) + UP () (H e, YI(2) - Y2, YU(z) =0,
U[n—l—l](z) _ U[n](z) + U[n}(z) (6[{/3}/’(27 Y[n](z))U[n](Z) _ (U[”](z) — Id)), U[O](z) =1Id.

Les algorithmes qui en résultent permettent de calculer les N premiers termes du vecteur de
séries Y (z) avec une complezilté quasi-optimale, aussi bien en nombre d’opérations arithméti-
ques, qu’en termes d’opérations binaires.

Plus qu’une simple étape dans notre démonstration de la validité de I'oracle de Boltzmann,
litération de Newton pour les séries génératrices est donc également un algorithme efficace
pour calculer les coefficients de ces séries ; cela permet notamment d’améliorer la complexité du
pré-traitement pour la méthode récursive (voir page 25).

1 Séries formelles associées aux especes

1.1 Séries exponentielles et ordinaires

Dans cette section, nous présentons les définitions des séries de dénombrement qui sont
données dans [BLL98|, en modifiant légérement les notations pour qu’elles soient cohérentes
avec celles utilisées dans les chapitres 1 a 3.

Définition 25. La série génératrice (exponentielle) de lespéce de structures F est :
~ > 2"
F(Z) = Z fnﬁ’
n=0
ou fr = n![z”]ﬁ(z) est le nombre de F-structures portées par un ensemble a n éléments.
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1. Séries formelles associées aux espéces

Une F-structure est étiquetée par les éléments de son ensemble sous-jacent. Par opposition,
une F-structure v est non étiquetée si 'on oublie la nature des éléments qui composent son en-
semble sous-jacent ; autrement dit, v est un type d’isomorphisme de F-structure. On dira qu'une
structure non étiquetée est d’ordre n si elle est le type d’isomorphisme d’une structure portée
par un ensemble de cardinalité n. Les séries génératrices des types permettent de dénombrer les
structures non étiquetées.

Définition 26. La série génératrice (ordinaire) des types d’isomorphisme de [’espéce F est :
o0
F(z)= Z fn2",
n=0
ot fr, = [2"|F(2) est le nombre de F-structures non étiquetées d’ordre n.

1.2 Séries indicatrices des cycles

En général, calculer explicitement ou récursivement la série génératrice des types d’une
espece F est un probleme difficile. En plus des opérations combinatoires sur les especes, cela
requiert I'utilisation d’un troisieme genre de série associée a F, sa série indicatrice des cycles,
notée Zr. C’est une série formelle en une infinité de variables zi, 29, 23, ... ; elle contient a
elle seule plus d’information que les séries F(z) et F(z) réunies. Pour pouvoir la définir, on
commence par introduire le type de cycle d’'une permutation.

Définition 27. Soit U un ensemble fini et o une permutation de U. Le type de cycle de la
permutation o est une suite (01,092,03,...) telle que pour k > 1, oy est le nombre de cycles de
longueur k dans la décomposition en cycles de o.

Définition 28. La série indicatrice des cycles d’une espece F est la série formelle en une
infinité de variables z1,z9,23,... :

oo
1 g O o}
Zr(z1,22,23,...) = g ] g for{125%23° - -

n=0 " oeS8[n]

ot S[n] est le groupe des permutations de {1,2,...,n}, la suite (01,09,03,...) est le type de
cycle de o et fy est le nombre de F-structures portées par la cardinalité n et qui sont inchangées
par Flo], i.e., pour lesquelles o est un automorphisme.

Exemple 26. Pour les especes 0, 1, Z, L (ordres linéaires), E (ensembles) et C' (ordres
cycliques) que nous avons vues au cours des chapitres précédents, on a :

Z0(217227237"') = 0, Zl(zlaz272’3,...):1, Zz<21,22,23,...):zl,
1
A L) =
L(217227237 ) 1— 2,
z z

ZE(21,22,23,...) = exp(zl—i—;—i—??’—k---)

_ o(k) 1
ZC(217227Z37"°) == ;klogl—zk

Le théoreme suivant nous permet de retrouver les séries exponentielles et ordinaires d’une
espece F a partir de sa série indicatrice des cycles.

Théoréme 6 ([BLLI8|). Quelle que soit l’espéce de structure F, on a :
F(z) = Z7(2,0,0,...) et F(z)=Zz(z2%2%...).
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Chapitre 6. Itérations sur les séries génératrices de dénombrement

1.3 Opérations sur les séries

Les opérations combinatoires sur les especes qui ont été définies au chapitre 4 se traduisent
en opérations sur les trois genres de séries que nous venons de décrire. Dans le cas des séries
exponentielles, ’addition, la multiplication, la substitution et la dérivation des especes corres-
pondent aux mémes opérations sur les séries. Le dénombrement des types de structures est un
probleme plus difficile ; les opérations de substitution et de dérivation sur les séries génératrices
de type se font par le biais des séries indicatrices des cycles. Ces opérations sont résumées par
la table 1. De ces opérations et du théoreme 6, on peut déduire les séries génératrices présentées
dans la table 1 du chapitre 1 (page 22).

H (z) H(z) Zn(z1,22,...)
H=F+G |F(z)+G(2) | F(z)+G(2) Zr(21, 22, ... ) + Zg(21, 22, . . .)
H=F-G |F(z)-G() |F(z) G2) Zr(z1,20,...) - Zg(21, 22, ..)
H=FoG |F(G(2)) Zr(G(2),G(22),...) | Zr(Zg(21, 22, ... ), Zg (22, 24, .. ), )
H=0F/0Z %A(z) %il (2,2%,...) %il (21,22,...)

TAB. 1 — Opérations sur les séries formelles associées aux especes de structures.

2 Transfert de convergence

Nous établissons ici la premieére partie du transfert de convergence qui releve les itérations
combinatoires au niveau des séries formelles.

2.1 Convergence des itérations

La valuation d’une série formelle S(z), notée val(S(z)) est I'indice de son premier terme non
nul. Classiquement, on définit la distance entre deux séries formelles F'(z) et G(z) par :

d(F(Z), G(z)) — 9—val(F(2)=G(2))

De cette notion de distance, découle la définition classique de convergence des suites de séries
formelles. La convergence des vecteurs de séries, ainsi que la distance et la valuation, sont
définies composante par composante.

Définition 29. On dit qu’une suite de séries formelles (Y™ (2)),en converge vers la série Y (2),
ce que l’on note :
lim YP(2) = Y(2),

n—oo
si et seulement st

Ve>0, IN>0, VneN, n>N = d(Y"(2),Y(2) <e.

Comme les coefficients des séries génératrices sont les suites de dénombrement des structures
combinatoires associées, on peut traduire la notion de contact combinatoire au niveau des séries.
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2. Transfert de convergence

Définition 30. Etant données deux séries formelles F(z) = Y onso [z et G(z) =30 50 gn2",
on dit que F'(z) et G(z) ont un contact d’ordre k, que l’on note F'(z) =, G(2), si pour tout i < k,
on a [2'|F(z2) = [2']G(z). En d’autres termes, en notant F<(z) = EZ:O fn2™, on a :

F(Z) =k G(Z) = ng(z) = ng(z)

Le lemme suivant fait le lien entre le contact des especes et le contact de leurs séries
génératrices associées.

Lemme 11. Soient F(z) et G(z) les séries génératrices exponentielles et F(z) et G(2) les séries
ordinaires des especes F et G. Quel que soit l'entier positif k, un contact d’ordre k entre F et G
implique un contact d’ordre k entre leurs séries génératrices associées :

F=1G = F(2)=,G(2) et F(2)=kG(2).
La valuation de la différence des séries est alors supérieure & k et leur distance inférieure ¢ 2.

Démonstration. L’implication est une conséquence directe de la définition de contact entre les
séries. On en déduit que, pour tout ¢ tel que 0 < i < k,

ce qui signifie que val(F(z) — G(2)) > k, et de méme pour les séries exponentielles. La distance
s’ensuit. ]

Nous pouvons maintenant établir le transfert de convergence des itérations combinatoires
vers les itérations sur les séries.

Lemme 12 (Transfert, premiére partie). Soit Y = H(Z,Y) un systéme tel que H(0,0) = 0
et OH/OY(0,0) est nilpotente. Soit F une famille d’espéces ayant pour séries génératrices
exponentielles F' et pour séries ordinaires F'. Si l’itération combinatoire

yirtll = Fz Y, avee YO =o,

converge vers la famille d’espéces Y, solution de’ Y = H(Z,Y), alors litération :

}A’[nH](z) = f’(z,?[n](z))a avec 17'[0](2) =0,

converge vers le vecteur de séries génératrices exponentielles Y (z) de la famille d’espéces Y.
De méme, itération :

Yt (2) = F(z,YM(2),  avee YO(z) =0,
converge vers le vecteur de séries génératrices ordinaires Y (z) de la famille d’espéces Y.

Démonstration. Par hypothese, pour tout k£ > 0, il existe N > 0 tel que, pour tout n > N,
on a YN =, Y ; d’apres le lemme 11, cela se traduit au niveau des séries par :

YE>0, IN>0, Va>N, dY"(:),Y(z) <27 et d¥"(2),V(2)) <27k O
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On peut désormais traduire les itérations combinatoires des chapitres précédents en itérations
pour calculer les séries génératrices associées aux especes définies de facon implicite. La propo-
sition 17 résulte de l'application du lemme de transfert 12 a l'itération de Newton optimisée
présentée au chapitre précédent. D’apres ce qui précede, tout comme l'itération combinatoire,
I'itération sur les séries formelles a une vitesse de convergence quadratique.

Proposition 17. Soit Y = H(Z,Y) une spécification combinatoire telle que H(0,0) = 0
et la matrice OH/0Y(0,0) est nilpotente. Soit Y (z) = H(z,Y (2)) le systéme fonctionnel
associé sur les séries génératrices (ordinaires ou exponentielles). L’itération suivante converge
quadratiquement vers Y (z) :

YIl(s) = Yl () + o) (H(% Yl (2)) - Y[n](z)) (1)
Ul () = glil(z) 4 pi (Z)(aﬂ/ay(z, Y )ohlz) — (o(z) - Id)), (2)

avec Y (2) = 0 et U (2) = Id.

Démonstration. D’apres le lemme 12, la convergence de l'itération combinatoire entraine la
convergence de l'itération sur les séries. Nous avons montré, au chapitre précédent, la conver-
gence quadratique de cette itération :

Vikn>0 Y=y = yrtl—,
D’apres le lemme 11, cela implique que la distance entre les séries est doublée a chaque itération :
Vkn >0, d(YM(2),Y(2) <27% = d(YP(2), V() <2721 .

Le méme résultat est obtenu avec I'itération de Newton classique. Dans les sections suivantes,
nous illustrons le transfert de convergence des itérations combinatoires pour les arbres et les
graphes série-parallele vers les itérations permettant de calculer leurs séries.

2.2 Exemple des arbres généraux planaires

L’espece des arbres généraux planaires est définie par 1’équation :
YV=ZxL).

Nous avons vu au chapitre 4, que par itération de cette équation combinatoire, avec comme
point de départ ’espece 0, on peut engendrer I'espece des arbres généraux. En relevant cette
itération au niveau des séries formelles, a 1'aide des opérations définies par la table 1 et de la
série des ordres linéaires (voir exemple 26), on obtient3? :

z

YrE) = gy

vl(z) =o.

De la méme facon, on peut transposer au niveau des séries 'itération de Newton combinatoire
présentée a la section 1.1 du chapitre précédent (page 96) :

z/(1— Y[”](z)) —Y(2)

n 1],y — ylnl
VIl = YPI) + 2

, YUz =o,

35L’itération pour la série exponentielle est la méme, car pour tout n, il y a exactement n! arbres étiquetés
ayant le méme type d’isomorphisme.
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2. Transfert de convergence

ainsi que l'itération optimisée :
YirHl(z) = YPI(z) + U 2) (2/(1 - Y (2)) - YU (7)), Y(z) =0,
Ut (z) = UM (2) + UM (2) (AP () U (2) — U (2) + 1), Ull(z)y =1
All(z) = 2/(1 = Y (2))2

i

Les figures 2 et 3 représentent les cinq premieres étapes de chacune de ces itérations. Les
termes en gras sont ceux qui coincident avec les termes de la série génératrice des arbres. Sur ces
exemples, on peut observer la convergence linéaire de I'itération simple alors que les itérations
de Newton ont une convergence quadratique. Ces séries correspondent aux courbes données par
la figure 1, en introduction de ce chapitre. On remarque également que les deux itérations de
Newton convergent exactement a la méme vitesse : les termes corrects a chaque étape sont les
mémes ; mais les autres coefficients sont plus petits pour l'itération optimisée. C’est précisément
la conséquence de notre optimisation ; on passe ainsi moins de temps a calculer des termes qui
ne font pas augmenter le contact avec la solution. En comparant ces résultats avec les itérations
combinatoires correspondantes, on peut observer qu’a chaque étape, le coefficient [zi]Y[”](z)
correspond effectivement au nombre d’arbres portés par un ensemble de cardinalité 7 engendrés
a la n-ieme étape de l'itération combinatoire.

Itération simple :

=z+22+ 2834+ + 5+ 20427+ B0

0]
YP(2)
YBI(2) =2+2242234422482°4+1625+3227 +6425 412827 +---
YH(z) =2+4+22422%3 452441325 +3420 48927423325 4+6102° +---

FiG. 2 — Itération simple pour I’énumération des arbres planaires.

Itération de Newton :

Yi(z) =0

YU(z) =24+224+ 283 +24 425428427+ 284294+

YP(2) =2+422 4223 +524+1425 44225413127 +41728 +13412° - -
YB(2) =2+4224+2234+524+142544226 413227 +... 47429002 + ...
YU(2) =2+4+224+223+524+14254+4220+...41002242216651368 230 + . ..

Itération de Newton optimisée :

Y(z) =0

Yil(z) =z+22

YP(2) =2+4+224+223+52%4+142544220 411027426428 -

YB(2) =2+4+224+2234+5244+142544226 413227 +... 47429002 + ...
YU(2) =2+4+22+223+524+14254+4220+...41002242216651368 230 + . ..

FiGc. 3 — Itérations de Newton pour I’énumération des arbres planaires.
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2.3 Exemple des graphes série-parallele

On rappelle que la famille des graphes série-parallele est définie par :

{yz = L>o(Z+)s)
V3 = Eso(Z+)0)°

Comme pour les arbres, il est possible de résoudre ce systeme combinatoire par itération, et
toute itération qui remplit les conditions du lemme de transfert 12 peut se traduire en itération
sur les séries de dénombrement des graphes série-parallele. La premiere étape est de réécrire ces
itérations en termes d’opérations sur les séries. Si F'(z) est la série ordinaire de I'espece F, alors
la série de ’espeéce des ensembles de F-structures est :

B (P(2)) = exp (3 F(Ijk)).

k>1

En utilisant ces notations, on peut définir I'itération simple sur les graphes séries-parallele non
étiquetés a partir de l'itération combinatoire présentée au chapitre 4 (page 93) :

[n]
B = e
z—Y3 (2 (3)
vy = Exp (z +y (z)) .

Tout comme pour les arbres, cette itération a une convergence typiquement linéaire. La encore,
on peut obtenir une convergence plus rapide avec l'itération de Newton. Cette derniere est
obtenue en traduisant directement l'itération combinatoire suivante :

B [n]y2\ ~! ]y 0l
1 1 L(Z+3}3 ) > (L>2(Z+y3 ) Vs >

y[n+1] _ y[n] + (
1 - E(Z+ YY) 1 Ess(Z + VM) -yl

en une itération sur les séries formelles :

Y+l Gy = vl ¢ (Id - A(YW(Z)))* c(y(x)M), (4)
e 0 1/(1—2z-Y3(2))? -1
Al () = (Ep (=4 Va(2) ~ 1 0 ) ’ ®)
et

_ (Y (- 2= Ya(2) - ale)
C(Y(2) = (Exp(z +Y5(2)) —2—Ya(2) =1 — Y3(z)> .

Pour améliorer I'efficacité de cette itération, la matrice inverse se réécrit sous la forme
(Id — A(2) ' =u(Y(2)) M(Y(2)),
avec u(Y (z)) = 14 Exp(z + Ya(2)) (z + Y3(2)) (z — 2 + ¥3(2)), et

M(Y(z)) _ (—1+2+Y3(Z))2 —(24+Y3(2))(z — 2 + Y3(2)) ) |

( (Exp(z + Ya(2)) — 1) (=1 + 2 + Y3(2))* (=14 2 + Y3(2))?
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2. Transfert de convergence

Itération de Newton, séries exponentielles :

=0 ) =0

. 29 139 3337 601 808243
YUy = 221 3,3 %7 4 297 5 6 , QYL 7 8, ..
2 () =27 48204 w2t 2 o e e e
N 1 7 61 721 10351 173867 667957
yUy= 2,2, 0,8, 00 4, (41 5 6 7 8, ..
3 (=g gt Y 0 T hom0 2 T soes 0
. 29 15961 2841 9484021
2 2 3 4 5 6 7 8
Y2H(z)—z +3z7—|—127z —I—?z + 360 z° + 20 z ; z +4---3
. 1 3 1051 19381 43608 1158469
vy 2,2, 0.8, 12 4 5 6 7 8, ..
s ()= g o P o0 P T a0 T hoa0 2 10320
- 61 29 15961 366558482492939101
Y[Zﬂ _ 2,383,322 4,47 5 6 | . 15
() =282 T 2 e 2t T eroRe4000
. 1 7 73 1051 19381 386081655546862081
yBl = 2,2, 0,8, 12 4 5 6 15
3 (=g gt Pt o0 Bt T 2 186810624000 -

Itération de Newton, séries ordinaires :
e =0 v:)=0
Vi(z) = 22 + 823 4+ 824 + 2125 45526 + 144 27 + 37725 + 987 2% 4+ 2584 210 4 ...

\)
Y(2) =22 4228 4524 + 1325 + 3426 + 827 + 23328 + 6102° 4 1597210 + - -
Vi (z) = 22+ 323+ 924+ 3025 4+ 103 25 + 375 27 + 1399 28 + 5365 2° + 20922 210 + . ..
Vi (2) = 22+ 225 + 624 + 18 25 + 64 26 + 227 27 + 855 25 + 3269 2° + 12764 210 + . ..
Vi) = 22+ 323+ 92% + 3025 + 103 25 + 375 27 + 1400 28 + - - - + 23696081 21 + - - -
Vi (2) =22 4223 + 624 + 1825 + 6426 + 22727 4+ 856 28 + .- + 14541132 2% + ...

F1c. 4 — Ttérations de Newton pour les séries associées aux graphes série-parallele.

Itération de Newton optimisée, séries ordinaires :

v(z)=0

vz =0

Vi(z) = 22+ 823 4624 +1025 + 1526+ 2127 + 2828 +362° + 45210 + -

ng(z) =224223 4322 4422 4+5205 462" +728 4829492104

Vi (z) = 22+ 323+ 92% + 3025 + 103 26 + 375 27 + 1349 28 + 4683 2° + 15404 210 4 -

Vi (2) =22 4223+ 6 2% + 1825 + 6426 + 22727 + 820 25 + 2813 2% + 9141 210 + .
(2)
(2)

Fi1G. 5 — Itération de Newton optimisée pour les séries ordinaires des graphes série-parallele.
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ainsi, il n’est plus nécessaire d’inverser une matrice de séries mais seulement la série u(Y(z)) En
utilisant cette méme astuce, on obtient directement l'itération de Newton optimisée suivante :

Y[n+1] (Z) _ Y[n] (Z) + U[nJrl](Z)M(Y[n] (Z))C[HJFH (Z) Y[O] (z) =0
UrH() = UM () + UM ) (w(Y @) UM () - U ) 1), 0 =1

Les itérations pour les graphes série-parallele étiquetés sont identiques, a ceci pres que l'on
remplace Exp par exp. Le passage entre les deux types de séries est possible car I'itération sur les
séries est une traduction de I'itération sur les espéces. On peut donc indifféremment transformer
I'itération combinatoire en une itération sur des séries exponentielles ou ordinaires.

Les figures 4 et 5 représentent les quatre premieres étapes de l'itération de Newton pour
ces graphes (étiquetés ou non), ainsi que l'itération de Newton optimisée, pour les graphes non
étiquetés. Comme précédemment, les termes en gras indiquent le contact avec la solution.

3 Des especes de structures aux classes combinatoires spécifiables

Nous avons prouvé et illustré le transfert de convergence qui s’opere des itérations combina-
toires vers les séries génératrices et nous utiliserons ce résultat au chapitre suivant pour valider
notre oracle numérique.

Nous allons maintenant terminer ce chapitre en utilisant 'itération de Newton optimisée
de la proposition 17 comme un algorithme efficace pour le calcul des coefficients des séries
génératrices. En tout généralité, cette itération est effectivement un algorithme, deés que ’on sait
traduire les systemes d’équations sur les especes en systemes sur leurs séries. Cependant, pour
calculer précisément la complexité d’un tel algorithme, il faut fixer I’ensemble des opérations
effectuées sur les séries; c’est pourquoi, nous repassons désormais dans l'univers des classes
combinatoires spécifiables (voir chapitre 1, page 21) considérées dans la premiere partie de ce
mémoire.

Le résultat de convergence sur les séries (lemme 12) s’applique en particulier dans le cas
des séries génératrices associées aux classes décomposables qui sont des especes de structures
définies par des systemes d’équations combinatoires :

e remplissant les conditions du théoreme des especes implicites,

e n’utilisant que les opérations d’addition, de multiplication et de substitution,

e et ne faisant intervenir que les especes 1, Z, L, FE et C.

Avec les notations utilisées pour les classes spécifiables, on a :
1=¢&, L=SEQ(Z), E=SET(Z) et C=Cvc(2).

La table 2 rappelle les séries génératrices associées aux différentes constructions combinatoires
admissibles (c’est une version simplifiée de la table 1, page 22). La construction d’ensemble
étiqueté ne permet pas les répétitions (puisque tous les atomes sont différents), par contre,
lorsque 'on oublie les étiquettes, on obtient un multi-ensemble. On peut également ajouter
a cette table la construction d’ensemble non étiqueté sans répétitions, notée PSET. La série
ordinaire associée & la classe PSET(A) est :

exp<Z(—1)k_1A(;k)>.

k>0
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| F [E]Z][A+B | AB | SeQ(A) [ SET(A) (MSET) | CYC(A)
F2) |1 ]2 | AG) + B() | A)B(2) 1_121(,2) exp(A(2)) logl_lA(z)
Zk
F(2) |1 ]2 | AG) +BG) | A)B() 1_1A(Z) exp(ZA(k)> Z(’”g"') 1og1_jl(zk)
k>0 k>0

TAB. 2 — Séries génératrices associées aux constructions combinatoires.

Les itérations de Newton sur les séries formelles sont obtenues par traduction des itérations
combinatoires. La dérivation qui apparait dans ’opérateur de Newton peut étre traitée au niveau
des classes combinatoires — et non pas au niveau des séries — puisque ces classes s’expriment
elles-mémes en termes de constructions admissibles; la table 3 résume l’ensemble des classes
dérivées que 'on obtient a partir des constructions admissibles. La liste des séries données par
la table 2 nous permet donc de traduire les itérations de Newton combinatoires associées a
I’ensemble des classes spécifiables, en itérations sur leurs séries génératrices. Ce dictionnaire
nous a, par exemple, permis de traduire les itérations combinatoires pour les arbres planaires
et les circuits série-parallele de la section précédente. Cela évite en particulier d’avoir & calculer
les séries indicatrices des cycles (voir le calcul de la matrice jacobienne (5), par exemple).

F Elz|y|A+B | 4B SEQ(A) SET(A) | Cyc(A)

F'=0F/0Y 0|0 |1 |A+B|AB+ AB'| SEQ(A) A’ SEQ(A) | A'SET(A) | A’ SEQ(A)

TAB. 3 — Regles de dérivation des constructions combinatoires.

4 Complexités

Cette section est consacrée a 'analyse de la complexité de l'itération de Newton comme
algorithme permettant d’évaluer les N premiers termes des séries génératrices associées aux
systemes combinatoires implicites.

Dans un premier temps, nous considérons la complexité arithmétique. Nous établissons les
équations de récurrence qui gouvernent la complexité des itérations de Newton (classique et
optimisée) et en déduisons que leur complexité est quasi-optimale, c’est-a-dire O(N log N') en
utilisant une méthode a base de FFT pour multiplier les séries tronquées (cf .[vzGG99]). Bien
que les complexités de ces deux itérations soient du méme ordre, nous montrons ensuite que
notre optimisation permet de gagner un facteur constant sur le calcul des séries.

Nous étudions enfin la complexité binaire de l'itération de Newton optimisée, en prenant en
compte la taille des coefficients des séries, afin de montrer qu’elle est également quasi-optimale.

4.1 Complexité arithmétique

L’étude de la complexité arithmétique de l'itération de Newton se fait en deux temps. Une
partie de cette complexité est propre au systeme considéré : c’est le cotit de I’évaluation, a
la (n + 1)-itme étape de l'itération, de H(z, YI"(2)) et BH /Y (2, Y (2)).
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Dans un deuxiéme temps, nous analysons la complexité issue de l'itération de Newton pro-
prement dite, en utilisant des récurrences de type “diviser pour régner”.

La complexité du calcul de H(z, Y[ (2)) et 8H /Y (2, Y™ (2)) dépend de I'algorithme
choisi pour multiplier des séries a une précision donnée, c’est pourquoi nous donnons les esti-
mations de complexité en fonction de M(V), une fonction de multiplication abstraite qui donne
une borne supérieure sur le nombre d’opérations arithmétiques utilisées pour le produit de
deux polynémes de degré N (ou de séries tronquées a l'ordre N). Par exemple, I'algorithme de
Karatsuba a une complexité O(N'&23) et la FFT est en O(N log N).

Par ailleurs, le calcul de 'itération de Newton fait intervenir des produits de matrices de
séries tronquées; nous utiliserons donc également la fonction MM(m, N) qui correspond au
nombre de multiplications nécessaires au produit de matrices m x m dont les éléments sont des
polynémes de degré N. Classiquement, on suppose que :

MM(m,2N) > 2MM(m, N). (6)
D’apres [BS05], on a :
MM(m, N) = O(m*“N +m*M(N)), avec w < 3.

Dans ce qui suit, nous estimons la complexité des itérations de Newton en fonction de la
précision des séries et non de la taille des systemes considérés. Nous pourrons donc supposer que
les matrices manipulées sont de taille constante et que par conséquent MM(m, N) = O(M(N)).

Les notations, ainsi que certaines techniques de preuve utilisées dans cette section et la sui-
vante, sont empruntées & [BCGT07]. On pourra se rapporter & ce document pour des références
plus précises.

4.1.1 Calcul de H(z, Y[ (2)) et 8H /Y (2, Y"(2))

En toute généralité, la composition de séries n’a pas une complexité quasi-optimale (voir [BK78]).
En revanche, dans le cas particulier des séries génératrices associées aux systeémes combinatoires,
les constructions utilisées sur les structures conduisent a des compositions de séries génératrices
qui ne font intervenir que des opérations dont la complexité est en O(M(NN)). Ce gain se répercute
ensuite sur l'itération de Newton : sa complexité est alors quasi-optimale.

Proposition 18. Soient A et B des classes combinatoires. Le calcul des N premiers termes
des séries génératrices ordinaires et exponentielles associées auz classes :

A+ B, AxB, SeEQ(A), MSET(A), PSET(A) et Cvc(A),
a partir des séries de A et B, nécessite O(M(N)) opérations dans le pire cas.

Démonstration. Dans le cas des structures étiquetées, les seules opérations utilisées sur les séries
sont, pour f(z) et g(z) fixées :

() +9(z), [f(2)-9(2), exp(f(2)), 1/f(z) et log(f(2)).
La complexité pour une approximation a précision N est alors O(M(N)) pour chacune de ces
opérations (cf. [BCS97]).
Dans le cas des structures non étiquetées, les constructions d’ensemble et de cycle impliquent
des opérateurs de Polya :

=1 = (—1)Ft = ok 1
exp (Z_: kA(zk)> ,  exp (Z (k):B(zk)) et Z (pi: ) log e
k=1 k=1 k=1
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Pour calculer N termes d’une série correspondant a un opérateur de Pélya, nous devons sommer
des séries tronquées ayant respectivement N, N/2, N/3,... termes. Le calcul de ces séries a
précision N nécessite donc O(M(N) + Nlog N) = O(M(N)) opérations. O

On en déduit que la complexité arithmétique pour calculer les N premiers termes du vecteur
de séries H(z, Y (2)) est O(M(N)). De méme, le calcul des N premiers termes de la ma-
trice 8H /8Y (2, Y™ (2)) a une complexité O(M(N)), puisque par dérivation, on se raméne au
meéme ensemble d’opérations que pour H.

4.1.2 Complexité des itérations de Newton

Dans cette section, on montre que le calcul par itération de Newton des N premiers termes
des séries génératrices ordinaires issues de systémes combinatoires a une complexité O(M(N))
pour N grand3®; le méme résultat reste valable dans le cas des séries exponentielles. Avec
une multiplication de séries tronquées a base de FFT par exemple, on peut calculer les N
premiers termes des séries avec une complexité O(N log N). On améliore ainsi la complexité
en O(N log? N) obtenue par van der Hoeven [vdH02, §4.5].

Les deux propositions qui suivent donnent les équations de récurrence qui permettront par la
suite d’estimer la complexité des deux versions de 'itération de Newton (classique et optimisée).
Nous utiliserons la notation suivante pour indiquer la précision des séries manipulées; étant
donné une série Y (2) = ), o yn2", on pose :

N
Y(z) mod 2V := Zynz”.

n=0

Proposition 19. La complexité C(N) de l’itération de Newton classique :
yIz) = Yi(z) + o) (H(z, Yy (z) - Y[”](z)) mod 2V, (7)

e~ (- ooy )

pour calculer les N premiers termes des séries associées au systéme Y = H(Z,Y) satisfait la
relation suivante, pour N = 2™ :

C(N)=C(N/2)+ KM(N)+ R(N) + O(N), (8)

ot K est une constante qui dépend de H et R(N) est la complezité du calcul des N premiers
termes de la matrice UM (2).

Démonstration. La convergence quadratique de 'itération de Newton implique qu’a l’étape n+1,
on calcule Y (2) & précision N = 2". Pour calculer Y™ 1(2), on commence par calculer Y™ (z)
a précision N/2; le cotit de ce calcul correspond au terme C'(N/2). Il reste ensuite a calculer le
cott de la (n+ 1)-ieme étape de U'itération. Le terme K M(IN) provient, d’une part, du calcul du
vecteur H(z, Y"l(2)) et de la matrice 8H /Y (z, Y™ (2)) et, d’autre part, de la multiplication
de la matrice UM (2) et du vecteur H(z, Y (2)) — Y™ (2), le tout & précision N. S’ajoute
a cela, la complexité du calcul de l'inverse U["‘H](z)7 qui correspond au terme R(N) dans
I’équation (8). Enfin, ’addition et la soustraction de vecteurs de séries a précision N contribuent
pour O(N) opérations. O

36Le nombre d’équations m du systéme n’est pas pris en compte.
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Proposition 20. La complexité C*(N) de l'itération de Newton optimisée :

U[n+1]<z) _ U[”](z) + U (2) (BH/(‘)Y(Z, vyl (z))U[n}(z) — (U[”](z) — Id)) mod ZN7 9)
YirHl(e) = YI(e) + U ) (H (2, Y (2) - YI(2) mod 2V (10)

pour calculer les N premiers termes des séries associées au systéme Y = H(Z,Y), satisfait la
relation suivante, pour N = 2" :

C*(N) = C*(N/2) + KM(N) + R*(N) + O(N), (11)

ot K est une constante qui dépend de H et R*(N) est la complexité du calcul des N premiers
termes de la matrice UP(2), & partir de Y™ (2) et U™ (2) & précision N/2.

Démonstration. Le coiit provenant du calcul de U™ (z2) et Yl (2) & précision N/2 correspond au
terme C*(N/2). La complexité du calcul de U1 (2) est donnée par R*(N), indépendamment
du cofit du caleul de U™ (z2) et de la dérivation 8H /Y (z, Y"(2)). La constante K est la méme
que celle de la proposition 19 : le terme KM(INV) englobe les complexités correspondant au calcul
de H(z,Y"(2)) et BH /BY (2, Y™ (2)), ainsi que la multiplication de la matrice U™+ (2) par
le vecteur H(z, Y™ (2)) — Y"l(2); or, nous avons montré au chapitre précédant, que les N/2
premiers termes de U coincident avec ceux de la matrice (1-8H/9Y (2, y' "] (z)))_l. O

A partir des récurrences établies par ces deux propositions, nous pouvons estimer la com-
plexité totale des itérations de Newton.

Théoreme 7. Les itérations de Newton classique et optimisée calculent les N premiers termes
de la solution du systéme Y (z) = H(z,Y (2)) avec une complexité O(M(N)) pour N — oo.

Démonstration. Dans Ditération optimisée, la complexité R*(N) du calcul de UM TU(2) & pré-
cision N, connaissant U™ (z) & précision N/2 et 8H /OY (z, Y™ (2)) & précision N, est essentiel-
lement celle des multiplications de matrices utilisées. La multiplication de 0H /9Y (z, Y[”](z))
par UM (z) a une complexité MM(N); la seconde multiplication a une complexité MM(N/2)
car les N/2 premiers termes de 8H /@Y (z, Y™ (2)Ul" (z) — (UM (2) — 1d) sont nuls (voir
lemme 10, page 107). A cela s’ajoute une addition et une soustraction de matrices de séries a
précision N/2; on a donc :

R*(N) = MM(N) + MM(N/2) + O(N),

Dans l'itération de Newton classique, la complexité R(N) est le cout du calcul de I'intégralité
de l'inverse :

(Id — OH/9Y (z, Y["l(z))y1 ,

a précision N. Ce calcul peut étre fait avec un complexité quasi-optimale par itération de Newton
(cf. [vzGG99]), ce qui revient a faire l'itération (9) récursivement. La complexité R(N) est donc
donnée par ’équation :

R(N) = R(N/2) + MM(N) + MM(N/2) + O(N).
En supposant que N = 2", on a alors :
R(N) = MM(N) +2§:MM(N/2"“) + O(N). (12)
k=1
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D’apres 1’équation (6), MM(2N) > 2MM(N) ; on en déduit que

R(N) < MM(N) + zi %MM(N) + O(N) < 3MM(N) + O(N).
k=1

Pour N grand, le cotit d’'une multiplication de matrices de séries a précision N est dominé par
le colit des produits de séries, on peut donc écrire :

R(N) < kM(N) + O(N),

ou k est une constante qui dépend de H. Par un raisonnement similaire, on a :

R*(N) < gMM(N) + O(N) < E*M(N) + O(N),

ou k* est une constante qui dépend de H. Par application du lemme “diviser pour régner”
(voir [BCGT07, v2GG99]), on obtient alors le résultat annoncé pour C(N) et C*(N). O

Comparaison des itérations de Newton On peut désormais s’intéresser au gain du a ’op-
timisation de l'itération de Newton. Pour cela, on commence par comparer les complexités R(V)
et R*(NN). D’apres ce qui précede, on a R(N) = uM(N) 4+ vN pour certaines constantes u et v;
on réécrit alors R*(NN) sous la forme :

R*(N) = R(N) — R(N/2) = uM(N) (1 — M(N/2)/M(N)) + vN/2.

Le facteur p* = (1 — M(N/2)/M(NN)) gagné par notre optimisation sur le calcul de I'inverse
est donc fonction de algorithme utilisé pour la multiplication des séries a précision N. En
supposant qu’elle a une complexité M(N) = ¢cN*log? N, on a :

B
1 M(N/2) 1 _27alog N/2

M(N) log’ N

Avec une multiplication de polynémes a base de FFT, de complexité M(N) = O(N log N),
notre optimisation permet, a chaque étape de l'itération, de gagner sur le calcul de I'inverse un
facteur qui tend vers 2 lorsque N est grand. Enfin, si ’on veut comparer les cotits des itérations
completes, on réécrit ’équation (8) sous la forme :

C(N) = C(N/2) + (K + p)M(N) + O(N) = (K + p) (M(N) + M(N/2) + -+ ) + kN
et I’équation (11) sous la forme :
C*(N) = (K + pp*) (M(N) + M(N/2) + - -+ ) + kN,
ou k et K sont les mémes constantes dans les deux cas. On en conclut que :

C*(N) K+ pp*
C(N) K+u'’

avec 3/4 < p* < 2. Notre optimisation est donc d’autant plus significative que la constante K est
petite, ¢’est-a-dire quand les calculs de H(z, Y"(2)) et BH /@Y (z, Y™ (2)) sont peu cotiteux.
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4.2 Complexité binaire

La complexité arithmétique est un indicateur insuffisant du cotit des opérations sur les séries
génératrices dont les coefficients croissent exponentiellement vite. Afin d’étre plus précis, dans
cette section, nous étudions la complexité en nombre d’opérations binaires de l'itération de
Newton optimisée. Nous traitons uniquement le cas des séries génératrices ordinaires®”. On
rappelle la définition de l'itération de Newton optimisée :

U[n+1](2) _ U[n](z) + Ul (2) (3H/3Y(Z, Y[ﬂ](z))U[”](z) - (U[n](Z) - Id)>7 (13)
Y[”“](z) — yln (2) + U[n+1](z) <H(z,Y[”](z)) _ Y[”](z)). (14)

On vérifie, dans un premier temps, que toutes les séries intervenant dans l'itération de
Newton optimisée ont un rayon de convergence supérieur a celui de la solution recherchée. C’est
également vrai pour l'itération de point fixe. On peut observer ce phénomeéne sur les courbes
de la figure 1 (en début de chapitre) qui se rapprochent “par en dessous” de la série génératrice
des arbres planaires.

Lemme 13. Les séries Y (2), UM(2), H(z, Y"(2)) et 9H/0Y (2, Y (2)) définies par les
équations (14) et (13) ont toutes un rayon de convergence supérieur au rayon de convergence p
de Y (z).

Démonstration. On montre que cette propriété est vraie par induction sur n. Pour n = 0, toutes
ces séries ont un rayon de convergence infini. Pour tout n > 0, nous avons démontré, au chapitre
précédent, les inclusions combinatoires suivantes, pour tout n > 0 :

Yyl cH(z, M) c Y,
ce qui se traduit par
MY (2) < P H (2, Y (2)) < [2FMY (2), VE>O0.

Par conséquent, les séries Y (2) et H(Y ) (2)) ont un rayon de convergence supérieur & p. Par
analyticité, le rayon de convergence de 8H /8Y (z, Y ")(2)) est le méme que celui de H(Y " (2)).
Enfin, par hypothese de récurrence, le rayon de convergence de U [”71](2) est supérieur a p et
donc, par construction, U["](z) a un rayon de convergence supérieur a p. O

Le lemme suivant nous donne une borne supérieure sur la taille des coeflicients des séries
génératrices ordinaires.

Lemme 14. Soit la série ), . unz" de rayon de convergence p > 0. Si pour tout n > 0,
on a uy € N, alors

1
Ve>1, IN, Vn< N = I(n)<cNlog-,
)

ot I(n) est le nombre de bits nécessaires pour représenter u,.

Démonstration. Par définition du rayon de convergence,

1
limsupul/™ = =
n—o00 1%

3"La complexité binaire pour le calcul des séries génératrices exponentielles sera traité dans article [PSS08].
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Comme u,, est entier, cela entraine
Ve>1, 3INg, VYn>Nyg I(n)< cnlog;.
Soit Iy := maxy<n, log(u,) et N = Iy/(clog(1/p)); on a alors
Ve>1, Vn<N, I(n)<chogll). O

Les deux lemmes précédents nous assurent que la taille des coeflicients de toutes les séries
impliquées dans l'itération de Newton est bornée par la taille des coefficients de la solution
recherchée.

Proposition 21. Si les séries Y (z), solutions du systéme Y (z) = H(z,Y (2)) ont un rayon de
convergence p > 0, alors pour tout ¢ > 1 et tout n € N, il existe K tel que, pour k > K :

K1Y (2), [FUM (2), [MH (2, Y"(2)), [F]0H/0Y (2, Y")(2)) < enlog ;.

On note Mz(N) une fonction qui mesure le colit en nombre d’opérations binaires de la
multiplication de deux entiers de taille N. Pour obtenir la complexité binaire de l'itération de
Newton, nous devons “injecter” ce colit dans nos récurrences, afin de tenir compte de la taille
des coefficients des séries.

Proposition 22. L’itération de Newton optimisée calcule les N premiers termes de la solution
du systéme Y (z) = H(z,Y (z)) avec une complexité :

C7(N) = O(Mz(co N)M(N)),
ot cg = clog %, pour N — o0.
Démonstration.
C7(N) = C5(N/2) + KMz(co N)M(N/2) + R7(N) + O(N),
avec Mz(N) le nombre d’opérations binaires pour multiplier des entiers & N chiffres.
R5(N) = Mz(co N)(MM(N) + MM(N/2))+O(N).

Par un raisonnement similaire a celui utilisé pour le calcul de la complexité arithmétique, on
obtient :
R3(N) = O(Mz(co N)M(N)) et C5(N) = O(Mz(co N)M(N)). O

Il est possible (cf. [vzGG99]) de multiplier deux entiers de N chiffres binaires avec une
complexité Mz(N) = O(N log N loglog N) et par FFT, le cott du produit de séries tronquées
a 'ordre N est M(N) = O(Nlog N); on peut donc estimer la complexité binaire de 'itération
de Newton optimisée en fonction de IV :

C3(N) = O(N?log? N loglog N).

La complexité binaire de l'itération de Newton optimisée est donc quasi-optimale (linéaire, a des
facteurs poly-logarithmiques pres, en la taille de la sortie) pour calculer les N premiers termes
des séries génératrices dont le k-iéme coefficient est typiquement de taille O(k).
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Oracle numérique
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Dans notre approche, la derniere étape pour calculer ’oracle de Boltzmann est de transfor-
mer les itérations combinatoires en itérations numériques permettant d’évaluer les valeurs des
séries génératrices en un point donné. Pour cela, nous donnons le second volet du transfert de
convergence, qui nous assure que l'itération numérique converge effectivement vers les valeurs
souhaitées, pour les spécifications étiquetées. Le cas des spécifications contenant des ensembles
et des cycles non étiquetés reste a traiter.

Comme précédemment, nous illustrons ce résultat sur nos exemples récurrents (les arbres
généraux planaires et les graphes série-parallele) et donnons quelques résultats expérimentaux
obtenus avec un prototype de programme qui génere automatiquement un oracle a partir
d’une spécification donnée. Bien que nous n’ayons pas démontré la convergence de l'itération
numérique dans le cas d’une spécification impliquant des opérateurs de Pdélya, nous présentons
un exemple (les graphes série-parallele) nous confortant dans 'idée que 'on peut étendre nos
résultats a I’ensemble des classes combinatoires spécifiables. Le principal résultat de ce chapitre
est un oracle numérique pour les générateurs de Boltzmann :

Soit Y = H(Z,Y) une spécification combinatoire remplissant les conditions du théoréme
des especes implicites. Si a est une valeur choisie a lintérieur du disque de convergence du
vecteur de séries (ordinaires ou exponentielles) Y (z) de Y, et si la spécification H ne comporte
pas d’opérateur de Pdélya, alors litération numérique suivante converge vers Y () :

OH !
y gl (1 S a™) - (HGy) -y g =0

129



Chapitre 7. Oracle numérique

1 Transfert de convergence

1.1 Spécifications analytiques

Pour prouver la validité de notre méthode pour calculer I'oracle numérique, nous devons
imposer certaines restrictions sur les spécifications combinatoires qui peuvent étre traitées de
cette fagon. La définition suivante caractérise les systemes auxquels nous pourrons appliquer le
transfert de convergence du lemme 16.

Définition 31. Une spécification est dite analytique si ses séries génératrices H(z,Y) sont
analytiques en (2,Y) au voisinage de (0,0), avec des coefficients positifs.

Le lemme suivant nous garantit que les spécifications considérées dans ce chapitre sont
analytiques au sens de cette définition.

Lemme 15. Toute spécification combinatoire (étiquetée ou non) utilisant les constructions :
{&€, Z,+, X, SEQ, SET, CyC}
et ne comportant pas d’opérateur de Pélya est analytique.

Démonstration. D’ une part, ’addition et la multiplication préservent ’analyticité a I'origine et
la positivité. Les unions disjointes et les produits cartésiens de spécifications analytiques sont
donc analytiques. D’autre part, d’apres [Car95], si f(z) est analytique en 0 et g(zp, ..., 2m) est
analytique en 0, alors (f o g)(z0,...,2m) l'est aussi. Les spécifications considérées sont donc
analytiques en vertu de I'analyticité a ’origine de

exp(z), 1/(1—z), log(1/(1—-2z))
et de leurs compositions. La positivité est également préservée. O

En revanche, les spécifications non étiquetées dans lesquelles interviennent des ensembles et
des cycles n’appartiennent pas a cette catégorie ; elle ne sont donc pas couvertes par le lemme 16.
Pour autant, nous verrons avec ’exemple des graphes série-parallele, a la section 2.2, que 1'on
peut espérer étendre la convergence numérique a ’ensemble des spécifications combinatoires.

1.2 Convergence de l’itération numérique

La preuve de l'itération de Newton numérique est une conséquence du lemme de transfert
suivant et de la convergence de l'itération de Newton combinatoire (cf. proposition 13, page 98).

Lemme 16 (Transfert, seconde partie). Soit Y = H(Z,Y) une spécification combinatoire telle
que H(0,0) =0 et H/OY(0,0) est nilpotente. Si F est une spécification analytique et si
l'itération combinatoire

yrrll = Fz ), avee YO =o,

est croissante et converge vers la solution Y de Y = H(Z,Y), alors les séries®® Y (z) ont un
rayon de convergence positif p, et pour tout o tel que |a| < p, Uitération :

Yt = F(a,yl),  avee 3yl =0,

converge vers le vecteur Y («) des valeurs des séries génératrices de la famille Y, au point c.

38Pour alléger ’énoncé, on note indifféremment Y (z) pour des séries ordinaires ou exponentielles.
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Démonstration. Les notations utilisées pour cette démonstration sont celles des séries génératrices
ordinaires. Les mémes arguments restent valables pour des séries exponentielles.
Comme F est analytique et que la matrice (I — 8F/0Y)(0,0) est inversible, le théoreme
des fonctions implicites nous assure que la série Y (2) est analytique en 0 (voir [Car95, Ch. IV]).
L’idée est de montrer que, pour tout « tel que 0 < |a| < p, d'une part Y[ (o) converge
vers Y (a) et d’autre part Y™ (a) = y[, cest-a-dire que les valeurs obtenues par évaluation
de Y["](z) au point z = « sont égales aux valeurs calculées par l'itération numérique.

1. La monotonicité de la suite combinatoire implique que pour tout n et tout k positifs, le
coefficient de z¥ dans Yl (z) est borné par celui de Y'(z) :

Y P(z) < MY (2). (1)

Pour tout £ > 0, la convergence de Y (z) en « entraine D'existence de K tel que | 3, . x axr®| <,
ou les ay > 0 sont les coefficients de la série Y (z). D’apres (1), on a également, pour tout n :

STENY () = > Ry e)rt| <.

k>K k>K

Par ailleurs, d’aprés le lemme 12, la suite (Y™ (2)),en converge vers Y (), i.e., il existe N tel
que pour tout n > N,

[ZFY(2) = K]V (2), pourk=0,... K.
Donc pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout n > N et tout z avec |z| < «, on a :
Y (2) - Y(2)] <e.

Ainsi Y™ (a) converge vers Y ().

2. Soit r tel que |a] < r < p. Si 'on admet que F(z,Y) est analytique dans le poly-
disque |(z,Y)] < (r,Y(r)), ou < est une inégalité composante par composante, alors le vec-
teur F'(a, Y'™) est bien défini, et donc, par induction, on a :

Yy = F(a,y™") = F(a, Y (a)) = YI"H(a).

I nous reste donc a prouver l'analyticité de F'(z,Y). Soit F(2,Y) = > fm-zinjl YA et
Y (2) = 3 cpz”. Pour chaque composante Y, du vecteur Y, avec h € {1,...,m}, I'extraction
du coefficient de z¥, pour & = 0,..., N, dans l'identité F(z,Y(z)) = Y (2) nous donne une
inégalité de la forme :

0 2
Z fh,i,j ’r'Z( Z CLkT‘kl )jl . ( Z Cm’krkm)jm = Z Cth’I“k < Yh(r), N e N,

ou les premiers indices des coefficients représentent les coordonnées des vecteurs. Les coefficients
étant positifs, la premieére somme converge vers Yj(r) lorsque N — oo. Cela prouve la conver-
gence de Fj(z,Y) pour |(2,Y)| < (r,Y(r)) et par conséquent celle de F(z,Y), ce qui conclut
cette preuve. O
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Théoréme 8 (Oracle numérique). Soit Y = H(Z,Y) une spécification combinatoire telle que
H(0,0) = 0 et la matrice 9H/OY(0,0) est nilpotente. Soit Y (2) = H(z,Y (z)) le systéme
fonctionnel associé sur les séries génératrices (ordinaires ou exponentielles). Si H(z,Y (2))
ne comporte pas d’opérateur de Polya et o est une valeur choisie a lintérieur du disque de
convergence de Y (2), alors l'itération numérique suivante converge vers Y (a) :

OH !
y gl (1 S a™) - (HGg) -y g =0

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de la convergence de l'itération de Newton
combinatoire et du lemme de transfert 16. O

L’itération de Newton optimisée est également un oracle numérique, a priori légerement
plus efficace (au vu des résultats de complexité obtenus pour le calcul des développements des
séries). Néanmoins, nos implantations n’ont pas permis d’observer ce gain jusqu’a maintenant.
Ceci est, semble-t-il, di au fait que, contrairement a nos attentes, en Maple, la multiplication
de matrices de flottants® est aussi cotiteuse que l'inversion. Ces pourquoi nous présentons nos
résultats uniquement sur l'itération de Newton classique.

2 Implantation et applications

Dans cette section, nous commencons par reprendre, une derniere fois, les exemples des
arbres planaires et des graphes série-parallele, afin d’observer la convergence numérique que
nous venons de démontrer, que ce soit par itération simple ou par itération de Newton. Nous
donnons ensuite quelques résultats expérimentaux obtenus avec un prototype d’oracle générique
en Maple, pour les spécifications étiquetées.

2.1 Exemple des arbres généraux planaires

Rappelons que les arbres planaires sont définis par :

V=2xLQ) = Y@:Tj%g.

L’itération combinatoire simple se traduit en itération numérique :

gyt = /(1 —yM),  avee ¢yl =o0.
Le rayon de convergence de la série Y (z) est 1/4; une évaluation au point a = 0.1 est donc pos-
sible. Cette itération numérique donne alors les valeurs suivantes des yl, qui correspondent aux

valeurs des séries convergentes Y[!/(z) obtenues au chapitre précédent (cf. page 116), évaluées
en z = «, et qui ont pour limite Y (a) ~ 0.11270166537925831148207346002176. Comme aupa-

39Ce phénomene n’est observé que pour les flottants Maple ; dans le cas des flottants machine, comme on s’y
attend, 'inversion est plus coliteuse d’un facteur constant.
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ravant, nous avons indiqué en gras les décimales correctes a chaque itération.

y=0

g =0.1

yPl = 0.11111111111111111111111111111111 . ..
331 = 0.11250000000000000000000000000000 . . .
y4 = 0.11267605633802816901408450704225 . ..
yl = 0.11269841269841269841269841269841 . . .
ylfl = 0.11270125223613595706618962432916 . . .

L’itération de Newton combinatoire, quant a elle, devient l'itération numérique :

_ ]y _ ol
1) _ ), &/ (L=y™) —y o _ 9

Y

Pour a = 0.1, les valeurs obtenues :

y[O} -0

gy = 0.11111111111111111111111111111111 ...
yl? = 0.11270125223613595706618962432916 . . .
yBBl = 0.11270166537923032259476392887392 . . .
y = 0.11270166537925831148207345989331 . . .

permettent d’observer une convergence quadratique de cette itération, au sens o le nombre de
décimales correctes est doublé a chaque étape. Remarquons que 1’équation y = 0.1/(1 —y) a
une autre solution réelle positive, y ~ 0.88729833462074168852, mais qu’en commencant avec
la valeur yl¥ = 0, l'itération de Newton converge effectivement vers la solution numérique
correspondant a la valeur de la série génératrice des arbres évaluée en 0.1.

Dans cet exemple, tous les calculs ont été réalisés avec 32 décimales de précision, mais il
est possible (et préférable) d’améliorer l'efficacité de I'itération en n’utilisant que la précision
nécessaire au calcul et en la doublant a chaque étape lorsque l'itération devient quadratique.
Avec une itération de la forme

gt =y 4 P (a,yM),

la valeur que I'on cherche est corrigée, a I’étape n + 1, par le terme F'(«, y[”]) ; si la valeur de
celui-ci est égale a ¢.107P avec 1 < ¢ < 10, cela signifie que les p premieres décimales de y["]
étaient correctes. La valeur de ™1 est donc obtenue avec une précision de 2p + 1 décimales.
Si litération a une convergence quadratique, a I’étape suivante, la valeur de y[”+2] devra étre
calculée avec une précision 2(2p +1). En résumé, a chaque étape, on peut ajuster la précision d
du calcul de la facon suivante :

d«— 2 min(d, 2p + 1)7 avec p = y[n'i'” _ y[n]
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2.2 Exemple des graphes série-parallele

Graphes étiquetés On rappelle que les graphes série-parallele sont définis par :

{yz = L>o(Z+)s)
V3 = E>2(Z+4 W)’

Les séries génératrices exponentielles sont données par le systeme :

{ 2(2) = (24 Y3(2))2/(1 - 2 = Ya(2))
Ys(z) = exp(z + Ya(z)) — 1 — 2 — Ya(2).

La singularité dominante de }A’(z) est p =2 — /54 In((1 4+ +/5)/2) ~ 0.245. Pour calculer les
valeurs Y (z), on utilise l'itération de Newton numérique :

Yyt =yl 4 U (o, y!") (H (o, y") - yI"),

avec

-1
1 1— i——s (atys)?
U = (1-a—ys)? t H — I—a—y '
(O[, y) (1 - 6a+y2 1 € (O[, ’y) ea+y2 = 1 _3a o

Avec a = 0.24 < p, les valeurs obtenues pour les premieres itérations sont :

y[l] = (0.1230510663209943063722. . ., 0.06462664750711721439535... )
y[Q] = (0.1627000389319615796926 . . ., 0.09201293266034877734970... )
y[3] = (0.1724333307003245710686 . . . 0.09798441803578338336038 ... )
[4] = (0.1730460965507535353574 . . . 0.09836831514307466499845 ... )
[5] = (0.1730486392973095133433 . 0.09836989917963665326450 ... )
y[6] = (0.1730486393408452105149..., 0.09836989920678769126015...)

La figure 1 donne les temps de calculs obtenus avec une implantation directe de I'itération de
Newton numérique en Maple? sur notre exemple des graphes série-parallele. Les quatre courbes
correspondent a différentes valeurs de «, choisies de telle facon qu’'un générateur de Boltzmann
utilisant ces valeurs engendrera des graphes dont la taille moyenne est 10 (resp. 100, 103 et 10%)
pour la courbe rouge (resp. verte, bleue et noire). Pour chaque courbe, les différents points
correspondent aux temps de calcul de 'oracle avec la précision donnée en abscisse. Les “sauts”
que ’on peut observer sur chaque courbe correspondent aux moments ol le nombre d’itérations
pour atteindre la précision souhaitée est augmenté de un.

Graphes non étiquetés Bien que nous n’ayons pas démontré la validité de notre approche
dans le cas d’une spécification comportant des opérateurs de Pélya, nous avons testé le com-
portement de l'itération numérique pour les graphes série-parallele non étiquetés.

40 Ce programme est écrit en Maple 11 et a été lancé sur un processeur Intel & 3.2 GHz avec 2 Go de mémoire.
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Fic. 1 — Evaluation de l'oracle numérique (par itération de Newton) pour les graphes série-
parallele (temps par rapport a la précision). Les différentes valeurs de a sont 0.2290606680,
0.2450366213, 0.2451428138 et 0.2451438373).

Les séries génératrices ordinaires des graphes série-parallele sont données par le méme
systeme que pour les graphes étiquetés, en remplacant la série exponentielle eXp(F (z)) des
ensembles de F-structures par son analogue ordinaire :

B (F() = exp( 3 F<,jk>)

k>1

L’itération de Newton est alors la méme que la précédente. Néanmoins, elle présente une dif-

ficulté supplémentaire qui est I’évaluation du terme Exp(a + ygn}), étant donné que celui-ci

dépend des valeurs de Y (a'), pour i > 2. L’idée est de commencer par calculer récursivement
ces valeurs, pour pouvoir calculer l'itération pour les valeurs de Y («). On réécrit la série des
ensembles sous la forme :

Zk zk
Exp(z 4 Ya(2)) = R(z) - e#tY2(2)  gvec R(z) = exp (Z —i—:&())
k>2

et I'itération de Newton numérique devient :
y[n+1] = y[n] + U(O{, 7'7 y[n}) (H((y7 T7 y[n}) — y[n})7

avec r = R(«)

1 1——1 N\
U(a,r,y) = (1 ety (llay3)2>

H(a,ry) = ((a +y3)?/(1—a— y3)> _

reettV2 — 1 —a—1y
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Pour que cette itération devienne un algorithme effectif, il nous reste a déterminer combien de
termes de R(«v) doivent étre calculés en fonction de la valeur de « et de la précision a laquelle
on souhaite connaitre les valeurs y. On ne détermine pas ce nombre de termes a priori, mais on
calcule R(«) de fagon incrémentale jusqu’a ce que le terme correcteur ajouté a 1’étape courante
ait une valeur inférieure a la précision souhaitée. De méme, pour stopper le calcul récursif,
lorsque «y, devient suffisamment petit par rapport & «, on peut évaluer directement les valeurs
de Y (a¥) & partir des premiers termes du développement de

Y(z)= Z Y2k,

k>0

qui peuvent étre obtenus par itération de Newton sur les séries (voir chapitre précédent). Pour
calculer y au point «q, avec une précision p, on utilisera alors I'algorithme suivant, avec a = ay.

OracleSP(ag, o, p)
si a < ap/1000 alors
S —0;
k<0
faire
S— S+ Ykak
k—k+1
tant que Yiaf > 1077
renvoyer S
sinon
### calcul récursif de R ###
R — 1;
T 2
faire
R+ R exp((a” + OracleSP(ag, o, p))/r)
erreur — R — Rl
rer+1
tant que erreur > 107P
R « Rlr+1]

### calcul de y par itération de Newton ###

y% —o0;
n—0
faire
ylrt =yl L U(a, R,y[”])(H(a,R,y["]) — y[n])
erreur «— yt — ylnl
n«—n-+1
tant que erreur > 1077P
n+1]

renvoyer y[

La singularité dominante*! est p ~ 0.21638; on peut donc calculer y au point o = 0.21. Les

41 La valeur de la singularité est déterminée de facon heuristique.
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premiéres itérations sont les suivantes, en partant de y% = 0.

= (0.1076544062279541610248230. . ., 0.08605510754686403803030601 ... )

= (0.1499887685016433643039636 . . ., 0.1110825690902974438243804 ... )

= (0.1575005257114053097193857 .. ., 0.1159135012074061657990486 ... )
y[4 (0.1577987798689697722037069 . . ., 0.1160993379699689335187686 ... )
= (0.1577992390122141022215320.. ., 0.1160996261359131512704389 ... )

= (0.1577992390133119943704663..., 0.1160996261366008322161995...)

Ces valeurs correspondent aux valeurs que ’on obtient en calculant les premiers termes du
développement du vecteur de séries Y (2) et en évaluant la somme ), Yo jusqu’au premier

indice k pour lequel Yia¥ est inférieur & une précision fixée (1072°, par exemple).

2.3 Prototype et tests sur des spécifications aléatoires

Calculer les valeurs des séries par itération n’a d’intérét que si la spécification considérée
est récursive. On peut utiliser cette observation afin d’améliorer encore un peu notre oracle;
considérons, par exemple, la spécification suivante :

G := {Ny = Union(Z, Prod
Ny = Union(Z, Prod
N3 = Union(Z, Prod

( Z, Prod(Set(N3),Union(Set(Prod(Na, Z)), N2)))),
(
(

Ny = Union(Z, Prod
(
(

(
Z, Prod(Union(Ny, Cycle(N3)), Sequence(Prod(Ns, N5))))),
Z, Prod(Cycle(Z), Prod(Na, Prod(Z, N3))))),
Z, Prod(Ny,Union(Ny, Ny)))),

Z, Prod(Union(Prod(Ns,Cycle(Z)), N5), Ns))),

Z, Prod(Cycle(Prod(Z, 7)), Cycle(Z))))}.

N5 = Union(Z, Prod
Ng = Union(Z, Prod

e N N e

Remarquons que I’équation qui définit Ng ne dépend d’aucune autre. On peut donc calculer
la valeur de Ng(«) indépendamment du reste du systeme. Plus globalement, on peut tracer le
graphe de dépendances des IN; et décomposer GG en quatre composantes fortement connexes,
{Nl,NQ,Ng}, {N4}, {N5} et {NG} :

On peut calculer séparément les valeurs de leurs séries associées, dans 'ordre du graphe acyclique
dirigé induit par cette décomposition. Une itération de Newton différente est utilisée pour
chacune des composantes présentant au moins un cycle (dans notre exemple : { Ny, No, N3},
{N4} et {N5}). Ainsi, en décomposant les spécifications en composantes fortement connexes, on
peut diminuer le nombre d’équations des systemes sur lesquels on opere et donc travailler sur
des matrices de plus petite dimension.

Nous avons implanté un prototype d’oracle de Boltzmann pouvant traiter les spécifications
étiquetées (et non étiquetées, restreintes aux constructions d’union, de produit et de séquence)
et utilisant litération de Newton. A partir d’une spécification donnée sous la forme d’une gram-
maire Combstruct, ce programme engendre automatiquement une fonction Maple qui prend
comme parametre la valeur du point auquel on souhaite évaluer les séries génératrices associées
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a la grammaire et la précision en nombre de décimales. La table 1 nous donne des indica-
tions concernant les performances?® de ce prototype. Pour ces tests, nous avons engendré des
grammaires aléatoires en faisant varier le nombre d’équations et le nombre de constructions
imbriquées par équation. Ces parameétres sont donnés par les lignes 1 et 2 de la table 1. Les
données présentées dans chaque colonne sont alors des moyennes effectuées sur une centaine
de grammaires. Etant donné que 'on ne lance l'itération de Newton que sur des composantes
fortement connexes isolées, pour chaque grammaire, la taille de la plus grande composante a un
impact significatif sur la performance de l'oracle, ¢’est pourquoi nous avons indiqué la moyenne
de la taille de cette composante pour les spécifications considérées.

Les temps de calcul sont donnés en secondes. Pour chaque spécification, ’oracle est appelé
avec un parametre proche de la singularité du systeme?!. La derniere ligne du tableau 1 donne
une moyenne, sur les grammaires testées, de I’espérance de la taille des structures*? qu’engen-
drerait un générateur de Boltzmann utilisant comme parametre 0.999999p.

# équations 4 10 50 100 500
# constructions/eqn 10 10 10 50 10 50 50
# plus grande c.f.c. 2.47 3.42 7.95 | 18.62 | 10.93 | 67.18 | 339.1
temps (0.99p) 0.05 0.11 0.17 0.47 0.23 7.29 | 61.73
temps (0.999999p) 0.08 0.16 0.19 0.56 0.25 811 | 61.86
taille moyenne engendrée | 4.110™ | 1.4107 | 2.210° | 1.010° | 1.210° | 5.010* | 3.310*

TAB. 1 — Résultats expérimentaux (temps en secondes).

2.4 Applications

Parallelement a ces exemples “artificiels”, notre prototype a aussi été utilisé pour calculer
l'oracle afin d’engendrer des structures aléatoires pour des systemes apparaissant dans des ap-
plications concretes. Par exemple, A. Darrasse utilise la méthode de Boltzmann pour engendrer
des documents XML [Dar08] : il a développé un programme qui, étant donné une grammaire
RELAX NG quelconque, produit des arbres aléatoires uniformes de trés grande taille et qui sont
des documents XML valides. Ces documents aléatoires peuvent, par exemple, étre utilisés pour
tester la vulnérabilité des services web. Avec des grammaires context-free telles que MathML et
DocBook, qui correspondent a des systémes combinatoires de plusieurs centaines d’équations,
notre oracle permet, en quelques secondes, de calculer les valeurs des séries qui permettent
d’engendrer des documents aléatoires de plus de 10 000 nceuds.

Dans [Oud07], J. Oudinet s’intéresse a la génération de chemins dans de grands graphes
modélisant des systémes concurrents. Il implante la méthode présentée dans [DGGT06], basée
sur une décomposition des graphes en modules indépendants et 1'utilisation de la méthode
récursive que nous avons présentée au chapitre 1, pour engendrer des mots uniformes dans des
langages réguliers. En utilisant notre oracle, pour une grammaire de 1183 équations, il a pu,
par exemple, engendrer en moins de 2 minutes, environ 4 000 chemins de plus 2.10° nceuds.

42] Pespérance varie énormément d’un systéme a I’autre, ce chiffre est simplement donné pour souligner le fait
qu’avec cette précision, il est possible d’engendrer des objets de tres grande taille.
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Les résultats présentés dans cette these font de la méthode de Boltzmann une méthode
effective et efficace pour engendrer des structures combinatoires aléatoires.

C’est une méthode effective au sens ot nous disposons désormais de tous les éléments per-
mettant d’implanter des générateurs automatiques a partir des spécifications combinatoires. Les
algorithmes génériques développés dans la premiere partie de ce mémoire, associés a ceux de I’ar-
ticle initial de Duchon et al. [DFLS04], forment un ensemble cohérent permettant d’assembler
des générateurs de Boltzmann pour un grand nombre de classes combinatoires.

La mise en ceuvre systématique de la méthode de Boltzmann passe par I’automatisation du
calcul de 'oracle. La seconde partie de ce mémoire présente une chaine de traitement complete
produisant, a partir d’une spécification combinatoire, un oracle de Boltzmann sous la forme
d’une itération de Newton numérique. Un transfert de convergence est opéré des structures
combinatoires vers les valeurs numériques en passant par une itération de Newton sur les séries
génératrices. Cette itération sur les séries est par ailleurs un algorithme particulierement efficace
pour calculer les suites de dénombrement des structures combinatoires.

Les nombreux exemples présentés dans ce mémoire visent a illustrer I efficacité de la méthode
de Boltzmann. Le principe sur lequel elle repose est vecteur d’efficacité : relacher la contrainte
sur la taille des structures a engendrer entraine une certaine souplesse au niveau des algorithmes
qui se traduit par un gain de complexité par rapport a des méthodes génériques a taille fixée.
Mais lefficacité de la méthode de Boltzmann réside également dans les algorithmes qui I'im-
plantent. En suivant la décomposition récursive des structures, les algorithmes de génération
ont une complexité linéaire qui permet d’atteindre sans difficulté des tailles jusqu’alors inacces-
sibles. L’itération de Newton numérique conduit également a un oracle rapide pour calculer les
valeurs numériques qui dictent les choix probabilistes faits par ces algorithmes. Notre prototype
d’oracle a déja permis, pour de gros systemes (de l'ordre de 10® équations), d’évaluer les séries
génératrices pour des valeurs du parametre qui permettent d’engendrer des structures de tres
grande taille (10° et plus). Il devient, des lors, tout & fait envisageable d’utiliser la méthode de
Boltzmann pour des applications & grande échelle.

Concernant le calcul de 'oracle, quelques points restent en suspens pour pouvoir traiter I’en-
semble des spécifications combinatoires couvertes par la méthode de Boltzmann ; ces questions
font 'objet d’un travail en cours [PSS08] :

e Nous prouvons que notre approche reste valide a I’étape numérique, pour les opérateurs de
Pélya. Pour cela, nous étendons la notion de spécification analytique de facon & prendre
en compte ces opérateurs.

L’exemple des graphes série-paralléle (voir page 134) montre que 1'algorithme permettant
d’obtenir 'oracle conduit alors a des approximations sur les valeurs numériques a différents
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niveaux (la troncature des sommes infinies et l'arrét de la récursion sur les puissances du
parametre de Boltzmann). Nous devons donc également vérifier que ces approximations
n’entrainent pas de perte de précision sur les valeurs renvoyées.

e Les hypotheses du théoreme des especes implicites, et plus précisément la condition
H(0,0) = 0, n’autorisent pas l'utilisation des atomes de taille 0 (que I'on note &) dans les
spécifications combinatoires. Or, ces atomes permettent de définir un certain nombre de
classes (comme les arbres binaires énumérés par leurs noeud internes : B = £ + Z x B?)
pour lesquelles on veut pouvoir fournir un oracle. A cette fin, nous donnons les conditions
pour qu'une spécification H telle que H(0,0) # 0, définisse effectivement une unique
espece de structures.

e Enfin, & un autre niveau, nous achevons I’étude de la complexité binaire de l'itération de
Newton sur les séries génératrices, dans le cas des structures étiquetées (pour lesquelles
les coefficients ne sont plus des entiers, mais des fractions rationnelles).

Nous avons vu, dans le premier chapitre de ce mémoire (page 39), que pour engendrer de
grandes structures, on peut avoir recours a des générateurs singuliers. Pour ces générateurs, le
parametre de Boltzmann est égal a la singularité dominante des séries génératrices associées a
la classe combinatoire considérée. Or, il apparait de facon expérimentale, qu’en se rapprochant
de la singularité, I'itération de Newton nécessite de plus en plus d’étapes avant d’atteindre le
régime quadratique. Il serait donc intéressant de savoir dans quelle mesure on peut utiliser des
méthodes classiques d’accélération de convergence (Schroder) pour améliorer les performances
de 'oracle a proximité de la singularité.

Une autre question se pose alors : comment estimer la valeur numérique de cette singularité 7
Jusqu’a maintenant, on a toujours supposé que 'on savait régler la valeur du parametre de
Boltzmann correctement, c’est-a-dire déterminer 'intervalle dans lequel il peut étre choisi. Or
c’est un probléeme que 'on ne sait pas résoudre dans le cas général. On peut envisager deux
facons différentes d’utiliser les résultats de cette theése pour répondre a cette question. On peut
essayer de calculer cette valeur par itération de Newton (ce qui revient a chercher une valeur
qui annule le déterminant de la matrice jacobienne du systéme); mais on sort alors du cadre
purement combinatoire, en perdant le bénéfice des propriétés liées aux structures (telles que la
croissance de l'itération). Une autre possibilité est d’utiliser 1'oracle de Boltzmann comme une
boite noire pour calculer les singularités par dichotomie, & condition de savoir déterminer, a
partir du comportement de l'oracle, si la valeur de la singularité est dépassée.

Enfin, la calcul des singularités est relié au probléme du choix du parametre de Boltzmann :
pour automatiser le réglage des générateurs, il faudrait fournir une méthode systématique qui
calcule la valeur du parametre en fonction de ’espérance de la taille visée pour les structures a
engendrer.
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