CHAPITRE 1

Relations d’ordre

Ce chapitre traite des relations d’ordre. Apres des rappels de notions abordées ’an
dernier, on s’intéresse plus particulierement aux “ordres bien fondés” qui permettent de
généraliser le principe de récurrence.

I.1 Ordre et ordre strict

Définition (relation binaire) Soit E un ensemble. Une relation binaire R sur E est un
sous-ensemble de E x E. On note xRy pour signifier que (z,y) € R et x Ry pour signifier

que (z,y) ¢ R.

Définition (classification) Soit R une relation binaire sur E. On dit que R est
o réflexive quand Vo € E, xRz ;
o irréflexive quand Vo € E, xRz ;
o symétrique quand Vz,y € E, 2Ry = yRz;
o antisymétrique quand Va,y € E, 2Ry et yRx = = = y;
o transitive quand Vz,y,z € E, zRy et yRz = xRz.

Définition (ordre) Une relation binaire est un ordre (ou une relation d’ordre) quand elle
est réflexive, symétrique et transitive.

Définition (ensemble ordonné) Soit E un ensemble et < une relation d’ordre sur E. On
dit que (E, X) est un ensemble ordonné.

» Attention, les définitions ci-dessus correspondent a I'ordre large mais pas a l'ordre strict :
(R, <) ou < est l'ordre strict usuel sur les réels n’est pas un ensemble ordonné (c’est un
ensemble strictement ordonné, voir en-dessous).

Définition (ordre strict) Une relation binaire est un ordre strict (ou une relation d’ordre
strict) quand elle est irréflexive et transitive.
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Théoréme 1.1 Un ordre strict est toujours antisymétrique.

Définition (ensemble strictement ordonné) Soit £ un ensemble et < une relation
d’ordre strict sur E. On dit que (F, <) est un ensemble strictement ordonné.

Définition (ordre total) Un ordre < sur E est dit total si deux éléments sont toujours
comparables : Vx,y € E, x <y ou y < . Un ordre qui n’est pas total est dit partiel.

Définition (ordre strict total) Un ordre strict < sur E est dit strict total si deux éléments
différents sont toujours comparables : Ve, y € B, c #y=x <youy < z.

» Sans surprise, on peut toujours passer d’'un ordre a un ordre strict et réciproquement.
Si (E, <) est un ensemble ordonné, la relation < définie par x < y ssi (x # y et x < y) est
un ordre strict. Réciproquement, si (F, <) est un ensemble strictement ordonné, la relation
< définie par z < y ssi (z = y ou z < y) est une relation d’ordre.

1.2 Minorants, majorants, minimaux et maximaux

Définition (minorant, plus petit élément) Soit (£, <) un ensemble ordonné et F' une
partie (c’est-a-dire un sous-ensemble) non vide de E. On dit que = € E est un minorant de
F si tout élément de F' est plus grand que z pour < : Vy € F', x < y. Si le minorant de F
est un élément de F' on dit que c’est le plus petit élément de F'.

Définition (majorant, plus grand élément) Soit (F, <) un ensemble ordonné et F' une
partie non vide de F. On dit que z € F est un majorant de F si tout élément de F' est plus
petit que = pour < : Vy € F, y < x. Si le majorant de F' est un élément de F' on dit que
c’est le plus grand élément de F.

» Il n’y a pas toujours un minorant ou un majorant : si ’ensemble c’est Z et la partie P
I’ensemble des entiers relatifs divisibles par 2, il n’y a ni minorant ni majorant.

Théoréme 1.2 Soit (E, <) un ensemble ordonné et F une partie non vide de E. F a au
plus un plus petit élément et au plus un plus grand élément.

Définition (élément minimal) Soit (F, <) un ensemble ordonné et F' une partie non
vide de E. Un élément x € F est un élément minimal de F' quand aucun élément de F
n’est strictement plus petit, pour <, que z : Vy e F,y sz = y = x.

Définition (élément maximal) Soit (F, <) un ensemble ordonné et F' une partie non
vide de E. Un élément x € F est un élément mazrimal de F quand aucun élément de F
n’est strictement plus grand, pour <, quexz : Vy e F,z gy =y ==.
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1.3 Produit d’ordres

Définition (ordre produit simple) Soit (E, <g) et (F,<r) deux ensembles ordonnés.
On définit I’ordre produit simple <proq sur £ x F' par

V(z,y) € Ex F.¥(2',y) € Ex F, (z,y) <prod (@) r<pr ety<ry.

Définition (ordre produit lexicographique) Soit (F,<pg) et (F,<p) deux ensembles
ordonnés. On définit I'ordre produit lexicographique <proq sur E x F' par, on notant <g et
< les ordres stricts associés a <p et <p,

T <Eg x
V(z,y) € Ex F.Y(2',y) € EX F, (z,y) <1ex (2, y') & < ou

r=12ety<xry.

» Si xg et <p sont des ordres totaux, <jex est aussi un ordre total ; ce n’est pas vrai pour

'\<prod .

I.4 Ordre bien fondé

Définition (ordre bien fondé) Soit (F, <) un ensemble ordonné. On dit que < est bien
fondé quand il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante d’éléments de F.

» L’ordre usuel sur N est bien fondé, mais pas celui sur Z, ni celui sur R*.

Théoréme 1.3 (caractérisation des ordres bien fondés) Soit (E, <) un ensemble or-
donné. L’ordre < est bien fondé si et seulement si tout partie non vide F' de E admet au
moins un élément minimal.

Théoréme 1.4 Le produit lexicographique de deux ordres bien fondés est bien fondé.
» Le programme suivant se termine pour toutes entrées n et m dans N* :

while (m != n) {
if (m > n)
m=m- n;
else
n=n-m;

En effet, si on consideére I'ordre lexicographique naturel sur N* x N*, on s’apercoit qu’a
chaque itération le couple (m,n) est strictement inférieur a celui d’avant. Comme 'ordre
lexicographique sur N* x N* est bien fondé (d’apres le théoreme précédent), on ne peut
effectuer qu’un nombre fini d’itérations dans le programme.
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I.5 Ordres sur des ensembles finis, diagramme de Hasse

Quand (F, <) est un ensemble fini ordonné, on peut le représenter graphiquement par
son diagramme de Hasse, qui est un graphe non-orienté avec les contraintes suivantes :

— les sommets sont les éléments de F ;

— si ¢ < y on place z plus bas que y sur le diagramme;

—sizx<yetquiln’y apasde z € F tel que z < 2z < y, on met une aréte entre x et y.

» Le diagramme de Hasse pour l'ordre C sur F = {1,2,3} est :

{1,2,3}
LN
{1,2} {1,3} {2,3}
o ]
{1 {?} {3}
0

Théoréme 1.5 Soit (E,<) un ensemble fini ordonné. L’ordre < est bien fondé sur E.

1.6 Ordres sur les mots

On se donne un ordre strict < sur I'alphabet.

Définition (ordre lexicographique sur les mots) Soit A un alphabet fini. On définit
I'ordre lexicographique sur les mots <jex par

u est préfixe de v
VU,UEA*, U <jex U < { ou
Jw, s, t € A*, da, b€ A,a < bet u=was et v =wbt

Définition (ordre militaire sur les mots) Soit A un alphabet fini. On définit 'ordre
militaire sur les mots <;,;; par

lu < [v]
Yu,v € A%, u <pyv & < ou

lu| = |v| et u <jex v

Théoréme 1.6 Sur les mots, 'ordre militaire est bien fondé, mais pas [’ordre lexicogra-
phique.
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Récurrence et induction

Définition (propriété) Une propriété sur un ensemble E est une application de E dans
{Vrai, Faux}.

II.1 Récurrence

Théoréme I1.1 (principe de récurrence) Soit P une propriété définie sur N. Pour
montrer que la propriété est toujours vraie, il suffit de montrer que
(initialisation) la propriété est vraie en 0 : P(0) = Vrai;
(hérédité) pour tout n € N, si la propriété est vraie en n alors elle est encore vrai en
n+1:
VneN, P(n)= P(n+1).

» Attention dans les preuves a ne pas supposer que P est vrai pour tout n € N (il n'y a
plus rien & démontrer si on suppose ¢a).

» Cela fonctionne aussi si on prend N>y, = {k,k+1,...} ensemble des entiers supérieurs
ou égaux a k, mais il faut faire I’initialisation en k.

>

Zn:i*n(n—i_l)
2
=1

Théoréme I1.2 (principe de récurrence généralisée) Soit P une propriété définie sur
N. Pour montrer que la propriété est toujours vraie, il suffit de montrer que
(initialisation) la propriété est vraie en 0 : P(0) = Vrai;
(hérédité) pour tout n € N*, si la propriété est vraie pour tout k < n alors elle est
encore vraie en n :

Vn e N*, (Vk <n, P(k)) = P(n).
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» C’est quasiment la méme chose, a cause des propriétés structurelles de I’ensemble ordonné
(N, <).

II.2 Deux exemples en informatique

» Si deux mots non vides commutent (uv = vu) alors ils sont puissance d’'un méme mot :

Jwe A*, Ik >1, W >1, u=w"etv=r’

» Soit G un graphe orienté avec n sommets. S’il existe un chemin entre = et y alors il en
existe un de longueur au plus n — 1 : par récurrence sur la longueur ¢ du chemin initial.

I1.3 Induction bien fondée

Théoréme I1.3 (induction bien fondée) Soit (E, <) un ensemble muni d’un ordre bien
fondé. Soit P une propriété sur E. Si les deux hypotheses suivantes sont vérifiées :

1. P(z) = Vrai pour tout élément minimal x de (F, <),

2. st pour tout élément non minimal x, on a la propriété :
(Vy < x, P(y) = Vrai) = P(x) = Vrai,
alors
pour tout x € E, P(x) = Vrai.
» Soit (E,<) ou E=N\{0,1} ={2,3,...} et < est ordre “divise” :
rxy< JkeN y=ke.

On a vu en TD que l'ordre “divise” est bien fondé et que ses éléments minimaux sur E sont
les nombres premiers.

Soit P la propriété “s’écrit comme un produit de nombres premiers”. On montre par
induction bien fondée pour cet ordre que cette propriété est toujours vraie sur F.
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Structures Inductives

II1.1 Introduction

L’objectif est de formaliser des définitions qui sont par nature récursive (on dira plutot
inductive dans un contexte mathématique) pour définir des objets, comme par exemple des
arbres binaires qui seront définis de la fagon suivante :

e [] est un arbre binaire,

0
e si A et B sont des arbres binaires, /\ aussi.

Mais il faudrait rajouter un “il n’y a rien 3’autre”, ce qu’on va définir formellement dans
la suite.

I11.2 Définitions

On rappelle que si les A;, pour i € Z, sont des sous-ensembles d’un ensemble E, 'inter-
section de tous les A; est I’ensemble

(NAi={zcE|VicI, zcA}.
i€l

I11.2.1 Fermeture inductive

Soit U un ensemble, on note Fj l'ensemble des fonctions d’arité k (c’est-a-dire des
fonctions & k variables) partielles de Uk — U. On note F toutes les fonctions partielles &
une ou plusieurs variables :

7= #
E>1

Définition (stabilité) Soit © un sous-ensemble de F et E un sous-ensemble de U. E
est dit stable par Q2 quand pour tout f € U d’arité k, et pour tout (z1,...,xx) € EF s
f(z1,...,xx) existe alors f(x1,...,2x) € E.
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Cela signifie donc que les images des k-uplets d’éléments de F sont dans F.

Définition Soit U un univers (un ensemble), B C U la base et @ C F un ensemble de
fonctions partielles. La fermeture inductive E de B par §2 est le sous-ensemble de U défini

par :
E = ﬂ X.

BCX
X stable par Q

Théoreme III.1 La fermeture inductive de B par Q) est le plus petit sous-ensemble de U,
pour linclusion qui vérifie

o (base) BCFE
e (induction) F est stable par Q.

» L’ensemble P des mots bien parenthésés sont un sous-ensemble de A = {a,b}, ou a
correspond a une parenthese ouvrante et b a une parenthese fermante. L’univers est A*. On
a P défini inductivement par :

{B ={c}
Q= {f} avec f(u,v) = aubv.

Théoréme I11.2 Soit E la fermeture inductive de B par Q). Un élément x € U est dans
E si et seulement si :

e ou bien xz € B,

e ou bien il existe f € Q d’arité k et x1,--- ,x € E tels que x = f(x1, -, k).

I11.2.2 Définition ascendante et descendante

La définition donnée pour la fermeture inductive est appelée définition descendante :
est obtenu par intersection infinie de tous les ensembles vérifiant (base) et (induction).

Soit E la fermeture inductive de B par 2. On définit la suite des sous-ensembles de E
définie par :

- By =B,

— Bz’—i—l = Q(BZ) U B;, Vi € N,

Théoréme II1.3 On a E = U;>0B;.

» Cela signifie qu’on obtient les éléments de F en appliquant un nombre fini de fois des
regles de €, en partant des éléments de la base.

Définition (hauteur d’induction) Soit E la fermeture inductive de B par 2. La hauteur,
ou hauteur d’induction, de x € E est le plus petit entier h tel que x € Bj,.
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I11.2.3 Arbre syntaxique

Comme chaque élément z de la fermeture inductive £ de B par {2 se construit en
appliquant successivement les regles de construction, il est souvent utile de décrire par un
arbre un procédé qui permet de construire x. Cet arbre s’appelle un arbre syntaxique.

On construit donc un arbre dont les feuilles sont étiquetés par des éléments de B et dont
les noeuds internes sont étiquetés par des éléments de € : si une regle f d’arité k intervient
dans le processus de construction de zx, le noeud associé aura k descendants.

» Voila l'arbre syntaxique de = = f(f(a, 8),9(a)), pour B = {«, 3} et f d’arité 2 et g
d’arité 1.

» Il est important de remarquer qu'un « donné peut avoir plusieurs arbres syntaxiques :
il peut tres bien il y avoir plusieurs fagons de construire x.

III.3 Principe d’induction structurelle

C’est ’équivalent de la récurrence pour les structures inductives. C’est donc un des
théoremes les plus utiles de ce chapitre.

Théoreme 111.4 Soit E la fermeture inductive de B par ). Soit P une propriété définie
sur E. Pour montrer que pour tout x € E la propriété P(x) est vraie, il suffit de montrer
que :
e (base d’induction) Vx € B, P(x) = Vrai.
e (étape d’induction) pour tout f € Q d’arité k et tout x1,--- ,xx, siy = f(z1, -+, xk)
est définie, alors P(y) = Vrai.

I11.4 Définition de fonctions sur des ensembles inductifs

I11.4.1 Schémas libres

Définition (uniquement constructible) Soit £ la fermeture inductive de B par 2. Un
élément x € F est dit uniquement constructible quand une et une seule des deux propositions
suivantes est vérifiée :
e r €D,
e il existe une unique regle f, d’arité k, et un unique k-uplet (x1,---,x) tel que
x = f(x1, -, zp).
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Définition (induction libre) Soit E la fermeture inductive de B par Q. E est libre,
ou librement engendrée, ou est un schéma libre d’induction, quand tous ses éléments sont
uniquement constructibles.

Si f est une fonction d’arité k, de U* dans U, et que X est un sous-ensemble de U, on
note f(X) 'ensemble des images des éléments de X :

FX)=A{f(x1,...,z) | 1,...,2x € X et f(x1,...,2}) existe}.

On rappelle aussi que si f est une fonction de U™ dans U et que E C U, la restriction de f a
E, notée f|p est la fonction de E™ dans U définie, pour tout (1, ... ,xp) € E™ du domaine
de définition de f, par

fig (@1, ) = (21, 20)) -

Théoreme 111.5 Soit E' la fermeture inductive de B par Q). E est librement engendrée si
et seulement si les trois points suivants sont vérifiés :

e Vfe, f(EYnB=10.

e Vf e, fip est injective.

° Vfig e, f(E)Ng(E)=0.

I11.4.2 Fonctions

L’idée est de définir une fonction inductivement en donnant I’'image des éléments de sa
base et en expliquant comment transformer les regles.

Soit F la fermeture inductive libre de B par 2. La définition inductive d’une application
¢ de E dans un ensemble F' consiste en

— la donnée ¢(x) pour tout élément x € B.
— Pour toute regle f € Q, d’arité k, la donnée de 'expression de ¢(f(x1, -+ ,xk)) en
fonction des z; et des ¢(x;).

» Si le schéma n’est pas libre il peut y avoir ambiguité. Par exemple, pour E défini par
ga,bel
fu,v) =uww e E Vu,veE
Si on définit la fonction ¢ de E dans N par

{¢>(6> = ¢(a) = ¢(b) = 1
8(f(u,v)) = d(u) + d(v) Vu,ve E

On a ¢(ab) = ¢(a) + ¢(b) = 2 et ¢(ab) = ¢(e) + ¢(ab) = ¢(e) + ¢(a) + $(b) = 3.



I11.5. EXPRESSIONS 11

I11.4.3 Programmation

Les fonctions définies inductivement sont la plupart du temps transformables directe-
ment en fonction récursives. Il existe méme des langages de programmation (prog. fonc-
tionnelle) dont c’est le principe de base.

Le principe est de faire une fonction en deux parties. De la forme :

phi (x)
* 3i x est dans B
* retourner la valeur connue phi(x)
* Sinon
* x = £f(x1...xk)
* retourner 1’expression en fonction de x1...xk et phi(x1l)..phi(xk)

» Il faut donc pouvoir “inverser” x = f(x1,--- ,xp), c’est a dire retrouver les ;.

II1.5 Expressions

On définit inductivement ’ensemble des expressions rationnelles non vides sur I’alphabet
A, noté £ par (ce sont des mots sur 'alphabet qu’il faut) :

— {a} € E pour tout a € Aet e € E.

— (El U E2)

- (E1- E2)

- (B
» On considére la fonction ¢ de £ dans {0, 1} définie par ¢(¢) = 1, ¢(a) = 0. Et ¢(E1U
E2) = ¢(E1) ou ¢(E2), etc. On a ¢(E) = 1 & E reconnait le mot vide. Cette fonction
associe a une formule (I’expression) un langage (un ensemble de motsde A*).

» On peut facilement faire des algorithmes récursifs sur l'arbre de ’expression, ce qui
revient, mathématiquement, a définir des fonctions sur €.

» Il y a beaucoup d’autres types d’expressions qui sont utilisées : formules logiques, ex-
pressions arithmétiques, etc. Toutes fonctionnent sur le méme principe.



