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Automate... avec multiplicité

B automates “classigues”
N, Z compter les chemins
Corps
Rat(B*) transducteurs
max-plus, min-plus | automates de distance ou de cout

a,b a,b

b Booléen: accepte les mots qui ont un b.
Sur N: compte le nombre de b.
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Automate... avec multiplicité

B automates “classigues”
N, Z compter les chemins
Corps
Rat(B*) transducteurs
max-plus, min-plus | automates de distance ou de cout

la,1b 2a,2b
Sur N: valeur du nombre écrit en base 2.

— 10 Sur (N, min, +):
longueur du mot + nbe de a a la fin

\ 4
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K-Automate / K-Représentation

12[1 1 o]
a4 —b 2b
M = a b a

a a b

T'= 11
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K-Automate / K-Représentation

12[1 10]
a4 —b 2b
M = a b a

a a b

T'= 11

(|A],ab) =1—-2—1+2
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K-Automate / K-Représentation

12[1 10]
a4 —b 2b
M = a b a

a a b

T'= 11

(JAl,ab) =1-2—-1+2+1=1
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K-Automate / K-Représentation

[110]
1 0 0 0 -1 2
pla)=1 1 0 1| pubd)=]0 1 0
110 0 0 1
o
T=11
1

(|Al,ab) =1—-2—-14+2+1=1=Tu(a)u(b)T
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Equivalence

Deux automates sont equivalents s’ils realisent la méme série.
La décidabilité déepend du semi-anneau ou de la forme des automates:

Booléens décidable
Multiplicité dans un corps | décidable
Transducteurs indecidable | fonctionnel | décidable
Tropicaux indécidable | non ambigu | décidable
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Conjugaison

A= (I,M,T),B=(J,N,U). A= B:
QX:J, MX = XN, et T:XU)
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Conjugaison

A= (I,M,T),B=(J,N,U). A= B:
QX:J, MX = XN, et T:XU)

Pour tout w, on a:

Tu(wy)...p(wp)T = Tu(wy)...u(wy) XU
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Conjugaison

A= (I,M,T),B=(J,N,U). A= B:
CIX:J, MX = XN, et TzXU)

Pour tout w, on a:

T(wy)...p(we)T = Jp(wy)...pw(wy)U
= A et B sont équivalents.

A La conjugaison n’est pas une relation d’equivalence.
C’est un pré-ordre.
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Conjugaison

-1 0 1

0

-1 0 1

0

—2a 0

0 0

LITIS - 14 décembre 2006 — p. 6/32



Conjugaison

Deux automates équivalents ne sont pas forcements conjugues.

110]] 0 a a 1
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Conjugaison et equivalence

Théoréeme 1: Soit A et B deux automates booléens,

deux N-automates,

deux Z-automates,

deux K-automates, avec K corps,
deux transducteurs fonctionnels.

Y
> .

Si A et B sont équivalents, il existe C tel que A R
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Booléens: conjugaison et déeterminisation

det(A) =24

*8—%@*

Chaque état de det(.A) est un vecteur u(w).
1 0 0]

Matrice de conjugaison:

1 1 0
10 1
11 1

De méme: A = codet(.A)
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Booléens: conjugaison et déeterminisation

A, B équivalents. Soit C = det(.A U B)

a,bg
a (:)CL,b (:)

b a

a a,b C

_ = O O
—_ = O
_ = O O

_ o = O

—
_0 = O

Onal — XN AU B.
Finalement, on obtient C 2 detC =L B.

— Théoreme 1 pour les booléens.
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Corps: réduction et conjugaison

A=(,p,T)
Réduction a gauche: calculer une base de (Iu(w)).

1000] — etatl
0110] — etat2

=2[1001] — état 3
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Corps: réduction et conjugaison

A=(,p,T)
Réduction a gauche: calculer une base de (Iu(w)).

=[1000] — étatl
ITu(a) =[0110] — état 2

1 0 0 0
redy(A) = AdavecX=[0 1 1 0
1 0 0 1

LITIS - 14 décembre 2006 — p. 11/32



Corps: réduction et conjugaison

De méme A = redq(A).

Remarques:

—red,(redg(A)) est un automate reduit (nombre d’états minimum);
— tous les automates réduits sont conjugués dans les deux sens avec une
matrice de transformation inversible (changement de base).
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Corps: réduction et conjugaison

A, B équivalents. Soit C = red, (A + B)

On aC[X:D;]AJrB.

C=(I,M,T);posons C" = (I,M,T/2).

On obtient ¢’ == A et ¢! =— B.

— Théoreme 1 pour les corps.
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Cas des entiers

Pour Z, tout fonctionne comme dans les corps; on calcule une base du
Z-module (Iu(w)).

Pour N, on calcule un ensemble générateur d’'un N-semi-module contenant les
I1(w) en utilisant les bonnes propriétés de N*.

A Soit A= (I,u,T)etB=(J,v,U) équivalents de dim. resp. r et s.
Quand on “réduit” A + B, on n'a pas le droit d’utiliser n’'importe quel vecteur

générateur de N"™*; on ne manipule que des vecteurs [z | y] tels que
x.T =y.U.
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Transducteurs fonctionnels: séguentialisation

7 = (I, u, T') transducteur fonctionnel

a b O b 0 0 0
I=[100], wla)=10 0 a |,ub)=100 0|, T=1|0
0 0 O 0 0 0 1
ala,b|b blb

RO O g
— —_— 1,0,0
T L.0.0,
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Transducteurs fonctionnels: séguentialisation

7 = (I, u, T') transducteur fonctionnel

a b O b 0 0 0
I=[100], wla)=10 0 a |,ub)=100 0|, T=1|0
0 0 O 0 0 0 1
ala,b|b blb

11
“/
RORNONEOR ~
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7 = (I, u, T') transducteur fonctionnel

a b 0 b 0 0] 0 |
I=[100], wla)=10 0 a |,ub)=100 0|, T=1|0
0 0 O 0 0 O 1
ala,b|b blb

@aa, aab, ab@

LITIS - 14 décembre 2006 — p. 15/32




Transducteurs fonctionnels: séguentialisation

7 = (I, u, T') transducteur fonctionnel

a b O b 0 0 0
I=[100], wla)=10 0 a |,ub)=100 0|, T=1|0
0 0 O 0 0 0 1
ala,b|b blb

11
“/
RORNONEOR ~

LITIS - 14 décembre 2006 — p. 15/32



Transducteurs fonctionnels: séguentialisation

7 = (I, u, T') transducteur fonctionnel

a b 0 b 0 O 0
I=[100], wla)=10 0 a |,ub)=100 0|, T=1|0
0 0 O 0 0 O 1

ala,b|b

alb ala
@ bl @
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Transducteurs fonctionnels: séguentialisation

7 = (I, u, T') transducteur fonctionnel

Séquentialisation: « vecteur de mots
O P
a. plus grand préfixe commun

A 7 non séquentialisable = seq(7) infini
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Transducteurs fonctionnels: séquentialisation avec echec

ldée: si les composantes de « sont trop differentes, elles ne servent pas pour
les mémes mots.

—On impose:
— chaque @ doit contenir le mot vide
— Si o; non minimal, il existe «;, préfixe de a; tel que |o;| — |ay| < K(7T)

Sinon, on décompose « en union de vecteurs a supports disjoints qui

respectent ces propriétés et on construit un transducteur qui n’est plus
seéquentiel. —qseq(7)

b|b ala blb
b|1 b|1

S () s ) SN 715

T]bb alaa T\b alab T
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Transducteurs fonctionnels: séquentialisation avec echec

ldée: si les composantes de « sont trop differentes, elles ne servent pas pour
les mémes mots.

—On impose:
— chaque @ doit contenir le mot vide
— Si o; non minimal, il existe «;, préfixe de a; tel que |o;| — |ay| < K(7T)

Sinon, on décompose « en union de vecteurs a supports disjoints qui
respectent ces propriétés et on construit un transducteur qui n’est plus

sequentiel. T
el st

b|b ala blb a\l/’
i1 M1 ()
v\_/@/_\ — - bb7 b7]~

T]bb alaa T\b alab T \
all
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Transducteurs fonctionnels: séquentialisation avec echec

ldée: si les composantes de « sont trop differentes, elles ne servent pas pour
les mémes mots.

—On impose:
— chaque @ doit contenir le mot vide
— Si o; non minimal, il existe «;, préfixe de a; tel que |o;| — |ay| < K(7T)

Sinon, on décompose « en union de vecteurs a supports disjoints qui

respectent ces propriétés et on construit un transducteur qui n’est plus
sequentiel. —qseq(7) b|1

blb ala b!bo/ o

b1 b1

alaa
@ ® - @y
b 12 0,0,1)—
[ L
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Transducteurs fonctionnels: séquentialisation avec echec

ldee: si les composantes de « sont trop différentes, elles ne servent pas pour
les mémes mots.

—On impose:
— chaque @ doit contenir le mot vide
— Si o; non minimal, il existe «;, préfixe de a; tel que |o;| — |ay| < K(7T)

Sinon, on décompose « en union de vecteurs a supports disjoints qui
respectent ces propriétés et on construit un transducteur qui n’est plus

seéquentiel. —qseq(7)

A quoi ca sert ?
— Le transducteur obtenu est non ambigu
— qseq(7) 2T
—qgseq(7 U7') est conjugué a 7 eta 7’ (s’ils sont équivalents)
— Théoreme 1 pour les transducteurs.
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Revétement / Quotient

LITIS - 14 décembre 2006 — p. 18/32



Revétement / Quotient

Revetement

JNU
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Revétement / Quotient

Revetement
JN U
- ,____2\_
¢ (>:b::'l(” [—a b
(b al —
S===x } a a-+b
a l\___b/)_
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- —a =

a t:b_

o a

—a —b 2b |
a b a
a a b

I pol

INSY

A

S|

Revétement / Quotient

B
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Revétement / Quotient

—a =b 2b
>===Z —a b
a b Q) —
Row e s
_O_
o b 2w |1 0] [1 0 ;
o« b a 01]l=|01 [ ‘
a a-+b
a a b 0 1 0 1
1 0 | o] [1 0 ;
Initial:[l 1 o] 0 1 =[1 1},Fina|: 11l=10 1 [1]
0 1 1 0 1
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Revétement / Quotient

Définition: A= (I, M,T) et B = (J,N,U), Z-automata.
A est un revétement de B

- il exi ice d’ ion X tell
B est un quotient de A s’ll existe une matrice d’amalgamatio telle que

IX=J MX=XN, etT=XU.
Définition: A= (I, M,T)etB = (J,N,U)

A est un co-revétement de B

B est un co-quotient de A s’il existe une matrice d’amalgamation X tq

I=J%X, XM=N%X, et XT=U.
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co-revétement / co-quotient
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co-revétement / co-quotient

—(2) -

co-revétement
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co-revétement / co-quotient

—(2) -

co-revétement

—a b (JaNaU)
(I,M,T)
o —b 2]
[o a + 2b
a b a —
a b
a a b
Ly ; i
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Circulation d’éléments inversibles

a -+ 2b 2a + b
\b/g
a
(I,M,T)
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Circulation d’éléments inversibles

a -+ 2b —2a — b

8638

a
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Circulation d’éléments inversibles

a -+ 2b 2a + b
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Circulation d’éléments inversibles

a -+ 2b 2a + b
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Conjugaisons et revétements

deux Z-automates
deux K-automates, avec K corps
deux transducteurs fonctionnels émondés

Théoreme 2: Soit A et B

Circulation

Co-revétement/ \revétement

St A BN BB, alors A B
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Conjugaisons et revétements

Théoreme 2: Soit A et B| deux automates booléens émondés
deux N-automates émondés

co-revétement revétement

Si A = B, alors A B
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Conjugaisons et revétements

2a + 2b a4+ 2b 2a + b
] a
B
S
[1 0] [100]
— 1 0
1 1 01 1
0 1

_ co-revétement . ¢ _revétement
On construit C = (K, C, V) tel que / \
A B

LITIS - 14 décembre 2006 — p. 24/32



Conjugaisons et revétements

a+b b b
S P L
? ? ?

? ? ?

? ? ?
e e

0 2a + 2b 2a + 2b

a+b b 100_1000
01 1| |0 11

0 2a + 2b
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Conjugaisons et revétements

a+b b b
e ——
a-+20H| 2 ? } [ 2 |[H-b

_{
a+ 2b—{ ?
(
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Conjugaisons et revétements

a+b b b

0 a-+2b b

0 a 2a -+ 2b
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Conjugaisons et revétements

2a + 2b a—+ 2b 20 +b B
i a
1 0 0

[O . 1] a-+b 2a + b 10
; 1 0
0 1

b o) Ja

C
a -+ 2b
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Equivalence et revétements

|A| = [B
Théoreme 1:

N
A
a
\J
=
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Equivalence et revétements

Al = |B]
Théoreme 2:
. circulation :
revétemenE/ co—revétement\
X Y
A < C > B
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Equivalence et revétements

Al = |B]

~circulation . ) circulation
revétemenf/ co—revétemento\ /Oco-revétement \revétement
X Y
A < C > 5
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Equivalence et revétements

Al = |B|
Co-revétemen’t/ \i:o-revétement
. circulation : . circulation .
revétemenf/ \revétement
X Y
A < C > I3
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Equivalence et revétements
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. circulation :
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. circulation
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X Y
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Equivalence et revétements

Al = |B|
~circulation o circulation
co-revétemen’t/ \co-revétement
revétemenf/ \revétement
X Y
A < C > 5
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Application

Proposition: Si deux langages rationnels ont la méme fonction de croissance,
Il existe entre eux une bijection réalisée par un transducteur lettre a lettre.

Exemple: L1 = a(a+b)* et Ly = (¢ + dc+ dd)* \ cc(c+ d)*:

R 00—
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Application

Proposition: Si deux langages rationnels ont la méme fonction de croissance,
Il existe entre eux une bijection réalisée par un transducteur lettre a lettre.

Exemple: L; = af *et Lo = (c+dc+dd)* \ ce(c+ d)*:
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Application

. (c) O
(a)

@ d)
_.< - / (c) 5\(

0 @)

" \ (d)//(d)

co-revétm cO- revetemy
006"
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Application

(¢) U
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Conjugaison et systemes dynamiques

Théoreme de I'équivalence finie (Parry):

Deux sous-shifts sofigues sont images par une application bloc-map
finite-to-one du méme sous-shift de type fini si et seulement si

IIs ont la méme entropie.

preuve:
Lemme de Furstenberg: X, Y méme entropie = XF =FY,F >0, F #0
XF = FY = existence des applications bloc-map finite-to-one
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Conclusion

® Travalil en cours...
® Statut des transducteurs non fonctionnels, des automates tropicaux, etc.

® Liens entre decidabilite de I'equivalence et décidabilité de la conjugaison
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