Structures discretes

Licence Mathématiques-Informatique, 2eme année
Examen 22 janvier 2009

Durée de 'examen : 2 heures

Les documents hors livres sont autorisés. Les calculettes sont interdites. Toute réponse
devra étre argumentée. Les cing exercices sont totalement indépendants.

Exercice 1 :

1. Le langage a*b*a*b* contient-il le mot baa ?

2. Sur l’alphabet {a, b}, donner une expression rationnelle du langage des mots qui contiennent
un nombre impair de b.

3. Sur lalphabet {a,b,c}, donner une expression rationnelle du langage des mots qui ne
contiennent pas le facteur ac.

Correction
1. baa = a’b'a?b® appartient & a*b*a*b*.
2. a*b(a*ba*b)*a*.
3. (bUcUa*b)a*.

Exercice 2 :
On se place sur lalphabet A = {a,b}. Sur les langages de A*, on consideére, en plus des
opérations rationnelles, les opérations suivantes. Si L est un langage de A*, pour n € N,

Ln:{{e} sin=0, ot <1 — U Ik

n—1 : .
L.L sinon; 0cken

Si L et K sont deux langages de A*, le produit L.K est ambigu s’il existe deux mots distincts
u et ' de L et deux mots v et v/ de K tels que uv = v/v'. On définit :

Lok — 0 s% L.K est ambigu,
L.K sinon.

Dans ce qui suit, C est un langage de A* qui est un code. Montrer que, pour tout n € N,
1. C<"U(C™ ® C*) = C*; montrer que C<" N (C" @ C*) = 0;
2. C<"@ ((C™)*) = C*.

Correction

1. Soit un mot w appartenant & C<"U(C"®C*); si w est dans C<", w = c¢1ca...ck, avec k <
n et les mots ¢; sont dans C', donc w est dans C* ; si w est dans (C"®@C*), w = ¢j¢3...cpu,
avec les mots ¢; dans C' et u dans C*, donc w est dans C*. Réciproquement, si w est
dans C*, w = cjca...c; avec les mots ¢; dans C'; si k < n, alors w est dans C'<", sinon,
W = ¢162...cp(Cpt1...C), aVEC Cpi1...c,, dans C*, donc w est dans C".C*. Par ailleurs,
comme C est un code, la décomposition de w en mots de C' est unique, donc I'union est
disjointe (C<" N (C™ @ C*) = () et le produit est non ambigu C".C* = C" @ C*.



2. De méme, si w est dans C*, w s’écrit de maniere unique w = c¢j¢so...ck, avec les mots ¢;
dans C'; si on regroupe ces mots par paquets de n a partir de la fin, on obtient que w
est dans C<" @ ((C™)*) = C*. La réciproque est évidente, le produit est non ambigu
car C' est un code.

Exercice 3 :
Soit P(X) =14 X3 4+ X% un polynéme & coefficients dans Z/27Z.

1. Montrer que ce polynéme est primitif.

2. On T'utilise pour faire un codage de Hamming. Combien y a-t-il de bits d’information
et de bits de correction dans un mot du code ?

3. On désire envoyer le message 11001011010 ; quel est le code associé ?

4. Décoder le bloc 110101100010100 en faisant I’hypothese qu’au plus une erreur est sur-

venue.
Correction
1.

X%=1 mod P X'=X mod P
X?2=X? mod P X3 =X3 mod P
X*=1+X> modP X°=14+X+X® mod P
X0 =1+ X+X?4+X% mod P X"=1+X+X? modP
X8 =X+ X2+ X% mod P X9 =1+ X? mod P
X0=X 4+ X% mod P X1 =14+ X2+ X% mod P
X2 =14+X modP XB =X +X? modP
X4 =x24+ X% mod P X% =1 mod P

2. Les puissances de X prennent toutes les valeurs possibles dans Z/2Z[X] modulo P, P
est donc primitif.

3. Il y a 15 polynoémes possibles, donc un mot du code a une longueur 15; P est de degré
4, donc parmi ces 15 bits, il y a 4 bits de correction et 11 d’information.

4. Le calcul des polynémes fait en 1. peut se représenter par le tableau suivant :

ol1l2|3]4]5|6|7|8|9]10|11|12]13] 14
xO[1loflofof1|1|{1]|1lofl1{O |1 ]1]0]O
xXtlol1]ofolol1|[1]1]1]o[1T]oOof[1]1]0O
xX2lolof1]ojojof1|1f[1][1]Oof[1]Oo]1]1
x3lolofof1f1]1][1]of[1]o]1][1]O0]0O]1

Pour calculer le code associé a w = 11001011010, on place ce mot sous les colonnes de
droite :

0111234567 [8|9(10|11|12|13|14
w 1j1j0(0j1j0} 1170110




On fait la somme des colonnes qui correspondent a un 1 :

415811011 | 13| Somme
xXV[1/1lo]0]11]0 1
Xtlol1l1]1]0]1 0
xZlolol1lo|1]1 1
X3l1]1]1]1]1]0 1

La somme nous indique les bits de correction ; le mot du code est donc 101111001011010.
5. Pour décoder ¢ = 110101100010100, on le place sous le tableau :

213(4|5|6|7(8(9]10|11 (12|13 |14
1(1(0(1|{0f1|j1joj0f0f1j011{0}0

On fait la somme des colonnes qui correspondent & un 1 :

0|/1[3[5|6]|10]|12 | Somme
X0l1lolof1]1]0]1 1
Xtlof1rlof1]1]1]1 1
X2lolofolol1] 0] O 1
x3lolof1f1]1]1]0 0

La somme nous indique la colonne correspondant au bit faux : le bit 7. Le code corrigé
est donc 110101110010100, le mot envoyé est 01110010100.

Exercice 4 :

On considere ’ensemble des arbres binaires complets, noté B, défini inductivement selon le
schéma, suivant :
B={0O}

f(A1, Ag) = /( >\ pour Ay, A € B

A Az
On définit I'application @ inductivement sur B par :

(O)=0
D(f(A1, A)) = {f(Blvf(Bza@(Az))) si ®(A1) = f(By, Bo)

F(O,®(42)) si ®(Ar) = O

1. Représenter 'arbre T' = f(f(0,0),O).
2. Calculer ®(T).

3. Montrer inductivement que l'image de n’importe quel arbre de B par ® a le méme
nombre de feuilles et le méme nombre de nocuds internes.

4. Calculer ®(®(T")). L’application ® est-elle une bijection ?



Correction

2. 2(f(O,O)) = f(O. O), donc 2(£(F(O. O), O)) = F(O, (O, O

3. On prouve par induction que pour tout arbre 7', ® préserve le nombre de feuilles et de

nceuds internes. On note np le nombre de nceuds internes dans un arbre et g le nombre
de feuilles.
Base : Si T est une feuille, ®(T) est une feuille, donc ny = ngr) = 0 et gr = gor) = 1.
Induction : Si T = f((D,A), ®(T) = f((O,®(A)); par hypothése d’induction ny =
neo(a) et ga = gpa), donc np = 1+ ng =1+ ng) = ner) et gr = 1+ ga =
L+ goay = ga(r)- Si T = f(f(A1, A2),C), soit f(Bi1,b2) = ®(f(A1, Az)). On a &(T) =
[ (B, f(Ba2, ®(C))) ; par hypothese d'induction, on obtient, ngry = np, +np, +nc+2 =
(1+np, +np,) +nc+1=(1+na, +n4,) +nc+1=nr et gor) = g, +9B, +9c =
ga; + 94, + 9c +1=gr.

4. ®(®(T)) = ®(T), donc deux arbres différents (T et (7)) ont la méme image; ¢ n’est
donc pas injective, donc pas bijective.

Exercice 5 :
On se place sur I'alphabet A = {0,1}. On considére I'application f: A — A* définie par :

f:0—01

1—0

On étend cette application aux mots : si w = wywi...wy, est un mot de longueur n, alors
f(w) = f(wy) f(wa)...f(wy). On considere la suite de mots définie par :

Uug = 07
up1 = f(ug), k€N
1. Calculer uq, usg et us.

2. a) Montrer que pour tout k > 0, ugio = Upiq1Up.
b) On note ¢ la longueur du mot uy. Montrer que lx9 = l11 + Ck.

3. Montrer que quel que soit k, ug ne contient aucun facteur 11, ni aucun facteur 000.

4. Montrer que, pour tout k£ > 0, le nombre de 0 dans ug4; est égal a ¢. En déduire que

le nombre de 1 dans wugyo est aussi égal & £j.

5. a) Montrer que, pour tout k > 0, K%H — b1y — Ei = (—1)k.

(-n*

e
c) Montrer que p restreint a [1;2] réalise une bijection continue de cet intervalle sur
[—1;1]. En déduire que la suite (¢541/0;)k>0 converge et calculer la valeur de sa limite.
d) Pour tout mot w de A*, |w|y est le nombre de 0 dans w et |w|; le nombre de 1.
|uko
|uk|1

2

b) Soit p : x — z* — x — 1. Montrer que p(¢x+1/0k) =

Déduire des questions précédentes la limite de , lorsque k tend vers l'infini.



Correction

1.
2.

up = 01, uo = 010, uz = 01001.

a) On montre par récurrence que pour tout k > 0, ugio = ugpiug. Clest vrai pour
k=0 :us =01.0 =wujug. Si c’est vrai pour k — 1, alors ugio = f(ug+1) = flugur—1) =
f(ug) f(ug—1) = ugsiuk, c’est donc vrai pour k. Par récurrence, la propriété est donc
vraie pour tout k.

b) leyo = |ugta| = |uprruk| = Jupsa| + [ug| = b1 + L.

Tout mot ug commence par un 0 car ug et u; commencent par un 0 et par récurrence, si
ug commence par 0, ug41 = upug—1 commence par un 0. On montre par récurrence que
ug ne contient pas de facteur 11. C’est vrai pour ug et u;. Par récurrence, s ug et ugi1
ne contiennent pas de facteur 11, alors ug49 = up4+1ux non plus, puisque uy commence
par un 0. les mots uj ne contiennent pas non plus de facteur 000, car un 0 qui n’est pas
suivi d'un 1 est forcément I'image de 1 par f, donc un facteur 000 ne peut étre obtenu
qu’a partir d’un facteur 11.

L’image de toute lettre contient exactement un 1. Donc f(ug) contient exactement |ug|
0, en d’autres termes, le nombre de 0 dans uy1 est £. L’image de 0 contient exactement
un 1, alors que celle de 1 n’en contient pas. Le nombre de 1 dans f(ug) est donc égal
au nombre de 0 dans ug, en d’autres termes, le nombre de 1 dans ugio = f(ugs1) est
égal au nombre de 0 dans uy4q soit .

. a) On montre ’égalité par récurrence sur k. Pour k =0, {y = 1 et ¢; = 2, donc 1’égalité

est vrai. Si elle est vraie pour un entier k, sachant que ¢ = lx12 — fx4+1, On a
Gor — b by — 6 = (=1)F
Givr = Cha1 (g2 = pir) — (bga — Lyg1)® = (—=1)F
26511 — bt lirr — (Gyg — 2001 (rga + Goyy) = (= 1)
Gy + ligr by — Gy = (—1)F
lora = lrralipr = liyy = —(=1)F = (=)

b)En divisant I’égalité ci-dessus par £2, on obtient

G b _(=DF

Ce qui répond & la question.
c) p'(z) = 2z—1, donc p’ est strictement croissante sur [1; 2] ; comme p est un polynome,

donc une fonction continue, p réalise donc une bijection de [1; 2] sur [p(1); p(2)] = [—1; 1].
(=DF

2
Zk

Sur [—1; 1], p~! est donc une fonction continue croissante. ¢, tend vers I'infini, donc
k
tend vers 0 et pil(%) = g’z—zl tend vers p~1(0), c’est-a-dire vers une racine de p. Les
k
racines de p sont (1 ++/5)/2 et (1 —+/5)/2; seule (1 + +/5)/2 appartient & [1;2], c’est

. ‘
donc la limite de %.

|uglo
[uk 1

d) Le nombre de 0 dans uy, est £_1, le nombre de 1 est £;_5, donc a la méme limite

L soit (1++/5)/2.

2
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que 7=



