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Résumé

Ce mémoire d’habilitation est une présentation de certains travaux que j’ai effectués dans les
dix derniéres années. Le cadre commun de ces travaux est fourni par la notion de motif dans les
structures discrétes. En particulier, nous étudions divers problémes autour de motifs dans les mots
et arbres — deux structures fondamentales en informatique. Les résultats présentés sont variés et
relévent des domaines de la combinatoire du mot, l’algorithmique, la théorie des langages formels,
la déduction automatique. Une large partie de ces études portent sur la complexité algorithmique
de problémes sous-jacents.

Abstract

This thesis presents some of the work I have done for the last ten years. A common framework
for this work is provided by the notion of pattern in discrete structures. In particular, we
study various problems related to motifs in trees and words - two fundamental structures in
Computer Science. The results presented are of different nature, and belong to such areas as
word combinatorics, algorithm design, formal language theory, and automated deduction. A
large part of these studies is devoted to the algorithmic complexity of underlying problems.
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Baaotcencmeo u yotcac 8vui3u6a40 68 HeM CKOADAHCEHUE HAKAOHHOT AUHUL
ssepr no dpyzo0li, 6ePMUKAALHOT,— 6 NpuMepe, YKa3ueaswem matiny
napaasesvrocmu. Bepmukasvnan 6via 6eCkonewna, Kok 6CAKAA MUHUA,
U HAKAOHHAA, MOJCE OECKOHEUNHAA, CKOAL3A MO Hel U NOOHUMAACH
6ce 6vlwe, 00penena bviaa 08UaMBCA BEYHO, COCKOALIHYMDL el ObiA0
HEBOZMONCHO, U MOYKA UL NEPECEUEHUS, BMECTNE C €20 OYuLoT, HECAUCD
ssepx no beckoneunol cmese. Ho, npu nomouyu aunetixu, on npunysHcoas
UL  PACUENUMBCA: MPOCMO HEPMUA UL 3aH0B0, NAPAAAEALHO OPY2
dpyoicke, U HYSCMBOBAL NPU IMOM, MO MAM, 6 O0ECKOHEUHOCTU,
20e OM 3aCMABUN HAKAOHHYN COCKOMUMD, NPOUSOWAL HEMICAUMAR
Kamacmpopa, HEUIBACHUMOE Yo, U OH NO00ARY 3AMUDPAA HG MU
nebecar, 20e CTodam ¢ Yma 3eMHBLE AUHUY.

Bragnvup Habokos, 3amura JlyxuHa

Le glissement d’une ligne obliqgue remontant sur une verticale — dans
lezemple qui expliquait le mystére des lignes paralléles — faisait naitre en
lui un sentiment de béatitude et d’effroi. La verticale était infinie, comme
toute ligne, et [’oblique, qui l’était également, glissant sur elle et s’élevant
toujours plus haut, était condamnée a se mouvoir perpétuellement ; il
était impossible qu’elle décrochdt jamais, et le point d’intersection de
ces deuz lignes fuyait, avec l’dme de Loujine, toujours plus haut, sur
une route sans fin. Cependant, 4 l'aide d’une régle, il les forcait a se
séparer ; il les retracait simplement a nouveau, en ligne paralléles — et 4l
sentait que, dans l'infini, la ou il avait forcé l'oblique o se détacher de
Uautre ligne, une inconcevable catastrophe s’était produite, un miracle
inexplicable, et il s’absorbait longtemps dans cet empyrée ou les lignes
terrestres deviennent folles.

Vladimir Nabokov, La défence Loujine
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Premiére partie

Résultats scientifiques






Chapitre 1

Introduction

Ce document se veut une synthése de certains des travaux que j’ai effectués pendant les dix
derniéres années. Ces travaux sont de nature et de contenu mathématique trés divers; certains
visent & construire des algorithmes efficaces, d’autres se focalisent sur des propriétés combina-
toires, ou cherchent & établir la complexité de problémes sous-jacents, ou encore étudient des
propriétés grammaticales de langages associés. Cependant, tous ces travaux sont reliés a plu-
sieurs niveaux et en particulier, ils portent tous sur des propriétés de structures discrétes qui
peuvent étre décrites & 'aide de la notion de motifs.

Le motifs sont un moyen simple et souvent naturel de spécifier des familles non-triviales de
structures discrétes. L’idée d’utiliser les motifs consiste & définir les structures en spécifiant des
sous-structures que ces structures contiennent, ou ne contiennent pas. Par exemple, on définit
certaines classes d’arbres binaires de recherche, comme les arbres rouges-noirs par exemple, avec
les motifs locaux qu’ils doivent suivre (ou éviter). Il est intéressant de noter qu’en définissant ces
motifs locaux, nous imposons une structure globale & ’arbre, & savoir la propriété d’étre équilibré.
Cela illustre la puissance de cette approche.

Inversement, étant donné une classe de structures, on cherche souvent a la caractériser en
spécifiant les sous-structures qui sont présentes, ou au contraire absentes, dans les structures de
la classe. Les mathématiques contiennent des résultats trés puissants illustrant cette approche,
comme le théoréme de Kuratovski qui affirme que les graphes planaires sont exactement ceux
qui ne contiennent pas de sous-graphes K33 et K5. De facon plus générale, la théorie de graphes
posséde une riche variété de résultats sur des classes de graphes caractérisées en termes de sous-
graphes interdits (obstruction sets) [Brandstidt et al., 1999]. Ces résultats sont confortés par le
célebre théoréme de Robertson et Seymour [Robertson et Seymour, 1990], affirmant que toute
classe de graphes fermée par rapport aux mineurs peut en effet étre caractérisée par un ensemble
fini de mineurs interdits.

D’un point de vue général, le processus de caractérisation d’une classe de structures en
termes de motifs permet de mieux comprendre leurs propriétés communes. Dans ce cas, les mo-
tifs peuvent étre associés a des généralisations de ces structures, et la construction de ces motifs
reléve de I'apprentissage. De ce fait, des modeéles visant & construire des motifs qui apparaissent
dans les structures données sont étudiés dans la théorie de Papprentissage automatique [An-
gluin, 1980; Lassez et Marriot, 1987; Shinohara, 1982|. Récemment, cette approche a trouvé des
applications intéressantes dans I’analyse de séquences génomiques [Shinohara et Arikawa, 1995;
Yokomori et Kobayashi, 1998]. Ce lien est en effet naturel : les séquences d’ADN sont devenues
disponibles en grande quantité, mais le probléme majeur reste & les comprendre. Or, le processus
de « compréhension » passe inévitablement par la recherche de certains motifs (régularités) com-
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muns a un groupe de séquences, ou au contraire absents dans le groupe. Le méme probléme se
pose dans les séquences de protéines ou les motifs servent a caractériser des familles de protéines
lices et correspondent & leur propriétés structurelles ou fonctionnelles communes.

Les motifs sont également largement utilisés en informatique dans les formalismes de spé-
cification. Ils sont au cceur des systémes de réécriture [Dershowitz et Jouannaud, 1990], de la
programmation fonctionnelle [Bird et Wadler, 1988], ou encore des systémes experts [Buchanan
et Shortliffe, 1984]. Dans tous ces domaines, les motifs sont utilisés pour exprimer les régles de
transformation d’objets. La signification typique d’une régle o — ( est la suivante: si 'objet
contient le motif «, son occurrence est remplacée par une instance correspondante du motif .

Supposons que nous avons une classe G de structures combinatoires (telles que graphes, mots,
arbres, etc.) pour laquelle il a été défini une notion de sous-structure (comme celle de sous-graphe,
sous-mot, sous-arbre, ...). Trés souvent, on peut naturellement définir pour la classe G une notion
de motif comme une partie d’une structure possible ou comme une structure contenant des parties
non-spécifiées. Toutes les structures qui contiennent un motif donné sont appelées des instances
de ce motif.

Ce cadre général nous permet de définir deux notions qui vont jouer un roéle central dans ce
mémoire, du fait que la plupart de problémes que nous allons traiter vont s’exprimer par ces
notions. Etant donné une classe G et un ensemble P de motifs définis pour cette classe, nous
allons noter Inst(P) C G l'ensemble de toutes les instances de motifs de P, et Cont(P) C G
I’ensemble de toutes les structures de G contenant une sous-structure de Inst(P).

Dans ce mémoire, nous allons projeter cette définition générique sur deux types de structures
probablement parmi les plus utilisées en informatique: les mots et les arbres. C’est aussi pour
ces deux structures que la notion de motif est particulierement naturelle. Ces deux structures
correspondent aux deux chapitres de ce document — le chapitre 2 est consacré au cas des mots
et le chapitre 3 au cas des arbres.

Le chapitre 2 contient & son tour trois parties. La premiére (section 2.3) présente des résultats
portant sur la complexité algorithmique (décidabilité, NP-complétude, ...) de divers problémes
de décision liés aux langages de motifs (langages de mots définis & I’aide de motifs), tels que les
problémes d’inclusion, de la vacuité ou de finitude. La partie suivante (section 2.4) est consacrée
aux motifs répétés dans les mots. Les résultats qui y sont présentés relévent de la combinatoire
du mot. Enfin, la troisiéme partie (section 2.5) porte sur les algorithmes efficaces de recherche
de motifs dans les mots et se situe donc dans le domaine de ’algorithmique des mots.

Le chapitre 3 porte sur le cas des arbres ; il contient deux parties. La section 3.2 est consacrée a
des problémes de décision de langages de motifs dans le cas des arbres. Ensuite, dans la section 3.3
nous étudions certaines classes de langages d’arbres, définies du point de vue grammatical mais
lites également aux langages de motifs.

Dans la section 4 nous présentons un survol de résultats de complexité pour des problémes
de décision clefs, en les comparant pour les cas des mots et des arbres. En particulier, nous
revenons dans ce chapitre aux résultats des sections 2.3 et 3.2 en les replacant dans un contexte
plus général.

Avant de terminer cette introduction, je tiens a souligner que le but de ce document est
de présenter 1’ensemble de ces résultats d’une fagon synthétique et relativement courte (mais
néanmoins rigoureuse). Tous les détails techniques relatifs a ces résultats sont donc hors de
portée de ce mémoire. Aucune preuve n’est donnée, hormis une seule exception dans la section 2.3.
Cependant, nous avons essayé de porter un soin particulier & ce que tout ce qui est resté « derriére
la scéne » puisse étre reconstitué, soit a partir de nos articles, soit a partir d’articles auxquels



nous faisons référence.
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Chapitre 2

Motifs dans les mots

2.1 Définitions de base

Nous commencons par les définitions de base. Soit A un alphabet fini de lettres. Les mots
sur ’alphabet A sont des suites finies de lettres de A. Du point de vue algébrique, les mots sont
les éléments du monoide libre engendré par A. L’ensemble des mots est noté A*, et le mot vide
e. Les mots infinis dont I’ensemble est noté A“ sont des suites infinies de lettres de A, ou des
fonctions de N dans A.

Soit w = aj ...a, un mot. L’entier n est appelé la longueur de w, notée |w|. Un mot a; ... a;
pour 7 < j, que l'on note wfi..j], est appelé un facteur de w. Une position dans w est un entier
entre 0 et n. A chaque position 7 dans w on associe une décomposition w = w;wsy ol |wi| = .
La position de la lettre a; dans w est 7 — 1.

Les motifs sur A sont des mots sur ’alphabet AU X, ou X est un alphabet infini de variables.

Exemple 1 v = abaababaabaab est un mot sur ’alphabet {a,b}, et abazbayb, rabazr, raxxazraz
sont des motifs sur {a,b} pourvu que z,y € X.

Une variable z € X qui a au moins deux occurrences dans un motif est appelée non-linéaire dans
ce motif, et elle est linéaire si elle n’a qu’une occurrence dans le motif. Une substitution est un
morphisme o : (AU X)* — A* tel que o(a) = a pour toute lettre a € A. Une substitution o
est appelée non-effacante si pour tout x, o(z) # ¢ ; sinon elle est dite effagante. Un mot w € A*
est une instance d'un motif p € (AU X)*, ¢’il existe une substitution o telle que w = o(p). Une
substitution peut étre vue comme une fonction remplagant les occurrences de variables dans un
motif par des mots, & condition que les occurrences d’'une méme variable soient remplacées par
le méme mot. Dans ’exemple 1, le mot v est une instance de chacun des trois motifs indiqués.

2.2 Langages de motifs

En utilisant la notation générique de I'introduction, on note Inst(P) I'ensemble des instances
d’un ensemble P C (AUX)* de motifs. On considére uniquement ici les instances par les substitu-
tions non-effacantes. Si l’on autorise les substitutions effacantes, ’ensemble des instances est noté
Inst.(P). D’une fagon analogue, Cont(P) est 'ensemble des mots contenant un facteur qui est
une instance d’un motif de P par une substitution non-effagante. Si les substitutions effacantes
sont autorisées, on utilisera la notation Cont.(P). On note que Cont(P) = A*Inst(P)A* et
Cont.(P) = A*Inst.(P)A*. Si P est composé d’un seul motif p, on utilisera la notation Inst(p),
Cont(p) etc. au lieu de Inst({p}), Cont({p}), etc.

7



8 Chapitre 2. Motifs dans les mots

On remarque que pour tout ensemble de motifs P, il existe un autre ensemble S tel que
Inst(P) = Inst.(S). Appelons o une substitution élémentaire si elle envoie chaque variable x sur
le mot az pour a € A. L’ensemble S peut alors étre obtenu de P en agissant sur les motifs de P
avec toutes les substitutions élémentaires possibles:

S = U {o(p) |Vz € X, o(x) = ax pour a € A}. (2.1)
pEP

Inversement, Inst.(S) peut toujours étre représenté comme Inst(P). Ici, P peut étre obtenu &
partir de S en substituant toutes les occurrences de certaines variables par le mot vide:

P=J{olp) |Vz € X, o(z) =z ou o(w) =} (2.2)
peS

Un langage L C A* représentable comme Inst(P) (ou Inst.(P)) pour un ensemble fini de
motifs P C (AU X)* est appelé un langage de motifs (pattern language). Notons que selon la
remarque ci-dessus, la distinction entre les cas effacant et non-effacant n’a pas d’importance
pour la définition de la classe des langages de motifs. En revanche, pour certains problémes avec
des restrictions sur le nombre de motifs, la différence entre les cas effacant et non-effacant peut
s’avérer capitale. Nous en verrons des exemples dans la sections 2.3.1.

Une autre observation, importante pour nous, concerne la relation entre les langages Inst(P)
et Cont(P). On peut facilement exprimer Cont(P) en termes de Inst(P) en ajoutant une variable
linéaire au début et a la fin de chaque motif de P :

Cont(P) = Inst( U {zpy, zp,py,p|p € P, z,y € X et x,y n’apparaissent pas dans p})
pEP

(2.3)
Cette réduction implique qu’un probléme de décision pour pour les langages Cont(P) est d’une
complexité qui ne dépasse pas la complexité du méme probléme pour les langages Inst(P). En
particulier, si un probléme est décidable pour Inst(P), il 'est aussi pour Cont(P). Par contre,
si un probléme est indécidable pour Inst(S), 'indecidabilité du méme probléme pour Cont(P)
n’en découle pas nécessairement et peut étre plus difficile & prouver. Nous rencontrerons cette
situation par la suite.

2.3 Problémes de décision liés aux langages de motifs

L’étude des langages de motifs dans le cadre de la théorie des langages (problémes de la
vacuité, d’appartenance, inclusion, ambiguité, etc.) constitue une direction de recherche relati-
vement nouvelle, dont le début semble étre marqué par le travail d’Angluin [Angluin, 1980] dans
le contexte de 'apprentissage automatique. En revanche, I’étude des motifs du point de vue de
leur éwvitabilité est un sujet bien plus ancien et remonte aux travaux de Thue du début du siécle
[Thue, 1906; Thue, 1912|. Les résultats présentés plus loin dans la section 2.4.1 s’inscrivent dans
cette derniére direction.

Dans les années 1990, l'intérét pour les langages de motifs a été réveillé par le résultat
impressionnant de [Jiang et al., 1993| (version compléte dans [Jiang et al., 1995]) qui a été suivi
d’autres travaux |Kari et al., 1995|. Les publications [Salomaa, 1994; Salomaa, 1995| donnent un
bon apercu de cette direction de recherche.

Dans cette section nous étudions quelques problémes de décision liés aux langages de motifs.
Pour chacun de ces problémes notre but est d’établir sa complexité algorithmique. Par la suite
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dans le chapitre 4 nous ferons un résumé des résultats de complexité de certains problémes
de décision pour les langages de motifs, en les comparant avec la complexité des problémes
homologues dans le cas des arbres.

La section 2.3.1 décrit les résultats de larticle [Kucherov et Rusinowitch, 1994 dont la version
journal a été publiée dans [Kucherov et Rusinowitch, 1995c|]. L’'un des deux résultats de la
section 2.3.2 a été énoncé dans [Kucherov et Rusinowitch, 1999]. La construction principale de la
section 2.3.3 a été introduite dans [Kucherov et Rusinowitch, 1995a|, ainsi que certains résultats
de cette section.

2.3.1 Inclusion de langages de motifs

Cette section porte sur les problémes d’inclusion de langages de motifs. Le résultat suivant a
été prouvé dans |Jiang et al., 1993 :

Théoréme 1 ([Jiang et al., 1993]) I n’existe pas d’algorithme qui pour tous motifs p1,ps €
(AU X)* vérifie l'inclusion Inst(pr) C Inst(ps). Il en est de méme pour l'inclusion Inst.(p1) C
Inst.(p2).

L’inclusion de deux langages de motifs est donc indécidable méme dans le cas réduit a un
seul motif. Ce résultat, surprenant au premier abord, peut étre mieux compris en remarquant
que Vinclusion Inst(py) C Inst(pe) peut exprimer le probléme d’évitabilité d’un motif sur un
alphabet donné, probléme dont la décidabilité n’est pas connue |Currie, 1993|. Nous reviendrons
sur ce point dans le chapitre 4 ol nous discuterons plus de détails ’évitabilité de motifs.

Concernant le théoréme 1 il est également & noter que I'équivalence Inst(py) = Inst(ps) est
facile a vérifier : elle se produit si et seulement si les motifs p; et po sont égaux & une permutation
de variables prés [Angluin, 1980]. Quant & I’équivalence Inst.(p1) = Inst.(p2), on ne sait pas si
elle est décidable [Salomaa, 1993] (voir aussi [Ohlebusch et Ukkonen, 1997]). Si les motifs p; et
p2 sont composés uniquement de variables, alors Inst(p1) C Inst(ps) ou Inst.(p1) C Inst.(p2)
implique que p; = (p2) pour une substitution vy: X — (AU X)* [File, 1988].

Dans le travail [Kucherov et Rusinowitch, 1994] nous nous sommes intéressés a la décidabilité
de l'inclusion

Inst(p) C Cont(P) (2.4)

pour un ensemble de motifs P. A part son intérét dans le cadre pur de la théorie des langages
de motifs, cette question a des liens avec les systémes de réécriture de termes [Dershowitz et
Jouannaud, 1990|. Considérons les systémes de réécriture de mots avec variables |[Kucherov et
Rusinowitch, 1994]. Un tel systéme se compose de régles de réécriture [ — r, out [,7 € (AU X)*
sont des motifs tels que chaque variable de r apparait dans [. En utilisant la terminologie de la
réécriture |Dershowitz et Jouannaud, 1990], il s’agit de systémes de réécriture sur un symbole
associatif (concaténation) et un nombre fini de symboles constants (lettres de A). Notons que
ce type de systéme peut étre vu aussi comme une généralisation de systémes de semi-Thue
(semi-Thue systems) [Book, 1987; Book et Otto, 1993| par I'introduction de variables.

Comme tout systéme de réécriture, un systéme de réécriture de mots avec variables engendre
une relation de réduction sur les objets sous-jacents, ici les mots de A*. Toutes les questions qui
sont traditionnellement posées dans le contexte de systémes de réécriture (telles que la confluence,
la terminaison, la propriété de Church-Rosser, etc.) peuvent donc étre étudiées dans le cadre
de systémes de réécriture de mots. L’inclusion (2.4) représente une de ces questions, & savoir la
propriété de réductibilité inductive dont nous parlerons plus dans le chapitre 4 ol nous analyserons
cette propriété dans le cas des arbres.

Le résultat principal de l'article [Kucherov et Rusinowitch, 1994] est le théoréme suivant :
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Théoréme 2 ([Kucherov et Rusinowitch, 1994|) Il n’eziste pas d’algorithme qui pour tout
motif p € (AU X)* et tout ensemble fini de motifs P C (AU X)* vérifie l'inclusion Inst(p) C
Cont(P).

En d’autres termes, I'inclusion (2.4) est indécidable.

Notons que le théoréme 2 ne découle pas du théoréme 1 en raison du remplacement de Inst
par C'ont dans la partie droite de I'inclusion (voir la remarque dans la section 2.2). D’autre part,
le théoréme 1 n’est pas non plus une conséquence du théoréme 2, a cause de la restriction (trés
forte) de n’avoir qu’un seul motif dans la partie droite de I'inclusion.

La preuve du théoréme 2 donnée dans [Kucherov et Rusinowitch, 1994| a une conséquence
trés intéressante : elle montre que l'inclusion (2.4) reste indécidable méme lorsque le motif p dans
la partie gauche est fixe et a une forme extrémement simple, & savoir si p = axa pour z € X et
a € A. Nous reviendrons a cette propriété par la suite dans les sections 2.3.2 et 4.3.

Sans donner les détails de la preuve du théoréme 2, nous en exposerons maintenant 1’idée
générale. Elle est basée sur les machines de Minsky (machines a deux registres) qui sont des
machines abstraites capable de simuler les machines de Turing et donc de calculer toute fonction
calculable [Minsky, 1961]. La preuve consiste a construire un ensemble fini Pyrq de motifs tel
que les instances de p = axa qui ne contiennent pas de motifs de Py 4 codent une exécution
finie d’'une machine de Minsky M sur une donnée d. Une exécution est représentée par une
suite de configurations de la machine M. L’exécution doit commencer par une configuration
initiale et, si elle est finie, terminer par une configuration terminale. Les motifs de P4 sont
construits de telle fagon que toute instance de p = axa qui n’est pas un encodage valide d’une
exécution doit contenir un motif de Pys 4. En particulier, si deux configurations successives ne
correspondent pas a un pas d’exécution valide, ce couple doit contenir un motif de P q. Ici
réside la plus grande difficulté de la preuve, car on doit par ailleurs assurer que les motifs
de Pyr 4 n’apparaissent pas dans les instances qui codent les exécutions valides. On obtient la
solution en utilisant, de facon essentielle, des variables non-linéaires dans les motifs. Les motifs
de Py 4 doivent également garantir que I’exécution finie commence par une configuration initiale
et termine par une configuration d’arrét. Les occurrences de a au début et a la fin du motif p
servent & assurer ces conditions, plus précisément a forcer certains motifs & ne s’appliquer qu’au
début ou a la fin d’une instance de p.

Selon la construction de I’ensemble de motifs Py 4, seules les instances de p qui codent une
exécution finie de la machine M sur la donnée d ne contiennent pas de motifs de Py 4. Cela
signifie qu’il existe une instance de p ne contenant pas de motifs de Py 4, si et seulement si la
machine M s’arréte sur d. Il est donc impossible, pour un ensemble P C (A U X)*, de décider
algorithmiquement si toutes les instances de p contiennent un motif de P, ce qui prouve le
théoréme 2.

Pour conclure cette section, notons que du point de vue logique, I'inclusion (2.4) peut étre
exprimée par une V3-formule positive dans la théorie du premier ordre du semi-groupe libre. En
effet, si Z sont les variables du motif p et 4 celles de 'ensemble P, alors I'inclusion (2.4) s’exprime
par la formule suivante :

Vz3u, z3y \/ p=1ugqz. (2.5)
qgeEP

Il est connu [Marchenko, 1982] que la théorie du premier ordre des V3-formules positives est
indécidable. Le théoréme 2 peut donc étre vu comme un renforcement du résultat de [Marchenko,
1982] pour ce type particulier de formules ne contenant pas de conjonction.
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2.3.2 Problémes de la vacuité et de la finitude du complément

La preuve du théoréme 2 décrite dans la section précédente admet des modifications permet-
tant d’obtenir d’autres résultats d’indécidabilité. Nous en présentons deux dans cette section. Le
premier affirme qu’il n’existe pas d’algorithme qui vérifie si le complément de ’ensemble Inst(P)
est vide, c’est-a-dire si tous les mots de A* sont couverts par Inst(P).

Théoréme 3 Il n'existe pas d’algorithme qui pour tout ensemble fini de motifs P C (AU X)*
vérifie si Inst(P) = A*.

Une modification mineure de la preuve du théoréme 2 permet de démontrer le théoréme 3. Soit
Py 4 'ensemble de motifs de la preuve du théoréeme 2. Considérons ’ensemble de motifs

Pyg=AUA’U{azla € A, a #a}U{zala € A, a #a} U
{zqy,xq,qylq € Prrq et z,y n’apparaissent pas dans ¢}, (2.6)

ol a est la méme lettre que dans le motif p de la preuve du théoréme 2. La définition (2.6) assure
que les mots qui n’appartiennent pas a [ nst(ﬁM,d) sont exactement ceux de la forme awa qui
ne contiennent pas de motifs de Pysq et qui donc codent une exécution finie de la machine de
Minsky M sur la donnée d. De déterminer si un tel mot existe est donc un probléme indécidable.
Cela prouve le théoréme 2.

Un autre résultat lié affirme que le probléme de savoir, pour un ensemble P de motifs, si
Inst(P) contient tous les mots de A* sauf un nombre fini est indécidable.

Théoréme 4 [l n’existe pas d’algorithme qui pour tout ensemble fini de motifs P C (AU X)*
vérifie si l'ensemble de mots Inst(P) = A* \ Inst(P) est fini.

Pour prouver le théoréme 4, il suffit de modifier la preuve du théoréme 2 de la fagon sui-
vante. Nous transformons I'ensemble de motifs Pys 4 en un ensemble Ps qui ne « spécifie » que
I’exécution valide de la machine M, et ne spécifie pas de donnée d. Autrement dit, Py est tel
qu’une instance de p = aza ne contient pas de motifs de Py, si et seulement si elle code une
exécution valide finie de la machine M sur une donnée de départ quelcongue. L’ensemble Pp; est
facile & construire. En effet, seuls les motifs de Py 4 qui portent sur la configuration initiale de
I'exécution doivent étre modifiés (ou supprimés) (voir [Kucherov et Rusinowitch, 1995¢c| pour les
détails).

Considérons maintenant I’ensemble de motifs

Py ={azla € A, a#a}U{zala € A, a#a}U
{zpy, zp,py|p € Py et z,y n’apparaissent pas dans p}, (2.7)

La définition (2.7) implique que les mots qui forment I nst(pM) sont, & part les mots d’une ou
deux lettres, ceux de la forme awa qui ne contiennent pas de motifs de Pj;. Ce sont donc les
codages de toutes les exécution finies de la machine M sur différentes données. Comme il est
indécidable de savoir si une machine de Minsky s’arréte sur un nombre fini ou infini de données,

il est indécidable non plus de savoir §’il y un nombre fini ou infini de mots dans Inst(Py), ce
que affirme le théoréme 4.

Les questions de la vacuité et de la finitude de Inst(P) se posent elles aussi trés naturellement
dans le cadre des systémes de réécriture et de la déduction automatique en général. Nous y
reviendrons dans la section 3.2.2 dans le cas des arbres. D’autres questions liées, comme par
exemple la finitude du complément Cont(P) = A*\ Cont(P), seront discutées dans le chapitre 4.
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2.3.3 Cas des motifs linéaires

Dans cette section, nous restreignons les problémes considérés dans les sections 2.3.1 et 2.3.2
au cas ot 'on impose aux motifs de ne contenir que des variables linéaires. Rappelons que cela
signifie que chaque variable ne peut avoir qu’une seule occurrence dans le motif.

Si P C (AU X)* est un ensemble de motifs linéaires, Inst(P) et Cont(P) sont des langages
réguliers spécifiés par des expressions réguliéres de la forme

n

A wir A wiy . .. A*wi, (A7), (2.8)

i=1
ol w;; sont des mots de A* et les parentheses signifient que (dans le cas de Inst(P)) A* peut
ne pas apparaitre au début et a la fin de ’expression. La régularité des langages Inst(P) et
Cont(P) implique immédiatement que tous les problémes d’inclusion entre ces langages, le test
de la vacuité et de la finitude de ces langages et de leurs compléments, sont décidables en raison
de la décidabilité de ces problémes pour les langages réguliers généraux.

Considérons le probleme de 'inclusion Inst(p) C Cont(P) — probléme de la réductibilité
inductive de la section 2.3.1 — oil P est un ensemble de motifs linéaires. Il se trouve que méme
si p reste non-linéaire, le probléme devient décidable.

Lemme 1 ([Kucherov et Rusinowitch, 1994|) L inclusion (2.4) est décidable pour les mo-
tifs p arbitraires et les ensembles P de motifs linéaires.

L’idée de la preuve est de démontrer qu’il existe une constante Cp, telle que si I'inclusion
(2.4) n’est pas vérifiée, alors il existe un contre-exemple o(p) ¢ Cont(P), tel que |o(z)| < Cpyp
pour toute variable x de p. Cela implique que pour tester I'inclusion (2.4), il suffit de tester
Pappartenance & Cont(P) d’'un nombre fini d’instances de p, d’ott un algorithme de décision.

Comme le langage Cont(P) est régulier, son complément Cont(P) = A* \ Cont(P) est lui
aussi régulier. La constante Cp, est définie en terme d’un automate déterministe A qui reconnait
Cont(P). L’argument ici est, d’une certaine fagon, inverse au lemme de pompage pour les langage
réguliers : si un facteur d’un mot du langage est suffisamment long, on peut le contracter de sorte
que le mot résultant appartienne toujours au langage'. On applique ce principe aux images o(z)
des variables z de p. La difficulté ici est que ’on doit contracter de la méme fagon les facteurs o ()
qui correspondent aux occurrences distinctes d’une méme variable x non-linéaire. Le « principe
des tiroirs » (pigeon hole principle) est utilisé pour montrer que cela est toujours possible.

Le lemme 1 affirme que l'inclusion (2.4) est décidable mais ne donne pas la complexité exacte
du probléme. Nous allons maintenant établir cette complexité pour le cas ou le motif p est lui
aussi un motif linéaire.

Dans le cas général des langages réguliers spécifiés par des expressions réguliéres, le test
d’inclusion et de la vacuité sont des problémes d’une complexité trés élevée, a savoir PSPACE-
complets [Garey et Johnson, 1979]. Dans le reste de cette section nous démontrerons que le
test de l'inclusion (2.4) et de la vacuité du langage Inst(P), les problémes considérés dans les
sections 2.3.1 et 2.3.2, ainsi que certains autres problémes liés, sont co-NP-complets dans les cas
des motifs linéaires.

Nous poursuivrons d’abord ’analyse de I'inclusion (2.4) pour le cas ou p est un motif linéaire
et démontrerons qu’elle est co-NP-compléte.

Théoréme 5 Le test de linclusion Inst(p) C Cont(P) pour les motifs p linéaires et les en-
sembles P de motifs linéaires est un probléme co-NP-complet.

1. Notons que la méme idée est également utilisée dans le cas des arbres [Kapur et al., 1987, Kucherov et
Tajine, 1992] qui sera traité dans la section 3.2.1.
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Pour prouver que le probléme est co-NP-difficile, nous avons établi, dans [Kucherov et Rusino-
witch, 1995a], une réduction a partir du probléeme MONOTONE-ONE-IN-THREE-SAT, dont on
sait qu'il est NP-complet (voir [Garey et Johnson, 1979]), vers le probléme Inst(p) € Cont(P),
complémentaire de 'inclusion (2.4).

Pour démontrer que le probléme Inst(p) C Cont(P) appartient & la classe co-NP, il convient
encore d’exhiber un algorithme non-déterministe résolvant la relation Inst(p) € Cont(P) en
temps polynomial. Un tel algorithme consisterait en deux étapes:

1. (guess) deviner une substitution de variables o : X — A*,

2. tester si o(p) ne contient aucun des motifs de P.

Pour prouver que 'algorithme est polynomial, il faut prouver que d’une part, la taille de la
substitution devinée a I’étape 1 peut étre bornée polynomialement, et d’autre part, que ’étape 2
prend un temps polynomial déterministe. Nous commencons par 1’étape 2: comme P est composé
de motifs linéaires, I’étape 2 peut étre accomplie en temps linéaire par rapport a la taille de o(p)
plus la taille de P. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que la recherche d’un motif linéaire
dans un mot revient a la recherche successive de ces fragments, ce qui peut étre fait en temps
linéaire, par exemple, en utilisant & plusieurs reprises ’algorithme de Knuth-Morris-Pratt.

La preuve qu’a I’étape 1 la taille de la substitution o peut étre bornée polynomialement
est plus complexe et constitue la partie centrale de la preuve du théoréme 5. Cette preuve est
basée sur la construction générale d’un automate déterministe complet reconnaissant le langage
Cont(P) pour un ensemble P de motifs linéaires. La propriété clef est la suivante: bien que
le nombre total d’états de 'automate soit en général exponentiel, la longueur mazimale d’un
chemin sans boucle est bornée polynomialement.

Exemple 2 ([Kucherov et Rusinowitch, 1995a]) Pour k > 0, considérons l’ensemble de
motifs

P = {#a#acHa#, #aaHzHaatt,. .., #a#rHa#)

sur l’alphabet o deux lettres {a,#}. On peut démontrer que 'automate minimal déterministe re-
connaissant Cont(P) (et donc Cont(P), puisqu’il s’agit d’un automate déterministe et complet
et il suffit donc d’inverser les états acceptants et non-acceptants pour obtenir un automate re-
connaissant le complément) a un nombre d’états exponentiel en k. Intuitivement, cela s’explique
par le fait que ’état de l'automate résultant de la lecture d’un mot w doit mémoriser l'ensemble
{i | 1<i<Ek, #d'# est un facteur de w}, et il y a 2 tels ensembles. Les états qui correspondent
a deuzr ensembles différents ne pewvent pas étre factorisés, puisqu’il existe un mot qui transforme
un de ces deux états dans un état terminal et pas autre.

D’outre part, la longueur mazimale d’un chemin sans boucle dans cet automate est polyno-
miale en k, et donc polynomiale en la taille de P. On peut montrer (voir [Kucherov et Rusino-

witch, 1995a]) que cette longueur est ©(k?).

La construction générale d’un automate reconnaissant Cont(P) dont la longueur d’un che-
min sans boucle est bornée polynomialement en la taille de P est décrite dans [Kucherov et
Rusinowitch, 1995a]. Une fois que nous avons démontré que I’on peut borner polynomialement
la longueur d’un chemin sans boucle dans 'automate, il s’en suit, par un argument analogue &
la preuve du lemme 1, que si Inst(p) € Cont(P), il existe toujours une instance o(p) ¢ Cont(P)
telle que o(z) est de taille polynomiale par rapport a la taille de P. Autrement dit, la taille du
guess (étape 1 de l'algorithme) peut étre bornée polynomialement. Cela implique que décider
I'inclusion Inst(p) C Cont(P) appartient & la classe co-NP, ce qui prouve le théoréme 5.

La construction de ’automate décrite ci-dessus s’est avérée fructueuse. D’une part, elle a
inspiré le principe d’un algorithme efficace reconnaissant un ensemble de motifs linéaires, que



14 Chapitre 2. Motifs dans les mots

nous présenterons dans la section 2.5.1. D’autre part, cette construction permet d’établir la NP-
complétude d’autres problémes liés dont nous énumérons quelques uns dans le reste de cette
section.

Avec la construction de 'automate, on peut également démontrer que le probléme de tester
si 'ensemble Cont(P) est co-fini appartient aussi a la classe co-NP. La construction démontre
que s'il n'y a qu’un nombre fini de mots dans Cont(P), leur longueur est bornée par un poly-
nome 7(|P|). En particulier, tous les mots de longueur 7(|P|) + 1 contiennent un motif de P.
Inversement, si tous les mots de longueur 7(|P|) + 1 contiennent un motif de P, c’est triviale-
ment le cas pour tous les mots plus longs. Par conséquent, pour tester si Cont(P) est infini,
il suffit de deviner, de facon non-déterministe, un mot de longueur 7(|P|) + 1 et de tester s'il
contient un motif de P. Cela prouve que ce test est dans NP, et donc le probléme complémen-
taire est dans co-NP. Enfin, la preuve que ce dernier est co-NP-difficile se fait en réduisant le
probléme MONOTONE-ONE-IN-THREE-SAT d’une fagon similaire & la preuve du théoréme 5.
Nous avons donc le résultat suivant.

Théoréme 6 ([Kucherov et Rusinowitch, 1995al]) Le test de la finitude du langage Cont(P)
pour les ensembles P de motifs linéaires est un probléme co-NP-complet.

On peut modifier la construction de 'automate afin qu’il reconnaisse ’ensemble plus général
Inst(P). La différence avec le langage Cont(P) est que I'on doit en plus « forcer » les mots qui
correspondent aux instances de certains motifs & commencer par un préfixe donné et/ou terminer
par un suffixe donné. Cela entraine une modification technique de "automate, qui n’affecte pas
sa propriété principale assurant la longueur polynomiale de chaque chemin sans boucle. Cette
modification permet de prouver la co-NP-complétude d’autres problémes liés au langage Inst(P).

Théoréme 7 Les problémes suivants sont co-NP-complets :
(1) pour un ensemble P de motifs, tester si Inst(P) est vide,
(2) pour un ensemble P de motifs et un motif p, tester si Inst(p) C Inst(P).

La preuve que les deux problémes sont dans co-NP se fait avec 'automate modifié, mentionné
ci-dessus. Le probléme (2) est plus général que le probléme de la réductibilité inductive du
théoréme 5; on en conclut qu’il est co-NP-difficile, et donc co-NP-complet. La preuve que le
probléme (1) est co-NP-difficile s’inspire de celle du théoréme 6. Cependant, comme ces problémes
ne sont pas exactement de méme nature (on verra en particulier dans le chapitre 4 que ces deux
problémes sont trés différents dans le cas des motifs non-linéaires), et comme la preuve que la
relation Inst(P) # () est co-NP-difficile n’a pas été publiée, nous allons la donner ici.

Preuve que le probléme (1) du théoréme 7 est co-NP-difficile. Pour prouver que la
relation Inst(P) # () est NP-difficile, nous allons lui réduire le probleme MONOTONE-ONE-
IN-THREE-SAT, connu NP-complet [Garey et Johnson, 1979]. Soit ) un ensemble de variables
booléennes et C = C; ACa2A. .. ACp, une formule booléenne en forme conjonctive, ot chaque clause
C; contient trois variables de ) (littéraux positifs). Rappelons que le probleme MONOTONE-
ONE-IN-THREE-SAT est de vérifier sil existe une affectation de variables o : Y — {t,f} telle
que chaque clause C; contient précisément une variable envoyée dans t par o.

La preuve consiste a construire, & partir d’une formule C, un ensemble de motifs P avec la
propriété clef suivante: chaque mot de Inst(P) code une solution de MONOTONE-ONE-IN-

THREE-SAT pour la formule C. Cela impliquera qu’il est NP-difficile de savoir si Inst(P) est
non vide.
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Soit {y1,%2,...,yn} les variables booléennes de C. Nous allons construire P sur 1’alphabet 2
A={1,...,n}U{t,£}U{#]} et les variables X = {x, 1,2, ...}. Nous allons introduire les motifs
de P par groupes. Naturellement, chaque groupe élargit en général ’ensemble des instances et
donc réduit son complément.

D’abord, nous allons « forcer » les mots de Inst(P) & commencer par un #, a terminer par #
et & contenir au moins deux symboles #. Pour ce faire, nous allons introduire les motifs suivants :

a, Ta, AT, pour chaque a € A\ {#} (2.9)

# (2.10)

Les motifs suivants expriment qu’un # ne peut étre suivi que par un des symboles {i, co, T},
qui & son tour doit étre suivi par un t ou un f suivi par un # ou un symbole de {1,...,n}:

#a, #ax, T1#az,, pour chaque o € A\ {1,...,7}, (2.11)

Tio, T1iQTo, pour chaque i € {1,...,7a},a € A\ {t, £}, (2.12)

r1tazy, rifaxs, pour chaque v € A\ {1,...,7} \ {#}. (2.13)

Les mots qui ne sont pas des instances des motifs introduits jusqu’a maintenant sont des mots du
langage #(({1,...,n}{t,£})"#)*. Le pas suivant consiste a « forcer » trois paires de symboles
entre les deux symboles # successifs. Pour cela, nous introduisons tous les motifs schématisés
par les expressions suivantes :

#i{t, £1#, #afe, £1#a, s#n{e, £14#,
o1#51{t, £} #zo, pour tous j; € {1,...,n}, (2.14)

#a{t, £1a{t, £ 14, #n{t, fhift, £1#s,
st {t, £}ia{t, £}#, z1#{t, £}52{t, £} #xs, pour tous ji,j2 € {1,...,n},  (2.15)
z171{t, £}jo{t, £}53{t, £} jazo, pour tous j1, jo, J3,ja € {1,...,n}f2.16)

Aprés avoir introduit ces motifs, les mots du complément ont la forme

#(({1,..., 7}, £1)34)" (2.17)

Nous allons maintenant définir comment ces mots vont coder les instances de la formule C =
Ci ACa A...ACp. Chaque instance de C par une affectation de variables o sera codée par le mot

HCTHCI# ... #C, # (2.18)

ot CY est obtenu de C; de la facon suivante: si la clause C; contient des variables y;,, Yj,, Yjs,
1 < j1, 52,43 <, alors CF = ji0(y;,)720(y;,) 730 (Yjs)-

Etant donné une formule C, I’étape suivante consiste a « éliminer » les mots de (2.17) qui ne
codent pas des instances valides de C. Pour des raisons techniques et sans restreindre la généralité
nous supposons que toutes les clauses de C sont distinctes et qu’il y en a au moins deux. Soit C{
I'ensemble des (huit) mots codant toutes les instances de C; :

C, ={C/] | o:{y1,y2,y3} = {t,f} ol y1,y2,ys sont les variables de C;}.

2. Le fait que la taille de I’alphabet dépende de la formule C n’affecte pas la validité de la preuve. Cependant,
il serait aussi possible d’utiliser un alphabet de taille constante ; cela rendrait toutefois la preuve légérement plus
complexe.
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Les motifs suivants assurent que les mots de Inst(P) ont au plus (m + 1) symboles #, qu’ils
commencent par un mot de Cy, se terminent par un mot de C,,, et que chaque mot de C; est
suivi par un mot de C;y1:

#r1#T2# - TnHTm # (2.19)
#Hoz, pour tout v € ({1,...,7}{t,£})3\ C; (2.20)
TUH, pour tout v € ({1,...,7}{t,£})*\ Cpn, (2.21)

T1U1HV2 L9, pour chaque 7, 1 <7 <m — 1 et pour tous v; €

(L,...,aHt, £1)3\ Ciom € ({1,..., 7}, £1)% \ Ciy1(2.22)

Les mots qui restent non couverts par les motifs introduits plus haut sont de la forme (2.18).
Cependant, il reste & assurer que tous les C? dans (2.18) correspondent en effet a une méme
affectation o. Pour cela, il faut garantir que la méme variable apparaissant dans des clauses
différentes est affectée d’une méme valeur booléenne. Les motifs suivantes remplissent cette tache
en demandant que la valeur qui suit le méme j soit la méme:

z1jfxogtes, T1jtrejfes, pour tout j € {1,...,n}. (2.23)

Enfin, pour qu'un mot (2.18) code une solution de MONOTONE-ONE-IN-THREE-SAT, il faut
que parmi les trois valeurs de chaque clause il n’y ait qu’un et un seul t. Pour assurer cela, nous
ajoutons les motifs suivants :

z1£51£52£ 5322, T1tj1tafisze, T1tiiflat)3Ts,
:ElfjlthtngQ, J?ltjltjgtjgﬂ?g, pour tous jl,jQ,jg S {]_, ... ,n}. (224)

La construction est finie. Il est facile de vérifier que la taille totale des motifs introduits est
polynomiale en la taille de C. Les mots de Inst(P) sont exactement les mots (2.18) qui codent
les solutions du probléeme MONOTONE-ONE-IN-THREE-SAT sur la formule C. Décider si de
tels mots existent est donc un probléme NP-complet.

Nous reviendrons aux questions considérées dans cette section dans le chapitre 4.

2.4 Répétitions dans les mots

Ce chapitre est consacré aux motifs (ici, au sens informel du terme) trés particuliers dans les
mots, & savoir aux répétitions successives de facteurs. Il peut paraitre surprenant que I’étude des
répétitions dans les mots ait anticipé la combinatoire des mots et la théorie des langages formels
moderne [Salomaa, 1981].

Dans ce chapitre, nous présentons deux études combinatoires. La premiére, de la section 2.4.1,
porte sur les mots sans puissance n, c’est-a-dire ceux qui ne contiennent pas (ou évitent, voir aussi
la section 4.3) de facteur u™ pour un mot u non-vide. Avec la notation introduite précédemment, il
s’agit des mots de ’ensemble Cont(z™). Plus généralement, on considéra les mots sans puissance
x, pour z € R. Les résultats décrits correspondent & larticle [Kolpakov et al., 1999] et ont été
présenté & la conférence MFCS consécutivement en 1997 et 1998 [Kolpakov et Kucherov, 1997;
Kolpakov et al., 1998].

Dans la deuxiéme étude (section 2.4.3), on s’intéresse au nombre des répétitions dans un
mot. Ces résultats théoriques seront appliqués a l’analyse de ’algorithme présenté par la suite
dans la section 2.5.2. L’ensemble de ces travaux, incluant ceux de la section 2.5.2, est décrit dans
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l'article [Kolpakov et Kucherov, 2000b| dont les résultats préliminaires ont été présenté en 1999
aux conférences FCT et FOCS [Kolpakov et Kucherov, 1999b; Kolpakov et Kucherov, 1999a).

La plupart des résultats de cette section ont été obtenus en collaboration avec Roman Kol-
pakov, que je tiens ici & remercier de nouveau.

2.4.1 Mots sans puissance z : les bases

Nous commengons par des définitions de base. On dit qu'un entier p est une période d’un
mot w = w|[l..n] si w[i] = w[i + p| pour toute position 7, 1 < i < n — p. De fagon équivalente, p
est une période de w si w[l..n —p] = w[p + 1..n]. Parmi toutes les périodes d’un mot il en existe
une, la plus petite, que l'on appellera la période de ce mot et notera p(w). On appelle le rapport
e(w) = % Dezposant de w et on dit que w est une répétition si e(w) > 2. Si e(w) est un entier
supérieur ou égal a deux, on dit que w est une répétition entiére.

Exemple 3 Le mot w' = abaabaabaaba a les périodes 3 et 6, donc p(w') = 3 et e(w') = 4. w'
est donc une répétition entiére. Le mot w" = abbab a la période 3, par conséquent e(w") = 5/3.
w" n'est donc pas une répétition. Dans le cas du mot w" = ababa, p(w") =2 et e(w") = 5/2.

w" est donc une répétition qui n’est pas entiére.

Dans la section suivante nous allons étudier les mots ne contenant pas de répétitions d’un
exposant donné. Cette thématique est classique dans la combinatoire du mot et la théorie des
langages formels, car elle remonte au travaux d’Axel Thue du début du siécle [Thue, 1906;
Thue, 1912| (voir aussi [Berstel, 1992]), oil sont construits des mots infinis sans carré et sans
chevauchement, respectivement dans 1’alphabet & trois et & deux lettres. Un mot est appelé sans
carré s’il ne contient pas deux occurrences successives d'un facteur v non-vide. Cela équivaut a
dire qu’il ne contient pas de répétitions d’exposant 2 (et donc pas de répétitions du tout). Un
mot est sans chevauchement s’il ne contient pas deux occurrences chevauchantes d’un facteur u
non-vide. On peut aisement se convaincre que cela équivaut a dire que le mot ne contient pas de
répétition d’un exposant strictement supérieur & deux.

On peut reformuler les résultats de Thue en termes de motifs: les ensembles Cont(zz) et
Cont(zyxyz) sont infinis si Palphabet sous-jacent contient respectivement au moins trois ou au
moins deux lettres. Cela rejoint donc les probleémes considérés dans la section 2.3.2. En particulier,
ces résultats s’inscrivent dans le probléme général d’évitabilité de motifs. On dit qu’un motif, ou
un ensemble de motifs, est évitable sur un alphabet (fini) donné s’il existe un nombre infini de
mots (ou de fagon équivalente, un mot infini) évitant ce motif (ensemble de motifs). Les résultats
de Thue peuvent alors étre reformulés sous une nouvelle forme: les motifs zx et xyxyx sont
évitables sur ’alphabet respectivement & deux lettres et & trois lettres. Comme la propriété
d’évitabilité dépend de la taille de I'alphabet, on dira qu’un motif (ensemble de motifs) est k-
évitable s'il est évitable sur un alphabet & k lettres. Le motif zz est donc 3-évitable (mais pas
2-évitable) et le motif xyxzyr est 2-évitable. Dans le chapitre 4 on reviendra aux résultats de
décidabilité autour de I’évitabilité de motifs.

On peut généraliser la définition des mots sans carrés de fagon évidente: on dit qu'un mot
est sans puissance n, n € N, s’il ne contient pas de facteur ™ = ww ... u pour un mot v non-vide.

n
En termes de motifs, il s’agit des mots de Cont(z™). Comme l'exposant d’un mot peut prendre
une valeur rationnelle quelconque, on peut généraliser cette définition encore plus en ’étendant
aux puissances rationnelles et méme réelles. Pour un nombre x € R, on dira qu’un mot est sans
puissance z s’il ne contient pas comme facteur une répétition d’exposant au moins égal & z.
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Considérer les répétitions fractionnaires (celles dont ’exposant est un nombre rationnel quel-
conque), et non pas uniquement les répétitions entiéres, est une généralisation souvent trés utile
permettant d’obtenir une compréhension plus fine de propriétés combinatoires de mots [Mignosi
et Pirillo, 1992; Mignosi et al., 1995; Choffrut et Karhumiki, 1997; Justin et Pirillo, 1999]. En
particulier, I’étude des mots évitant les répétitions d’exposant réel a déja été entreprise dans
la littérature. Dans [Dejean, 1972], F. Dejean a obtenu un renforcement d'un des résultats de
Thue, en démontrant que I'on peut construire un mot infini sur trois lettres qui non seulement
ne contient pas de facteur d’exposant 2, mais ne contient pas non plus d’exposant strictement
supérieur & 7/4; de plus, cette borne a été prouvée la meilleure possible. Une autre formulation
de ce résultat est la suivante: il existe un mot infini sur trois lettres qui ne contient pas deux
occurrences d’un facteur u non vide séparées par moins de |u|/3 lettres. Des généralisations de
ce résultat pour des alphabets plus grands ont été obtenues (voir [Berstel, 1992| pour plus de
références).

Les résultats que nous allons présenter dans la section suivante sont dans le méme esprit, car
ils présentent certains « cas limites » dans les propriétés de mots sans répétitions.

2.4.2 Mots sans puissance r de densité minimale
Densité minimale d’une lettre: définition abstraite et propriétés

Le probléme de cette section peut étre motivé comme suit. Supposons qu’un motif (ou un
ensemble de motifs) soit k-évitable et ne soit pas (k—1)-évitable. Quel est le taux minimal limite
de la k-éme lettre, permettant de construire un mot infini évitant le motif? Avant d’aborder cette
question, nous devons d’abord définir la notion de taur minimal limite d’une lettre, que nous
appelons également la densité minimale. Pour ce faire, nous allons nous abstraire de la propriété
des mots en question (& savoir, de ne pas contenir de répétitions), et nous allons définir la notion
de la densité minimale dans un cadre plus général.

Soit H C A* un ensemble (fini ou infini) de mots. Nous allons nous intéresser a ’ensemble
des mots qui évitent (ne contiennent pas comme facteurs) les mots de H. On notera cet ensemble
Cont(H), en accord avec la notation utilisée auparavant. Il est évident que ’ensemble Cont(H)
est factoriel, c’est-a-dire que s’il contient un mot, il contient également tous ces facteurs. Inver-
sement, tout ensemble factoriel F C A* peut étre représenté comme Cont(#H) pour H = A*\ F.
Par conséquent, la propriété d’étre factoriel peut étre considérée comme une caractérisation des
ensembles des mots évitant un ensemble de facteurs.

Considérons un ensemble factoriel F C A* et supposons qu’il est infini. En vertu du lemme
de Konig, il existe un mot infini de A“ dont chaque facteur fini appartient & F. On note F%
I’ensemble des tels mots infinis. Pour une lettre a € A donnée, nous souhaitons définir une
proportion minimale limite des lettres a dans les mots de F*. Pour w € F, on note c,(w) le

nombre d’occurrences de ¢ dans w et p,(w) = cl(;”‘). Soit F(I) = {w € F | |w| = l}. Pour tout
I €N, soit pa(F,l) = %minwef(l) cq(w) et po(F) = lim;_, . po(F,1). On appelle po(F) la densité
minimale de a dans F.

On peut prouver que pour tout [ € N, p,(F,1) < pa(F), ce qui implique que la limite inférieure

dans la définition de p,(F) peut étre remplacée par la limite simple: po(F) = lim;_,o po(F,1) =

cq(w

sup;>1 pa(F,1). Cela suggere que la définition pa(F) = limy e minger() ) est correcte et
définit bien la quantité a laquelle on s’intéresse. Cela est effectivement le cas, car de plus, d’autres
fagons naturelles de définir cette quantité lui sont équivalentes. Par exemple, pour un mot v €
F* on peut considérer la limite lim;j_,o pq(v[1..5]). Cette limite n’existe pas pour tout mot v,
cependant on peut démontrer que parmi tous les mots pour lesquels cette limite existe, il en existe
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un qui réalise le minimum de toutes ces limites, qui de plus est égal a p,(F). Cette équivalence
montre que pq(F) est bien la bonne quantité a étudier.

Mots sans puissance x de densité minimale

Pour cette section nous fixons alphabet binaire {0,1}. Soit R(z), pour z € R, z > 2,
I’ensemble des répétitions r € {0,1}* tels que e(r) > z, et R(x + €), pour = > 2, 'ensemble des
répétitions r € {0, 1}* tels que e(r) > z. Nous allons nous intéresser aux ensembles Cont(R(z))
et Cont(R(x +¢)) — les mots binaires qui ne contiennent pas comme facteur les répétitions
d’exposant respectivement supérieur ou égal ou strictement supérieur & x. Dans cette section
nous allons étudier les valeurs des fonctions py (Cont(R(z))) et p1(Cont(R(x + €))) (considérées
comme fonctions en x), que l'on notera respectivement p(x) et p(x + ¢€).

Intuitivement, p(z) (respectivement p(xz + €)) est la proportion minimale d’une lettre que
I'on peut avoir dans les mots binaires évitant les répétitions d'un exposant au moins égal a
(respectivement, strictement plus grand que) xz. On peut démontrer que p(z + €) coincide avec
la limite a droite de p(z). Comme R(z) C R(y) pour z < y, les fonctions p(z) et p(x + €) sont
décroissantes. Trivialement, 0 < p(z), p(z +¢) < 1.

L’ensemble C'ont(R(2 + €)) contient exactement les mots sans chevauchement (voir la section
2.4.1) dont les propriétés ont été étudiées dans [Restivo et Salemi, 1983; Kfoury, 1988|. Les
résultats de ces articles impliquent, en particulier, que p(2 4+ €) = % Nous avons établi un
résultat plus fort :

Lemme 2 ([Kolpakov et Kucherov, 1997]) p(z) = 3 pour tout z € (2, %]

Cela veut dire que les mots binaires qui évitent les répétitions d’exposant jusqu’a % doivent
contenir (asymptotiquement) la méme proportion de chacune des deux lettres. De plus, % est la
« derniére » valeur avec cette propriété, car nous avons démontré dans [Kolpakov et Kucherov,

1997] que

7 10

—+e) < —. 2.25

0 (3 ) < (2.25)

Autrement dit, un mot (infini) qui évite les répétitions d’exposant strictement supérieur a % peut
étre « déséquilibré » en ce sens qu’une lettre peut apparaitre avec une proportion strictement
inférieure a 'autre. Avec le lemme 2 cela implique que p(z) est discontinue en % Dans la lignée
de ce résultat de discontinuité, nous avons pu démontrer que p(x) posséde en fait une infinité
de points de discontinuité. Plus spécifiquement, nous avons étudié les valeurs p(n) aux points
entiers n € N et nous avons obtenu des estimations asymptotiques pour p(n) et p(n + €). Le
théoréme suivant résume les résultats obtenus.

Théoréme 8 ([Kolpakov et al., 1998; Kolpakov et al., 1999])
9 o) 4+ b+ O]
(ii) pln+e) =1 - L+ Z 2 4 0(L),

(111) pour tout n >3, p(n) est discontinue a droite, car p(n) > p(n +¢).

La preuve de ces résultats utilise la technique de mots engendrés par morphismes (DOL-systémes).
En particulier, la preuve de I'inéquation (2.25) utilise un morphisme de 21 lettres, construit &
I’aide de l'ordinateur.

A notre connaissance, la notion de densité minimale n’avait pas été étudiée auparavant et
donc ces résultats sont les premiers dans cette direction. Certains travaux ont été faits sur la
fréquence de facteurs dans les mots engendrés par les DOL-systémes [Dekking, 1992] et sur la
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fonction de récurrence |Rauzy, 1983; Shallit et Breitbart, 1994; Allouche et Bousquet-Mélou,
1995| caractérisant, d’une facon uniforme, la fréquence des facteurs. Le théoréme 8 montre (ou
plutot confirme) que la structure et les propriétés combinatoires des mots sans répétitions est trés
complexe. En particulier, la discontinuité de la fonction p(z) en certains points est surprenante et
difficile & interpréter. Les résultats ne dévoilent que trés partiellement la nature et les propriétés
de la fonction p(z). En particulier, ils laissent supposer que p(x) pourrait étre constante par
morceaux, ce qui cependant reste une conjecture. Une des conséquences intéressantes (et, a notre
connaissance, nouvelle) du théoréme 8 est que pour tout n > 3, il existe des mots arbitrairement
longs n’appartenant pas & Cont(R(n)) mais appartenant & Cont(R(n + 1)).

2.4.3 Répétitions maximales

Si la section 2.4.2 est consacrée a ’étude des mots ne contenant pas de répétitions, dans cette
section nous nous intéressons, au contraire, aux propriétés des apparitions de répétitions dans
les mots. La question centrale de notre étude ici sera la suivante : combien de répétitions un mot
de longueur n peut-il contenir? A part son aspect combinatoire, cette question s’avére avoir des
applications importantes dans l'analyse d’algorithmes, comme on le verra par la suite dans la
section 2.5.2.

Afin d’aborder cette question, on doit d’abord préciser le type des répétitions que I’on souhaite
compter, et pour cela il convient d’introduire de la terminologie supplémentaire.

Rappelons que ’on appelle répétition tout mot d’un exposant > 2. Les mots d’un exposant
entier pair, appelés carrés, sont précisément ceux qui peuvent s’écrire sous la forme wu pour un
mot u non-vide. De méme, les mots dont I’exposant est un entier multiple de 3, sont appelés cubes.
Généralement, un mot dont ’exposant est entier supérieur ou égal & 2 est appelé une répétition
entiére, dans le cas contraire il est dit mot primitif. On dit qu’un mot est un carré & racine
primitive si son exposant est exactement 2, auquel cas il s’écrit uu, ot w est un mot primitif.
Plus généralement, pour un exposant k donné, une répétition entiére d’un exposant multiple
de k est appelé une k-répétition. Si, de plus, son exposant vaut exactement k, on I'appelle une
k-répétition & racine primitive®.

Dénombrement de répétitions entiéres

Les répétitions entiéres étant des objets trés naturels, de nombreuses études leur ont été
consacrées. Quant aux occurrences de répétitions entiéres, on peut facilement constater que dans
le mot a™ tout facteur de longueur au moins 2 est une répétition, ce qui réalise évidemment le
nombre maximum de répétitions dans un mot de longueur n. Nous voulons « coder » ’ensemble
de toutes les répétitions par une structure plus compacte dont la taille dans le cas le pire est la
plus petite possible. Une facon naturelle d’aborder ce probléme est de restreindre les répétitions
en considération tout en préservant la « complétude » de la représentation, qui se traduit par la
possibilité de pouvoir reconstruire toutes les répétitions présentes dans le mot a partir de cette
représentation. Une premiére idée serait de considérer les k-répétitions (k fixé) a racine primitive.
Par exemple, a" ne contient que (n — 1) carrés primitifs (facteur aa commencant aux positions
1,...,n—1) alors qu’il contient environs n?/4 carrés (tous les facteurs de longueur paire).

3. Parmi les résultats de ce type, notons celui de J. Cassaigne [Cassaigne, 1993] qui démontre que le nombre
asymptotique de mots sans chevauchement ne converge pas vers un quelconque polynéme.
4. 11 faut bien noter que ce terme n’a de sens que si k est fixé, car toute répétition entiére peut s’écrire comme

u™ ol u est un mot primitif, et de ce fait peut étre légitimement appelé une répétition a racine primitive.
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Il est connu qu’un mot de longueur n contient O(nlogn) carrés a racine primitive. Cela est
une conséquence, en particulier, du lemme 10 de I’article [Crochemore et Rytter, 1995] qui affirme
qu’un mot de longueur n ne peut contenir parmi ses préfixes qu’au plus logyn carrés a racine
primitive (¢ = 1,618... est le nombre d’or). Cela implique immédiatement la borne supérieure
nlogyn pour le nombre de carrés a racine primitive dans un mot de longueur n. D’autre part,
on sait que la borne asymptotique O(nlogn) est exacte, car il existe des familles de mots qui la
réalisent. Les mots de Fibonacci en sont un exemple.

Mots de Fibonacci — définition et quelques propriétés

Les mots de Fibonacci sont des mots sur ’alphabet binaire {0,1} définis par la récurrence
fo =0, fi =1, fx = fe—1fx—o pour k£ > 2. La longueur du k-éme mot de Fibonacci est
le k-éme nombre de Fibonacci que 'on notera Fj. Les mots de Fibonacci ont de nombreuses
propriétés combinatoires intéressantes et servent trés souvent de tests dans des conjectures ou
des algorithmes sur les mots, car ils fournissent souvent des exemples de « pire des cas » (voir
[Mliopoulos et al., 1997]). Vu I'importance de cette famille de mots par rapport aux problémes qui
nous intéressent ici, ainsi que dans la section 2.5.2, nous allons maintenant présenter certaines
propriétés des mots de Fibonacci.

En termes informels, les mot de Fibonacci contiennent beaucoup de répétitions qui sont
toutes de petit exposant. [Mignosi et Pirillo, 1992] ont démontré que les mots de Fibonacci
ne contiennent pas de répétition d’exposant supérieur & 2 + ¢ mais contiennent cependant des
répétitions d’exposant supérieur & 2 + ¢ — € pour tout € > 0. Cela implique en particulier que
les mots de Fibonacci ne contiennent des répétitions entieéres que d’exposants 2 ou 3. On peut
aussi dire que tout carré ou cube dans les mots de Fibonacci est a racine primitive.

Il est connu depuis longtemps que le nombre de carrés dans le mot de Fibonacci fi est
O(Fylog F) (voir [Crochemore, 1981]). La formule exacte pour ce nombre a été récemment
obtenue dans [Fraenkel et Simpson, 1999] ; 'asymptotique de cette formule est

%(3 — )k, + O(Fy) ~ 0.7962 - Fy log Fy + O(F}). (2.26)

Remarquons que dans cette section nous nous intéressons au nombre d’occurrences de ré-
pétitions dans les mots et non pas au nombre de répétitions syntaxiquement distinctes. Cette
différence peut étre importante: tandis que les mots de Fibonacci contiennent O(nlogn) oc-
currences de carrés (n la longueur du mot), le nombre de carrés distincts n’est que O(n). Plus
précisément, A. Fraenkel et J. Simpson démontrent que le nombre de carrés distincts dans f est

2(Fy_y — 1) = 2(2 — @) Fy, + O(1). (2.27)

De méme que pour les carrés primitifs, les mots de Fibonacci réalisent également, modulo une
constante multiplicative, le maximum de carrés distincts parmi tous les mots, car [Fraenkel et
Simpson, 1998] ont par ailleurs démontré que le nombre de carrés distincts dans les mots généraux
de longueur n (sur un alphabet arbitraire) est borné par une fonction linéaire de n.

Répétitions entiéres non-extensibles

Revenons maintenant & notre probléme de comptage de répétitions dans les mots généraux.
Une autre facon de restreindre la notion de répétition consiste & compter les répétitions entiéres
non-eztensibles, c’est-a-dire les facteurs d’'un mot w qui ont la forme »™ (v un mot primitif) et
ne sont pas suivies ni précédées par une autre occurrence de u. Intuitivement, si un facteur d’un
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mot est une répétition u" qui se prolonge a droite ou & gauche d’une autre occurrence de w,
cette derniére est forcement incluse dans la répétition. Il est clair que le nombre des répétitions
entiéres non-extensibles est inférieur & celui des carrés primitifs, car chaque carré primitif uu
fait partie d’une et une seule répétition entiére non-extensible u™ obtenue par son extension
maximale & droite et a gauche. D’autre part, chaque répétition entiére non-extensible u" (u
primitif) est associée avec (n — 1) carrés primitifs uu. Par conséquent, I’ensemble des répétitions
entiéres non-extensibles est une représentation plus succincte de toutes les répétitions du mot
que ’ensemble des carrés primitifs. Par exemple, le mot a™ ne contient qu’une seule répétition
entiére non-extensible qui est le mot lui-méme.

Exemple 4 Le mot 10101101101 contient 8 carrés primitifs (de gauche a droite : (10)2, (01)2,
(101)2, (011)2, 12, (110)2, (101)2, 12) alors qu’il ne contient que 7 répétitions entiéres non-
extensibles car deuz carrés (101)2 forment en effet un cube (101)3.

Cependant, la breve présentation ci-dessus des propriétés des mots de Fibonacci implique im-
médiatement que, de méme que dans le cas des carrés primitifs, les mots de Fibonacci contiennent
©(n logn) répétitions entieres non-extensibles. En effet, comme les mots de Fibonacci ne contien-
nent pas de répétition entiéres d’exposant 4 ou plus, et comme chaque cube primitif est associé
& deux carrés primitifs, le nombre des répétitions entiéres non-extensibles est au moins la moitié
de celui des carrés primitifs, et il est donc O(nlogn). Cela avait été observé par M. Crochemore
dans D’article [Crochemore, 1981|, ou les répétitions entiéres non-extensibles ont été étudiées.
Pour conclure, ’ensemble des répétitions entiéres non-extensibles n’est, dans le pire des cas, pas
une représentation significativement plus compacte de I’ensemble des répétitions par rapport aux
carrés primitifs.

Répétitions maximales — définition

Pour représenter ’ensemble des répétitions de fagon compacte, nous choisissons, tout d’abord,
de considérer les répétitions fractionnaires. Comme cela a déja été mentionné dans la section 2.4.1,
le « passage » aux répétitions fractionnaires permet trés souvent d’obtenir une compréhension
plus profonde de propriétés combinatoires. Le résultat de Dejean mentionné dans la section 2.4.1
ainsi que nos résultats sur la fonction de densité minimale, présentés dans la section 2.4.2, en
sont des exemples.

Cependant, il est évident que, pris isolement, ce changement de définition améne plutét a un
agrandissement de la représentation, car il y a bien sir plus de répétitions fractionnaires dans un
mot que de répétitions entiéres. L’idée est d’ajouter la condition de mazimalité qui est en quelque
sorte analogue & la condition de non-extensibilité pour les répétitions entiéres: une répétition
(fractionnaire) est maximale si on ne peut pas l'étendre d’une lettre & gauche ou a droite sans
que la période ne soit changée (augmentée). Voici la définition formelle :

Définition 1 Soit un facteur r = wi..j| d’un mot w est une répétition, i.e. e(r) > 2. Le facteur
r est appelé une répétition maximale dans w si

(i) p(wi — 1..5]) > p(w[i..j]) @ condition que i > 1, et

(i1) p(wli..j + 1]) > p(w[i..7]) & condition que 7 < n.

Exemple 5 Le mot 10101101101 considéré dans 'exemple 4 ne contient que 4 répétition maxi-
males. Ce sont les répétitions 10101 (période 2, exposant 5/2) et 101101101 (période 3, exposant
3), ainsi que deuz carrés 11. Cet exemple illustre pourquoi les répétitions maximales constituent
une représentation compacte : les carrés (10)? et (01)2, par ezemple, ne forment plus qu’une répé-
tition 10101. Cela est naturel, car les deux ne sont que des « morceauz » d’une méme périodicité.
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Formellement, les deux carrés ne sont pas des répétitions mazximales, car ils s’étendent en for-
mant une seule répétition. De méme, a lintérieur du cube (101)% on ne distingue plus les carrés
(011)2 et (110)% comme des répétitions séparées.

D’autre part, il est clair que ’ensemble des répétitions maximales caractérise toute la struc-
ture des répétitions du mot. Une fois cet ensemble obtenu, on peut facilement reconstruire les
répétitions de tout autre type, comme les carrés (primitifs ou non), les k-répétitions, les répéti-
tions entiéres non-extensibles, etc. (Nous allons d’ailleurs utiliser ce fait dans la section 2.5.2.)

Il nous faut maintenant estimer le nombre maximal de répétitions maximales dans un mot de
longueur n, afin de vérifier si I’ensemble des répétitions maximales est bien, dans le cas le pire,
plus petit que I’ensemble des répétitions entiéres. Une fois de plus, nous allons d’abord analyser
cette question pour les mots de Fibonacci.

Répétitions maximales dans les mots de Fibonacci: leur nombre et la somme des
exposants

L’article [Iliopoulos et al., 1997] démontre que le nombre de répétitions maximales dans le
mot de Fibonacci fi est O(F)). Ce fait intéressant qui contraste avec le nombre ©(F} log Fj)
de répétitions entiéres, a été obtenu dans ’article d’une facon indirecte, & savoir & ’aide d’un
algorithme qui trouve toutes les répétitions maximales dans fj en temps O(F}). Cela implique
que le nombre des répétitions maximales (la taille de sortie de I’algorithme) est également linéaire
en la longueur du mot. Nous avons calculé le nombre Ry des répétitions maximales dans f de
facon exacte:

Théoréme 9 ([Kolpakov et Kucherov, 1999b|) Pour tout k > 4, Ry, = 2F,_5 — 3.

Il est intéressant de remarquer que Ry est 1 de moins que le nombre des carrés distincts dans
fr (voir la formule (2.27)). Nous ne savons pas s'il s’agit d’une pure coincidence ou si cela a une
explication combinatoire.

Le théoréme 9 affirme que le nombre de répétitions maximales dans les mots de Fibonacci
est linéaire en la longueur (asymptotiquement 2(2 — ¢)F) ~ 0,764 - F}). Comme les exposants
des répétitions des mots de Fibonacci sont inférieurs & (24 ¢), la somme des exposants de toutes
les répétitions maximales est elle aussi bornée linéairement par

2+ @) (2Fp_5 —3) =2(2 — ¢)(2+ §) Fi, + O(1) = 2(3 — ¢)Fy + O(1) ~ 2.764 - F}..

Nous avons établi une estimation plus précise. Soit SR(k) la somme des exposants de toutes les
répétitions maximales dans fy.

Théoréme 10 ([Kolpakov et Kucherov, 1999b]) SR(k) = C - F;, + o(Fy), ot 1.922 < C <
1.926.

Répétitions maximales dans les mots généraux

L’analyse des répétitions maximales des mots de Fibonacci, présentée dans la section précé-
dente, conduit & conjecturer que le nombre de répétitions maximales, et méme la somme de leurs
exposants, reste linéaire dans les mots généraux. Cela confirmerait que ’ensemble des répétitions
maximales est en effet une représentation plus compacte de toutes les répétitions du mot, par
rapport & toute autre représentation (sous-classe de répétitions).

Soit R(w) I'ensemble de toutes les répétitions maximales d’un mot w (sur un alphabet arbi-
traire) et soit Sexp(w) = > , ¢ gy (1), Sexp(n) = max)y|=, Sezp(w). Nous avons démontré le
résultat suivant.

Théoréme 11 ([Kolpakov et Kucherov, 1999a]) Sezp(n) = O(n).
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Un corollaire important du théoréme 11 est que le nombre des répétitions maximales dans
les mots généraux est borné linéairement en la longueur du mot. Soit #R(w) le nombre des
répétitions maximales dans un mot w.

Corollaire 1 maxj,|—, #R(w) = O(n).

La preuve du théoréme 11, présentée en entier dans [Kolpakov et Kucherov, 2000b]|, est trés
technique et ne permet pas en pratique de donner une valeur a la constante multiplicative im-
plicite dans la borne linéaire asymptotique. Cependant, nos expériences sur ordinateur montrent
que cette constante est trés petite. En particulier, selon ces expériences, le nombre maximal de
répétitions maximales (Corollaire 1) est inférieur & n. Trouver une preuve simple du théoréme 11
et/ou du corollaire 1 permettant de faire apparaitre une petite constante multiplicative reste un
probléme intéressant.

Le théoréme 11 et le corollaire 1 sont les premiers résultats de ce type. Le corollaire 1, en
particulier, répond positivement & la question, posée dans article [Iliopoulos et al., 1997|, de
savoir s’il existe une représentation linéaire de I’ensemble de toutes les répétitions et si ’ensemble
des répétitions maximales forment une telle représentation. Le théoréme 11 répond en outre
positivement & la conjecture de Gusfield et Stoye [Stoye et Gusfield, 1998al sur la linéarité du
nombre de carrés branchants (branching tandem repeats). Dans notre terminologie, les carrés
branchants sont des carrés (pas nécessairement a racine primitive) qui se trouvent en suffixe de
répétitions maximales. Comme chaque répétition maximale r contient | e(r)/2| carrés branchants,
le théoréme 11 implique que le nombre de ces derniers est linéaire.

En dehors de son intérét combinatoire, le théoréme 11 et le corollaire 1 ont des applications
importantes dans ’analyse de certains algorithmes de recherche de motifs. Nous aborderons cet
aspect dans la section 2.5.2.

2.5 Algorithmes de recherche de motifs dans les mots

Si le chapitre 2.3 portait sur des problémes de complexité algorithmique élevée (typiquement
indécidables ou NP-complets), et le chapitre 2.4 présentait des résultats combinatoires sans for-
cément un contenu algorithmique immédiat (typiquement des résultats de comptage ou d’esti-
mation de valeurs limites), ce chapitre-ci est consacré aux problémes « de basse complexité »,
pour lesquels il existe des algorithmes trés efficaces travaillant en temps linéaire ou quasi-linéaire.
La finalité de cette problématique est le développement d’algorithmes les plus efficaces possibles,
souvent basés sur des structures de donnés ou des techniques algorithmiques avancées. Le déve-
loppement de tels algorithmes et surtout leur analyse sont trés souvent basés sur des propriétés
combinatoires de structures sous-jacentes, qui s’appuient sur des méthodes mathématiques pro-
fondes. En particulier, les algorithmes qui sont présentés dans ce chapitre utilisent la théorie des
langages formels et la théorie des automates, ainsi que des résultats profonds de combinatoire
des mots, y compris ceux présentés dans le chapitre 2.4.

Les algorithmes de recherche de motifs sont, de toute évidence, importants pour les applica-
tions, dont la recherche sur le Web et I’analyse de séquences génomiques sont des exemples trés
d’actualité. Des monographies récentes |Crochemore et Rytter, 1994; Stephen, 1994; Gusfield,
1997| sont consacrées & ce domaine ; elles montrent la richesse et la beauté de ces algorithmes.

Dans ce chapitre nous présentons trois algorithmes de recherche de motifs que nous avons
élaborés. Le premier (section 2.5.1) résout le probléme de recherche d’un ensemble de motifs
avec espaces non-bornés. Ce travail, commun avec Michaél Rusinowitch, est relié aux résultats
de la section 2.3.3, et en particulier s’inspire de la construction de I’automate de [Kucherov et
Rusinowitch, 1995al. L’algorithme proposé a été présenté a la conférence Combinatorial Pattern
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Matching en 1995 [Kucherov et Rusinowitch, 1995b| et a été ensuite publi¢ dans Theoretical
Computer Science en 1997 [Kucherov et Rusinowitch, 1997].

L’algorithme de la section 2.5.2 recherche, en temps linéaire, toutes les répétitions maximales
dans un mot. Cet algorithme est une extension de I’algorithme de Main [Main, 1989] et son analyse
repose sur les résultats combinatoires présentés dans la section 2.4.3. L’algorithme a été présenté
4 FOCS en 1999 [Kolpakov et Kucherov, 1999al; il est également décrit dans I’article [Kolpakov
et Kucherov, 2000b] déja mentionné dans la section 2.4.3. Les deux algorithmes, présentés dans
les sections 2.5.1 et 2.5.2, ont donné lieu aux logiciels grappe et mreps respectivement.

Enfin, le troisiéme algorithme (section 2.5.3) résout le probléme de recherche de répétitions
A écartement fixe. Ce travail récent est décrit dans [Kolpakov et Kucherov, 2000al. Les résultats
des sections 2.5.2 et 2.5.3 ont été obtenus en collaboration avec Roman Kolpakov.

2.5.1 Recherche de motifs avec espaces non-bornés
Enoncé du probléme

Le probléme consiste a reconnaitre, le plus efficacement possible, si un texte (un mot, une
chaine de caractéres) contient un motif parmi un ensemble donné de motifs. Un motif est composé
d’un certain nombre de mots appelés mots-clefs, séparés par un symbole spécial qui peut étre
remplacé par n'importe quel mot. Formellement, étant donné un alphabet A, un motif p s’écrit
VIHVHE . .. #HVpp, OU V1, V2,...,0, € A* et # & A. Ce motif apparait dans un texte t € A* si
t = UQUIULVRUS - . . Upp Uy POUT UQ, UT, U2, - - -, Uy, € A*. Le symbole # que 'on appellera 1’espace
non-borné (en anglais unlimited wildcard ou variable-length don’t care) joue donc le méme role
que * dans le shell UNIX ou .#* dans les expressions réguliéres de grep. Etant donné un ensemble
fini de motifs P = {p1,ps,...,pn} nous voulons, pour un texte donné ¢, déterminer rapidement
si t contient un des motifs de P.

Comme le notent les auteurs de [Fisher et Paterson, 1974] & propos du probléme de recherche
d’un ensemble de motifs avec des espaces non-bornés, « un bon algorithme pour ce probléme
aurait des applications pratiques évidentes ». On peut reformuler le probléme comme celui de
la recherche dans un texte d’une expression réguliere du type UP , A*ul A*ubA*. ..A*ufniA*.
Notons que le meilleur algorithme de recherche d’expressions réguliéres générales [Myers, 1992]
s’exécute en temps O(|t||P|/log |t|) ou || et |P| sont respectivement la taille du texte et de
I’expression réguliére. L’algorithme que nous présentons dans cette section montre que pour la
classe d’expressions réguliéres que nous considérons, la recherche peut se faire en temps quasi-
linéaire et méme linéaire (a la fois par rapport a |P| et & |t]).

Au lieu de présenter notre algorithme en détail, nous en donnons ici les idées et les propriétés
principales en renvoyant le lecteur & I’article [Kucherov et Rusinowitch, 1997] pour une description
compléte.

DAWG et ses propriétés

Une premiére caractéristique de ’algorithme est qu’il fonctionne selon le principe d’un au-
tomate qui marche sur le texte ¢ en le lisant lettre par lettre en ligne. Cet automate stocke les
mots-clefs (un mot-clef par motif) qui sont actuellement recherchés. Le role de l'automate est
joué par la structure de données appelée DAWG (Directed Acyclic Word Graph).

Le DAWG est une structure de données qui sert a représenter un mot ou un ensemble de
mots. Elle est apparentée & ’arbre des suffizes, structure bien connue et universellement utilisée
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FiG. 2.1 - DAWG pour l’ensemble P = {ba, bbaa}

dans l’algorithmique des mots (voir [McCreight, 1976; Ukkonen, 1995; Gusfield, 1997])5. Une
des propriétés remarquables du DAWG est qu’il admet une définition algébrique simple: dans le
cas d’un mot, le DAWG n’est rien d’autre que ’automate minimal déterministe (non-complet)
reconnaissant ’ensemble des suffixes du mot. Le DAWG d’un mot a été introduit et étudié
dans [Blumer et al., 1985] et [Crochemore, 1986] ot il était appelé 1'automate de suffizes. Le
DAWG pour un ensemble de mots, introduit dans [Blumer et al., 1987], peut étre défini comme
I'automate minimal déterministe reconnaissant les suffixes de cet ensemble de mots, mais qui de
plus distingue les suffixes appartenants aux mots différents. Formellement, pour un ensemble P
de mots, le DAWG peut étre obtenu en ajoutant le symbole distinct $; a la fin de chaque mot
p; € P, en construisant ’automate minimal déterministe pour ’ensemble de mots ainsi obtenu, et
en omettant ensuite I’état final avec toutes les $;-transitions entrantes. Le DAWG pour I’ensemble
P = {ba, bbaa} est représenté sur la figure 2.1. (La différence entre les transitions continues et celle
en petits traits n’est pas importante pour cette présentation. Les fleches vers le haut, montrées
en pointillé, seront expliquées par la suite.)

Le DAWG peut étre construit en temps linéaire en la taille de I’ensemble de mots P en
traitant les mots de P un par un et en rajoutant chaque mot dans le DAWG construit pour les
mots précédents. On appellera ce processus le chargement de mots dans le DAWG. Le chargement
d’un mot prend un temps linéaire en la longueur du mot et se fait en lisant les lettres du mot en
ligne une par une. Qui plus est, nous avons montré qu’un mot présent dans le DAWG peut étre
déchargé du DAWG, toujours en temps linéaire, en défaisant les modifications qui auraient été
faites lors de son chargement. Comme le DAWG est unique, 'ordre d’une suite de chargements
et déchargements de mots n’a pas d’importance.

Une autre propriété remarquable du DAWG, mise en évidence par M. Crochemore |Croche-

5. La relation entre I'arbre des suffixes et le DAWG est décrite dans [Blumer et al., 1987; Crochemore et Rytter,
1994]. Notons au passage que la domination de P’arbre des suffixes dans 'algorithmique des mots n’est, & notre
avis, pas justifié. La plupart des applications de I’arbre des suffixes (voir [Gusfield, 1997]) peuvent étre résolues
avec le DAWG, certaines méme plus élégamment ou plus simplement. L’algorithme présenté dans cette section en
est une illustration.
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more, 1988, est qu’il peut étre utilisé comme un automate de recherche des mots qui y sont
stockés, de fagon similaire & 'automate de Aho-Corasick par exemple. Les liens de suffize du
DAWG, représentés en pointillé sur la Figure 2.1, servent de transitions d’échec (failure transi-
tions) suivant la terminologie des algorithmes de Knuth-Morris-Pratt ou d’Aho-Corasick. A la
différence de ces algorithmes, en plus de recalculer I’état courant de 'automate & la lecture de
chaque lettre du texte, il faut remettre a jour un compteur. Dans le cas du DAWG d’un mot, ce
mot est reconnu si 'état courant est I’état terminal du DAWG (c’est-a-dire 1’état qui correspond
au mot entier) et si de plus la valeur du compteur est égale a la longueur du mot. La procédure
de recherche d’un mot reste donc trés analogue a I'algorithme d’Aho-Corasick, d’'une complexité
linéaire par rapport a la longueur du texte. Dans le cas du DAWG associé & plusieurs mots, la
situation est plus complexe, car un mot de I’ensemble est reconnu s’il se trouve sur la chaine de
liens de suffize issue de I’état courant. Sur ’exemple de la figure 2.1, le mot ba peut étre reconnu
au moment ot I’algorithme se trouve dans 1’état 6, car I'état 4 (1’état terminal pour le mot ba) se
trouve sur la chaine de liens de suffixe issue de 1’état 6. Cela nécessite de retrouver, a la lecture
de chaque lettre du texte, les états terminaux éventuels se trouvant sur la chaine de liens de
suffixe issue de ’état courant.

Recherche de dictionnaires dynamiques

Les bonnes propriétés du DAWG mentionnées plus haut fournissent une solution au probléme
de la recherche de dictionnaires dynamiques (dynamic dictionary matching). Ce probléme consiste
a réaliser efficacement la recherche d’un ensemble de motifs, appelé dictionnaire, ainsi que les
opérations d’ajout et de suppression de motifs du dictionnaire. La difficulté (et l'intérét) de ce
probléme s’explique par le fait que 'ajout d’un nouveau motif dans ’automate d’Aho-Corasick
peut nécessiter la reconstruction de tout ’automate et dépend donc de la taille de tout le diction-
naire. Le but consiste donc & réduire la complexité d’ajout/suppression de motifs, si nécessaire
au prix d’'une légeére augmentation du temps de recherche. La solution & ce probléme propo-
sée dans [Amir et Farach, 1991; Amir et al., 1994] est basée sur I’arbre des suffixes. Selon elle,
'ajout/suppression d’un motif p se fait en temps O(|p|log |P|) et la recherche dans un texte ¢ en
temps O(|t| log|P]), ou | P| est la taille du dictionnaire. Les mémes complexités ont été obtenues
dans P'article [Idury et Schiffer, 1994] avec 1'automate d’Aho-Corasick. Une combinaison assez
complexe de ces approches [Amir et al., 1993| a permis d’améliorer légérement les complexités :
O(|p|log|P|/loglog|P|) et O(|t|log|P|/loglog|P|) respectivement pour ’ajout/suppression et
la recherche.

Il est important de noter que le « goulot d’étranglement » dans ces solutions, qui entraine
les facteurs poly-logarithmiques dans les bornes de complexité, réside dans un sous-probléme
indépendant, appelé le probléeme de la recherche de l’ancétre commun le plus proche (lowest
common ancestor) de deux noeuds d’un arbre qui change dynamiquement. Plusieurs versions
de ce probléme ont été étudiées dans la littérature [Harel et Tarjan, 1984; Schieber et Vishkin,
1988; Wen, 1994]. La solution utilisée par [Amir et al., 1994] est basée sur la méthode d’arbres
dynamiques (dynamic trees) de Sleator et Tarjan [Sleator et Tarjan, 1983] qui permet de réaliser
plusieurs types d’opérations dans les arbres dynamiques en temps logarithmique (d’ot les facteurs
logarithmiques dans les bornes de complexité de [Amir et al., 1994]).

La structure de DAWG se prétant trés bien a I’ajout /suppression de motifs qu’elle stocke, ainsi
qu’a la recherche de ces motifs, elle fournit une nouvelle solution au probléme de la recherche de
dictionnaires dynamiques. Cependant, la question, mentionnée a la fin de la section précédente,
d’identification des états terminaux sur la chaine des liens de suffixe pose probléme, car cette
information ne peut pas étre associée « statiquement » a chaque état du DAWG & cause de sa
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nature dynamique.

Il est intéressant de noter que bien que la structure de données soit différente, le probléme
rencontré revient, dans sa forme abstraite, au probléme de la recherche de I'ancétre commun le
plus proche, rencontré par les approches [Amir et al., 1994; Idury et Schiffer, 1994]°. Ainsi, en
empruntant la méthode des arbres dynamiques, nous obtenons une autre solution au probléme
de la recherche de dictionnaires dynamiques, avec les mémes bornes de complexité que celles de
[Amir et al., 1994]. Une amélioration analogue & celle de [Amir et al., 1993] peut étre également
intégrée naturellement dans I'approche utilisant le DAWG.

Un progrés considérable dans le probléme de la recherche de I’ancétre commun le plus proche a
été réalisé récemment dans article [Cole et Hariharan, 1999]. Il démontre que pour la version du
probléme qui nous intéresse, les opération de modification de ’arbre ainsi que ’opération méme de
recherche de ’ancétre commun le plus proche peuvent toutes étre réalisées en temps constant. En
intégrant cette solution dans une des méthodes pour le probléme de la recherche de dictionnaires
dynamiques, on obtient une solution complétement linéaire & ce dernier : ajout/suppression d’un
motif p en temps O(|p|) et recherche d'un ensemble de motifs dans un texte ¢ en temps O(|¢]).

Algorithme de recherche de motifs avec espaces non-bornés

Revenons maintenant au probléme initial de la recherche de motifs avec espaces non-bornés.
Soit P = {p1,...,pn} un ensemble de motifs, ou p; = vi #vé# . #Ufni. Rappelons que le but est
de tester efficacement si un texte donné contient un des motifs p;. L’idée générale de ’algorithme
est la suivante. L’algorithme commence par construire le DAWG pour les premiers mots-clefs
de chaque motif {U%, ...,v}'} et par les rechercher dans le texte en utilisant le DAWG comme
automate de recherche. Une fois quun mot-clef ¢ est trouvé, il est déchargé du DAWG et le mot
suivant vé y est chargé. D’une fagon générale, a chaque instant I'algorithme recherche un mot-clef
de chaque motif. Aprés avoir trouvé un mot parmi les mots actuellement dans le DAWG, il est
déchargé du DAWG et le mot suivant du méme motif y est chargé.

Cette description montre que le probléme en question peut étre résolu avec les mémes tech-
niques que le probléme de la recherche de dictionnaires dynamiques. Certes, il y a quelques
difficultés supplémentaires qu’il faut surmonter. Par exemple, lorsqu’un mot v% est trouvé et

J

[ il faut s’assurer qu’il ne peut étre reconnu

: J+b
qu’apres |vj,| lettres du texte (s'il était reconnu avant, cela signifierait un chevauchement de

que I'on commence & rechercher le mot suivant v

I'occurrence trouvée avec celle de vg, ce qui n’est pas autorisé par I’énoncé du probléme). Cette
question est traitée, de facon élégante, en « étalant dans le temps » le chargement de mots-clefs.
Plus précisement, nous tenons & jour une liste des mots-clefs en cours de chargement et nous
chargons une lettre de chaque mot-clef de la liste & la lecture d’une lettre du texte. Cela permet
de synchroniser naturellement la recherche du mot avec 'intervalle de ses occurrences possibles.

L’algorithme résultant est représenté dans la figure 2.2. A la lecture de chaque lettre du texte,
son travail consiste en trois étapes. La premiére est I’étape de « synchronisation » destinée a ne
maintenir dans le DAWG que les prefixes de mots-clefs qui peuvent potentiellement étre reconnus
a cet endroit du texte (voir le paragraphe précédent). La deuxéme étape est la mise & jour de
Iétat courant du DAWG et du compteur (voir la section sur les propriétés du DAWG). Enfin, la
troisiéme étape consiste a identifier des mots-clefs reconnus et de les decharger. Nous renvoyons le
lecteur a larticle original [Kucherov et Rusinowitch, 1997| pour la description détaillée de I’algo-
rithme, ainsi que pour la preuve de correction et I’analyse de complexité. Notons que ’algorithme
représente un phénomeéne intéressant et nouveau: contrairement aux algorithmes traditionnels

6. Cela montre un lien algorithmique profond entre ces deux problémes, apparemment de nature différente.
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ENTREE : texte ¢ et un ensemble de motifs P = {p1,...,pn}
SORTIE : une occurrence d’un des motifs py,...,p, s’il y en a une

Pour chaque lettre de ¢ faire:

ETAPE 1:

Charger la lettre suivante de chaque mot-clef vg en cours de chargement.
Si toutes les lettres de ce mot-clef ont été chargées, 1l’enlever de la
liste des mots-clefs en cours de chargement et créer un noeud terminal
correspondant.

ETAPE 2:
Remettre & jour le noeud (état) courant et le compteur.

ETAPE 3:

Rechercher les noeuds terminaux sur la chaine des liens de suffixe du
noeud courant. Pour chaque occurrence trouvée, décharger le mot-clef
correspondant. Si c’était le dernier mot-clef du motif, signaler
1’occurrence de ce motif et arréter l’execution, sinon remettre le
mot-clef suivant du motif dans la liste des mots-clefs en cours de
chargement.

signaler 1’absence d’occurrences de motifs de P

FiG. 2.2 — Algorithme de recherche de motifs avec espaces non-bornés

de recherche de motifs, 'automate sous-jacent change dynamiquement lors du parcours du texte
en s’adaptant a la situation de recherche.”

Pour conclure, nous indiquons la complexité de I'algorithme compte-tenu de la derniére avan-
cée [Cole et Hariharan, 1999] dans le probléme de ’ancétre commun le plus proche.

Théoréme 12 Le probléeme de la recherche de motifs avec espaces non-bornés peut étre résolu
en temps O(|t| + |P|) ou |t| et |P| sont respectivement la taille du texte et la taille des motifs.

Logiciel grappe

L’algorithme proposé dans l'article [Kucherov et Rusinowitch, 1997| a été implanté dans un
logiciel nommé grappe. Une premiére version de ce logiciel, grappe-1, avait été réalisée dans
les années 1996-97. Le logiciel s’est avéré compétitif par rapport aux logiciels existants tels que
agrep et egrep. Contrairement & ces derniers, grappe n’a pas de limitation sur la taille des
motifs & rechercher et se montre particulierement efficace lorsqu’un grand nombre de motifs sont
recherchés en paralléle.

En 1999-2000, grappe a été étendu pour permettre le traitement d’espaces bornés, c’est-a-
dire les distances entre les occurrences de mots-clefs spécifiées par des intervalles de nombres
entiers. Cela rend grappe plus adapté, en particulier, aux applications & la recherche de motifs
dans les séquences génomiques. De nombreuses options ont également été ajoutées, qui servent a

7. Notons au passage une implantation expérimentale destinée a visualiser cet automate dynamique [Bertault
et Kucherov, 1998]. Il s’agit d’une interface du logiciel grappe, décrit dans la section suivante, avec le logiciel
Padnon de tracé de graphes.
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augmenter la convivialité du logiciel. La derniére version, grappe-3, est accessible sur le Web &
I’adresse http://www.loria.fr/~“kucherov/SOFTWARE/grappe-3.0/. Le logiciel grappe, déposé
al’APP, est également distribué avec le CD-ROM de logiciels libres de 'INRIA. grappe-3 prévoit
également une version spécialement adaptée au traitement de séquences d’ADN/ARN.

2.5.2 Recherche des répétitions maximales

Les résultats combinatoires sur les répétitions maximales présentés dans la section 2.4.3 ont
eu des conséquences algorithmiques trés intéressantes que nous décrivons dans cette section.
Le corollaire 1 du théoréme 11 affirme que ’ensemble des répétitions maximales fournit une
représentation linéaire de toutes les répétitions du mot. Cela conduit & conjecturer que 1’on
peut trouver cet ensemble en temps linéaire. Nous proposons un algorithme confirmant cette
conjecture.

Bref survol des travaux existants

La recherche de répétitions dans les mots a fait objet de nombreux travaux. Au début des
années 80, A. Slissenko [Slisenko, 1983] propose un algorithme linéaire capable de trouver en
temps réel toutes les répétitions distinctes. Indépendamment, M. Crochemore |Crochemore, 1983|
propose un algorithme linéaire simple pour trouver un carré dans un mot, ce qui permet de vérifier
si le mot est sans carré ou non. Un autre algorithme linéaire pour accomplir cette tache a été
proposé dans [Main et Lorentz, 1985].

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour rechercher toutes les occurrences de répétitions
dans un mot en temps O(nlogn). Cependant, chacun de ces algorithmes traite un type de répé-
titions légérement différent. L’algorithme proposé par M.Crochemore [Crochemore, 1981] trouve
toutes les répétitions entiéres non-extensibles alors que celui de A. Apostolico et F. Preparata
[Apostolico et Preparata, 1983| considére les répétitions fractionnaires mazimales a droite (c’est-
a-dire celles qui ne s’étendent pas a droite sans que la période ne soit augmentée). M. Main et
R. Lorentz [Main et Lorentz, 1984] trouvent en temps O(nlogn) toutes les répétitions maxi-
males. IIs démontrent également dans cet article que O(nlogn) est la borne optimale & condition
que l'algorithme n’utilise, pour seule opération de base, que la comparaison de lettres. En 1989,
M.Main propose un algorithme linéaire qui trouve toutes les répétitions maximales distinctes,
ou plus précisément qui garantit de trouver I'occurrence la plus a gauche de chaque répétition
maximale distincte.

En ce qui concerne d’autres travaux liés, R.Kosaraju [Kosaraju, 1994| propose un algorithme
assez complexe qui trouve en temps O(n) le carré le plus court commengant a chaque position du
mot. Il affirme également, sans donner de démonstration, pouvoir trouver tous les carrés primitifs
dans un mot en temps O(n+S), ou S est le nombre de ces carrés. Trés récemment (et aprés nos
travaux que nous décrivons dans la section suivante) J. Stoye et D. Gusfield ont proposé dans
[Stoye et Gusfield, 1998b]| un algorithme permettant de trouver en temps O(n) un représentant
de chaque carré distinct dans le mot. Rappelons que le nombre de carrés distincts est linéaire
selon le résultat de [Fraenkel et Simpson, 1998] mentionné dans la section 2.4.3.

Malgré tous ces travaux, restait un probléme ouvert de savoir si toutes les occurrences de
répétitions maximales pouvaient étre trouvées en temps linéaire. M. Main [Main, 1989] conjecture
qu’un tel algorithme pourrait exister. La méme question est posée dans [Iliopoulos et al., 1997
Cependant, on ne savait pas si le nombre de répétitions maximales était borné linéairement ;
il n’y avait donc pas d’argument de comptage supportant cette conjecture. Nos résultats de la
section 2.4.3 fournissent cet argument.
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ENTREE : mot ¢
SORTIE : toutes les répétitions maximales de ¢

ETAPE 1:
Calculer la s-factorisation du mot ¢

ETAPE 2:

Trouver toutes les répétitions maximales traversant les frontiéres entre
les s-facteurs & 1’aide de l’algorithme de Main (cet ensemble contient
1’occurrence la plus & gauche de chaque répétition maximale distincte).

ETAPE 3 :
Trouver toutes les répétitions maximales apparaissant a l’intérieur des
s-facteurs

FiG. 2.3 — Algorithme de recherche des répétitions mazximales

Notre algorithme

L’algorithme recherchant toutes les répétitions maximales, que nous avons proposé dans [Kol-
pakov et Kucherov, 1999a], est une extension de 'algorithme de Main [Main, 1989]|. Ce dernier
est basé sur deux idées principales. La premiére est une factorisation spéciale du mot appelée la
s-factorisation |Crochemore, 1981|. La s-factorisation w = wjws ... w,, d’un mot w est définie
récursivement : le s-facteur w; est une lettre si cette lettre n’apparait pas dans wy ...w;_1, sinon
w; est le plus long facteur apparaissant au moins deux fois dans wy ... w; jw;.

Exemple 6 La s-factorisation du mot 1011010110110 est 1|0/1]101|01101|10.

La s-factorisation se calcule en temps linéaire en utilisant une structure de données du type
arbre des suffixes [Gusfield, 1997] ou DAWG [Blumer et al., 1985; Crochemore, 1986] (voir la
section 2.5.1).

La deuxiéme idée est fournie par les fonctions de Main et Lorentz [Main et Lorentz, 1984].
Ces fonctions, calculées également en temps linéaire, permettent d’extraire les répétitions qui
traversent une position donnée. Etant donné un mot w, l'algorithme de Main calcule d’abord
la s-factorisation w = wyws...w,, et ensuite, pour chaque s-facteur w;, toutes les répétitions
maximales qui traversent le début de w; et terminent & l'intérieur de w;. Un lemme de [Main,
1989] montre que pour chaque facteur w; les fonctions de Main et Lorentz ne doivent étre calculées
que sur un mot de longueur O(|w;_1|+|w;|). Cela fournit un argument clef pour établir que toute
la tache peut étre accomplie en temps linéaire en la longueur du mot. D’autre part, d’aprés la
définition de la s-factorisation, calculer toutes ces répétitions garantit de trouver toutes celles qui
n’ont pas de copie & gauche. En effet, les répétitions qui n’ont potentiellement pas été trouvées
sont celles qui sont situées entiérement a l'intérieur du s-facteur, et par conséquent ont une copie
a gauche.

Il reste donc & identifier les répétitions se trouvant entiérement & l'intérieur des s-facteurs.
Dans |Kolpakov et Kucherov, 1999a) nous avons montré que cela peut se faire avec des techniques
algorithmiques classiques, telles que listes doublement chainées, tri par cases (basket sort).

L’algorithme entier est représenté schématiquement dans la figure 2.3. De méme que ’algo-
rithme de la section précédente, cet algorithme contient également trois étapes. La premiére et la
deuxiéme prennent chacune un temps linéaire, comme cela a été indiqué précédemment. Selon la
méthode proposée dans [Kolpakov et Kucherov, 1999al, I’étape 3 prend un temps proportionnel
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au nombre de répétitions trouvées. Le corollaire 1 du théoréme 11 assure que ce nombre est li-
néaire en la longueur du mot et tout ’algorithme reste donc linéaire en temps. Nous le résumons
dans le théoréme suivant :

Théoréme 13 Toutes les occurrences de répétitions mazimales dans un mot de longueur n
peuvent étre trouvées en temps O(n).

Une fois trouvé, I’ensemble des répétitions maximales fournit toute I'information sur la struc-
ture des répétitions du mot. En particulier, nous pouvons facilement en extraire d’autres types de
répétitions, tels que les carrés (primitifs ou non), cubes, répétitions entiéres non-extensibles, etc.
Toutes ces taches prennent un temps O(n + T') ou T est le nombre de répétitions trouvées. Par
exemple, le fait de pouvoir trouver tous les carrés primitifs en temps O(n +T') confirme la borne
annoncée dans [Kosaraju, 1994]. Cette borne a également été confirmée par la suite dans I’ar-
ticle [Stoye et Gusfield, 1998b]. Les carrés branchants mentionnés dans la section 2.4.3 peuvent
étre également extraits de ’ensemble des répétitions maximales. Comme le nombre de carrés
branchants est linéaire (conséquence du théoréme 11), ils peuvent étre trouvés tous en temps
linéaire. Un autre exemple d’application du théoréme 13 en combinaison avec le théoréme 11: on
peut calculer en temps linéaire, pour un k£ donné, le nombre de k-répétitions & racine primitive
commencant a chaque position du mot [Kolpakov et Kucherov, 1999a].

Logiciel mreps

L’algorithme de recherche des répétitions maximales a été implanté & 'aide de Mathieu
Giraud, étudiant de 'ENS Lyon, lors de son stage au LORIA®. Le logiciel, appelé mreps, s’est
averé treés efficace. Des tests sur des séquences d’ADN (de l'ordre de centaines de milliers de
paires de base) ont été faits et des répétitions intéressantes ont été trouvées. Une mini-interface
graphique a été réalisée pour permettre d’afficher les répétitions a I’écran de fagon visuelle. Ce
travail a été présenté & la conférence JOBIM’2000 [Giraud et Kucherov, 2000]. Une interface Web
a 6té mise en ceuvre permettant d’utiliser le programme mreps via I'Internet ?.

2.5.3 Recherche de répétitions a écartement fixe

La section 2.5.2 a été consacrée & la recherche de répétitions successives dans un mot. Un
autre probléme consiste & rechercher des facteurs ayant plusieurs occurrences, pas forcement
successives, dans le mot. On peut s’intéresser, par exemple, & la recherche de plus longs facteurs
répétés dans un mot |Gusfield, 1997

Dans les applications, telle que ’analyse de séquences génomiques par exemple, il se pose
souvent un probléme intermédiaire : trouver les copies du méme facteur séparées par une distance
spécifie. Ce probléme a été traité dans un article récent [Brodal et al., 1999]. Plus précisément,
le probléme considéré dans [Brodal et al., 1999] consistait & trouver tous les facteurs uvu, ou la
taille de v, appelé 1'écartement, est bornée par un intervalle donné (dépendant éventuellement
de la taille de u). La solution proposée, basée sur 'arbre des suffixes combiné avec les arbres
binaires de recherche, s’exécute en temps O(nlogn + S), on S est la taille de la sortie (nombre
de répétitions trouveées).

Ici, nous considérons une restriction de ce probléme dans laquelle ’écartement est de taille
fize. Dans [Kolpakov et Kucherov, 2000a] nous avons montré le résultat suivant :

Théoréme 14 Soit w un mot de longueur n. Pour un nombre r € N donné, on peut trouver
dans w tous les facteurs uvvu avec |v| = r en temps O(nlogr+S5), ou S est le nombre de facteurs

8. http://wuw.loria.fr/remag/stages.html
9. http://www.loria.fr/ kucherov/SOFTWARE/MREPS/index.html
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W’ k k+p-1

w" k+p k+2p-1

FiG. 2.4 — Quasi-carrés

trouvés.

Il est intéressant de noter que notre solution utilise fondamentalement les mémes techniques
que celles de la section 2.5.3, & savoir la s-factorisation et les fonctions de Main et Lorentz . On
n’utilise une structure du type arbre des suffixes que d’une fagon indirecte (pour la construction
de la s-factorisation) et on ne fait pas appel aux techniques relativement complexes d’arbres de
recherche utilisées dans [Brodal et al., 1999].

Notre algorithme utilise comme boite noire une solution & un autre probléme qui est intéres-
sant en soi, car il généralise le probléme de recherche de tous les carrés dans un mot. De plus,
c’est ce probléme qui s’avére critique pour la complexité du probléme de départ et qui donne
lieu au facteur logr dans la borne de complexité. Il s’agit de la recherche de quasi-carrés. Etant
donnés deux mots w' et w” d’une méme longueur n, on dit qu’ils contiennent un quasi-carré si
pour une position k, 1 <k < n et un entier p > 0 on a w'[k.k +p — 1] = w"[k + p..k + 2p — 1]
(voir la figure 2.4).

Exemple 7 Il y a cing quasi-carrés entre les mots w' = 01100110 et w” = 11011100 qui corres-
pondent aux racines 01 (k=1), 11 (k=2), 110 (k=2),1 (k=3), 100 (k =3).

Il est clair que si w' = w” = w, la recherche des quasi-carrés entre w'’ et w” revient a la recherche
des carrés de w. Nous avons démontré dans [Kolpakov et Kucherov, 2000a/, en n’utilisant que les
fonctions de Main et Lorentz, que les quasi-carrés entre deux mots de longueur n peuvent étre
extraits en temps O(nlogn + S) ot S est leur nombre. C’est une question ouverte intéressante
de savoir si cette complexité peut étre améliorée et en particulier si elle peut étre rendue linéaire.
Une réponse positive entrainerait une solution linéaire au probléme de recherche de carrés &
écartement fixe.

Finalement, notre algorithme peut étre modifié pour trouver toutes les occurrences répétées
séparées par un mot fize.

10. Pour des raisons techniques et peu importantes, a la place de la s-factorisation nous avons utilisé dans
[Kolpakov et Kucherov, 2000a] la factorisation de Lempel-Ziv, bien connue grace a la méthode de compression
associée [Lempel et Ziv, 1976; Ziv et Lempel, 1977] et légérement différente de la s-factorisation mais étroitement
liée & cette derniére.



34

Chapitre 2. Motifs dans les mots



Chapitre 3

Motifs dans les arbres

3.1 Langages d’arbres engendrés par les motifs : définitions

L’arbre est une structure fondamentale en informatique. Nous n’adoptons pas ici le point de
vue de la théorie des graphes qui considére les arbres comme une classe particuliére de graphes
généraux [Diestel, 1996]. Les arbres que nous considérons dans ce document sont les termes
du premier ordre qui sont tout simplement les expressions correctement formées de symboles
de fonction et de variables. Cette définition d’arbres apparait lorsque l'on veut parler d’arbres
comme des objets syntaxiques qui forment des langages et qui sont donc engendrés par des
grammaires ou reconnus par des automates |Gécseg et Steinby, 1984; Nivat et Podelski, 1992;
Comon et al., 1997]. C’est le point de vue de la théorie des langages formels [Rozenberg et
Salomaa, 1997] mais aussi de la déduction automatique [van Leeuwen, 1990] ou encore de la
théorie des systémes de réécriture [Dershowitz et Jouannaud, 1990].

Plus formellement, un arbre est une expression bien formée sur une signature 3 de symboles de
fonction, ot chaque symbole est indexé par un nombre entier naturel appelé 1’arité. Par exemple,
u = f(f(f(a,a),h(a)),h(a)) est un arbre sur la signature ¥ = {f, h,a}, ou les symboles f,h,a
ont respectivement l'arité 2,1,0. L’ensemble de tous les arbres sur X est noté T'(X). Il est clair
que pour que T'(X) soit non-vide, ¥ doit contenir des symboles d’arité 0, appelés symboles de
constante. Du point de vue algébrique, T'(X) est une X-algébre libre générée par les symboles de
constante de 2. Il s’agit donc d’arbres dont les nceuds sont étiquetés par des symboles de 3. Ces
arbres représentent des termes du premier ordre sur Y. Nous allons donc employer les mots arbre
et terme comme Synonymes.

Un motif d’arbre est un arbre sur 3 U X, o X est un ensemble infini de symboles d’arité 0,
appelés variables. Par exemple, f(x,h(y)), f(f(f(y,a),z),z) sont des motifs sur {f, h,a}, o z,y
sont des variables. Un sous-arbre d’un arbre ¢ est une sous-expression de t. En d’autres termes,
un sous-arbre de t est un arbre enraciné & un nceud interne de . Les sous-arbres de 'arbre u
sont f(f(f(a,a),h(a)),h(a)), f(f(a,a),h(a)), f(a,a), h(a) et a. Remarquons que h(a) et a ont
plusieurs occurrences dans u. Une substitution est un homomorphisme o : T(X U X) — T'(X) tel
que o(a) = a pour tout symbole de constante de . Si t = o(p) pour un terme ¢ et un motif p,
on dira que t est une instance de p. Comme dans le cas des mots, la substitution remplace les
variables dans le motif par des termes de telle facon que la méme variable apparaissant & plusieurs
positions est remplacée par le méme terme. Par exemple, le terme u est une instance de chacun
des motifs f(xz,h(y)) et f(f(f(y,a), ), ), mais n’est pas une instance de f(f(z,x),h(a)). A la
différence avec le cas des mots, chaque variable doit étre remplacée par un terme « non-vide »
et il n’existe donc pas d’analogue de la notion de substitution effacante. De méme que pour le

35
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cas des mots, une variable d’un motif est appelée linéaire si elle n’apparait dans le motif qu'une
fois et non-linéaire dans le cas contraire.

Les notions de sous-arbre, motif et instance introduites plus haut définissent, pour le cas
des arbres, deux ensembles principaux que nous avons définis dans l'introduction d’une fagon
générique. Il s’agit de 'ensemble Inst(P) C T(X) qui est I’ensemble des instances d’un ensemble
P de motifs, et de I’ensemble Cont(P) C T'(X) qui est ’ensemble des termes qui contiennent
un sous-terme appartenant & Inst(P). De méme que dans le cas des mots, les langages Inst(P)
et Cont(P) sont les deux objets principaux étudiés dans ce chapitre, puisque la plupart des
problémes considérés s’expriment en termes de ces deux ensembles.

Notons que contrairement au cas des mots (voir (2.3)), Cont(P) ne s’exprime pas en termes de
Inst(P), puisque la notion de sous-arbre ne peut pas étre exprimée a ’aide de motifs, ces derniers
ne contenant que des variables du premier ordre. De plus, un probléme algorithmique portant
sur Inst(P) se réduit en général au méme probléme portant sur I’ensemble Cont(P’) pour un
autre ensemble P’ convenablement construit. Par conséquent, les propriétés du langage Inst(P)
sont en général plus simples que les propriétés correspondantes de Cont(P), contrairement au
cas des mots. Nous reviendrons & ces questions dans le chapitre 4, ol nous ferons une analyse
comparative systématique des cas des mots et d’arbres par rapport & certains problémes de
décision.

3.2 Propriétés algorithmiques des langages de motifs

Dans cette section nous étudions la complexité de quelques problémes de décision liés aux
langages de motifs. Le premier probléme, traité dans la section 3.2.1, consiste a reconnaitre
si, pour un ensemble fini P de motifs, ’ensemble Cont(P) est un langage régulier d’arbres. Ces
résultats ont fait 'objet des communications [Kucherov, 1991; Kucherov et Tajine, 1992] dont une
version approfondie a été publiée dans [Kucherov et Tajine, 1995]. La section 3.2.2 est consacrée
au probléme de complémentation des langages Inst(P). Elle correspond principalement a Particle
[Plaisted et Kucherov, 1999].

3.2.1 Reégularité de langages de motifs

Alors que la régularité de langages de mots est une notion bien classique, la notion de ré-
gularité de langages d’arbres est probablement moins connue. Cependant, cette derniére est une
généralisation naturelle de la régularité de langages de mots. Une des définitions possibles des lan-
gages réguliers d’arbres est celle a ’aide de grammaires d’arbres. Une grammaire réguliere d’arbre
est un quadruplet G = (N, X, S, P) ou N est un ensemble fini de symboles non-terminauz, 3 la
signature, S € N symbole de départ, et P un ensemble de régles de dérivation de la forme A — ¢,
ot A€ NetteT(XUN). Le langage engendré par la grammaire G est défini naturellement
comme ’ensemble de tous les termes de T'(X) dérivables & partir du symbole S, ou la dérivation
est une suite d’applications de régles de P remplacant le non-terminal A de la partie gauche par
I’arbre t de la partie droite correspondante.

Exemple 8 Le langage des arbres de la forme f(g" (a), f(g*2(a),..., f(g"™(a), g+ (a))...)),
11,12, - - -, Im+t1 > 0, peut étre engendré par la grammaire

S —» C
B — a|g(B)
¢ — f(B,B)] f(B,0C)
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Toutes les caractéristiques principales des langages réguliers de mots ont leurs analogues dans
le cas des arbres: le lemme de pompage, la caractérisation algébrique, la caractérisation a ’aide
d’automates d’états finis ou & ’aide d’expressions réguliéres, ainsi que beaucoup d’autres proprié-
tés. Nous renvoyons aux livres [Gécseg et Steinby, 1984; Nivat et Podelski, 1992; Comon et al.,
1997] ainsi qu’au survol [Gésceg et Steinby, 1997] pour plus de détails sur les langages réguliers
d’arbres. Dans la section 3.3 nous allons considérer d’autres classes de langages d’arbres et leurs
relations aux langages réguliers.

Afin d’introduire le probléme principal de ce chapitre qui porte sur ’ensemble Cont(P), nous
nous concentrons d’abord sur certaines propriétés de I'ensemble Inst(P). L’article [Lassez et
Marriot, 1987| contient une étude de ce langage. Une des questions étudiées dans cet article est
la suivante : dans quel cas ’ensemble Inst(P) = T'(X) \ Inst(P) peut-il lui-méme étre représenté
comme Inst(S) pour un certain ensemble fini de motifs S, que nous appelons une représentation
du complément (complement representation) de P? Par exemple, soit P = {h(z), f(h(z),y)} sur
la signature {f, h,a}. L’ensemble S = {a, f(a,z), f(f(z,y),z)} peut alors étre choisi comme une
représentation du complément de P.

En généralisant 1’exemple ci-dessus on peut prouver (voir par exemple [Kucherov, 1988]) que
si les motifs d’'un ensemble ne contiennent pas de variables non-linéaires, alors cet ensemble
posséde une représentation finie du complément. Cependant, il n’en est pas de méme en présence
de variables non-linéaires. Par exemple, on peut démontrer que I’ensemble S = {f(z,z)} ne
posséde pas de représentation finie du complément. L’analyse effectuée dans [Lassez et Marriot,
1987] peut étre résumée dans le théoréme suivant :

Théoréme 15 ([Lassez et Marriot, 1987]) Un ensemble fini P de motifs posséde une repré-
sentation finie du complément si et seulement s’il existe un ensemble fini de motifs linéaires Py,
tel que Inst(P) = Inst(Pyy,). De plus,
— si un tel ensemble Py, existe, il peut étre obtenu en instanciant les variables non-linéaires
dans les motifs de P par des termes.

— la propriété de posséder une représentation finie du complément est décidable.
[Mlustrons le théoréme 15 avec un exemple.

Exemple 9 Soit P = {a, f(z,h(y)), f(z,z), f(z, f(y,2))}, towjours sur la signature {f,h,a}.
Cet ensemble contient un motif non-linéaire f(z,x). Cependant, une analyse simple montre que
f(z, ) peut étre remplacé par f(a,a) sans que 'ensemble d’instances Inst(P) soit changé. Par
conséquent, Inst(P) = Inst(Py,), ot Py, est un ensemble de motifs linéaires obtenu de P
en substituant x par a dans le motif f(xz,x). Une représentation du complément de ce nouvel
ensemble Py;, peut étre maintenant construit : S = {h(x), f(h(x),a), f(f(z,y),a)}.

Le théoreme 15 affirme que ’exemple 9 représente une situation caractéristique a tous les en-
sembles possédant une représentation finie du complément. La propriété de décidabilité du théo-
réme 15 signifie qu’il existe une borne effective sur la taille des termes devant remplacer les
variables non-linéaires. Nous poursuivrons I’étude des représentations du complément dans la
section suivante ou nous aborderons la question de complexité du calcul d’une représentation
du complément ainsi que de sa taille. Dans cette section, nous nous intéressons aux propriétés
structurelles de ’ensemble Inst(P) et en particulier aux conditions de régularité.

Il n’est pas tres difficile de démontrer que Inst(P) est un langage régulier d’arbres si len-
semble P ne contient que des termes linéaires. Evidemment, si P est « linéarisable » selon le
théoreme 15, c’est-a-dire Inst(P) = Inst(Pj;,) ou Py, est une instanciation linéaire de P, alors
Inst(P) est régulier aussi. Est-ce également une condition nécessaire pour que Inst(P) soit ré-
gulier? Autrement dit, est-ce que la condition de « linéarisabilité » du théoréme 15, qui équivaut
a l'existence d’une représentation finie du complément, équivaut aussi a la régularité du langage
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Inst(P)? Cela est effectivement vrai mais n’est pas facile & démontrer. Cette propriété découle

des résultats plus généraux de I'article [Kucherov, 1991] que nous décrivons maintenant.
Considérons le langage Cont(P). De méme que Inst(P), Cont(P) est un langage régulier si

tous les motifs de P sont linéaires. Le résultat suivant a été démontré dans [Kucherov, 1991] :

Théoréme 16 ([Kucherov, 1991]) Pour un ensemble fini P de motifs, Cont(P) est un lan-
gage réqulier d’arbres si et seulement s’il existe un ensemble fini de motifs linéaires Py, tel que
Cont(P) = Cont(Pyy). De plus, si un tel ensemble Py, existe, il peut étre obtenu en instanciant
les variables non-linéaires dans les motifs de P par des termes.

L’analogie entre ce théoréme et le théoréme 15 est facile & observer: le premier affirme que
pour que Inst(P) soit représentable comme Inst(S) pour un ensemble fini S, il faut et il suffit
que P puisse étre instancié de facon a donner un ensemble Py, de motifs linéaires tel que
Inst(P) = Inst(Pyy,). Le théoréeme 16, de son coté, affirme que pour que Cont(P) soit régulier,
il faut et il suffit que P puisse étre instancié de fagon & donner un ensemble Pj;, de motifs linéaires
tel que Cont(P) = Cont(Pyy,). Malgré cette similitude apparente, le deuxiéme théoréme est plus
puissant car il porte sur 'ensemble plus général Cont(P). En outre, il établit une condition de
régularité d’un ensemble — type de résultats de la théorie des langages souvent difficile & obtenir.

Comme cela a été mentionné plus haut, la preuve du théoréme 16 (voir les preuves des
théorémes 4 et 6 de [Kucherov et Tajine, 1995]) implique, entre autre, que le théoréme 15 énonce
également la condition de la régularité de I’ensemble Inst(P):

Théoréme 17 Le langage Inst(P) est régulier si et seulement s’il existe un ensemble Py, de
motifs linéaires tel que Inst(P) = Inst(Pyy), ot Py, peut étre obtenu de P en instanciant chaque
variable non-linéaire par un ensemble fini de termes.

A la différence du théoréme 15, le théoréme 16 n’affirme pas la décidabilité de la condi-
tion de régularité de Coont(P). La raison en est que la preuve du théoréme 16 [Kucherov, 1991;
Kucherov et Tajine, 1995 utilise un argument combinatoire trés puissant mais non-effectif — la
version infinie du théoréme de Ramsey — qui ne fournit pas de borne sur la taille de termes impli-
qués dans la substitution des variables non-linéaires. La question de décidabilité de la régularité
du langage Cont(P) était donc restée ouverte. Elle avait été mentionnée sur la liste de problémes
ouverts majeurs dans la théorie des systémes de réécriture, publiée dans les actes de la conférence
Rewriting Techniques et Applications en 1991 [Dershowitz et al., 1991|. Peu aprés cette publi-
cation, il a été prouvé que ce probléme était effectivement décidable [Kucherov et Tajine, 1992;
Vagvolgyi et Gilleron, 1992; Hofbauer et Huber, 1992]. Il est intéressant de noter que la preuve
de [Kucherov et Tajine, 1992| utilise 4 nouveau le théoréme de Ramsey, mais cette fois sa version
finie. Cette preuve permet d’établir d’autres résultats de décidabilité. Par exemple, elle implique
que le probléme de savoir si le langage Cont(P) est co-fini est également décidable. Ce résul-
tat avait été précédemment démontré dans [Plaisted, 1985; Kapur et al., 1987]. Cependant, la
construction de [Kucherov et Tajine, 1992| fournit une borne explicite (en fonction de P) pour
la taille de ’ensemble Cont(P) dans le cas ou il est fini. Nous résumons ces résultats dans le
théoréme suivant.

Théoréme 18 Les propriétés de réqularité et de co-finitude du langage Cont(P) sont décidables.

Par la suite dans le chapitre 4 nous présenterons d’autres résultats sur les propriétés algo-
rithmiques des langages Inst(P) et Cont(P).
3.2.2 Représentation du complément d’un ensemble de motifs linéaires

Le théoréme 15 décrit une condition pour qu’un ensemble de motifs (non-linéaires) posséde
une représentation finie du complément. Notons que le calcul d’une représentation du complé-
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ment a des applications pratiques. En particulier, ce probléme se pose lors de la vérification
de propriétés de systémes de réécriture de termes [Thiel, 1984; Lazrek et al., 1990], ou lors des
preuves automatiques dans les théories spécifiées par ces systémes [Kucherov, 1988|. Dans [Lassez
et Marriot, 1987], le probléme est motivé par des problémes d’apprentissage automatique oi la
représentation du complément formalise la notion d’apprentissage par contre-exemples. Enfin, un
autre exemple est la programmation logique ot la représentation du complément a fait I’objet de
travaux récents [Gottlob et Pichler, 1999]. L’article [Lassez et al., 1991] contient une discussion
autour des applications de la représentation du complément.

Le théoréme 15 affirme également que la condition de « linéarisabilité » d’un ensemble de
motifs est décidable. Cependant, le théoréme a laissé ouverte la complexité exacte de ce probléme
algorithmique. La réponse & cette question est apportée (selon [Pichler, 2000]) par I’article [Maher
et Stuckey, 1995] :

Théoréme 19 ([Maher et Stuckey, 1995]) Le probleme de vérifier si, pour un ensemble de
motifs P, il existe un ensemble de motifs linéaires Py, tel que Inst(P) = Inst(Pyy,), est co-NP-
complet.

Dans le reste de cette section nous nous focalisons sur les ensembles de motifs linéaires pour
lesquels il existe toujours une représentation finie du complément. La question que nous nous
sommes posés dans [Plaisted et Kucherov, 1999| porte sur la taille de cette représentation. En
particulier, dans quels cas peut-on construire une représentation du complément telle que la taille
de cette représentation est polynomiale en la taille de I’ensemble de départ?

La taille d’un motif p € T(X U X) est définie comme le nombre d’occurrences de symboles
de ¥ dans p, et la taille d'un ensemble de motifs P est la somme des tailles de ses éléments. On
démontre que la taille de la représentation du complément peut toujours étre bornée exponen-
tiellement par rapport a la taille de ’ensemble de départ. D’autre part, cette borne exponentielle
est effectivement atteignable comme le montre 1’exemple suivant. Supposons que la signature
contienne deux symboles de constante a,b et un symbole de fonction f d’arité n, On peut dé-
montrer qu’une représentation du complément de I’ensemble

{a,b, fla,za,...,zp), f(z1,0,23,...,2,),..., f(z1,22,...,a)}

contient au moins 2" motifs [Plaisted et Kucherov, 1999|. Enfin, on peut facilement modifier cet
exemple pour que la signature ne contienne que des symboles d’arité borné, en remplacant les
motifs f(¢1,%e,...,t,) par un motif du type f(t1, f(t2, f(..., f(tn,a)--+))).

Un autre lemme démontré dans [Plaisted et Kucherov, 1999] affirme que dans le cas dégénéré
ou les motifs de I'ensemble P ne contiennent pas de variables, on peut construire une représen-
tation du complément de P dont la taille est quadratique en la taille de P. La question se pose
donc de savoir si 'on peut identifier des classes intéressantes d’ensembles de motifs avec variables
pour lesquels la taille de la représentation du complément reste polynomialement bornée.

En analysant 'exemple ci-dessus, on peut remarquer qu’il repose sur le fait que les motifs de
I’ensemble ont des instances communes. Autrement dit, les motifs sont unifiables. Il peut donc
paraitre plausible que dans le cas ou les motifs de I’ensemble P sont non-unifiables deux a deux,
c'est-a-dire Inst(t1) N Inst(ty) = () pour tous t1,t € P, il existe toujours une représentation du
complément de P de taille polynomiale. Il s’avére que cette conjecture est fausse.

Théoréme 20 ([Plaisted et Kucherov, 1999]) Il existe une famille d’ensembles P de mo-
tifs non-unifiables deux & deux tel que toute représentation du complément de P a une taille
exponentielle par rapport o la taille de P.

Malgré ce résultat négatif, il est quand méme possible de trouver des classes d’ensembles in-
téressantes pour lesquelles il existe une représentation du complément de taille polynomiale. Une
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telle classe comprenant les ensembles dits hiérarchiques est définie dans [Plaisted et Kucherov,
1999]. Nous renvoyons le lecteur & cet article pour les détails correspondants.

Pour terminer cette section, nous revenons & nouveau a la complexité algorithmique de pro-
priétés de l'ensemble Inst(P). D’apreés le théoréme 19, c’est un probléme co-NP-complet que de
vérifier la condition du théoréme 15 qui garantit ’existence d’une représentation finie du com-
plément. Il s’avére qu’il est aussi co-NP-complet de vérifier si la représentation du complément
d’un ensemble P est vide, méme si P est composé uniquement de motifs linéaires.

Théoréme 21 ([Kapur et al., 1991]) Le probléme de vérifier si, pour un ensemble de motifs
linéaires P, Inst(P) =T (X) est co-NP-complet.

Cependant, contrairement au probléme de l’existence d’une représentation du complément de
taille polynomiale, le probléme du théoréme 21 devient plus simple si I’on se restreint aux motifs
linéaires non-unifiables deux & deux.

Théoréme 22 ([Plaisted et Kucherov, 1999]) Pour les ensembles P de motifs linéaires non-
unifiables deuz a deux il existe un algorithme polynomial (linéaire) pour tester si Inst(P) = T(X).

3.3 Quelques classes de langages d’arbres

Le théoreme 16 affirme que le langage d’arbres C'ont(P) est régulier si et seulement si les
variables non-linéaires des motifs de P peuvent étre remplacées par des langages finis sans que le
langage Cont(P) soit changé. Les résultats que nous présentons dans cette section ont été motivés
par la question suivante: sous quelles conditions le langage Cont(P) est-il un langage algébrique
(context-free) d’arbres? Autrement dit, que se passe-t-il si ’on monte au niveau au-dessus dans
la hiérarchie de Chomsky, en passant des langages réguliers aux langages algébriques?

Cette motivation nous a d’abord amené & étudier les langages co-réguliers d’arbres [Arnold
et Dauchet, 1976], qui constituent une sous-classe des langages algébriques. Cette étude, qui a
fait I'objet de la publication [Hofbauer et al., 1994], est décrite dans la section 3.3.1.

Une deuxiéme étude, présentée dans la section 3.3.2, porte sur les langages algébriques gé-
néraux. Nous nous intéressons dans cette partie aux régles effacantes dans les grammaires al-
gébriques. Nous verrons que ces régles sont en général indispensables mais nous mettons au
point une forme normale de grammaires qui permet d’éviter ’application des régles effacantes
jusqu’une certaine profondeur dans les termes dérivés. Cette étude a été décrite dans ’article
[Hofbauer et al., 1998].

3.3.1 Langages co-réguliers d’arbres

Dans la section 3.2.1 nous avons introduit les langages réguliers d’arbres. Ici, nous allons
monter & I’échelle au-dessus dans la hiérarchie de Chomsky et nous allons considérer les langages
algébriques d’arbres. Nous en donnons d’abord la définition.

De méme que dans le cas régulier, une grammaire algébrique d’arbres est un quadruplet
G = (N,%, S, P). A la différence du cas régulier, les non-terminaux de N ont chacun une arité,
tout comme les symboles de la signature Y. Ils pourront donc apparaitre lors de la dérivation
aux positions intérieures, et non seulement aux feuilles des arbres, comme dans le cas régulier.
Le symbole S est le symbole de départ — un non-terminal d’arité 0. Enfin, les régles de P ont la
forme

A(zy,...,zn) — t, (3.1)

ot A € N est un non-terminal d’arité n, et x1,...,z, sont des variables distinctes et ¢ €
T(XUN U{x1,...,z,}). L’application de régles de dérivation est analogue au cas des régles de
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réécriture: la régle (3.1) s’applique au symbole non-terminal A en le remplacant par 'arbre ¢
de telle maniére que les fils de ce symbole A, correspondant aux variables z1,...,Z,, viennent
remplacer, respectivement, les variables x1,...,z, dans le terme ¢. Naturellement, le langage se
dit algébrique s’il peut étre engendré par une grammaire algébrique.

Il est important de noter que si le terme ¢ est non-linéaire, c’est-a-dire si une variable z;
apparait plusieurs fois dans ¢, alors ’application de la régle donne lieu & une duplication de
I’arbre correspondant & la variable z;. S’il n’y a qu’une seule occurrence de chaque variable dans
le membre droit de chaque régle, on dira que la grammaire est linéaire, sinon elle est non-linéaire.
Un langage s’appelle linéaire s’il peut étre engendré par une grammaire linéaire.

Exemple 10 La grammaire algébrique suivante engendre le langage {f(t1,t2) | t1,t2 € T({f,a}),
tl 75 t2} N

S — A, f(B,B)) | A(f(B, B),a)
Alz,y) = [fla,y) | A(f(2, B), f(y, B)) |
B — a| f(B,B)

A(f(B,x), f(B,y))

Cette grammaire est linéaire.

Voici une autre grammaire algébrique qui engendre le langage {t; | i > 0} ou les t; sont
définis par la récurrence to = a, t; = f(ti—1,ti—1) (il s’agit donc du langage des arbres binaires
complets) :

S — a|C(a)
Clz) — flz,2) | C(f(z,))

Cette grammaire, en revanche, est non-linéaire.

Les langages algébriques d’arbres ont été introduits par W. C. Rounds [Rounds, 1970a;
Rounds, 1970b|. Nous renvoyons au survol [Gésceg et Steinby, 1997| pour les références a d’autres
travaux liés.

A. Arnold et M. Dauchet [Arnold et Dauchet, 1976] ont introduit les langages co-réguliers'!,
une sous-classe trés importante de la classe des langages algébriques. Une grammaire algébrique
est co-réguliére si les symboles non-terminaux n’apparaissent qu’a la racine des termes ¢ dans les
membres droits des régles de dérivations (3.1).

Exemple 11 Le langages des arbres binaires complets de l'exemple 10 est co-régulier car le non-
terminal C n’apparait qu’a la racine dans les membres droits des régles.

Un autre ezemple est le langage {f(g'(a), f(g*(a),..., f(g'(a),a)...)) | i > 0} engendré par
le grammaire co-régquliére suivante :

S = A(a)
Alz) — A(g(z)) | B(z,a)
B(z,y) — Bz, f(z,9)) | f(z,y)

Les langages co-réguliers sont en quelques sorte « orthogonaux » aux langages réguliers (d’ou
leur nom) : si dans les dérivations de langages réguliers les non-terminaux apparaissent aux feuilles
des arbres, dans le cas des langages co-réguliers ils n’apparaissent, au contraire, qu’a la racine.

11. Dans nos travaux [Hofbauer et al., 1994; Hofbauer et al., 1998] nous avons employé le terme anglais top-
contezt-free. Dans ce document nous gardons le terme frangais originel co-régulier.
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Il y a des langages trés simples qui sont réguliers mais ne sont pas co-réguliers et wvice versa. Par
exemple, le langage {f(g'(a),g’(a))} n’est pas régulier mais il est engendré par la grammaire
co-réguliére suivante: S — A(a), A(z) = A(g(z)) | f(z,z). En revanche, le langage de tous les
termes T'({f,a}) est trivialement régulier, mais on peut démontrer (voir le théoréme 24 plus loin)
qu’il n’est pas co-régulier.
Le théoréme suivant a été démontré dans [Arnold et Dauchet, 1976] :

Théoréme 23 ([Arnold et Dauchet, 1976]) Le langage L = {f(t,t) | t € L'} est algébrique
si et seulement si L' est co-réqulier, auquel cas L est co-régqulier aussi.

On peut remarquer un paralléle entre le théoréme 23 et le théoréme 17: si ’on remplace,
dans le théoréme 23, « algébrique » par « régulier » et « co-régulier » par « fini », on obtient
un cas particulier du théoréme 17. Nous conjecturons que cette analogie est profonde et qu’elle
est valable dans un cadre plus général. En termes informels, les langages co-réguliers jouent le
méme role dans le cas algébrique que les langages finis dans le cas régulier. Cette conjecture nous
a motivé pour étudier plus profondément les propriétés des langages co-réguliers.

Le premier résultat, obtenu dans [Hofbauer et al., 1994|, établit une condition nécessaire pour
qu’un langage soit co-régulier. Il donne alors un critére permettant de prouver qu’un langage n’est
pas co-régulier, de méme que les lemmes de pompage servent a démontrer qu'un langage n’est
pas régulier ou algébrique.

Etant donné un terme ¢t € T(X), on défini d’abord une décomposition de t comme une suite
Dy, ...,D,, d’ensembles de termes, on Dy = {t}, D,, = 0, et pour tout i, < i < m, il existe un
terme f(t1,...,t,) € D; tel que

Dis1 = (D \{f(t1,. . t) ) ULt .. ta ). (3.2)

Le terme ¢ est k-mince s'il existe une décomposition Dy,..., Dy, de t telle que |D;| < k pour
tout 7, <4 < m. Un langage est k-mince si tous ses termes sont k-minces. Enfin, un langage est
mince s’il est k-mince pour un certain k.

Exemple 12 Le langage des arbres complets de l'exzemple 10 est 1-mince. En effet, comme t; =
f(ti—1,ti—1), chaque pas dans la décomposition transforme ’ensemble {t;} en ’ensemble {t;_1}.

Le  langage de  lexemple 11  est  2-mince. Il suffit de  décomposer
{F(g'(a), f(g"(a), ..., f(g'(a),a)...))} en {g'(a), f(g'(a),..., f(g"(a),a)...)}, ensuite décompo-

ser le terme g'(a) jusqu’a ce qu’il disparaisse et répéter la procédure.

Notez que tous les langages monadiques (c’est-a-dire sur une signature ne contenant que des
symboles d’arité 0 et 1) sont 1-minces. Parmi les langages minces on retrouve donc des langages
de toute complexité structurelle, mémes des langages qui ne sont pas récursivement énumeérables.
En particulier, il existe des langages minces qui ne sont pas co-réguliers. Cependant, l'inverse
n’est pas vrai.

Théoréme 24 ([Hofbauer et al., 1994]) Tous les langages co-réguliers sont minces.

Le théoréme 24 fournit un outil pour prouver qu'un langage n’est pas co-régulier en prouvant
qu’il n’est pas mince. Par exemple, on peut démontrer que si la signature 3 contient au moins
un symbole d’arité 2 ou plus, le langage T'(X) de tous les termes n’est pas mince, et donc n’est
pas co-régulier. A 1'aide du théoréme 23 on peut ensuite déduire que dans ce cas le langage
{f(t,t} | t € T(X)} n’est pas algébrique.

Nous avons déja remarqué que les classes des langages réguliers et co-réguliers sont incompa-
rables. Cependant, leur intersection n’est pas vide, comme on peut s’en convaincre en remarquant
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que les langages finis appartiennent aux deux classes. Dans [Hofbauer et al., 1994| nous avons
établi plusieurs caractérisations de l'intersection de ces deux classes, résumées dans le théoréme
suivant.

Théoréme 25 ([Hofbauer et al., 1994]) Pour un langage régulier L, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) L est co-régulier,
(2) L est co-régulier linéaire,
(8) L est mince,

(4) L peut étre engendré par une grammaire réguliére non-branchante. Plus généralement, toute
grammaire réguliere réduite qui engendre L est non-branchante,
(5) L peut étre représenté par une expression réguliére linéaire,
(6) L est borné,
(7) L est polynomial.
Nous allons maintenant commenter les conditions du théoréme.

La condition (2) affirme que tout langage co-régulier qui est en méme temps régulier peut
étre engendré par une grammaire co-réguliére linéaire. Notons cependant qu’il n’est bien sir pas
vrai que tout langage co-régulier linéaire soit régulier — le langage {f(g'(a),¢’(a)) | i > 0} n’est
pas régulier, mais il peut étre engendré par la grammaire co-réguliére linéaire suivante :

S = A(a,a)
A(z,y) — Alg(z),9(v) | f(z,y)

Selon la condition (3), si un langage régulier est mince, il est co-régulier. Autrement dit, 1’in-
tersection des langages réguliers avec les langages minces est la méme que celle avec les langages
co-réguliers (rappelons que tous les langages réguliers sont minces d’apreés le théoréme 24).

La condition (4) caractérise la structure des grammaires réguliéres qui engendrent des lan-
gages co-réguliers; ce sont les grammaires dites non-branchantes. Une grammaire réguliere est
non-branchante si aucun non-terminal A ne peut se dériver en un arbre ¢ contenant deux oc-
currences distinctes de A. Informellement, la dérivation ne peut pas « boucler » au long de
deux branches ramifiantes. Selon la condition (4), toute grammaire réguliére engendrant un lan-
gage co-régulier est branchante, a condition qu’elle soit réduite, c’est-a-dire ne contienne pas de
non-terminaux « inutiles ». Les grammaires réguliéres non-branchantes représentent donc une
caractérisation syntaxique des langages 4 la fois réguliers et co-réguliers.

Dans la condition (5) il s’agit d’expressions réguliéres pour les langages d’arbres. Il faut
d’abord préciser que la notion d’expression réguliére, connue dans la théorie des langages clas-
sique, se généralise trés naturellement aux langages d’arbres. En particulier, on peut établir un
homologue du théoréme de Kleene dans le cas des arbres [Gécseg et Steinby, 1984]. Dans [Hof-
bauer et al., 1994 nous avons défini une sous-classe d’expressions réguliéres qui représentent
exactement les langages réguliers qui sont co-réguliers. Cette sous-classe d’expressions réguliéres,
que nous ne définissons pas ici, constitue donc une autre caractérisation de l’intersection des
langages réguliers et co-réguliers.

La notion de langages bornés (en anglais passable), introduite dans I’article [Salomaa, 1988],
a la méme définition que celle des langages minces, & la différence que les ensembles de termes
dans la décomposition sont traités comme des multi-ensembles. On peut facilement démontrer,
par induction sur la dérivation, que tout langage co-régulier linéaire est borné. Cela veut dire
que (2) implique (6) dans le théoréme 25. Dans [Salomaa, 1988 on montre également que tout
langage borné est polynomial (polynomially size-bounded), ce qui signifie que la taille des termes
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du langage est borné par un polynome en leur profondeur. Cela implique, a son tour, que (6)
implique (7). Enfin, on peut démontrer que la condition (7) implique (4), car si un langage
régulier est engendré par une grammaire réguliére branchante, la taille des termes est forcément
exponentielle par rapport a leur profondeur.

Dans 'article [Hofbauer et al., 1994] nous avons également étudié les propriétés de cloture de
différentes classes de langages (finis, réguliers, co-réguliers, co-réguliers linéaires, algébriques, et
algébriques linéaires) par rapport aux opérations de substitution et remplacement. Ces opérations,
dont I'importance a été mise en évidence dans [Engelfriet et Schmidt, 1977], sont deux homo-
logues différents de ’opération classique d’itération (étoile) dans le cas des mots. La présentation
détaillée de ces résultats dépasse le cadre de ce document.

3.3.2 Regles effacantes dans les grammaires algébriques d’arbres

Comme nous 'avons remarqué dans la section 3.2.1, tous les résultats de base portant sur les
langages réguliers de mots (théoréme de Kleene, caractérisations algébrique et a ’aide d’auto-
mates, formes normales, lemme de pompage, propriétés de cloture, résultats de décidabilité) se
généralisent naturellement dans le cas des arbres. Il se trouve qu’il n’en est pas de méme dans
le cas algébrique, car certains résultats classiques n’ont pas d’analogue dans le cas des arbres.
L’étude que nous présentons dans cette section fournit un exemple d'un tel phénomeéne.

Revenons a la définition de grammaires algébriques d’arbres. On sait que 1’on peut, sans
réduire la classe des langages algébriques, restreindre les dérivations de facon a ce qu’une regle
ne s’applique & une position dans Parbre que si & toutes les positions ancestrales (sur le chemin
menant a la racine) des symboles terminaux ont été installés (le terme « installé » est justifié:
il est clair que si un symbole terminal n’a pas de non-terminaux sur ses positions ancestrales,
il ne pourra plus étre atteint dans le reste de la dérivation). Autrement dit, dans I’analyse de
grammaires algébriques on peut se restreindre aux dérivations descendantes (top-down).

Dans [Maibaum, 1974 on démontre que chaque grammaire algébrique peut étre mise sous
une forme normale ot chaque régle est d’un des trois types:

A(Z1,. . xn) — T (3.3)
A(x1,. . yzn) = f(Tigy---T4,) (3.4
A(z1,...,z) — B(Ci(z1,...,2n), ., Cpl21, . .-, T0)) (3.5)

On appelle les régles (3.3) les regles effacantes (en anglais projection rules ou collapsing rules).
A part les régles effacantes, les régles (3.4), (3.5) ont une forme analogue a la forme normale
de Chomsky dans le cas des mots, ol chaque régle est du type A — a ou A — BC'. C’est pour cela
que la forme normale (3.3)-(3.5) avait été appelée dans [Maibaum, 1974] « la forme normale de
Chomsky ». L’analogie n’est cependant pas compléte & cause de la présence des régles effagantes.
La possibilité d’éliminer les régles effacantes dans le cas des mots, exprimée dans les formes
normales de Chomsky et de Greibach, est une propriété importante dans les grammaires algé-
briques de mots. Elle permet de rendre les dérivations « croissantes %, en ce sens que chaque pas
de dérivation augmente la taille (ou un certain invariant lié¢ a la taille) de la structure dérivée.
Ainsi, sous la forme normale de Chomsky, une dérivation d’un mot de taille k se fait en 2k — 1
étapes, car chaque régle, soit introduit un non-terminal de plus, soit remplace un non-terminal
par un terminal. Sous la forme normale de Greibach, ou les régles ont la forme A — aB; ... By,
n > 0, un mot de taille k£ est dérivé en k étapes, car chaque régle introduit un et un seul termi-
nal. Cette propriété agréable de « croissance » facilite la démonstration d’autres résultats. Elle
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implique, par exemple, que le probléme d’appartenance d’un mot & un langage algébrique est
décidable, car on peut simplement tester toutes les dérivations engendrant les mots d’une taille
donnée, dont le nombre est fini.

Cette discussion souléve donc la question de savoir si 'on peut éliminer les régles effagantes
des grammaires algébriques d’arbres. On peut démontrer que cela est possible dans le cas des
grammaires linéaires. Pour ce faire, on peut ajouter dans la grammaire de nouvelles régles qui
n’engendrent pas de non-terminaux qui auraient pu ensuite étre éliminés par des régles effacantes
(cette technique est également & la base de la construction de [Arnold et Dauchet, 1976]). Or,
cette idée d’« anticiper » I'application de régles effacantes ne marche pas dans le cas de régles non-
linéaires. La raison en est que les régles non-linéaires, en combinaison avec les régles effagantes,
permettent de dupliquer une structure pour ensuite en réduire chaque copie d’une fagon indépen-
dante. Ce phénomeéne ne peut pas étre simulé dans une grammaire sans les régles effacantes. Il
s’est avéré qu’il n’est pas possible, dans le cas général, d’éliminer les régles effacantes [Leguy, 1980;
Dauchet et Tison, 1992|. Par conséquent, des étapes effacantes sont indispensables dans les dé-
rivations, et il n’existe donc pas d’analogues complets aux formes normales de Chomsky et de
Greibach pour le cas des arbres.

Bien que les régles effacantes soient indispensables, nous avons montré dans [Hofbauer et al.,
1998] qu’il est possible de « retarder » leur application autant que l’on veut. Plus exactement,
chaque grammaire algébrique peut étre transformée en une grammaire équivalente, ot 'appli-
cation de régles effacantes sur les positions de profondeur inférieure & une profondeur donnée
peut étre évitée (qui plus est, avec notre construction cela est méme impossible). Dans le reste
de cette section nous définirons cette construction et en indiquerons quelques conséquences.

Pour k € N, on dira qu’une grammaire algébrique G, est une grammaire terminale de niveau
k (dans [Hofbauer et al., 1998|, k-level terminal grammar) si G vérifie les conditions suivantes :

1. Gy=(NUN,%,PUP,S), ot NNN=10,5 €N,

2. les régles de P n’utilisent pas de non-terminaux de N,
3. chaque régle de P a une des deux formes suivantes :

(1)

A(z1,. .y m) = B(s1,. .., 8m), (3.6)
ot A,B € N, et pour chaque i,1 <14 < m, soit s; = z; (1 <j < n), soit s; =
Ci(z1,...,zk;) pour un C; € N, k; < n,

(i)

A(z1, ... zp) — t, (3.7)
out e T(XU{z1,...,z,}) et toutes les variables n’apparaissent dans ¢ qu’a la pro-
fondeur k + 1.

La grammaire G, est donc 'union de deux grammaires, I'une avec les non-terminaux N définis
par les régles P, et 'autre avec les non-terminaux N définis par les régles P. Les régles de P
n’ont dans les parties droites que des non-terminaux de N, alors que les régles (3.6) de P ont
des non-terminaux & la fois de N et de N. De plus, dans les parties droites des régles (3.6),
les non-terminaux de N apparaissent uniquement a la racine, alors que les non-terminaux de N
apparaissent uniquement aux positions immeédiatement en-dessous de la racine.

La structure d’une dérivation dans la grammaire Gy est donc la suivante. La dérivation
commence avec le symbole de départ S € N. Ensuite, seules des régles de P sont applicables (on
se restreint toujours aux dérivations descendantes). Plus précisément, on applique itérativement
des régles (3.6) jusqu’a une premiére application d’une régle (3.7). Les regles (3.7) produisent un
arbre avec des symboles terminaux a toutes les positions jusqu’a la profondeur k. Aucune régle
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de P (y compris les régles effacantes que P contient éventuellement) ne peut donc s’appliquer
A ces positions. Les autres positions de cet arbre contiennent des non-terminaux de N. Le reste
de la dérivation se fait donc avec les régles de P uniquement — aucune régle de P ne sera plus
appliquable.

Cette analyse de la structure de dérivations dans une grammaire G} permet une remarque
intéressante : si les non-terminaux de IV sont vus comme des symboles terminaux, la grammaire
(N, UN, P, S) devient une grammaire co-réguliére (voir la section 3.3.1). Toute dérivation dans
G se décompose donc en deux étapes: la premiére est une dérivation « co-réguliére » avec les
régles P et la deuxiéme est une dérivation « algébrique » normale avec les régles P.

Notre intérét pour les grammaires terminales de niveau k se justifie par le théoréme suivant.

Théoréme 26 ([Hofbauer et al., 1998]) Toute grammaire algébrique G = (N, X, S, P) peut
étre transformée, pour tout k € N, en une grammaire terminale de niveau k équivalente Gy =
(NUN,%,S5,PUP).

Notons que le N et le P dans la grammaire G sont les mémes que dans G. 1l s’agit donc en fait
d’une extension propre de la grammaire G. Notons aussi que cette extension peut étre calculée
avec un algorithme fourni par la preuve du théoréme 26.

Une conséquence immédiate du théoréme 26 est la décidabilité du probléme de I’appartenance
pour les langages algébriques d’arbres. Pour tester si un terme ¢ appartient au langage engendré
par une grammaire G, il suffit de construire, selon le théoréme 26, une grammaire équivalente Gy,
ou k est la profondeur de . Ensuite, le probléme est réduit & un simple probléme d’atteignabilité.

Bien que ce résultat de décidabilité ait déja été connu, le théoréme 26 en fournit, & notre
connaissance, une premiére preuve directe. L’approche « traditionnelle » pour démontrer ce
résultat [Aho, 1968; Fischer, 1968] consiste & démontrer la décidabilité du probléme de la va-
cuité pour les langages algébriques d’arbres, qui & son tour est réduit au probléme de la vacuité
pour les langages de feuillages (yield languages) correspondants (ce sont les indexed languages
ou macro languages [Aho, 1968; Fischer, 1968|). La décidabilité du probléme de ’appartenance
découle ensuite de la propriété de cloture des langages algébriques par rapport & l'intersec-
tion avec les langages réguliers [Rounds, 1970a; Rounds, 1970b|. Les articles [Damm, 1982;
Engelfriet et Vogler, 1985] contiennent des preuves pour des classes de langages plus générales.
Dans [Engelfriet, 1991] on démontre que le probléme de la vacuité pour les langages de feuillages
des langages algébriques d’arbres est EXPTIME-complet.



Chapitre 4

Arbres et mots — survol comparatif

Le but de cette section est de présenter une synthése des résultats de complexité de quelques
problémes sur les ensembles Inst(P) et Cont(P) dans les cas des mots et des arbres. Nous
reprendrons certains résultats de la section 2.3 (pour le cas des mots) et de la section 3.2 (pour
le cas des arbres) en les replagant dans un contexte plus général. Pour compléter le survol, nous
évoquerons d’autres résultats connus de la littérature. Ce survol, contenant également quelques
résultats nouveaux, a été publi¢ dans [Kucherov et Rusinowitch, 1999].

4.1 Problémes de décision

En comparant les cas des mots et d’arbres, notons qu’il y a au moins deux fagons de repré-
senter les mots a 'aide des arbres. L’une consiste a faire correspondre a chaque lettre un symbole
de fonction unaire et d’ajouter dans la signature un symbole de constante spécial #. Ainsi, le
mot abaa devient ’arbre non-branchant a(b(a(a(#)))). Cependant, pour représenter les motifs
de mots nous avons besoin d’introduire des variables & des nceuds internes d’arbres (variables
du deuxiéme ordre) ce qui dépasse notre cadre. Une autre facon est d’associer a chaque lettre
un symbole de constante et d’introduire un symbole binaire - correspondant & la concaténation.
Dans ce cas, un mot peut étre représenté par plusieurs arbres différents. Par exemple, abaa peut
étre représenté par -(-(a,b),(a,a)) mais aussi par -(a,(-(b,a),a)). Cette non-unicité correspond
a la propriété d’associativité de la concaténation. Les mots peuvent donc étre vus comme des
arbres contenant un symbole de fonction associatif. On verra que cette propriété d’associativité
joue un role crucial pour la complexité en rendant des problémes dans le cas des mots en général
beaucoup plus compliqués que leurs homologues dans le cas des arbres.

Les problémes que nous allons analyser dans cette section sont listés dans le tableau 4.1. On
note v un mot ou un arbre, p un motif (respectivement de mots ou d’arbres) et P un ensemble
de motifs. Rappelons que Inst(p) et Cont(p) sont des abréviations de Inst({p}) et Cont({p})
respectivement.

Ces questions, dont la plupart ont déja été évoquées précédemment, sont fondamentales
du point de vue de la théorie des langages. Les problémes P1.1 et P1.2 sont des problémes
d’appartenance pour les langages Inst(p) et Cont(p) respectivement. Comme les langages Inst(p)
et Cont(p) sont en général infinis, il est intéressant de poser le probléme de la vacuité pour le
complément Inst(S) et le probléme de la co-finitude pour Cont(P) (le probléme de la vacuité
pour ce dernier étant trivial). Les problémes P2.2 et P5.2 s’intéressent a la structure de ces
langages alors que les problémes P3 et P4 représentent des propriétés d’inclusion.

Nous allons maintenant lister et briéevement commenter les résultats de complexité connus
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P1.1 w € Inst(p)?

P1.2 wue Cont(p)?

P2.1 Inst(S) =07

P2.2 [nst(P) est-il régulier?
P3 Inst(p) C Inst(P)?
P4 Inst(p) C Cont(P)?
P5.1 Cont(P) est-il fini?
P5.2 Cont(P) est-il régulier?

TAB. 4.1 — Problemes de décision

pour chacun de ces problémes dans le cas des arbres et ensuite dans le cas des mot.

4.2 Le cas des arbres

Le probléeme P1.1, dans le cas des arbres, consiste & tester si un terme est une instance d’un
motif. Pour cela il suffit de vérifier que le motif coincide avec le terme & toutes les positions des
symboles de fonction dans le motif. De plus, il faut vérifier que les sous-termes correspondant
aux occurrences d’'une méme variable sont égaux. Il est clair que tout ce travail peut se faire en
temps O(Ju] + |p|)-

Le probléme P1.2 est le probléme de recherche de sous-terme (subterm matching) qui a de
nombreuses applications & la programmation logique et fonctionnelle, déduction automatique,
systémes de réécriture et d’autres domaines liés au calcul symbolique. Le probléme consiste &
tester si un motif donné apparait dans un terme donné, c’est-a-dire tester si ce dernier contient
un sous-terme qui est une instance du motif. La version restreinte du probléme ou le motif ne
contient que des variables linéaires est appelé la recherche de sous-arbre (tree matching dans
la littérature anglaise). Au début des années 1980, une solution simple et pratique, dont la
complexité est de O(|p|u|), avait été proposée dans 'article [Hoffmann et O’Donnell, 1982]. Une
analyse de complexité en moyenne pour le probléme de recherche de sous-arbre a été proposée
dans [Steyaert et Flajolet, 1983]. Cette analyse montre en particulier que le temps moyen pris
par algorithme « naif » (parcours descendant de 'arbre et vérification de l'occurrence du motif
a chaque sommet du parcours) est de O(|p| + |u|). Plus récemment, une série de travaux ont
été menés visant & améliorer la complexité théorique de ce probléme dans le cas le pire. En ne
citant que le dernier de ces résultats, les auteurs de [Cole et al., 1999] ont proposé un algorithme
résolvant le probléme en temps O(|u|log® |u|) (ici, la taille du terme |u| est supposé majorer la
taille du motif |p|). En présence de variables non-linéaires, la complexité du probléme P1.2 est
O(|p||u]), d’aprés les résultats de I'article [Ramesh et Ramakrishnan, 1992].

La complexité du probleme P2.1 a été établie dans le théoréme 21: ce probléme est co-NP-
complet a la fois dans le cas des motifs linéaires et dans le cas général. Notons que le probléme
2.1 a également été étudié dans le cas associatif-commutatif, c’est-a-dire lorsque 1’ensemble des
termes est factorisé par rapport aux propriétés d’associativité-commutativité d’un symbole de la
signature [Lugiez et Moysset, 1993; Fernandez, 1993]. Cependant, on ne sait pas si le probléme
est décidable ou non dans ce cas [Marcinkowski, 1999]. Le cas des mots, qui est le cas associatif
(voir la discussion du début de ce chapitre), est discuté dans la section suivante.

Le probléme P2.2 a été discuté dans la section 3.2.1. Comme nous 'avons indiqué dans
cette section, la régularité de Inst(P) est équivalent, selon [Kucherov, 1991], & I'existence d’une
représentation finie du complément de P et est donc décrite par le théoréme 15. D’apreés le
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théoréme 19, ce probléme est également co-NP-complet.

Le probléme P3, étudié dans larticle [Lassez et Marriot, 1987], est de méme nature que le
probléme P2.1 et peut étre prouvé co-NP-complet par les méme arguments [Kapur et al., 1991].
Notons que ce probléme est lié & la propriété de complétude suffisante (sufficient completeness),
également étudiée dans la théorie des spécifications algébriques et des systémes de réécriture
[Dershowitz et Jouannaud, 1990].

L’historique du probléme P4 remonte aux années 1980. Cette inclusion, connue sous le nom
de réductibilité inductive (dans la littérature anglaise ground reducibility, inductive reducibility
or quasi-reducibility), a attiré 'attention de nombreux chercheurs dans le domaine des systémes
de réécriture [Dershowitz et Jouannaud, 1990|. La raison en est que cette propriété a des appli-
cations importantes dans la démonstration automatique de théorémes inductifs dans les théories
équationnelles [Dershowitz, 1989; Jouannaud et Kounalis, 1989]. Le probléme consiste donc a
vérifier si chaque instance d’un motif donné p contient un des motifs d’'un ensemble donné P. Si
I’on identifie les motifs de P avec les membres gauches d’un systéme de réécriture R, le probléme
revient donc & vérifier si toute instance du motif p (dans la terminologie des systémes de réécri-
ture, terme avec variable) est réductible par le systéme de réécriture R. Au milieu des années
1980, plusieurs auteurs ont observé que la réductibilité inductive est décidable si P ne contient
que des termes linéaires. Cependant, de méme que pour les problémes de la section 3.2.1, la réelle
difficulté apparait en présence dans P de motifs non-linéaires. Dans ce cas général, D. Plaisted
[Plaisted, 1985] et indépendemment plus tard d’autres auteurs [Kapur et al., 1987; Comon, 1988;
Kounalis, 1992] ont demontré que ce probléme était décidable. Récemment, H. Comon et F. Jac-
quemard [Comon et Jacquemard, 1997] ont prouvé que ce probléme était en fait EXPTIME-
complet ; leur démonstration implique également que le probléme reste EXPTIME-difficile dans
le cas linéaire.

Les problémes 5.1 et 5.2. ont été discutés dans la section 3.2.1. Le théoréme 18 affirme
qu’ils sont tous les deux décidables. Nous ne connaissons pas leur complexité exacte, mais nous
conjecturons que le probléme 5.1 est également EXPTIME-complet.

4.3 Le cas des mots

Nous allons maintenant passer en revue les résultats de complexité des problémes P1.1-P5.2
dans le cas des mots. Nous verrons en particulier que la plupart de ces problémes deviennent
indécidables.

Selon un résultat de D.Angluin [Angluin, 1980], le probléme P1.1 est co-NP-complet. Cela im-
plique que le P1.2 est co-NP-complet aussi, car u € Inst(p) si et seulement si #u# € Cont(#p#)
ou # est une nouvelle lettre. Ces résultats illustrent déja la hausse de complexité par rapport au
cas des arbres ot les problémes P1.1 et P1.2 sont d’une complexité polynomiale. L’algorithme naif
résolvant les problémes P1.1 et P1.2 marche respectivement en temps O(|u|?) et O(Ju[*1?), ot
A est le nombre des variables distinctes dans p. J.Néraud [Néraud, 1995] a montré que I’exposant
dans ces bornes de complexité peut étre réduit de 2 (modulo un facteur polylogarithmique), il a
également obtenu des algorithmes spécialisés pour le cas de petit A (1 ou 2). Notons cependant
que si le motif p est linéaire, les problémes P1.1 et P1.2 deviennent linéaires, car ils reviennent
au probléme bien connu de recherche de motifs dans les mots et peuvent étre résolus a l’aide
d’un algorithme du type Knuth-Morris-Pratt [Crochemore et Rytter, 1995].

Selon la section 2.3.1, les problémes P3 et P4 sont indécidables. Le probléme P3 est indécidable
méme si P ne contient qu’'un seul motif (théoréme 1) et le probléme P4 indécidable méme pour
le motif p fixé & aza ol a est une lettre et = une variable (théoréme 2). Dans la section 2.3.2
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nous avons démontré que le probléme P2.1 est également indécidable. Enfin, dans la section 2.3.3
nous avons établi que dans le cas des motifs linéaires, les problémes P2.1, P3, P4 et P5.1 sont
co-NP-complets. Pour compléter ce tableau, nous analysons ici les autres cas.

Le statut de décidabilité du probléme P2.2 est inconnu |Kari et al., 1995]. On ne sait pas non
plus si le probléme inverse, qui consiste a décider si un langage régulier donné s’exprime comme
Inst(P), est décidable. Enfin, on ne sait pas s’il existe un algorithme décidant si un langage
Inst(P) est algébrique (context-free). Le probléme inverse, savoir si un langage algébrique donné
s’exprime comme Inst(P), a été prouvé indécidable dans [Kari et al., 1995].

Analysons maintenant le probléme P5.1. Le résultat d’indécidabilité du théoréme 4 pourrait
suggérer que le probléme P5.1 est également indécidable. En effet, en analysant la preuve du
théoréme 4 on s’apercoit que ce qui empéche de la transformer en une preuve de I'indécidabilité
du probléme P5.1, ce sont deux les premiers groupes de motifs dans la construction (2.7). Ces
deux groupes de motifs, extrémement simples, expriment que les mots non couverts par les motifs
doivent commencer et terminer par une lettre donnée. Or, cela ne peut pas étre exprimé a ’aide
I’ensemble Cont(P) (U'introduction d’un motif bz éliminerait tous les mots qui commencent par
un b mais aussi ceux qui contiennent la lettre b & lintérieur). Cette différence, d’apparence
mineure, s’avére capitale. La raison en est que le fait de pouvoir « forcer » le mot & commencer
et terminer par une lettre donnée permet d’appliquer I’idée de la preuve du théoréme 2 ou ces
deux lettres jouent un réle trés important en permettant de spécifier la configuration initiale et
finale du calcul de machine de Minsky. Dans le cas de Cont(P), nous n’avons pas ce moyen.

On ne sait pas si le probléme P5.1 est décidable ou non. Ce probléme est en fait la version la
plus générale du célébre probléme d’inévitabilité (unavoidability). Rappelons (voir la section 2.4.1)
qu’un ensemble de motifs P est évitable sur un alphabet donné s’il existe un nombre infini de
mots ne contenant pas de motifs de P. Le probléme d’inévitabilité a été posé dans la combinatoire
des mots sous une forme restreinte o I’ensemble P contient un seul motif p composé uniquement
de variables et ne contenant pas de lettres de I’alphabet A sous-jacent (on appelle p un motif
sans constantes). Le statut de décidabilité de cette version restreinte est également ouvert '2. Le
terme inévitabilité s’explique par le fait que si Cont(p) est infini, il existe un mot infini de A¥
ne contenant pas d’occurrences de motif p. Dans la section 2.4.1 nous avons déja constaté que
I’évitabilité d’un motif dépend de I'alphabet sous-jacent. Par exemple, le motif zx est évitable
dans un alphabet a trois lettres qui n’est pas évitable dans un alphabet & deux lettres. Un exemple
d’un motif évitable sur quatre lettres mais inévitable sur trois lettres est donné dans [Bean et
al., 1979]. Cependant, on ne connait pas de motif évitable sur k lettres mais inévitable sur k — 1
lettres pour k > 4. Les articles |[Bean et al., 1979; Zimin, 1984] ont indépendamment proposé un
algorithme capable de vérifier, pour un motif donné sans constantes, s’l existe un alphabet sur
lequel ce motif devient évitable. Cependant, ces algorithmes ne donnent pas la borne inférieure
exacte de la taille de 'alphabet en cas de réponse positive, et par conséquent le probléme de
I’évitabilité d’un motif sans constantes pour une taille d’alphabet donnée reste ouverte. La thése
[Cassaigne, 1994| contient une excellente présentation de la théorie de l’inévitabilité dans le cas
d’un motif sans constantes. Le survol [Choffrut et Karhumiki, 1997] est également une référence
tres utile.

Le tableau 4.2 récapitule les résultats de complexité pour les problémes P1.1-P5.2 dans les
cas des mots et des arbres.

12. L’auteur de Particle [Currie, 1993] offre 100 dollars ameéricains pour une solution de ce probléme.



o1

§3.4QLD SIP 12 SJOUL SIP SDI SI) SUDD G CJ-T T d WQSMNQQ&Q S§ap mws&mNQSQD - ¢V dv],

[s66T ‘ourle, 30 sozoyONY]

}19A10 mo 9[qepPII9P mo || ;1e1n81 (1980 (J)u0) g'Sd
[L86T “1v 42 mdey]|
[eC66T ‘Yoytmoursnyy 30 AoIOYIN Y]] [e86T ‘poisteld] (enuuoour a1oexa 9jrxerdurod)
}19AT0 jo1duI0o-qN-09 9[qepIIp 9[qepIp LTy 989 ()10 1°¢d

[F66T ‘UONMOUISTY 39 AOIIYONY]]
a[qepI9pul

[eG66T ‘UoyIMmOUISNY 30 AOIDYINY]
jorduwon-JN-00

‘preuronboe 19 wouio
[L66T ‘P r 0]
gerdwod-gINLLIXH

‘preuronboe 10 wOWIO
[L66T ‘P r 0l
gerdwod-gINILLIXH

(o S (d)psur vd

[€66T “1v 32 Suerr]
o[qeplogpul

(¢)L dura1091y
jorduwon-JN-00

[166T “1v 32 andey]]
jordwon- JN-09

[166T “1v 79 andey]]
jorduwon-JN-00

L(d)wsur S (d)suf ¢d

[e66T ‘v 72 11RY]]

1I9ANO

mo

[¢66T ‘Loxpnag 10 TTRIN]
[1661 ‘aozoyony]

[L86T ‘j0LLIRy 30 Zosser|
jordwon- JN-09

mo

4TINS [1-980 ()#sU] T'ed

€ o109
o[qepLIpuI

(1)L dure1091)
191dur09-JN-09

[166T “1v 32 andey]]
191dur09- JN-02

[166T “1v 79 andey]]
191dur09-JN-09

(0= (8)1sur T'ed

[086T ‘umiSuy]

[c661 ‘weuysuyeurey] 3o ysowey]

[6661 17 19 910D

Yo[dwod-JN-09 (In] +1d))o (Inllaho (In] g0t )0 L(d)uon 31 g1d
[086T ‘um{Suy]
Yo[d 10D~ N-09 (In[ +1d))o (I”)o (ldho J(d)psur >0 11d

[e1oua8 senH

aaregui[ se)

[e1oua8 senH

aIregur se)

sjouI SAP SBD)

S9Iq TR SOp SRD)

oUIR[qOI]
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Chapitre 4. Arbres et mots — survol comparatif
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