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On rendra une copie donnant les réponses aux questions

et expliquant comment elles ont été obtenues

Les programmes devront être accompagnés d’exemples de leur exécution

Exercice 1. Pour chacune des suites (un) ci-dessous :
a) Écrire une fonction calculant la suite, et afficher les 8 premières valeurs.
b) Trouver une expression de la série génératrice U(x) =

∑

n≥0
unx

n

c) Afficher une développement limité de cette expression et comparer avec a).
d) En déduire une formule explicite pour un en fonction de n.
e) programmer cette formule et comparer aux résultats du point a).
1) un = 2un−1 − un−2 + 1, u0 = 1, u1 = 2.
2) un+3 = 3un+2 − 3un+1 + un, u0 = 1, u1 = 0, u2 = −1.
3) un = u0 + u1 + · · ·+ un−1, u0 = 1

Exercice 2.

Les polynômes de Legendre sont définis par la série génératrice ordinaire

1
√
1− 2xt+ t2

=
∑

n≥0

Pn(x)t
n

a) Calculer Pn(x) pour n ≤ 6.
b) En dérivant par rapport t, montrer que

x− t
√
1− 2xt+ t2

= (1− 2xt+ t2)
∑

n≥1

nPn(x)t
n−1

c) En déduire la relation de récurrence

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x)

d) Utiliser cette relation pour calculer les Pn(x) jusqu’à n = 10.

Exercice 3. a) Prouver que 2631 − 1 n’est pas premier.



b) Prouver, en utilisant le test de Lucas, que

n = 3 · 2189 + 1 = 2353913150770005286438421033702874906038383291674012942337

est premier.

Exercice 4. Calculer l’inverse de a = 1215617620 modulo p = 231 − 1.

Exercice 5. Trouver le plus petit entier x > 0 vérifiant les congruences











x ≡ 4 mod 5
x ≡ 3 mod 11
x ≡ 2 mod 13
x ≡ 1 mod 19


