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Avant-propos
Le stage olympique de Montpellier 2016 a été organisé par l’association Animath.

Il a rassemblé 83 collégien-ne-s et lycéen-ne-s de la quatrième à la première,
de passioné-e-s de mathématiques, sélectionné-e-s parmi

les quelque 368 candidats à la COUPE ANIMATH,
dont certains représenteront la France aux compétitions internationales :

Olympiades Internationales de Mathématiques (IMO),
Olympiades Balkaniques Junior de Mathématiques (JBMO),

Olympiades Européennes de Filles de Mathématiques (EGMO),
Romanian Masters of Mathematics (RMM),

Mediterranean Youth Mathematical Championship (MYMC).
Un certain nombre d’autres animateurs et stagiaires
ont déjà participé à l’une des compétitions ci-dessus.

Tous les animateurs sont bénévoles.
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I. Déroulement du stage

Comme en 2012, 2013 et 2014, c’est la quatrième fois que nous sommes accueillis par l’In-
ternat d’Excellence de Montpellier, pendant dix jours (du 16 août vers 16 h au 26 août vers
midi), avec un effectif record : 83 stagiaires et 27 animateurs, grâce à des subventions de Cap’
Maths, de la DGESCO et de plusieurs autres sponsors : Casio, Crédit Mutuel Enseignant, In-
ria...

Parmi les 588 candidats à la Coupe Animath (30% de plus que l’an passé), 368 ont franchi
le cap des éliminatoires en ligne et ont donc composé le 31 mai dans leurs établissements
scolaires respectifs. Sur la base des résultats de cette Coupe Animath, nous devions accueillir
80 stagiaires dont 40 de fin de première, 20 de seconde, 12 de troisième et 8 de quatrième, mais
finalement nous en avons sélectionné 82 plus un demi-pensionnaire, dont 38 de première, 20
de seconde, 15 de troisième et 10 de quatrième. Ces élèves sont âgés de 12 à 17 ans (âge
moyen 15 ans 9 mois). Il y a 12 filles (en prévision notamment des Olympiades Européennes
de Filles : même proportion que l’an passé) et 15 jeunes nés en 2002 ou après (en prévision
des Olympiades Balkaniques Junior : plus que l’an passé). Comme l’an passé, les élèves des
Académies de Paris et Versailles représentent 41% des stagiaires. 10 élèves viennent d’autres
pays : Belgique (5), Luxembourg, Suisse, Grande Bretagne, et deux d’un collège de Boston
(Etats Unis). 27 animateurs, dont plus de la moitié ont moins de 21 ans, ont pris en main
spontanément la plupart des tâches du stage, soulageant sensiblement le directeur de stage
qui a pu se concentrer davantage sur ses propres cours.

Le stage était structuré comme ceux des années précédentes : deux périodes de quatre
jours (17 - 20 août et 21 - 24 août), trois de cours / exercices, un test le matin du quatrième jour
(9h à 12h, ou pour le groupe D le 24 août : 8h30 à 12h30) et une après-midi récréative : samedi,
une chasse au trésor leur était proposée (les stagiaires étaient groupés en équipes de quatre
de niveaux mathématiques différents). Mercredi 24, les trois quarts des élèves ont opté pour
le lasergame, accompagnés de bon nombre d’animateurs (pendant que les autres corrigeaient
le test), quelques uns ont choisi le karting, la visite de Montpellier ou le musée Fabre.

Nous avons essayé d’alléger le programme du groupe A (collégiens débutants), en libérant
deux après-midis, jeudi 18 et lundi 22, et en alternant des chapitres distincts matin et après-
midi. Le jeudi 18, les responsables du club de go de Montpellier sont venus proposer à ces
jeunes élèves trois heures d’initiation au jeu de go. Enfin, le jeudi 25 aout, dernier jour du
stage, est consacré à des cours non sanctionnés par un test, sur des sujets plus larges que
la stricte préparation olympique. C’est la journée d’ "ouverture". Un des groupes, le groupe
C, en a profité, l’après-midi, pour expérimenter la nouvelle plateforme d’exercices en ligne
à laquelle Animath travaille depuis deux mois (l’idée en a été lancée il y a plusieurs années,
mais aujourd’hui, les premiers résultats concrets apparaissent et bon nombre d’animateurs y
ont travaillé pendant le stage).

17



I. DÉROULEMENT DU STAGE

Les tests étaient corrigés le soir même. Les veilles de tests ainsi que le premier jour, les soi-
rées étaient libres. Quatre conférences d’une petite heure chacune étaient proposées les autres
soirs : le 17 août, "qu’est-ce qu’une preuve ?", le 18 août, les Olympiades de Mathématiques et
la compétition Al Kindi, avec remise des coupes Animath aux sept élèves ayant obtenu cha-
cun le meilleur score de sa classe, le 21 août, le tournoi TFJM2, le 22 août, "tresses et treillis",
et enfin le 25 août, une cérémonie de clôture en présence de Martin Andler, président d’Ani-
math.

Comme l’an passé, l’horaire des repas était : petit déjeuner à 8 h, déjeuner à 12 h 30, dîner à
19 h, les soirées commençaient vers 20 h 15. Nous avons fait preuve de davantage de vigilance
pour, notamment, éviter que les élèves sortent seuls dans la rue hormis pour aller des salles
de cours aux chambres, mais les portes des chambres n’étaient pas souvent fermées.

Le mardi 16 août, le début du stage a été repoussé à 16 h 30 (en réalité 17 h), excluant donc
le déjeuner, d’une part parce que les organisateurs n’avaient pas eu le droit de venir avant
le mardi matin 8 h pour tout mettre en place : en y travaillant à trois, nous étions à peine
prêts à 14 h quand plusieurs stagiaires étaient déjà arrivés, d’autre part parce qu’il fallait
laisser le temps d’arriver au groupe important d’élèves ayant emprunté le train de 15 h 34,
recommandé sur la circulaire. Ceux-ci n’ont pas pu monter tous dans le même tramway. Un
élève avait raté son train et n’était pas joignable téléphoniquement, mais il nous avait envoyé
un courriel qui a été lu tardivement. Des bics et des T-shirts Animath ont été distribués aux
élèves, en prenant en compte les tailles de T-shirts que les parents nous avaient indiquées
sur l’autorisation parentale. Puis, un questionnaire d’évaluation, identique à celui de l’année
précédente, a permis de répartir les élèves en quatre groupes de niveau, mais également, pour
assurer une meilleure cohésion de l’ensemble des stagiaires, en équipes de quatre élèves de
niveaux différents. Une élève a changé de groupe.

Nous avions moins de soucis financiers que les deux années précédentes, et nous pouvions
éditer un polycopié complet avec tous les cours. Toutefois, une incertitude demeure sur le
financement des prochains stages.

Quelques liens utiles pour poursuivre le travail réalisé pendant ce stage :

— Le site d’Animath : http://www.animath.fr
— Le site MathLinks : http://www.mathlinks.ro
— Les polycopiés de stages olympiques précédents :

http://www.animath.fr/spip.php?article260
— Les cours de l’Olympiade Française de Mathématiques :

http://www.animath.fr/spip.php?article255
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I. DÉROULEMENT DU STAGE

Groupe A Groupe B Groupe C Groupe D
Mardi 16/08 Arrivée, accueil des élèves, présentation du stage (17 h 00) et première évaluation

9h - 12h stratégies de base logique arithmétique arithmétique
(Joon) (Antoine) (Giancarlo) (M. Lequesne)

Mercredi 17/08 14h - 17h+ε logique stratégies de base arithmétique arithmétique
(Victor) (Clara) (Mehdi) (François)

20h30 -21h30 Conférence : Qu’est-ce qu’une preuve ? (Matthieu Lequesne)
9h - 12h stratégies de base stratégies de base arithmétique arithmétique

(Eva) (Lucie) (Élie) (Igor)
Jeudi 18/08 14h - 17h+ε jeu de go stratégies de base inégalité géométrie

(Joon) (Jean-Louis) (Thomas)
20h30 -21h30 Conférence : les Olympiades de Mathématiques (Lucie)

9h - 12h stratégies de base algèbre polynômes géométrie
(Wassim) (Félix) (Igor) (François)

Vendredi 19/08 14h - 17h+ε stratégies de base algèbre polynômes géométrie
(Mehdi) (Giancarlo) (Thomas) (Jean-Louis)

20h30 - 21h 30 Soirée libre
9h - 12h Test de mi-parcours

Samedi 20/08 Après-midi Chasse au trésor
20h30 - 21h 30 Correction du test

9h - 12h géométrie géométrie géométrie combinatoire
(Élie) (Mathieu Barré) (Cécile) (Colin)

Dimanche 21/08 14h - 17h+ε arithmétique géométrie géométrie combinatoire
(Antoine) (Alexander) (François) (Thomas)

20h15 - 21h Conférence : TFJM2

9h - 12h géométrie géométrie géométrie combinatoire
(Wassim) (Élie) (Mathieu Barré) (Vincent Bouis)

Lundi 22/08 14h - 17h+ε arithmétique géométrie polynômes
(Cécile) (Alexander) (Florent)

20h - 21h Conférence : tresses et treillis (Vincent Jugé)
9h - 12h géométrie arithmétique éq. fonctionnelles inégalités

(Lucie) (Colin) (Clara) (Vincent Jugé)
Mardi 23/08 14h - 17h+ε arithmétique arithmétique éq. fonctionnelles inégalités

(Victor) (Florent) (Félix) (Louise)
9h - 12h Test de fin de parcours

Mercredi 24/08 Après-midi Après-midi libre - activité proposées
20h30 - 21h 30 Correction du test

9h - 12h théorie des graphes théorie des graphes groupes partitions entières
(Romain) (Vincent Bouis) (Vincent Jugé) (M. Piquerez)

Jeudi 25/08 14h - 17h+ε géom. projective réelle dénombrabilité plateforme FUN dim. fractale
(Cécile) (Victor) (Martin Andler) (Louise)

20h - 23h30 +ε Soirée/nuit libre
Vendredi 26/08 Matinée Petit déjeuner et départ
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II. Coupe Animath et évaluation initiale

Cette année, 588 candidats se sont inscrits à la coupe Animath. Suite à la phase éliminatoire (durée :
un mois), 368 élèves ont finalement composé lors de l’épreuve en temps limité du 31 mai (4 heures pour
les lycéens, 3 heures pour les collégiens). Le niveau du concours était particulièrement élevé puisqu’on
comptait parmi les candidats 123 lauréats des Olympiades Nationales de Première, 65 élèves classés
parmi les cinquante premiers de leur catégorie au Kangourou, sans compter les lauréats de nombreuses
autres compétitions (FFJM, rallyes, OFM par exemple). Ci-dessous les énoncés et solutions des élimi-
natoires ainsi que de l’épreuve du 31 mai elle-même.

1 Éliminatoires collégiens : énoncés

Les exercices ne sont pas classés par ordre de difficulté.

Exercice 1 Soit A le nombre A =
3

4 + (
√

3)6
+

1

1 + 1
2+ 1

3

. On écrit A sous la forme d’une fraction

irréductible A = a
b

(i.e. a et b entiers naturels et a est le plus petit possible). Calculer a+ b.

Exercice 2 Soient a et b des entiers naturels tels que a
b

soit une fraction irréductible. On sup-

pose que c =
(1 +

√
2)3

a
b

+
√

2
est un entier naturel. Calculer a+ b+ c.

Exercice 3 p et q sont deux nombres premiers tels que q − p et q + p sont premiers. Que vaut
p+ q ?

Exercice 4 Combien y a-t-il d’entiers n compris entre 1 et 1000 tels que 3n + 1 soit divisible
par 10 ?

Exercice 5 100 points sont disposés de manière régulière sur un cercle. On trace toutes les
droites reliant deux voisins quelconques. Combien de points d’intersection obtient-on au total
(y compris les 100 points de départ) ?

Exercice 6 On dispose n personnes en cercle. Au départ, l’une d’entre elles dispose de n jetons,
et les autres aucun. A chaque étape, une personne peut donner un jeton au voisin de l’un
de ses voisins. On suppose qu’il est possible que, après un certain nombre d’étapes, chaque
personne possède exactement 1 jeton.

Déterminer le nombre de valeurs possibles de n, sachant que 1 6 n 6 2016.

Exercice 7 ABCD est un carré, etEFG est un triangle équilatéral, tels que les pointsA,E,B, F, C,D,G
soient sur un même cercle et dans cet ordre, et tels que AE = EB. Déterminer la valeur en
degrés de l’angle 10×÷DAG.

Exercice 8 Soit ABC un triangle tel que AB = 5, AC = 12 et BC = 13. Soit H le pied de la
hauteur issue de A. On écrit HA sous la forme d’une fraction irréductible a

b
. Calculer a+ b.
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II. COUPE ANIMATH ET ÉVALUATION INITIALE

Exercice 9 Une plante A grandit de 2 cm par jour, et une plante B de 3 cm par jour. Au-
jourd’hui, B est 6 fois plus grande que A. Dans 20 jours, elle sera 4 fois plus grande que A.
Déterminer la somme des âges actuels de A et de B (exprimée en jours).

Exercice 10 Déterminer la somme de tous les entiers naturels a tels que
2× 1695

213a
soit la puis-

sance 17-ième d’un entier.

Exercice 11 Un pion se déplace sur un échiquier 6 × 6. Il part de la case en bas à gauche. A
chaque étape, il peut sauter soit sur la case juste à droite, soit sur la case juste en haut, et doit
rejoindre la case en haut à droite, de sorte qu’il ne se trouve jamais strictement au-dessus de
la diagonale reliant la case de départ et la case d’arrivée. Déterminer le nombre de chemins
possibles.

Exercice 12 Soient ABC et ABD deux triangles rectangles en C et D respectivement, tels que
C et D ne soient pas dans le même demi-plan délimité par (AB). On note E le milieu de [AB].
Calculer la mesure en degrés de l’angle (saillant) ÷CED sachant que ÷BAC = 14◦ et ÷BAD = 17◦.

2 Éliminatoires lycéens : énoncés

Les exercices ne sont pas classés par ordre de difficulté.
Exercice 1 Une plante A grandit de 2 cm par jour, et une plante B de 3 cm par jour. Au-
jourd’hui, B est 6 fois plus grande que A. Dans 20 jours, elle sera 4 fois plus grande que A.
Déterminer la somme des âges actuels de A et de B (exprimée en jours).

Exercice 2 Déterminer la somme de tous les entiers naturels a tels que
2× 1695

213a
soit la puis-

sance 17-ième d’un entier.

Exercice 3 Un pion se déplace sur un échiquier 6 × 6. Il part de la case en bas à gauche. A
chaque étape, il peut sauter soit sur la case juste à droite, soit sur la case juste en haut, et doit
rejoindre la case en haut à droite, de sorte qu’il ne se trouve jamais strictement au-dessus de
la diagonale reliant la case de départ et la case d’arrivée. Déterminer le nombre de chemins
possibles.

Exercice 4 Soient ABC et ABD deux triangles rectangles en C et D respectivement, tels que
C et D ne soient pas dans le même demi-plan délimité par (AB). On note E le milieu de [AB].
Calculer la mesure en degrés de l’angle (saillant) ÷CED sachant que ÷BAC = 14◦ et ÷BAD = 17◦.

Exercice 5 Soit u1, u2, u3, . . . une suite de nombres réels tels que u1 = 7, u2016 = 6102 et un+2 +
un = 2un+1 pour tout n. Déterminer la valeur u4031.

Exercice 6 m,n, p, q sont des entiers tels que a4 + ma3 + na2 + pa + q = 0, où a =
√

2 +
√

3.
Déterminer m2 + n2 + p2 + q2.

Exercice 7 Déterminer le nombre d’entiers n > 1 vérifiant les deux conditions suivantes :
(i) le produit de tous les entiers naturels qui divisent n est égal à n2 ;
(ii) n n’est divisible par aucun nombre premier > 10.
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II. COUPE ANIMATH ET ÉVALUATION INITIALE

Exercice 8 Quel est le plus grand entier qui divise tous les entiers de la forme a(a+ 2)(a+ 4)
(a ∈ N∗) ?

Exercice 9 Soit an le nombre de manières de colorier chaque case d’un échiquier 2×n en bleu
ou en rouge, de sorte que deux cases bleues ne soient jamais adjacentes (deux cases sont dites
adjacentes si elles ont une arête commune). On a par exemple a1 = 3. Déterminer a10.

Exercice 10 Soit S = {1, 2, 3, . . . , 2016}. Trouver le plus grand entier n vérifiant la propriété
suivante : il existe un sous-ensemble A de S possédant n éléments tel que la différence de
deux éléments quelconques de A ne divise jamais leur somme.

Exercice 11 ABC est un triangle isocèle en A tel que AB et BC soient des entiers. On suppose
que BI = 8, où I est l’intersection des bissectrices de “B et “C. Calculer AB +BC.

Exercice 12 Quatre points A,O,B,O′ sont alignés dans cet ordre sur une droite. Soit C le
cercle de centre O et de rayon 2015, et C ′ le cercle de centre O′ et de rayon 2016. On suppose
que A et B sont des intersections de deux tangentes communes aux deux cercles. Calculer AB
sachant que AB est un entier < 107 et que AO et AO′ sont des entiers.

3 Éliminatoires collégiens : solutions

Solution de l’exercice 1 557
On calcule les puissances sixièmes et on réduit les fractions au même dénominateur. On a

A =
3

4 +
»

(3)6
+

1

1 + 1
2+ 1

3

=
3

4 + 33
+

1

1 + 1
7
3

=
3

31
+

1

1 + 3
7

=
3

31
+

1
10
7

,

donc A = 3
31

+ 7
10

= 30
310

+ 217
310

= 247
310

. Le lecteur vérifiera que cette expression est bien une
fraction irréductible. La réponse est donc 247 + 310 = 557.

Solution de l’exercice 2 17
On développe là aussi, en utilisant l’identité (1 + x)3 = 1 + 3x+ 3x2 + x3.

c =
1 + 3

√
2 + 3 ∗ 2 + 2

√
2

a
b

+
√

2
=

7 + 5
√

2
a+b
√

2
b

=
7b+ 5b

√
2

a+ b
√

2
,

d’où on obtient ca + cb
√

2 = 7b + 5b
√

2, et donc ca = 7b et cb = 5b, et ainsi c = 5, soit 5a = 7b,
d’où a

b
= 7

5
et par unicité de l’écriture irréductible a = 7, b = 5. Ainsi, a+ b+ c = 7 + 5 + 5 = 17.

Solution de l’exercice 3 7
Si p et q sont tous deux impairs, comme ils sont premiers, p+q ≥ 6 est pair. Or, c’est un nombre
premier, c’est absurde. Comme q − p est premier, q ≥ p + 2 ≥ 4 donc q est diférent de 2 donc
impair et p vaut 2. Ainsi, q − 2, q, q + 2 est premier.
Si q = 3k + 1, k ≥ 1 et donc q + 2 = 3(k + 1) divisible par 3 et plus grand que 3 ∗ (1 + 1) = 6,
donc est non premier, c’est absurde. Si q = 3k, alors q = 3 car q premier, et q − p = 1 qui
est non premier, c’est absurde. Si q = 3k + 2, q − 2 = 3k est premier donc vaut 3, donc
q = q − 2 + 2 = 3 + 2 = 5, et p+ q = 7.
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Solution de l’exercice 4 100
Soit n un entier. Soit r le dernier chiffre de l’écriture décimale de n (0 ≤ r ≤ 9), on a évidem-
ment n = 10q+r pour un bon entier q. On a alors 3n+1 = 3(10q+r)+1 = 10(3q)+3r+1, donc
si 3n + 1 est multiple de 10, alors 3r + 1 est multiple de 10 et réciproquement. Un test rapide
montre que le seul entier 0 ≤ r ≤ 9 tel que 3r + 1 soit divisible par 10 est 3. Ainsi, 3n + 1 est
multiple de 10 si son dernier chiffre est 3, et réciproquement. Il y a exactement 100 tels entiers
entre 1 et 1000 (1000 étant exclu, il y a 100 valeurs possibles pour les deux premiers chiffres,
avec éventuellement des zéros).

Solution de l’exercice 5 4900

On note A1, . . . , A100 les 100 points placés sur le cercle, placés dans cet ordre (par exemple
dans le sens des aiguilles d’une montre). Regardons les points d’intersection de la droite
(A1A100) avec les autres droites (AiAi+1), pour i allant de 1 à 99. En outre, soit O le centre
du cercle.

Seule la droite (A50A51) est parallèle à (A1A100) ; les autres rencontrent donc toutes la droite
(A1A100). On note Pi le point d’intersection de (AiAi+1) et de (A1A100), quand i 6= 50.

Soit Di la médiatrice du segment [A1Ai]. On remarque que Di est aussi la médiatrice de
[A100Ai+1]. Les deux droites (AiAi+1) et de (A1A100) sont donc symétriques par rapport à Di,
et Pi se trouve en Di.

Supposons maintenant que deux points Pi et Pj soient confondus en un point P , pour
i 6= j. Alors les deux droites Di et Dj passent par P . Or, toute médiatrice à une corde passe
par O. Donc Di et Dj passent aussi par O.

La droite (A1A100) ne passe pas par O, donc P et O sont distincts, et Di et Dj sont donc
confondues, ce qui est impossible car cela signifie que Ai = Aj .

En conclusion, la droite (A1A100) a exactement 98 points d’intersection avec les autres
droites que l’on a tracées, et nul de ces points n’appartient à 3 droites. Le même constat s’im-
poserait pour chacune des droites (AiAi+1). Cela signifie que toute paire de droites (AiAi+1)
et (AjAj+1) non parallèles entre elles se croise en un point qui n’appartient à aucune autre
droite.

Pour chaque entier i, il y a exactement 98 paires qui contiennent la droite (AiAi+1) (ou
(A100A1) si i = 100), et chacune de ces paires est comptée deux fois (une fois pour chacune
des droites de la paire). Cela fait donc un total de 98×100

2
= 4900 paires, donc un total de 4900

points d’intersection.

Solution de l’exercice 6 2008
On numérote les personnes autour du cercle de 1 à n dans le sens des aiguilles d’une montre.
On va montrer que pour n pair, les numéros impairs ne sont pas atteints et que pour n impair,
tous les numéros peuvent finir avec 1 jeton.
On peut déjà remarquer que donner un jeton au voisin de son voisin revient à donner un jeton
à une personne située à une distance de 2.
Soit n pair. On pose n = 2k. En tournant dans le sens des aiguilles, on atteint les personnes
1, 3, 5, ..., 2k − 1 puis on retombe sur 1. En tournant dans le sens inverse, on passe par 1, 2k −
1, 2k − 3, ..., 3 puis on retombe sur 1. On ne passe donc jamais par une personne paire.
Montrons que pour n impair (n = 2k + 1) c’est possible. En tournant dans le sens des ai-
guilles, on atteint les personnes 1, 3, 5, ..., 2k + 1. En tournant dans le sens inverse, on passe
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par 1, 2k, 2k − 2, ..., 2. Toutes les personnes peuvent donc être atteintes.
Il y a 1008 nombres impairs entre 1 et 2016 donc il y a 1008 valeurs de n possibles.

Solution de l’exercice 7 75
On a la figure suivante :

O

E

BA

CD

F
G

On cherche l’angle ÷DAG. En utilisant le théorème de l’angle au centre, on obtient les égalités
suivantes

(Angle au centre) ÷DAG =
1

2
÷DOG

=
1

2

(
360◦ −

(÷GOE + ÷EOB + ÷BOC + ÷COD))Ç÷EOB =
1

2
÷AOBå =

1

2

Ç
360◦ −

Ç÷GOE +
1

2
÷AOB + ÷BOC + ÷CODåå .

Clairement, ÷AOB = ÷BOC = ÷COD = 90◦ et, avec le théorème de l’angle au centre, comme
l’angle d’un triangle équilatéral vaut 60◦, on obtient ÷GOE = 2 ·÷GFE = 120◦. Finalement,÷DAG =

1

2

Ç
360◦ −

Ç÷GOE +
1

2
÷AOB + ÷BOC + ÷CODåå

=
1

2

Ç
360◦ −

Ç
120◦ +

90◦

2
+ 90◦ + 90◦

åå
÷DAG =

1

2
15◦
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Finalement on obtient
10 ·÷DAG = 75◦.

Solution de l’exercice 8 73

Posons x = BH et y = CH . D’après le théorème de Pythagore appliqué dans le triangle
AHB, on a AH2 = 25 − x2. De même, dans le triangle rectangle AHC, on a AH2 = 144 − y2.
En combinant ces deux équations, il vient y2−x2 = 119 soit (y−x)(y+x) = 119. Mais comme
x + y = BC = 13, c’est donc que y − x = 119

13
. En sommant ces deux relations on obtient

y = 1
2

Ä
13 + 119

13

ä
. On calcule enfin AH =

√
144− y2 = 60

13
. Cette fraction est irréductible et la

somme du dénominateur et du numérateur vaut 73.

Solution de l’exercice 9 125. Si f(x) et g(x) sont les tailles de A et B à la date x, posons f(0) =
c : f(x) = 2x + f(0), g(x) = 3x + g(0). g(0) = 6f(0) = 6c et f(20) = 4g(20). (3 × 20) + 6c =
4× [(2× 20) + c]] entraine c = 50, donc A, qui mesure 50 cm, a 25 jours, et B, qui mesure 6×50
cm, a 100 jours.

Solution de l’exercice 10 39. 2× 1695

213a
est manifestement une puissance de 2 :

2× 1695

213a
= 21+4×95−13a.

Il faut donc trouver tous les couples d’entiers (a, b) tels que 17b = 381 − 13a. Or 381 =
(17× 1) + (28× 13) = (17× 14) + (11× 13), les deux seules solutions sont 28 et 11.

Solution de l’exercice 11 125. Voir questionnaire lycéens, exercice 1

Solution de l’exercice 12 39. Voir questionnaire lycéens, exercice 2

Solution de l’exercice 13 42. Voir questionnaire lycéens, exercice 3

Solution de l’exercice 14 62. Voir questionnaire lycéens, exercice 4

4 Éliminatoires lycéens : solutions

Solution de l’exercice 1 125. Si f(x) et g(x) sont les tailles de A et B à la date x, posons f(0) =
c : f(x) = 2x + f(0), g(x) = 3x + g(0). g(0) = 6f(0) = 6c et f(20) = 4g(20). (3 × 20) + 6c =
4× [(2× 20) + c]] entraine c = 50, donc A, qui mesure 50 cm, a 25 jours, et B, qui mesure 6×50
cm, a 100 jours.

Solution de l’exercice 2 39. 2× 1695

213a
est manifestement une puissance de 2 :

2× 1695

213a
= 21+4×95−13a.

Il faut donc trouver tous les couples d’entiers (a, b) tels que 17b = 381 − 13a. Or 381 =
(17× 1) + (28× 13) = (17× 14) + (11× 13), les deux seules solutions sont 28 et 11.

Solution de l’exercice 3 42. Sur les 21 cases (i, j) que le pion peut atteindre (ii-ième ligne, i-
ième colonne, j ≥ i), écrivons le nombre de chemins f(i, j) qui permettent de l’atteindre. Une
case peut être atteinte soit depuis la case juste à gauche, soit depuis la case juste au dessous,
donc f(i, j) = f(i+1, j)+f(i, j−1). Sur la dernière ligne, on n’a que des 1. On remplit la ligne
du dessus : 1, 2, 3, 4, 5 puis la quatrième : 2, 5, 9, 14, la troisième : 5, 14, 28, la seconde :
14, 42 et enfin, la case à atteindre en haut à droite peut être atteinte par 42 chemins. C’est un
résultat classique connu sous le nom de nombre de Catalan.
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Solution de l’exercice 4 62. C et D sont sur le cercle de diamètre [AB]. L’angle au centre étant
le double de l’angle inscrit, ÷BEC = 2 × ÷BAC = 28o, et ÷BED = 2 × ÷BAD = 34o, donc÷CED = 28o + 34o = 62o.

Solution de l’exercice 5 12197. La relation un+2 + un = 2un+1 peut s’écrire : un+2 − un+1 =

un+1 − un, ce qui prouve que un est une suite arithmétique. La raison vaut :
6102− 7

2016− 1
. Donc

u4031 = 7 + (4031− 1)

Ç
6102− 7

2016− 1

å
= 7 + (2× 6095) = 12197 car 4031− 1 = 2× (2016− 1).

Solution de l’exercice 6 101. Si a =
√

2 +
√

3, a2 = 5 + 2
√

6 donc (a2 − 5)
2

= 24 soit : a4−10a2 +
1 = 0. D’où m2 + n2 + p2 + q2 = 102 + 12 = 101. En toute rigueur, il faudrait prouver qu’il
n’existe pas d’autre polynôme de ce type qui s’annule pour a =

√
2 +
√

3, mais ce n’est pas
demandé.

Solution de l’exercice 7 11. Si n admet un diviseur p avec n 6= p2, soit q =
n

p
. Les diviseurs de n

sont au moins : {1, p, q, pq} dont le produit est n2. n ne doit donc pas avoir d’autre diviseur.
Donc soit n est le produit de deux nombres premiers p et q distincts, soit n est le cube p3 d’un
nombre premier, avec q = p2. Comme les seuls facteurs premiers possibles sont 2, 3, 5, 7, il
y a six produits de deux nombres premiers distincts et quatre cubes de nombres premiers, à
quoi s’ajoute la solution triviale n = 1.

Solution de l’exercice 8 3. Pour a = 1, a(a+2)(a+4) = 15 et pour a = 2, a(a+2)(a+4) = 48. Le
PGCD de ces deux nombres étant 3, le plus grand entier cherché est un diviseur de 3. Il suffit
donc de prouver que a(a + 2)(a + 4) est toujours multiple de 3 : si a = 3k, a est multiple de 3,
si a = 3k + 1, a+ 2 est multiple de 3 et si a = 3k + 2, a+ 4 est multiple de 3.

Solution de l’exercice 9 8119. On trouve d’abord u2 = 7 en étudiant les cas possibles. Si n ∈ N,
un+1− un désigne le nombre de coloriage d’un échiquier 2× (n+ 1) tels que la colonne la plus
à droite n’est pas entièrement rouge. À partir de là, on construit un coloriage d’un échiquier
2 × (n + 2) en rajoutant soit une colonne rouge, soit une colonne avec un rouge et un bleu,
disposés convenablement. De plus, si on a un coloriage d’un échiquier 2× (n+ 1), on peut lui
rajouter 3 types de colonne possibles (la seule possibilité exclue est une colonne entièrement
bleue). On obtient ainsi 3un + 2(un+1− un) coloriage de taille 2× (n+ 2) et il est clair qu’on les
obtient ainsi tous. Donc un+2 = un + 2un+1. En calculant tous les termes on obtient le résultat.

Solution de l’exercice 10 672. Un sous-ensembleA vérifiant cette propriété est : {1, 4, 7, · · · 2014},
soit l’ensemble des 3k + 1 pour k variant de 0 à 671. En effet, la somme de deux éléments de
A est nécessairement de la forme 3(k + k′) + 2, donc non multiple de 3, alors que la différence
est toujours un multiple de 3. Il reste à prouver que n ne peut pas être strictement supérieur à
672. Considérons les 672 sous-ensembles : {3k + 1, 3k + 2, 3k + 3}. Deux entiers quelconques
d’un même ensemble de ce type vérifient que leur somme est divisible par leur différence (qui
ne peut être que 1 ou 2). Or si je choisis 673 entiers dans la réunion de ces 672 sous-ensembles,
nécessairement deux entiers seront dans le même sous-ensemble (principe des tiroirs).

Solution de l’exercice 11 60. Posons BC = x. cos(’IBC) =
x

16
. Si l’on connaît la formule :

cos(2θ) = 2 cos2 θ − 1 (qui n’est pas connue de tous les lycéens !), cos(÷ABC) =
x2

128
− 1, donc

AB =
64x

x2 − 128
. Tout diviseur premier de x2 − 128 doit être diviseur de 64x, donc soit de 64
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soit de x. Mais tout diviseur premier de x divise x2, s’il divise également x2 − 128 il divise
128. Donc x2 − 128 ne peut avoir d’autre diviseur premier que 2 : x2 est la somme de deux
puissances de 2. Si la plus petite de ces puissances de 2 est 2k (soit k = 7, soit k < 7) et si 2q
est le plus grand nombre pair inférieur ou égal à k (soit q = 3, soit q < 3), en divisant par 22q

on se ramène à une équation du type : 2y + 2 = n2 ou 2y + 1 = n2. La première n’admet pas de
solution pour y > 1 (car un carré pair est nécessairement multiple de 4), et y = 1 (donc x = 16)
donne A et I sur le côté [BC], le triangle est dégénéré (ce n’est pas un triangle). La seconde
est classique : 2y = n2 − 1 = (n − 1)(n + 1), donc n − 1 et n + 1 doivent être deux puissances
de 2 dont une seule est multiple de 4, ce qui donne pour unique solution n = 3 et y = 3, donc

2q = 4 car on ne peut pas avoir 2q = 7. On a alors x = 12, AB =
64× 12

122 − 128
= 48. Seule cette

solution convient, d’où : AB +BC = 48 + 12 = 60.

Solution de l’exercice 12 8124480. Appelons x la distance OO′. Si une tangente commune
aux deux cercles passant par A touche ces cercles en M et M ′, il est facile de voir par Thalès

que :
AO′

2016
=

AO

2015
= OO′ = x, donc AO = 2015 × x. Par un calcul analogue,

BO′

2016
=

BO

2015
,

d’où : BO =
2015× x

2016 + 2015
. D’où AB = (2015x)

Ç
1 +

1

4031

å
=

4032× 2015× x
4031

. Comme 4031

est premier avec 2015 et 4032, 4031 divise x : x = 4031k, d’où AB = 4032 × 2015 × k. Or
4032 × 2015 = 8124480, donc k = 1 sinon AB serait supérieur à 107, ce qui est exclu par
hypothèse.

5 Énoncés de la coupe Animath - 2 juin 2015

Instructions

. Rédigez les différents problèmes sur des copies distinctes. Sur chaque copie, écrivez
en lettres capitales vos nom et prénom en haut à gauche ainsi que votre classe, et le
numéro du problème en haut à droite.

. On demande des solutions complètement rédigées (sauf pour l’exercice 1), où toute
affirmation est soigneusement justifiée. La notation tiendra compte de la clarté et de la
précision de la copie.
Travaillez d’abord au brouillon, et rédigez ensuite au propre votre solution, ou une
tentative, rédigée, de solution contenant des résultats significatifs pour le problème.
Ne rendez pas vos brouillons : ils ne seraient pas pris en compte.

. Une solution complète rapportera plus de points que plusieurs tentatives inachevées.
Il vaut mieux terminer un petit nombre de problèmes que de tous les aborder.

. Règles, équerres et compas sont autorisés. Les rapporteurs sont interdits.
Les calculatrices sont interdites, ainsi que tous les instruments électroniques.
Les collégiens traitent les exercices 1 à 5. Les lycéens traitent les exercices 4 à 8.
Chaque exercice est noté sur 7 points.

Merci de bien vouloir respecter la numérotation des exercices. Rédigez les différents problèmes sur
des copies distinctes. Sur chaque copie, écrivez en lettres capitales vos nom et prénom en haut à gauche
ainsi que votre classe, et le numéro du problème en haut à droite.

Énoncés collège
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Exercice 1 N.B. Dans cet exercice, et uniquement celui-ci, on demande une réponse sans justification.
Soit ABCD un carré de côté 10 cm. On note X le milieu de [AB]. On place un point Y tel

que le triangle ABY est isocèle en Y , et la zone qui est à la fois à l’intérieur de ABY et de
ABCD a une aire de 99 cm2. Combien vaut XY ?

Exercice 2 Anne a conduit sa voiture pendant un nombre entier (et non nul) d’heures, et
a parcouru un nombre entier de kilomètres, à la vitesse de 55 km/h. Au début du trajet, le
compteur indiquait abc kilomètres, où abc est un nombre de 3 chiffres tel que a > 1 et a + b +
c 6 7. A la fin du trajet, le compteur indiquait cba kilomètres. Déterminer toutes les valeurs
possibles du nombre abc.

Exercice 3 2016 personnes sont en file indienne. Chacune d’elles est soit un truand (qui ment
toujours), soit un chevalier (qui dit toujours la vérité). Chacune des 2016 personnes sait qui
sont les truands et les chevaliers. Chaque personne, excepté celle qui est tout devant, désigne
l’une des personnes devant elle et dit l’une des deux phrases : “cette personne est un truand”
ou “cette personne est un chevalier”.

Sachant qu’il y a strictement plus de truands que de chevaliers, comment un observateur
peut-il déterminer qui est un truand et qui est un chevalier ?

Énoncés communs
Exercice 4 Dans le plan, on considère un trapèze ABCD dont les diagonales sont de même
longueur. Prouver que, pour tout point M du plan, la somme des distances de M à trois
sommets quelconques du trapèze est toujours strictement plus grande que la distance de M
au quatrième sommet.

Exercice 5 Soient a < b < c < d < e des nombres réels. On calcule toutes les sommes possibles
de deux nombres distincts parmi ces cinq nombres. Les trois plus petites valent 32, 36 et 37 et
les deux plus grandes valent 48 et 51. Trouver toutes les valeurs possibles de e.

Énoncés lycée
Exercice 6 Dans un polygone convexe à 2016 côtés, on trace certaines diagonales, qui ne se
coupent pas à l’intérieur du polygone. Ce dessin décompose le polygone en 2014 triangles.
Est-il possible qu’exactement la moitié de ces triangles aient leurs trois côtés qui soient des
diagonales ?

Exercice 7 Montrer que parmi 18 entiers consécutifs inférieurs ou égaux à 2016, il en existe au
moins un qui est divisible par la somme de ses chiffres.

Exercice 8 a) Un contrôle a eu lieu dans une classe. On sait qu’au moins les deux tiers des
questions de ce contrôle étaient difficiles : pour chacune de ces questions difficiles, au moins
les deux tiers des élèves n’ont pas su répondre. On sait aussi qu’au moins les deux tiers des
élèves ont bien réussi le contrôle : chacun d’eux a su répondre à au moins deux tiers des
questions. Est-ce possible ?

b) La réponse à la question précédente serait-elle la même si l’on remplaçait partout deux
tiers par trois quarts ?

c) La réponse à la première question serait-elle la même si l’on remplaçait partout deux
tiers par sept dixièmes ?
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6 Solutions

Solution de l’exercice 1

A B

CD G

X

Y

E F

Notons E et F les points d’intersection de (AY ) et de (BY ) avec (CD). Soit G le milieu de
[CD].

Pour des raisons de symétrie, l’aire de ADE vaut 1
2
(100− 99) = 1/2 cm2. On en déduit que

1
2
×AD×DE = 1

2
, ce qui donne DE = 1

10
, et donc EG = 49

10
. Or, d’après le théorème de Thalès

on a ED
EG

= DA
GY

, donc GY = DA× EG
ED

= 10× 49 = 490, ce qui donne XY = 500 cm.

Remarque Si on ne connaît pas le théorème de Thalès, on peut raisonner comme suit : soit
x = XY . L’aire du triangle ABY vaut 1

2
×AB×XY = 5x et celle de EFY vaut 1

2
×EF ×GY =

49
10

(x−10). L’aire du quadrilatèreABEF est la différence des deux, d’où 99 = 5x− 49
10

(x−10) =
1
10
x+ 49, donc 1

10
x = 50 et finalement x = 500 cm.

Solution de l’exercice 2 Soit d la durée du trajet exprimée en heures. On a 55d = (100c + 10b +
a)− (100a+ 10b+ c) = 99(c− a). Ceci se simplifie en 5d = 9(c− a). Ceci implique que c− a est
un multiple de 5. D’autre part, c− a = 5d/9 > 0 et c− a 6 c < 10, donc c− a = 5.

Si a = 1 alors c = 6, et comme a+ b+ c 6 7 on en déduit que abc = 106.
Si a > 1 alors c = 5 + a > 6 donc a+ b+ c > 7, ce qui contredit l’hypothèse.
Donc l’unique valeur possible de abc est 106.

Solution de l’exercice 3 Si la personneA désigne la personneB, et si elle dit “B est un chevalier”
alors A et B sont dans le même groupe. Inversement, si elle dit “B est un truand”, alors A et
B sont dans des groupes différents.

Numérotons les personnes P1, . . . , P2016, la personne P1 étant tout devant.
P2 est obligée de désigner P1, donc l’observateur sait si P2 est dans le même groupe que

P1.
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P3 est obligée de désigner, soit P1, soit P2, donc l’observateur sait si P3 est dans le même
groupe que P1.

En continuant le raisonnement, l’observateur peut déterminer exactement quelles sont les
personnes qui sont dans le même groupe que P1 et celles qui ne le sont pas.

Comme le groupe le plus nombreux est constitué de truands, l’observateur en déduit si P1

est un truand ou un chevalier, puis détermine qui est un chevalier et qui est un truand.

Solution de l’exercice 4 D’après l’inégalité triangulaire, on a MA 6 MC + CA = MC + BD 6
MC + BM + MD. L’égalité a lieu si et seulement si C ∈ [MA] et M ∈ [BD]. Si ces deux
conditions sont vérifiées, nécessairement M se trouve à la fois sur (AC) et (BD), donc M
est l’intersection des diagonales. Mais dans ce cas, la condition C ∈ [MA] ne peut pas être
satisfaite. On en déduit que MA < MB +MC +MD.

Par symétrie des rôles de A,B,C,D, les autres inégalités similaires sont également satis-
faites.

Solution de l’exercice 5 Les deux plus petites sommes sont a + b < a + c donc a + b = 32 et
a+ c = 36. De même, les deux plus grandes sont c+ e < d+ e donc c+ e = 48 et d+ e = 51. La
troisième plus petite somme peut être soit a+ d soit b+ c. Dans le premier cas, on a a+ d = 37
donc d’une part a+ c+ d+ e = (a+ c) + (d+ e) = 36 + 51 = 87 et d’autre part a+ c+ d+ e =
(a+ d) + (c+ e) = 37 + 48 = 85, ce qui est absurde.

On est donc dans le deuxième cas donc b + c = 37. On en déduit 2(a + b + c) = (a + b) +
(a+ c) + (b+ c) = 105 donc c = 105

2
− 32 = 41

2
, puis e = 48− 41

2
= 55

2
.

Solution de l’exercice 6 Soit a le nombre de triangles dont les trois côtés sont des diagonales, b
le nombre de triangles dont deux côtés sont des diagonales et c le nombre de triangles dont
un côté est une diagonale. Par hypothèse, on a a+ b+ c = 2014.

Comme une arête du polygone est un côté d’un triangle et un seul, et comme le polygone
a 2016 arêtes, on a 2016 = b + 2c, donc b + 2c > a + b + c. On en déduit que c > a, donc
2a < a+ c 6 a+ b+ c = 2014. Par conséquent, on ne peut pas avoir a = 2014/2, autrement dit
la réponse à la question est non.

Solution de l’exercice 7 Notons s(n) la somme des chiffres de n. Si un entier n est inférieur ou
égal à 2016, alors s(n) 6 28. En effet, si n < 2000 alors s(n) 6 1 + 9 + 9 + 9 = 28, et si
2000 6 n 6 2016 alors s(n) 6 2 + 0 + 1 + 9 = 12.

Or, parmi 18 entiers consécutifs, il y a un entier n divisible par 18. Comme n est divisible
par 9, la somme de ses chiffres est divisible par 9, donc s(n) = 9 ou s(n) = 18 ou s(n) = 27.

Si s(n) = 9 ou s(n) = 18, alors n est bien divisible par la somme de ses chiffres.
Si s(n) = 27, alors n est l’un des nombres 999, 1899, 1989, 1998. Or, n est pair donc n = 1998,

et n est bien divisible par 27.

Solution de l’exercice 8 a) C’est possible avec une classe de trois élèves A,B,C et un contrôle
de trois questions, en supposant que A a réussi les questions 1 et 2, B a réussi les questions 1
et 3 et C n’a réussi aucune question.

b) et c) On montre que la réponse est non. Plus précisément, pour tout p > 2/3 on montre
qu’il n’est pas possible que la proportion d’élèves ayant bien réussi soit > p et que la propor-
tion de questions difficiles (réussies par une proportion d’élèves 6 1− p) soit > p.

Supposons en effet le contraire. Soit n le nombre d’élèves et m le nombre de questions. Soit
A l’ensemble des élèves ayant bien réussi,D l’ensemble des questions difficiles et F l’ensemble
des questions faciles.
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Pour tout ensemble X , on notera |X| le nombre d’éléments de X . Soit a tel que |A| = an.
Supposons a > p > 2/3.

Considérons l’ensembleE des couples (x, y) où x est un élève deA ayant réussi la question
y.

Pour tout x ∈ A, x a résolu au moins pm questions, donc |E| > pamn.
Pour tout y ∈ D, y a été résolue par au plus (1−p)n élèves, et pour tout y ∈ F , y a été résolue

par au plus an élèves deA, donc |E| 6 |D|×(1−p)n+|F |×an = (m−|F |)×(1−p)n+|F |×an =
(1− p)mn+ |F | × (a+ p− 1)n 6 (1− p)(a+ p)mn.

On en déduit que pamn 6 (1 − p)(a + p)mn, donc a(2p − 1) 6 p(1 − p). Par conséquent,
2p− 1 6 1− p. En simplifiant, cela donne p 6 2/3.

7 Evaluation initiale

La préparation du stage s’est achevée dans la précipitation, et nous n’avons pas pris le temps de
réétudier attentivement l’évaluation initiale, servant à répartir les élèves en quatre groupes de niveau.
A vrai dire, nous étions satisfaits du questionnaire proposé l’an passé, qui alliait des questions d’auto-
évaluation et quelques exercices simples pour vérifier la justesse de cette estimation. C’était déjà l’abou-
tissement de plusieurs années de tâtonnement. Mais dans la mesure où un certain nombre de stagiaires
étaient déjà là l’an passé, il aurait été judicieux de changer au moins les quelques exercices proposés.
Voici, hormis l’en-tête (Nom, prénom, classe), le questionnaire soumis aux élèves, avec les solutions des
exercices en italique.

Le but de ce petit questionnaire est de nous aider à choisir le groupe le plus adapté à
tes connaissances et dans lequel tu pourras évoluer à ton rythme. Réponds si possible sur la
feuille, éventuellement au dos... et si c’est vraiment nécessaire, ajoute une feuille. Ne rends
pas tes brouillons.

Les quatre groupes du stage sont les suivants :

Groupe A : Groupe prioritairement destiné aux élèves sortant de 4ème et de 3ème qui ne sont pas
encore familiers avec les exercices de type “olympiades”.

Groupe B : Groupe prioritairement destiné aux élèves sortant de 2nde et de 1ère qui ne sont pas
encore familiers avec les exercices de type “olympiades”. Le groupe B abordera grosso
modo les mêmes choses que le groupe A, mais avancera plus vite.

Groupe C : Groupe destiné aux élèves familiers avec les connaissances et outils de base du pro-
gramme des Olympiades Internationales de Mathématiques.

Groupe D : Groupe destiné aux élèves les plus avancés.

Important : ce n’est pas du tout un souci si tu n’es pas familier avec les éléments ci-dessous
qui ne sont pas abordés dans le cadre scolaire.

. As-tu déjà participé à des stages Animath ? OUI NON
Si oui, quand et lesquels ? Dans quel groupe étais-tu ?
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. As-tu déjà participé à des clubs de mathématiques ? OUI NON
Si oui, quand et lesquels ?

. As-tu déjà participé à des compétitions comme le TFJM, Kangourou, OUI NON
Al Kindi, Castor... ? Si oui, quand ? lesquelles ? résultats ?

. As-tu déjà été élève à l’Olympiade Française de Mathémiques (OFM) ? OUI NON

As-tu un avis sur le groupe dans lequel tu devrais être ?

Géométrie
. Connais-tu le théorème de l’angle inscrit ? OUI NON

Si oui, résous l’exercice suivant :
Soient C1 et C2 deux cercles qui se coupent en deux points A et B. Soient C et D deux
points de C1. Les droites (AC) et (BD) recoupent C2 en E et F . Montrer que (CD) et
(EF ) sont parallèles.

D’après le théorème de l’angle inscrit, les angles ÷ACD et ÷ABD sont supplémentaire, de même
que les angles ÷ABF et ÷AEF . Or ÷ABD et ÷ABF sont supplémentaires : il en résulte que ÷ACD
et ÷AEF sont eux aussi supplémentaires, donc que (CD) � (EF ).

. Connais-tu la puissance d’un point par rapport à un cercle ? OUI NON
Si oui, quel est la nature de l’ensemble des points ayant même puissance par rapport à
deux cercles différents ?

C’est une droite appelée axe radical des deux cercles. Si les cercles se coupent en A et B, c’est la
droite (AB).

. Sais-tu ce qu’est une homothétie ? OUI NON

. Sais-tu ce qu’est une similitude ? OUI NON

Combinatoire
. Connais-tu le principe des tiroirs ? OUI NON
. Sais-tu ce qu’est une démonstration par récurrence ? OUI NON

Si oui, résous l’exercice suivant :
Soit n ≥ 1 un entier. Montrer que 12 + 22 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)

6
.

Initialisation : Le résultat est vrai pour n = 1 : 12 =
1× 2× 3

6
.

Hérédité : Si le résultat est vrai pour n−1, donc si 12+22+· · ·+(n−1)2 =
(n− 1)n(2n− 1)

6
=

2n3 − 3n2 + n

6
, alors 12 +22 + · · ·+(n−1)2 +n2 =

2n3 − 3n2 + n

6
+n2 =

2n3 + 3n2 + n

6
=

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
, donc le résultat est encore vrai pour n, ce qui achève la démonstration
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. Sais-tu ce qu’est un coefficient binomial ?
Si oui, que vaut

Ä
n
k

ä
+
Ä
n
k+1

ä
?Ä

n
k

ä
+
Ä
n
k+1

ä
=
Ä
n+1
k+1

ä
, cela résulte de la formule du binôme et permet de construire le triangle de

Pascal

Algèbre

. Sais-tu ce que signifient les symboles
n∑
i=1

et
n∏
i=1

? OUI NON

. Connais-tu la formule du binôme de Newton ? OUI NON

Si oui, écris-la : Pour tous a et b réels, et tout entier n > 0, (a+ b)n =
n∑
i=0

(
n

i

)
aibn−i

. Sais-tu effectuer une division euclidienne polynomiale ? OUI NON

. Connais-tu l’inégalité arithmético-géométrique ? OUI NON
Si oui, essaie de résoudre l’exercice suivant :
Soient a, b > 0 deux nombres réels tels que a3b2 = 1. Montrer que (1 + a)(2 + b) ≥ 6.

D’après l’inégalité arithmético-géométrique,
1 + a

2
≥ (1×a)

1
2 =
√
a et

1 + 1 + b

3
≥ (1×1×b) 1

3 =

3
√
b, donc

(1 + a)(2 + b)

6
≥ a

1
2 b

1
3 = (a3b2)

1
6 = 1.

Arithmétique

. Sais-tu ce qu’est le PGCD de deux entiers ? OUI NON
Si oui, calcule le PGCD de 132 et de 63.

Par l’algorithme d’Euclide : 132 = 2× 63 + 6, 63 = 10× 6 + 3, 6 = 2× 3 + 0, donc le PGCD
est le dernier reste non nul, à savoir 3.

. As-tu déjà manipulé des congruences ? OUI NON
Si oui, est-il vrai que si a ≡ b mod n et c ≡ d mod n, alors ac ≡ bd mod n (justifie ta
réponse) ?

Non ! C’est faux. Pour n = 3 par exemple, 2 ≡ 5 (mod 3) et 4 ≡ 1 (mod 3), mais 24 = 16
n’est pas congru à 51 = 5 modulo 3, car manifestement 16− 5 = 11 n’est pas multiplie de 3.

. Connais-tu le petit théorème de Fermat ? OUI NON
Si oui, écris-le :

Soit p un nombre premier. Pour tout entier a non divisible par p, ap−1 ≡ 1 (mod p). Ce qui
peut encore s’écrire : pour tout entier a, divisible ou non par p, ap ≡ a (mod p).

. Essaie de résoudre l’exercice suivant :
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(i) Trouver tous les entiers n tels que 2n + 1 soit un carré.

(ii) Trouver tous les entiers n tels que 2n + 1 soit un cube.

Si 2n+1 = k2 alors 2n = k2−1 = (k−1)(k+1), donc k−1 et k+1 sont tous deux des puissances
de 2, comme ils sont distants de 2, un seul des deux est divisible par 4, d’où n − 1 = 2, n + 1 = 4,
n = 3 et l’on a bien 23 + 1 = 32.

Si 2n + 1 = k3, 2n = k3 − 1 = (k − 1) (k2 + k + 1). Or pour tout entier k > 0, k(k + 1) est pair
donc k2 + k + 1 est impair et supérieur ou égal à 1 + 1 + 1 = 3. Comme 2n n’admet pas de diviseur
impair ≥ 3, et que k = 0 est lui aussi exclu, il n’existe pas d’entier n tel que 2n + 1 soit un cube.

Si (et SEULEMENT si) tu as déjà fait tout ce que tu pouvais pour les questions précédentes,
traite ces exercices (sur une feuille séparée) :

1) On écrit un entier strictement positif sur chaque face d’un dé. On attribue à chaque
sommet le produit des trois faces qui l’entourent. La somme des valeurs des sommets vaut
105, quelle est la somme des nombres écrits sur les faces ?

Appelons a, b, c, d, e, f les nombres inscrits sur les faces, de sorte que a et d soient écrits sur
des faces opposées, b et e sur d’autres faces opposées, et c et f sur les deux dernières faces, opposées. Si
l’on développe : (a + d)(b + e)(c + f), on obtient une somme de huit termes qui sont précisément les
nombres attribués aux 8 sommets du cube. Il faut donc décomposer 105 en un produit de trois facteurs
chacun supérieur ou égal à 2, ce qui n’est possible que d’une seule manière car 105 = 3 × 5 × 7. La
somme des six nombre écrits sur les faces vaut donc (a+ d) + (b+ e) + (c+ f) = 3 + 5 + 7 = 15.

2) Trouver les entiers naturels n tels que le produit de leurs chiffres soit égal à n2−15n−27.

Pour n ≤ 16, n2−15n−27 = (n+1)(n−16)−11 < 0. Pour n = 17, on a bien 1×7 = 172−(15×
17)− 27, donc 17 est la plus petite solution. Montrons que c’est la seule. Pour 18 ≤ n ≤ 20, le produit
des chiffres vaut 8, 9 et 0 alors que n2− 15n− 27 = (n+ 1)(n− 16)− 11 ≥ (19× 2)− 11 = 27. Pour
21 ≤ n ≤ 99, le produit des deux chiffres est inférieur ou égal à 9× 9 = 81 alors que n2 − 15n− 27 =
n(n − 15) − 27 ≥ (21 × 6) − 27 = 99, donc l’égalité n’est pas possible. Pour 10k ≤ n < 10k+1, avec
k ≥ 2, le produit des k+1 chiffres est majoré par 9k+1 et n2−15n−27 = (n−8)2 +(n−91) ≥ (n−8)2

car n > 99, et (n− 8)2 >
Ä
10k − 10

ä2 ≥ (9× 10k−1)2. Il reste à prouver que 92× 102k−2 > 9k+1, donc
que 100k−1 > 9k−1, ce qui est évident car 100 > 9. Calcul laborieux, certes, mais les majorations sont
très larges, et prouvent bien que l’unique entier naturel solution est 17.
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2 mercredi 17 après-midi : Victor Vermès

Ce cours n’a pas encore été intégré.

3 jeudi 18 matin : Eva Philippe

Principe de récurrence

Introduction. La récurrence est un principe de raisonnement mathématique, utile dans de
nombreux domaines, notamment en combinatoire et en arithmétique.

Elle s’appuie sur l’idée que l’on peut parcourir l’ensemble des entiers naturels N de la
manière suivante : on part de 0, puis on va en 0 + 1 = 1, puis en 1 + 1 = 2, puis en 2 + 1 = 3...
et ainsi de suite : à chaque fois qu’on se trouve en un entier donné n (autrement dit, à chaque
fois qu’on se place au rang n), on peut aller à l’entier suivant, qui sera n+ 1.

Définitions et notations. Ce qui est alors intéressant, c’est qu’on peut définir des objets qui
dépendent de notre entier n. Par exemple, on peut procéder ainsi : à chaque fois qu’on se
place en un entier n, on choisit un nombre et on dit qu’on l’associe à notre entier n. Pour
bien souligner cette association entre le nombre choisi et l’entier n sur lequel on était placé
lorsqu’on a choisi le nombre, on note un le nombre associé à l’entier n.

Quand on regarde u0, puis u1, puis u2,. . . , et ainsi de suite tous les un que l’on a définis,
on définit en fait une suite de nombres, notée en l’occurrence (un). Il ne faut pas confondre la
suite, notée (un), qui est la succession de tous les nombres, et le terme de la suite au rang n,
noté un, qui n’est qu’un seul nombre.

Enfin, on peut aussi procéder ainsi : à chaque fois que l’on se place en un entier n, on
choisit non pas un nombre, mais une propriété ; autrement dit, on associe à chaque entier n
une propriété. On note alors Pn la propriété associée à l’entier n.

Une telle propriété peut être a priori vraie ou fausse. Dans la pratique, on s’intéresse surtout
aux propriétés vraies et générales : on veut souvent que la propriété Pn reste vraie lorsque l’on
remplace n par n’importe quel entier naturel (par exemple, Pn : "n est pair" est fausse pour
n = 3 mais la propriété Pn : "Si n est pair, alors n2 est pair et si n est impair, alors n2 est impair"
est vraie pour tout entier n).

Principe de récurrence. Considérons une propriété dépendant d’un entier n, notée Pn.
Pour montrer que Pn est vraie pour tout n , on peut s’appuyer sur la description précédente

de N. Ainsi, on peut représenter la situation par un escalier, dont la n-ième marche correspond
à la propriété Pn.

. On commence par vérifier que la propriété P0 est vraie (l’escalier repose sur un sol
ferme !).

. Ensuite, on démontre que : si la propriété est vraie pour un entier donné n, alors elle est
encore vraie pour l’entier suivant n + 1 (d’une marche à l’autre, il n’y a qu’un pas. . . à
franchir !). Utiliser le principe de récurrence présente donc l’intérêt de pouvoir utiliser
l’information fournie par Pn pour prouver Pn+1.
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P0

P1

P2

Pn

Pn+1

FIGURE.– Escalier de récurrence

Plus formellement, un raisonnement par récurrence se rédige ainsi :

On considère, pour n ∈ N, la propriété Pn : « ... ».
Montrons par récurrence que Pn est vraie pour tout n ∈ N.
. Initialisation : on vérifie que la propriété P0 est vraie.
. Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel n tel que la propriété Pn est vraie

(c’est l’hypothèse de récurrence). On montre qu’alors la propriété Pn+1 est aussi vraie, en
utilisant l’hypothèse de récurrence.

Exercice 1 Soit n un entier naturel. On cherche à exprimer la somme Sn = 0+1+2+...+n autre-
ment (une formule plus simple, qui permette des calculs plus rapides). Certains connaissent
déjà la formule Sn = n(n+1)

2
. Cette formule ne sort pas de nulle part, elle peut se trouver de

manière astucieuse mais pour l’instant contentons-nous de la prouver par récurrence, avec
une rédaction la plus propre possible.

Solution de l’exercice 1 Pour n un entier naturel, on note Pn la propriété : "Sn = n(n+1)
2

".
. Initialisation : Pour n = 0, on a S0 = 0 et 0(0+1)

2
= 0 donc P0 est vraie.

. Hérédité : Soir n un entier naturel tel que la propriété Pn est vraie. On a alors :

Sn+1 = 0 + 1 + ...+ n+ (n+ 1)

= Sn + (n+ 1)

=
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) (par hypothèse de récurrence)

=
n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2

=
(n+ 1)(n+ 2)

2

L’égalité Sn+1 = (n+1)(n+2)
2

montre exactement que la propriété Pn+1 est vraie.
. Conclusion : Grâce au principe de récurrence, on a montré que l’égalité 0 + 1 + ...+n =

n(n+1)
2

est vraie pour tout entier n.
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Exercice 2
Soit n ≥ 1 un entier. On trace n cercles dans le plan. Montrer qu’on peut colorier chaque

région du plan ainsi délimitée avec exactement deux couleurs (bleu et rouge en l’occurrence)
de manière à ce que deux régions séparés par un arc de cercle soient toujours de couleur
différente.

FIGURE.– Exemple de coloriage possible pour n = 3 cercles

Solution de l’exercice 2
Si l’on n’a qu’un seul cercle, on colorie l’intérieur d’une couleur arbitraire, l’extérieur de

l’autre couleur et c’est gagné.
Si on peut toujours colorier n cercles comme voulu, qu’en est-il de n + 1 cercles ? Pour

colorier les régions comme voulu, on oublie tout d’abord un cercle : il en reste alors n, et on
peut colorier les régions correspondantes comme voulu, par hypothèse de récurrence. Puis
on rajoute le cercle oublié. Il coupe en deux certaines régions coloriées : on change alors la
couleur de chaque région coloriage à l’intérieur de notre cercle, et on garde la couleur initiale
pour les autres régions.

Alors, on a bien colorié toutes nos régions comme voulu ! En effet, c’est gagné quand on
regarde deux régions séparées par un arc du cercle oublié (grâce au changement qu’on a
fait), mais aussi quand on regarde deux régions séparées par un arc d’un autre cercle (par
hypothèse de récurrence).

Exercice 3 Pour monter les escaliers, Evariste sait faire des pas de 1 marche et des pas de 2
marches. De combien de manières différentes peut-il monter un escalier à n marches ?

Solution de l’exercice 3 Pour commencer, notons un le nombre cherché. L’énoncé semble de-
mander une formule explicite pour un, mais avant cela cherchons ce qu’on appelle une relation
de récurrence, c’est-à-dire une expression de un en fonction des termes uk précédents (k < n).

Pour n ≥ 2 on distingue deux cas : soit Evariste commence par un pas de 1 marche, dans
ce cas il a un−1 manières de monter les n − 1 marches restantes ; soit il commence par un
pas de 2 marches et il a un−2 possibilités pour finir l’escalier. Ainsi, on obtient la relation
un = un−1 + un−2.

Comme cette relation de récurrence fait intervenir les deux termes précédant un, il faut
initialiser notre suite avec les deux premiers termes. Quand il y a 0 ou 1 marches, Evariste n’a
qu’une seule manière d’avancer. On a donc u0 = 1 et u1 = 1.
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Il se trouve que la suite ainsi définie est une suite de récurrence bien connue : la fameuse
suite de Fibonacci ! Je laisse les lecteurs désireux d’en savoir plus se renseigner par eux-
mêmes, établir la formule explicite de un ou retrouver la construction du nombre d’or à la
règle et au compas...

4 vendredi 19 matin : Wassim Trabelsi

Calculs basiques

Proposition 1 (La factorisation simple). k × (a+ b) = k × a+ k × b

Démonstration.

a b

k ka kb

Proposition 2 (La factorisation du rectangle). (a+ b)× (c+ d) = ac+ ad+ bc+ bd

Démonstration.

a b

c

d

ab

ad

bc

bd

Proposition 3 (Identités remarquable).

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

(a+ b)(a− b) = a2 − b2

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3
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Démonstration.

(a+ b)2 = (a+ b)(a+ b) = a2 + ab+ ba+ b2 = a2 + 2ab+ b2

Plus généralement on peut montrer que le triangle de Pascal permet d’obtenir les coeffi-
cients de le développement remarquable de (a+ b)n

En pratique, ces formules sont aussi utiles dans les problèmes d’arithmétique avec les
entiers : Une expression factorisée laisse apparaitre des diviseurs.

Proposition 4 (Calculs avec puissances).

am × an = am+n

am

an
= am−n

(am)n = amn

Quelques sommes classiques

Exercice 1 Calculer

S1 = 1 + 2 + 3 + 4 + .....+ 2014 + 2015 + 2016

et
S2 = 2016 + 2015 + 2014 + 2013 + ....+ 3 + 2 + 1

Solution de l’exercice 1 Il est clair par commutation que

S1 = S2

De plus
S1 + S2 = 2017 + 2017 + ...+ 2017 = 2017× 2016

Donc
S1 =

2016× 2017

2

On peut généraliser ce calcul à toute suite ayant une progression constante :
Proposition 5. Soit (un) une suite telle que pour tout rang n entier : un+1 = un + b avec b

réel. Alors :
un = u0 + nb

et

u0 + u1 + ...+ un =
(n+ 1)(u0 + un)

2
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Exercice 2 Calculer
S = 7 + 10 + 13 + 16 + ...+ 994

Solution de l’exercice 2 Il y a 329 termes dans la somme

S =
(min+max)(nombre)

2
=

(7 + 994)(329)

2
=

329329

2

Exercice 3 Calculer

P = 1 + π1 + π2 + π3 + ...+ π10

à l’aide de
π × P = π1 + π2 + ...+ π11

Solution de l’exercice 3

π × P − P = π11 − 1

P =
π11 − 1

π − 1

Vous l’aurez compris, on peut remplacer π par n’importe quel autre nombre entier, réel
et (même complexe) à CONDITION que l’on ne divise pas par zéro. C’est à dire que l’on ne
peux pas calculer

10 + 11 + 12 + 13 + ...+ 1n

avec cette technique. Cela dit, celle-ci n’est pas très difficile à calculer.
De ces affirmations, on en déduit une factorisation non triviale :

Proposition 6.
(xn − 1) = (x− 1)(1 + x+ x2 + x3 + ...+ xn−1)

et même en posant x = a/b

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ ...+ abn−2 + bn−1)

Exercice 4 1) Trouvez tous les (x, y) ∈ N tels que x2 + y2 = 25

2) Trouvez tous les (x, y) ∈ R tels que x2 + y2 = 25

Solution de l’exercice 4
1) S = {(0, 5); (4; 3); (3; 4); (5; 0)}
2) S = {(x;

√
25− x2)|x ≤ 5}

On remarque que l’ensemble des solutions n’est pas le même

Nous travaillons désormais uniquement avec des nombres réels
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L’équation du second degré

Considérons une équation de la forme ax2 + bx + c = 0 d’inconnue x, avec a, b, c fixés et
a 6= 0. Comme

ax2 + bx+ c = a

Ç
x2 +

b

a
x+

c

a

å
= a

Ç
x2 + 2

b

2a
x+ (

b

2a
)2 − (

b

2a
)2 +

c

a

å
= a

Ç
(x+

b

2a
)2 − b2 − 4ac

a2

å
,

on est amené à poser
∆ = b2 − 4ac.

On appelle ∆ le discriminant. L’équation ax2 + bx+ c = 0 équivaut à (x+ b
2a

)2 = ∆
a2

.

1) Si ∆ > 0, alors ax2 + bx+ c = 0 équivaut à x+ b
2a

= ±
√

∆
a

, ce qui se simplifie en

x =
−b±

√
∆

2a
.

2) Si ∆ = 0, l’équation a une et une seule solution x = − b

2a
.

3) Si ∆ < 0, l’équation n’a pas de solution.

Le graphe d’un polynôme du second degré est une parabole, orientée vers le haut ou vers
le bas selon le signe de a.

Le signe de ∆ est lié au nombre de points d’intersection de la parabole avec l’axe des
abscisses.
Exercice 5 Pour quelles valeurs de a l’équation suivante n’admet aucune solution réélle pour
x :

(a2 + 2a)x2 + (3a)x+ 1 = 0

Solution de l’exercice 5 Il est important de considérer a comme une constante qui ne change

pas dans tous le problème. On est ramené à une équation de degré 2 en la variable x Dès que
l’on a une équation de degré 2 en une variable on la résout

∆ = (3a)2 − 4(a2 + 2a)

∆ = 5a2 − 10a

On souhaite avoir aucune solution dans l’équation en x donc ∆ < 0

5a2 − 10a < 0

a(a− 2) < 0

Donc
0 < a < 2
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Proposition 7 (Somme et produit des racines). Considérons une équation de la forme x2−
Sx+ P = 0 où S et P sont deux réels. Supposons qu’il y ait deux racines (une racine c’est une
valeur de x qui annule le polynôme). Alors S est la somme, et P est le produit de ces deux
racines.

Il suffit en effet de calculer x1 + x2 et x1x2 où x1 = S+
√
S2−4P
2

et x2 = S−
√
S2−4P
2

.
Exercice 6 Alice pense dans sa tête à deux nombres rééls. Elle écrit sur un papier leurs produit
ainsi que leurs sommes. Alice à écrit les nombres 12 et 7.

Quels sont les deux nombres d’Alice ?

Solution de l’exercice 6 On résous d’une part l’équation :

X2 − 12X + 7

X = 3 etY = 4 est une solution
MAIS on résous aussi l’équation :

X2 − 7X + 12 = 0

X = 6 +
√

29 et Y = 6−
√

29

Exercice 7 Calculer x2
1 + x2

2 en fonction de S2 et de P .

Solution de l’exercice 7 Comme x2
1 = Sx1 − P et de même pour x2, on a x2

1 + x2
2 = S2 − 2P .

La technique de résolution des équations du second degré permet de résoudre certains
types d’équations de degré supérieur.
Exercice 8 Résoudre l’équation x4 − 3x2 − 1 = 0.

Solution de l’exercice 8 En posant y = x2, on obtient y = 3±
√

13
2

. Une seule de ces solutions étant

positive, on trouve x = ±
√

3+
√

13
2

.

Exercice 9 Résoudre l’équation x4 − 4x3 + 3x2 − 4x+ 1 = 0.

Solution de l’exercice 9 x = 0 n’étant pas solution, on peut diviser l’équation par x2, ce qui
donne

(x2 +
1

x2
)− 4(x+

1

x
) + 3 = 0.

Soit y = x+ 1
x
. On a y2 − 2− 4y + 3 = 0, donc y2 − 4y + 1 = 0, ce qui donne y = 2±

√
3.

Comme x2−yx+1 = 0, on peut retrouver x à partir de y. Le discriminant de cette dernière
équation est y2 − 4, ce qui nécessite |y| > 2. La seule solution vérifiant cette condition est
y = 2 +

√
3.

On trouve enfin x =
2 +
√

3±
»

3 + 4
√

3

2
.

5 vendredi 19 après-midi : Mehdi Trense

Ce cours n’a pas encore été intégré.
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2 Groupe B : stratégies de base

1 mercredi 17 matin : Antoine Martin
Le but de ce cours est de poser la structure logique nécessaire à l’établissement d’un rai-

sonnement rigoureux et mathématique. Les abus de langage nuisent à la rigueur du propos
et il convient de montrer que ce que l’on peut comprendre d’une phrase dans la vie courante
et sa véritable valeur logique peuvent parfois différer. En effet, lorsqu’on demande à un jeune
parent si c’est un garçon ou une fille, il ou elle répond habituellement “un garçon !” ou bien
“une fille !” tandis qu’une logicienne ou un logicien répondra “oui”. Afin de bâtir des preuves
solides, les élèves doivent être conscients de ces enjeux et apprendre à produire des raisonne-
ments viables en terme de logique.

Les liens logiques : mots et symboles

Le mathématicien a, à sa disposition, de nombreux liens entre plusieurs propositions. Ces
valeurs logiques sont souvent associées à des symboles. Il dispose pour lier deux choses des
deux outils suivants :

. La Causalité : ce lien est exprimé simplement lorsqu’on considère deux assertions, A
et B, la causalité de A vers B est :

“si A, alors B”, notée “A⇒ B”
Par exemple, en considérant que le seul moyen d’avoir une voiture est de l’acheter, on
aura :

“ne pas avoir d’argent”⇒ “ne pas avoir de voiture”
Plus mathématiquement,

“être multiple de 4”⇒ “être pair”
Attention : cette flèche est à sens unique ! On sait bien que tous les pairs ne sont pas
multiples de 4

. L’équivalence : en considérant toujours nos deux assertions A et B, l’équivalence entre
A et B est

“si et seulement si A, alors B”, notée “A⇔ B”
Par éxemple, on s’accordera sur la proposition suivante :

“Le triangle est rectangle si et seulement si les longueurs de ses côtés vérifient le
théorème de Pythagore”

Le mathématicien peut également former un objet à partir d’un autre objet :
. La négation : elle permet de former le contraire d’une assertion, par exemple, la néga-

tion de “je suis coupable” est “je suis innocent”.
On note le contraire de A : ¬A ou bien {A ou encore A.
On a donc de manière logique :

“jesuiscoupable′′ = “Je suis innocent”

Le mathématicien peut aussi former un nouvel objet à partir de deux objets existants :
. La privation : elle permet d’exclure une partie d’une assertion, on dit “A privé de B”

qui correspond à ce qui est dans A mais pas dans B et qui se noteA\B On peut exprimer
ainsi des ensembles simples : par exemple,
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{n ∈ N impairs} = N \ {n ∈ N pairs}
qui exprime simplement que les entiers pairs sont “tous les entiers sauf ceux qui sont
pairs”

. La conjonction : elle permet de selectionner ce qui est en commun à deux objets, on
nomme aussi cela l’intersection. Elle est caractérisée par le connecteur logique “et”.
On note l’intersection de A et de b : A ∩ B ou bien A ∧ B ou encore plus rarement A ×
B.
On a donc de manière logique :

“il est blond” ∩ “il a les yeux bleus” = “il est blond aux yeux bleus”
Plus mathématiquement,

“n est multiple de 2” ∩ “n est multiple de 3” = “n est multiple de 6”
. La disjonction : elle exprime ce qui est au moins dans l’un des deux objets, on nomme

aussi cecla l’union. Elle est caractérisée par le connecteur logique “ou (inclusif)”
On note l’union de A et de b : A ∪ B ou bien A ∨ B ou encore plus rarement A + B
On a donc de manière logique :

“il est blond” ∪ “il a les yeux bleus”
= “il est blond, ou il a les yeux bleus ou bien les deux à la fois”

Plus mathématiquement,
“n est multiple de 2” ∪ “n est multiple de 3” = “n est multiple de 2 ou de 3”

. La disjonction exclusive : elle exprime ce qui est dans l’un des deux objets, mais
pas dans les deux, on nomme aussi cecla l’union disjointe. Elle est caractérisée par
le connecteur logique “ou exclusif”. Elle est souvent appelée, lorsqu’on parle des en-
sembles, la “différence symétrique”
On note l’union exclusive de A et de B : A ∆ B
On a donc de manière logique :
“il est blond” ∆ “il a les yeux bleus” = “il est blond, ou il a les yeux bleus mais il n’est

pas blond aux yeux bleus”
Plus mathématiquement,
“n est multiple de 2” ∆ “n est multiple de 3” = “n est multiple de 2 ou de 3, mais pas

multiple de 6”
On peut écrire la formule suivante A ∆ B = (A ∪ B) \ (A ∩ B)

Les symboles présentés ci-dessus peuvent quelques fois alourdir la rédaction des preuves
et la rendre moins compréhensible. C’est pourquoi il est indispensable d’effectuer une facto-
risation logique lorsque les expression s’allongent (on remarque facilement avec du bon sens
que ∪ correspond à + et que ∩ correspond à × dans une factorisation).

Afin d’alléger encore les expressions, on peut remarquer deux propriétés importantes, por-
tant le nom de Lois de de Morgan qui donnent :

A ∪B = A ∩B et A ∩B = A ∪B

Booléens et tables de vérité

. Qu’est-ce qu’un booléen ?
Un booléen est une valeur logique ; comme nous travaillons en logique selon le principe
du tiers exclus (i.e. la considération que chaque proposition est soit vraie, soit fausse,
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mais qu’il n’existe pas de troisième possibilité), il peut prendre la valeur “vrai”, notée
V ou 1 ; ou bien la valeur “faux”, notée F ou 0 (dans la suite, on utilisera la notation qui
utilise 0-1).
On remarque facilement la cohérence des notations logiques + et . car vrai et vrai donne
vrai (1 . 1 = 1) alors que vrai et faux donne faux (1 . 0 = 0). De même 1 + 0 = 1 car vrai
ou faux donne vrai. Il faut cependant se méfier de l’abus puisqu’on a ici une aberration
au sens numérique de l’expression : en effet, en logique, 1 + 1 = 1 !

. Qu’est-ce qu’une table de vérité ? Une table de vérité est une façon pratique de conden-
ser de l’information dans un petit (plus ou moins) tableau. Elle se lit donc à la fois par
ligne et par colonne. Chaque ligne correspond à un évènement tandis que chaque co-
lonne correspond à une configuration. On peut en établir de très simples pour com-
mencer :

A 0 1
A 1 0

Puis d’un peu plus évoluées :

A 0 0 1 1
B 0 1 0 1

A ∩ B 0 0 0 1
A ∪ B 0 1 1 1
A ∆ B 0 1 1 0
A⇒ B 1 1 0 1
A⇔ B 1 0 0 1

Si on s’intéresse ici à la troisième ligne, on remarque que A ∩ B n’est réalisé (valeur
1) que si A et B sont réalisés (valeur 1) ; c’est la lecture horizontale. De plus, si on
s’intéresse à la deuxième colonne, on a l’information “quels évènements sont réalisés
lorsque A n’est pas réalisé mais que B est réalisé”.
Ainsi, faire une table de vérité„ c’est envisager tous les cas de figure, sans en oublier, et
stocker l’information de ce qui se passe dans chacun de ces cas dans un tableau.

. Comment utiliser une table de vérité ?
Une table de vérité, c’est avant tout un moyen de rassembler des informations.
Exercice 1 On suppoose qu’après suffisemment de travail sur un énoncé, on a réussi à
obtenir les informations suivantes :

A 0 0 0 0 1 1 1 1
B 0 0 1 1 0 0 1 1
C 0 1 0 1 0 1 0 1

A⇔ B 1 0 0 1 1 0 0 1
Et on se pose la question de savoir si A⇒ (B⇔ C) ?

Solution de l’exercice 1 Il faut ajouter une ligne à notre table de vérité qui va justement
tester la véracité de ce que l’on se propose d’établir :

A 0 0 0 0 1 1 1 1
B 0 0 1 1 0 0 1 1
C 0 1 0 1 0 1 0 1

A⇔ B 1 0 0 1 1 0 0 1
A⇒ (B⇔ C) 1 1 1 1 1 0 0 1
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La dernière ligne montre donc dans quels cas notre proposition est vraie. On note que
dans deux cas, notre proposition est fausse, à partir de là, la proposition est fausse et
on conclut que :

A ; (B⇔ C)

Les quantificateurs et les symboles associés

Construire une phrase mathématique recquiert des quantificateurs pour formuler sa pen-
sée. Dans une dynamique de formulation qui dépend moins du langage, et pour raccourcir
les expressions, on a associé chacun des quantificateurs :

. Le quantificateur universel :
Ce quantificateur permet de donner des généralités, on peut l’exprimer avec les locu-
tions “pour tout” ou “quel que soit”. On lui associe le symbole ∀ On aura donc par
exemple :

∀n ∈ N
qui se lit et signifie :

“Pour tout n entier naturel” ou bien “quel que soit n entier naturel”
. Le quantificateur existentiel :

Ce quantificateur montre l’existence d’un objet possédant certaines propriétés. On peut
l’exprimer par la locution “il existe”. On lui associe le symbole ∃On aura par exemple :

∃n/∀k ∈ N, n ≤ k
qui se lit :

“Il existe n tel que pour tout k entier naturel, n ≤ k”
Bien entendu, la véritable valeur de n est connue, c’est n = 0
La négation de ce quantificateur existe elle aussi, il s’agit de “il n’existe pas”, notée @
Ce quantificateur possède une légère variante pour indiquer que l’objet dont on signale
l’existence est aussi unique : on note ∃! qui permettra par exemple de dire :

∀x ∈ R\ {0} ,∃!y ∈ R\ {0} / x = 1
y

Il existe aussi des notations pratiques qui ne sont pas des quantificateurs mais qu’il convient
de connaitre. On en donne ici la signification :

. L’appartenance : On note “appartient à” par ∈
Un point important est de bien avoir conscience que cette notation fait le lien entre
deux objets de statut différents : par exemple, a ∈ A exprime que a est un élément de
A, à gauche un élément, à droite, l’ensemble auquel il appartient.
Attention, lorsque l’on commence à considérer des ensembles d’ensembles, des en-
sembles d’ensembles d’ensembles, il convient de bien vérifier à chaque fois le statut de
chacun pour ne pas écrire d’absurdité.
Par exemple on peut écrire n ∈ N, mais on ne peut surtout pas écrire N ∈ Z
La négation existe, et pour dire “n’appartient pas”, on note /∈

. L’inclusion :
C’est LA notion à ne pas confondre avec l’appartenance. On dit que A est inclus dans
B et on note A ⊂ B pour exprimer que tous les éléments de A sont aussi des éléments
de B. A et B sont donc des ensembles sur le même plan hiérarchique.
On a par exemple : N ⊂ Z
La notation “n’est pas inclus dans” existe, c’est 6⊂
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. Les propriétés :
L’expression “tel que” est généralement abrégée en mathématiques par la notation /
Par exemple, on notera “soit n tel que 2n ≤ k” par :

soit n / 2n ≤ k

Les phrases logiques

. Construire des phrases logiques
Tous ces éléments sont utiles aux mathématiciens pour formuler des phrases logiques.
On forme ainsi des enchaînements de symboles faisant office de phrase. Par exemple,

“Pour tout nombre entier naturel n, il existe un entier k tel que n ≤ k”
peut être traduit mathématiquement par :

∀n ∈ N,∃n ∈ N / n ≤ k
Attention, l’ordre des quantificateurs a une importance capitale ! On convient aisément
de la véracité de la proposition précédente ; en revanche, un élève étourdi pourrait
écrire :

∃k ∈ N / ∀n ∈ N, n ≤ k
ce qui est violemment faux puisque cela signifie que tous les entiers sont inférieurs à
un même nombre.

. La négation de phrases logiques :
Comme toute phrase, une phrase logique peut être mise à sa forme négative. Le pro-
cédé le plus simple pour se faire est de travailler non pas avec l’expression symbolique,
mais avec des mots qui font sens. Rien n’est plus lourd que d’ellaborer une méthode
algorithmique pour faire la négation d’une phrase mathématique. Il faut donc utiliser
son bon sens, réfléchir au sens de la phrase, construire la négation en français, et en-
suite, revenir au langage mathématique. Quelques essais pour vous entraîner :

Exercice 2 Construire la négation des phrases logiques suivantes :
— ∀n ∈ N,∃p ∈ P / n ≤ p (P est l’ensemble des nombres premiers)
— ∀n ∈ Z,∃!p ∈ Z / n+ p = 0
— ∃y ∈ R / f(x) = xy définisse une fonction constante sur R

Solution de l’exercice 2 On procède à chaque fois en 3 étapes : repasser à la signification,
nier la significtion, repasser en symbolique
— “∀n ∈ N,∃p ∈ P / n ≤ p (P est l’ensemble des nombres premiers)”

signifie “pour tout entier naturel n, il existe un nombre premier plus grand que n”
dont le contraire est : “il existe un entier naturel n tel qu’aucun nombre premier ne
soit plus grand que lui”
ce qui s’écrit :

∃n ∈ N / ∀p ∈ P, p ≤ n
(ce qui est évidemment faux puisque l’affirmation de départ était vraie)

— “∀n ∈ Z,∃!p ∈ Z / n+ p = 0” a, par le même raisonnement une négation qui est :
∃n ∈ Z / ∀p ∈ Z, n+ p 6= 0

ce qui est également faux pour la même raison
— “∃y ∈ R / f(x) = xy définisse une fonction constante sur R” a pour négation :

∀y ∈ R, f définie sur R par f(x) = xy n’est pas constante
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Attention, il est un point à toujours garder en tête lorsque l’on manipule des phrases logiques :
les expressions peuvent devenir lourdes et l’humain est faillible, on peut donc écrire une stu-
pidité beaucoup plus vite qu’il n’y paraît. C’est pourquoi les mathématiciens ont compris
qu’une phrase claire en français vaut mille fois mieux qu’une phrase logique tordue. Il ne faut
donc pas hésiter, dans des situation complexes (dès que l’on commence soi-même à avoir du
mal à relire ses propres phrases), à repasser en langue des hommes.

Les différents modes de raisonnement

Nous avons appris dans le paragraphe précédent à formuler correctement des proposi-
tions, ce sont les briques de notre raisonnement. Nous allons maintenant voir comment lier
ses briques de manière licite afin de construire des raisonnements solides (murs mathéma-
tiques).

. Le raisonnement par implications successives :
C’est le raisonnement le plus classique : il utilise des propriétés pour déduire des véri-
tés d’autres vérités. La structure de ce raisonnement est clairement établie et doit être
respectée, les mots soulignés doivent apparaître dans tout raisonnement par implica-
tions.
Exercice 3 Si (AB) // (CD), (AB) ⊥ (EF) et enfin (EF) ⊥ (GH).
Que dire de (CD) et (GH) ?

Solution de l’exercice 3
(EF) ⊥ (GH) et (EF) ⊥ (AB)
Donc (GH) // (AB)
Or (AB) // (CD)
Donc (CD) // (GH)

Certains de ces raisonnements sont plus calculatoires, dans ces cas, on utilise des flèches :
Exercice 4
On donne x et y des réels positifs tels que x ≤ y, montrer que 1

y2
≤ 1

x2

Solution de l’exercice 4
x ≤ y
⇒ x2 ≤ y2 par croissance de la fonction carré
⇒ 1

y2
≤ 1

x2
par décroissance de la fonction inverse sur les réels positifs

Attention, une implication n’est qu’une implication, par exemple, x = y ⇒ x2 = y2

mais on a absolument pas x2 = y2 ⇒ x = y car 2 et −2 ont le même carré. Il ne faut
donc absolument pas remonter le raisonnement sans prouver que cela est possible.

. Le raisonnement par équivalences successives :
Pour établir des équivalences, bien que le moyen le plus facile soit généralement d’éta-
blir A ⇒ B puis B ⇒ A pour avoir A ⇔ B, on peut conserver l’équivalence à chaque
étape comme dans l’exercice suivant.
Exercice 5
Montrer que ∀(x, y) ∈ R2, xy ≤ x2+y2

2

Solution de l’exercice 5
Soit(x, y) ∈ R2
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0 ≤ (x− y)2

⇔ 0 ≤ x2 − 2xy + y2

⇔ 2xy ≤ x2 + y2

⇔ xy ≤ x2+y2

2

. Le raisonnement par analyse-synthèse
Ce raisonnement es aussi souvent nommé “raisonnement par condition nécessaire et
suffisante” : il contient deux parties qu’il est indispensable de séparer clairement (au
risque de voir la démonstration biaisée) :
— L’analyse ou recherche de conditions nécessaires :

L’objectif de cette partie est de rechercher des candidats, de trouver des conditions
que ces candidats doivent vérifier.

— La synthèse ou recherche de conditions suffisantes :
L’objectif est ici de montrer que n’importe quel objet qui satisfait les conditions éta-
blies en fin de partie précédente est convenable, sans utiliser les hypothèses de la
partie précédente.
Il faudra toujours adopter des rédactions similaires à l’exercice suivant

Définition 8. On dit d’une fonction qu’elle est paire si elle vérifie :
∀x ∈ R, f(x) = f(−x)

On dit d’une fonction qu’elle est impaire si elle vérifie :
∀x ∈ R, f(x) = −f(−x)

Exercice 6
Montrer que toute fonction est la somme de d’une fonction paire et d’une fonction
impaire

Solution de l’exercice 6
— Analyse

On recherche d’abord la fonction paire, que l’on va tenter de formuler avec f .
On construit donc une fonction qui ne change pas si l’on change x en −x. Deux
choix semblent faciles :

f(x) + f(−x) et f(x).f(−x)
Compte tenu de la consigne, on va plus s’attarder sur la première idée. On
cherche dorénavant à construire un objet impair du même type, ce qui nous
mêne à la considération de

f(x)− f(−x)
Pour une raison assez evidente sur la somme, on se dit que nos candidats sont :

g(x) = f(x)+f(−x)
2

et h(x) = f(x)−f(−x)
2

— Synthèse
On pose g(x) = f(x)+f(−x)

2
et h(x) = f(x)−f(−x)

2

On a bien (vérification laissée au lecteur) g(x) = g(−x) et h(x) = −h(−x)
Donc g est bien paire et h impaire
On a également g(x) + h(x) = f(x)
Toutes les conditions étant réunies, g et h sont convenables

On a donc démontré que toute fonction peut s’écrire comme somme d’une fonction
paire et d’une fonction impaire.
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. Le raisonnement par contraposition :
La démonstration par contraposition utilise un principe de base de la logique :

P ⇒ Q est équivalent à ¬Q⇒ ¬P
C’est ce prncipe que l’on met en oeuvre en démontrant l’une des deux pour avoir
l’autre.
Exercice 7 Montrer que si n2 est impair, alors n est pair

Solution de l’exercice 7 Il connvient d’abord de formuler la négation de la conclusion
pour savoir d’où on part, et celle de l’hypothèse pour savoir où l’on va. On va donc
chercher à montrer

n pair⇒ n2 pair
On démontre tout de même ce fait assez évident : on note n = 2p⇒ n2 = 2.(2p2) donc

n pair⇒ n2 pair
De là, par contraposition :

n2 impair⇒ n impair

. Le raisonnement par l’absurde :
Le raisonnement par l’absurde ne dois pas être l’objet d’un amalgame avec le raisonne-
ment par contraposition : ce sont des modes différents. Il convient également de signa-
ler de manière explicite au lecteur que l’on va effectuer un raisonnement par l’absurde
AVANT de l’entamer. Surtout, en fin de raisonnement, on de dit pas “absurde” ou “ce
qui est absurde” de manière précipitée : on énonce clairement une CONTRADICTION
entre une supposition et une conclusion. La phrase type étant “On a donc XXXX, or
on avait supposé que YYYY, on a donc une contradiction”. On achève le raisonnement
par une dernière phrase de conclusion reprenant l’énoncé de la propriété que l’on a
démontré.
Exercice 8 Montrer que

√
2 n’est pas un nombre rationnel.

Solution de l’exercice 8 On va raisonner par l’absurde :
Supposons que

√
2 soit rationnel

On a alors p et q entiers avec p ∧ q = 1 tels que
√

2 = p
q

De là, 2q2 = p2

Donc p2 est pair
Donc p est pair (on écrit p = 2p′)
On a alors q2 = 2p′2

Donc q2 est pair
Donc q est pair
On aboutit à p et q sont pairs, alors qu’on avait supposé p ∧ q = 1. On a donc une
contradiction
De là,

√
2 est irrationnel

. Le raisonnement par récurrence :
Ce raisonnement fait l’objet d’un travail plus poussé un peu plus tard, dans la rubrique
Stratégies de base que vous êtes invités à consulter.

. Le contre-exemple :
On oublie souvent ce petit procédé qui n’en est pas moins rigoureux. Pour montrer
qu’une propriété est fausse, rien de plus simple que d’y trouver un contre-exemple. La
recherche de contre-exemples est très formatrice et trouver de bons contre-exemples
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peut s’avérer difficile. Qui plus est, cela permet généralement de mesurer les limites
d’applications des théorèmes ce qui ne fait qu’accroitre la compréhension qu’on en a.

2 mercredi 17 après-midi : Clara Ding

Principe des tiroirs

Si on cherche à ranger n+1 chaussettes dans n tiroirs, on sait qu’au moins un tiroir contient
au moins deux chaussettes. Ainsi, si on cherche a ranger n + 1 objets dans n ensembles, au
moins un des ensembles contiendra au moins 2 objets. Plus généralement, si on cherche à ran-
ger au moins kn + 1 objets dans n ensembles, on sait qu’au moins un des ensembles contient
au moins k + 1 objets.

Exemple 9. Sachant qu’un humain a moins de 300000 cheveux et qu’il y a 3000000 de
parisiens, au moins deux parisiens ont le même nombre de cheveux. On peut même préciser
qu’il existe 10 parisiens au moins ayant le même nombre de cheveux. S’il existait 3000001
parisiens ayant chacun au plus 300000 cheveux, on pourrait affirmer qu’au moins 11 d’entre
eux ont le même nombre de cheveux.
Exercice 1 Dans un stage de n personnes, certaines se connaissent et pas d’autres. On dit que
si A connait B, alors B connait A. Montrez que l’on peut trouver 2 stagiaires differents qui
connaissent le meme nombre de personnes dans le stage.

Exercice 2 On choisit 55 entiers distincts entre 1 et 99. Peut-on trouver parmi ces entiers 2
dont la différence est 9 ?

Exercice 3 Les points du plan sont coloriés de telle sorte que chaque point soit rouge ou bleu.
Montrer que pour tout réel x > 0, il existe une couleur telle qu’on puisse trouver deux points
de cette couleur distants de x.

Exercice 4 Montrer qu’un polyèdre convexe possède toujours deux faces qui ont le même
nombre d’arêtes. (Un polyèdre est convexe s’il n’a pas de "renfoncement" ou, plus formel-
lement, si pour tout couple de points situés à l’intérieur du polyèdre, le segment reliant ces
deux points est entièrement situé à l’intérieur du polyèdre).

Exercice 5 On place 51 points dans un carré de côté 1, de manière quelconque. Montrer qu’on
peut trouver un cercle de rayon 1

7
contenant au moins trois d’entre eux (le cercle peut déborder

le carré).

Exercice 6 On choisit dix entiers quelconques de deux chiffres, donc entre 10 et 99. Montrer
que parmi eux, on peut trouver deux sous-ensembles disjoints d’entiers de même somme.

Exercice 7 On considère 5 points à coordonnées entières P1, . . . , P5 dans le plan. Montrer qu’il
existe un point à coordonnée entière sur un des segments ]Pi, Pj[.

Exercice 8 Montrez que parmi n+ 1 nombres de l’ensemble {1, 2, . . . , 2n}, on peut en trouver
2 dont l’un divise l’autre.

Il est conseillé de chercher les exercices qui suivent après un cours d’arithmétique.

Exercice 9 Montrez que pour tout n, parmi n + 1 entiers quelconques a1, a1, . . . , an, on peut
en trouver deux ai et aj tels que ai − aj soit divisible par n.
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Exercice 10 Montrez que pour tout n, il existe un multiple de n d’au plus n chiffres, tous
egaux a 0 ou 1.

Exercice 11 Démontrer que parmi 2015 nombres entiers arbitraires, on peut trouver des nombres
dont la somme est divisible par 2015.

Exercice 12 On considère dix entiers quelconques, a1, a2, ...a10. Montrer qu’on peut choisir,
parmi {−1, 0, 1}, dix nombres b1, b2, ...b10 non tous nuls tels que : b1a1 + b2a2 + ... + b10a10 soit
divisible par 1000.

Solution de l’exercice 1
Les tiroirs seront le nombre de connaissances de chaque personnes, qui peut donc varier de 0 a
n−1. Cependant, il y a n tiroirs pour n personnes, ce qui ne nous convient pas pour appliquer
le principe des tiroirs. Mais on remarque qu il ne peut pas y avoir quelqu un dans le tiroir de
0 connaissances et quelqu un dans le tiroir de n − 1 connaissances simultanement. En effet, s
il y avait quelqu un qui ait n − 1 connaissances, il connait donc tout le monde, et donc tout
le monde le connait, et donc tout le monde a au moins une connaissance. Ainsi, personne n
est dans le tiroir a 0 connaissances. Ainsi, au plus n − 1 tiroirs sont remplis, sachant qu on a
n personnes, au moins 2 personnes sont dans le meme tiroir et ont donc le meme nombre de
connaissances.

Solution de l’exercice 2 La question demande de trouver deux éléments vérifiant une même
propriété, il faut donc penser immédiatement au principe des tiroirs. Il nous faut choisir des
tiroirs tels que, si deux éléments sont dans le tiroir, alors leur différence est 9. On veut donc des
tiroirs du style : (1, 10). Regardons combien de tels tiroirs on peut construire. On commence
par :

(1, 10), (2, 11), (3, 12), . . . , (8, 17), (9, 18).

Ensuite, on ne peut pas mettre le tiroir (10, 19), car 10 est déjà dans le tiroir (1, 10). On
continue donc par le tiroir (19, 28), et ainsi de suite. Cette construction permet de grouper
les entiers en tiroirs par paquets de 18. On peut donc grouper tous les entiers inférieurs à
18 · 5 = 90 en 45 tiroirs. Il nous reste les 9 entiers compris entre 91 et 99, que l’on ne peut plus
grouper par paires. Ce n’est pas grave, on crée simplement un nouveau tiroir pour chacun de
ces entiers. On a 45 + 9 = 54 tiroirs, 55 entiers, il y en a donc deux dans le même tiroir, et leur
différence est forcément égale à 9.

Solution de l’exercice 3 On prend trois points qui forment un triangle equilatéral de côté x. Il y
a 3 points qui peuvent être de deux couleurs différentes. Il y a donc au moins deux points de
la même couleur.

Solution de l’exercice 4 On doit montrer que deux objets vérifient ensemble une propriété, il
faut donc penser au principe des tiroirs. La façon naturelle de faire est de prendre comme
chaussettes les faces du polynôme, et comme tiroirs les nombres d’arêtes de chacune des faces.
Ainsi, si on a deux chaussettes dans le même tiroir (par exemple deux faces dans le tiroir
"3"), alors ces deux faces auront le même nombre d’arêtes (dans notre exemple, ce seront des
triangles). Il faut maintenant essayer de compter les chaussettes et les tiroirs.

Supposons que la face du polyèdre ayant le plus d’arêtes en possède m. Alors, les tiroirs
utiles seront les tiroirs (3, 4, 5 . . . ,m) : il y en a m − 2. Pour conclure, il nous suffit de prouver
que le polyèdre a plus de m− 1 faces. Regardons une face à m arêtes. Cette face a exactement
m faces voisines (c’est la que l’on utilise l’hypothèse de convexité), ce qui termine.
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Solution de l’exercice 5 Pour appliquer le principe des tiroirs et prouver que l’un des n tiroirs
contient au moins 3 points, il faut que 51 > 2n donc n ≤ 25. Or il est facile de partager le carré
en 25 carrés de côté 1

5
. Pour chacun des côtés communs à deux carrés, il faut convenir auquel

des carrés on le rattache, de sorte qu’on ait une réelle partition du carré en sous-ensembles
disjoints. Chaque point appartient à un petit carré, donc il existe un petit carré contenant au
moins trois points. Reste à voir qu’il existe un cercle de rayon 1

7
contenant ce carré, car la

diagonale du carré,
√

2
5

est inférieure au diamètre du cercle 2
7
.

Solution de l’exercice 6
Combien peut-on trouver de sous-ensembles de notre ensemble de dix entiers ? Pour chacun
des dix entiers, on peut le choisir ou ne pas le choisir, ce qui constitue dix choix binaires
indépendants. Il y a donc 210 = 1024 sous-ensembles possibles. Et combien y a-t-il de sommes
distinctes d’éléments d’un tel sous-ensemble ? En tout cas moins que mille. La plus grande
somme possible est : 99+98+...+90 < 1000, et la plus petite est 10. Donc deux sous-ensembles
A etB auront même somme. Rien ne prouve qu’ils sont disjoints, mais ils sont distincts, et s’ils
ont une intersection non vide C, en retirant de chacun d’eux les éléments de l’intersection, les
sous-ensembles restants deviendront disjoints, et ils auront encore même somme car chaque
somme sera diminuée de la somme des éléments de l’intersection.

3 jeudi 18 matin : Lucie Wang

- Principe de l’extremum -

En combinatoire, une idée qui peut être intéressante est de s’intéresser à l’élément extrémal
d’un ensemble, lorsqu’il y en existe : il peut s’agir du nombre le plus petit d’une liste, du point
le plus à gauche d’une figure, etc. Si le principe de base est simple, il se décline toutefois en
de multiples applications.

Un peu de théorie pour commencer

(i) Tout ensemble non vide fini E de réels admet un élément minimalmin(E) et un élément
maximal max(E) (pas nécessairement uniques). Démonstration. Par récurrence sur le
cardinal de l’ensemble. �

(ii) (Principe du minimum) Tout ensemble non vide d’entiers positifs a un élément minimal
(pas nécessairement unique). On dit ainsi que l’ensemble des entiers positifs N, muni de
son ordre usuel, est bien ordonné.

Remarque 10. Un ensemble infini E de réels n’a pas nécessairement d’élément minimal
ni d’élément maximal (par exemple R ou N). Si toutefois c’est le cas (comme pour le segment
[0, 1]), on a les faits suivants :

. Si E est majoré, alors il admet un plus petit majorant sup(E) appelé borne supérieure.

. Si E est minoré, alors il admet un plus grand minorant inf(E) appelé borne inférieure.
Remarque 11. Ces propositions, qu’on a définies sur des ensembles de nombres, s’ap-

pliquent par extension à tout ensemble d’éléments qu’on peut caractériser par des nombres.

Applications en géométrie combinatoire
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Exercice 1 Soit S un ensemble de points du plan tel que tout point de S est le milieu de deux
autres points de S. Montrer que S contient une infinité de points.

Exercice 2 (Théorème de Sylvester) Soit S un ensemble fini de points du plan tel que si deux
points appartiennent à S, alors il en existe un troisième dans S qui est aligné avec les deux
premiers. Montrer que les points de S sont tous alignés.

Exercice 3 Soit S un ensemble fini de droites du plan, deux quelconques jamais parallèles, tel
que si deux droites appartiennent à S, alors il en existe une troisième dans S qui est concou-
rante avec les deux premières. Montrer que les droites de S toutes concourantes.

Applications dans d’autres domaines de la combinatoire

Exercice 4 A chaque point à coordonnées entières du plan, on attribue un nombre entier stric-
tement positif, tel que chaque nombre est égal à la moyenne arithmétique de ses quatre voisins
(en haut, en bas, à gauche et à droite). Montrer que toutes les valeurs sont égales.

Exercice 5 Lors d’une soirée dansante, aucun garçon n’a dansé avec toutes les filles, mais
chaque fille a dansé avec au moins un garçon. Mq il existe deux garçons g, g’ et deux filles f, f ′

tq g a dansé avec f mais pas avec f ′, et g′ a dansé avec f ′ mais pas avec f .

Exercice 6 Sept amis ont ramassé en tout cent champignons, chacun en a ramassé un nombre
différent. Montrer qu’il en existe trois parmi eux qui ont ramassé à eux trois au moins 50
champignons.

Remarque 12. Cet exercice n’utilise pas le principe de l’extremum en tant que tel, mais il
illustre un principe utile en combinatoire comme ailleurs : lorsqu’on considère un ensemble
dénombrable d’objets, il peut être intéressant de les ordonner.

- Lien avec la récurrence -

Proposition 13. Le second principe de l’extremum ou principe du minimum (1) est équi-
valent au principe de récurrence (2).
Démonstration.

(1)⇒ (2) Soit P (n) une propriété telle que P (0) est vraie et, pour tout n > 0, P (n) implique
P (n + 1). On pose E = {n ∈ N | P (n) est fausse}. Par l’absurde, supposons E non-vide.
Par le principe du minimum,E admet alors un minimum n0. P (n0) est donc fausse, donc
n0 > 0. Par mnimalité de n0, P (n0−1) est vraie. Donc P (n0) est vraie aussi, contradiction.
On en déduit que E est vide, donc que P (n) est vraie pour tout n.

(2)⇒ (1) Soit E un ensemble d’entiers naturels qui n’a pas de minimum ; on va montrer que
E est vide. On note P (n) la propriété «E ne contient aucun entier inférieur ou égal à n ».
Comme E n’a pas de minimum, 0 6∈ E, donc P (0) est vraie. De plus, si P (n) est vraie,
alors n + 1 n’appartient pas à E, sinon ce serait le minimum de E ; P (n + 1) est donc
vraie. Par le principe de récurrence, P (n) est vraie pour tout n ; ainsi E est vide.
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�

Exercice 7 2n + 1 élèves à un stage olympique sont placés à des distances distinctes les uns
des autres. A un instant, chacun tire sur l’élève le plus proche de lui avec un pistolet à eau.

1. Montrer qu’il existe deux élèves qui se tirent mutuellement dessus.

2. Montrer qu’il existe au moins un élève qui reste sec.

Exercice 8 (IMO shortlist 2015) Sur une route horizontale qui borde un ravin, se trouvent n
temples. Chacun de ces temples est gardé par deux éléphants qui lui tournent le dos, l’un
immédiatement à la gauche du temple et l’autre immédiatement à sa droite. Ces 2n éléphants
sont de tailles distinctes. Lorsqu’un éléphant se déplace le long de la route, il piétine tout
éléphant qui lui tourne le dos. Par contre, dans un face à face, le plus petit des deux éléphants
est toujours piétiné par le plus gros. Un éléphant se déplace toujours dans la même direction
jusqu’à ce qu’il soit éventuellement piétiné par un autre (et, dans ce cas, tombe dans le ravin
sans espoir de retour). Montrer qu’il existe un unique temple t tel que, pour tout éléphant e,
si e se met à avancer et pendant que tous les autres éléphants restent immobiles, e ne pourra
pas atteindre t.

- Lien avec la descente infinie -

Le principe de la descente infinie est le suivant : toute suite d’entiers naturels strictement
décroissante est finie. Ce type de raisonnement, introduit par Fermat, est très utile en arith-
métique, notamment pour prouver qu’une équation diophantienne n’a pas de solution.

Par ailleurs, le principe du minimum est souvent utile en arithmétique : dans une équation
diophantienne, on est souvent amené à considérer la solution la plus petite ou à poser de
nouvelles variables typiquement, dans l’optique de se ramener "à plus petit".

Proposition 14. Le principe de la descente infinie (3) est équivalent aux principes du mi-
nimum (1) et de récurrence (2).
Démonstration. Montrons l’équivalence entre le principe du minimum et la descente infinie.

(1)⇒ (3) Soit (un) une suite d’entiers naturels. Par le principe du minimum, il existe un entier
naturel n0 tel que un0 soit minimal. On a alors un0 6 un0+1, et la suite (un) n’est pas
strictement décroissante.

(3)⇒ (1) Supposons qu’il existe un ensemble non vide d’entiers naturels, E, n’admettant pas
de minimum. Pour tout ni ∈ E, il existe donc ni+1 ∈ E tel que ni+1 < ni. En partant d’un
entier n0 ∈ E, on construit ainsi une suite strictement décroissante d’entiers naturels,
dont l’existence contredit le principe de descente infinie.

�

Exemple 15. Montrons que
√

2 est irrationnel.
Soient p, q ∈ N∗ tels que

√
2 = p

q
, autrement dit

2q2 = p2. (III.1)
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Puisque 2q2 est pair alors p2 est pair, d’où p pair. On peut poser p = 2q1 avec q1 ∈ N∗. Alors
2q2

1 = q2, d’où q1 < q. En posant p1 = q, on obtient un nouveau couple (p1, q1) ∈ (N∗)2 solution
de l’équation (III.1), avec q1 < q. En réitérant, on obtient une suite infinie de couples solution
tels que q > q1 > q2 > ....

Par descente infinie, l’équation n’admet donc aucune solution, d’où
√

2 irrationnel.

Exercice 9 Montrer que l’unique solution dans Z3 de l’équation x3 + 2y3 = 4z3 est (0, 0, 0).

- Lien avec les monovariants -

Voilà une méthode encore une fois analogue au principe de l’extremum. Dans un pro-
cessus, un monovariant (ou invariant monotone) est un nombre dont la valeur ne fait ou bien
qu’augmenter, ou bien que diminuer au cours des étapes.

Les monovariants interviennent dans de nombreux problèmes, pour montrer qu’une suite
d’opérations se termine forcément et permet d’arriver à une certaine situation.

Exercice 10 2n points du plan sont en position générale (i.e. trois quelconques d’entre eux
jamais alignés). Montrer qu’il est possible de les relier par des segments tels que chaque point
est relié à exactement un autre et que les segments tracés ne s’intersectent pas.

Exercice 11 Dans un parlement, chaque député a au plus trois ennemis (être ennemi étant
considéré comme une relation symétrique). Montrer qu’on peut diviser le parlement en deux
commissions tels que chaque député a au plus un ennemi dans sa commission.

Exercice 12 2n personnes invitées à un banquet. Chacun a au plus n − 1 ennemis. Montrer
qu’on peut les disposer autour d’une table ronde tel que personne n’est assis à côté de l’un de
ses ennemis.

- Solution des exercices -

Solution de l’exercice 1
Première solution (position extrémale). Par l’absurde, supposons S fini. On peut alors utili-

ser le premier principe de l’extremum : considérons le(s) point(s) de S le(s) plus à gauche et,
s’il y en a plusieurs, le point P le plus en bas d’entre eux. P ne peut pas être le milieu de deux
points de S, car il en faudrait un strictement à gauche de P ou un strictement plus bas que P :
ceci contredit la définition extrémale de P . On peut donc conclure que S est infini.

Deuxième solution (distance maximale). Par l’absurde, supposons S fini. Parmi tous les
couples de points de S, choisissons-en deux maximisant leur distance. Notons les A et B.
Par hypothèse, il existe C et D des points de S tels que B est le milieu de [CD].

A
B

C

D
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On voit alors que soit AC > AB, soit AD > AB. Ceci contredit le caractère maximal de la
distance AB. Nous avons abouti à une contradiction : notre hypothèse de départ est donc
fausse, et il s’ensuit que l’ensemble S est infini.

Solution de l’exercice 2 Encore une fois, raisonnons par l’absurde. Parmi tous les couples (P,∆)
de points P ∈ S et de droites ∆ passant par deux points de S mais pas par P , prenons celui
(ou un de ceux) qui minimise la distance de P à ∆. Soit H le projeté orthogonal de P sur ∆.
Par hypothèse, il existe au moins trois points de S sur ∆, et en particulier, au moins deux du
même côté de H, par principe des tiroirs. Ainsi, siA etB sont tel queH,A,B sont alignés dans
cet ordre, alors (A, (BP )) admet une distance inférieure à PH , ce qui contredit la minimalité
de (P,∆). Ainsi, les points sont tous alignés.

BA
∆

H

P

Solution de l’exercice 3 La preuve est analogue à celle du théorème de Sylvester : supposons
par l’absurde que toutes les droites ne sont pas concourantes. Parmi les couples (P,∆) où P
est un point d’intersection de deux droites de S et ∆ une droite de S ne passant pas par P , on
choisit celui qui minimise la distance de P à ∆. Soit H le projeté orthogonal de A sur ∆. Par
hypothèse, il existe trois droites de S passant par A, parmi elles deux au moins intersectent
∆ du même côté de H, mettons en A et B. Ainsi, si A et B sont tels que H,A,B sont dans cet
ordre, alors la distance de A à (BP ) est plus petite que la distance de P à ∆ : absurde.

A

B

∆

P

H
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Solution de l’exercice 4 Puisque les nombres en jeu sont des entiers positifs, on peut alors uti-
liser le second principe de l’extremum. Soit m la plus petite des valeurs attribuées, et soient
a, b, c, d les entiers attribués à ses quatre voisins. Par hypothèse, m ≤ a, b, c, d. Si l’une des in-
égalités est stricte, on a alors m < a+b+c+d

4
, ce qui contredit l’égalité m = a+b+c+d

4
. On a donc

a = b = c = d = m, autrement dit les quatre voisins de m ont la même valeur m. De proche
en proche, on en déduit que tous les entiers sont égaux (en toute rigueur on conclut par une
récurrence).

Solution de l’exercice 5 Soit g un garçon qui a dansé avec le maximum de filles. On sait qu’il
existe une fille f ′ qui ’a pas dansé avec g. On sait aussi qu’il existe un garçon g′ qui a dansé
avec f ′. Considérons l’ensemble des filles qui ont dansé avec g, parmi elles il en existe au
moins une qui n’a pas dansé avec g′, sans quoi g′ aurait dansé avec strictement plus de filles
que g, ce qui contredirait la maximalité de g. On choisit donc une fille f qui a dansé avec g
mais pas avec g′, et c’est gagné.

Solution de l’exercice 6 Ordonnons les sept amis par nombre décroissant de champignons ra-
massés : x1 > x2 > ... > x7. On cherche à montrer que x1 + x2 + x3 ≥ 50. Si x3 ≥ 16,
alors x1 + x2 + x3 ≥ 18 + 17 + 16 = 51, et c’est gagné. D’autre part, si x3 ≤ 15, alors
x4 + x5 + x6 + x7 ≤ 14 + 13 + 12 + 11 = 50. Comme la somme vaut 100, cela implique que
x1 + x2 + x3 ≥ 50, comme voulu.

Solution de l’exercice 7
1. Parmi toutes les distances entre deux élèves, deux à deux distinctes par hypothèse, il en

existe une qui est plus petite que toutes les autres. Les deux élèves situés à cette distance
se tirent alors mutuellement dessus.

2. Prouvons l’énoncé par récurrence.
Initialisation : pour n = 1, parmi trois élèves, deux se tirent mutuellement dessus, et
personne ne tire sur le troisième, qui n’est donc pas visé.
Hérédité : considérons 2n + 3 élèves. Deux d’entre eux, A et B, se tirent mutuellement
dessus. Parmi les 2n + 1 autres, si l’un au moins tire sur A ou B, alors au plus 2n élèves
autres que A et B sont visés, donc il en existe un qui n’est pas visé. Sinon, si les 2n + 1
autres se tirent dessus entre eux, par hypothèse de récurrence, il en existe au moins un
parmi eux qui n’est pas visé.

Solution de l’exercice 8
On procède par récurrence forte sur n. Le cas n = 1 est évident. Supposons l’assertion

vraie pour k temples pour tout k < n, et montrons-la pour n temples. L’éléphant de gauche
du premier temple et l’éléphant de droite du dernier temple sont inutiles : supprimons-les.

On considère l’éléphant le plus gros. Supposons par exemple qu’il est l’éléphant de droite
du temple Tk. On applique l’hypothese de récurrence aux temples T1, ..., Tk. Il existe un unique
temple Ti avec i ≤ k tel que aucun éléphant gardant l’un des temples T1, ..., Tk ne puisse
atteindre Ti.

Il est évident qu’aucun éléphant gardant l’un des temples à droite de Tk ne pourra atteindre
Ti puisqu’il doit d’abord passer par Tk. Donc aucun éléphant ne pourra atteindre Ti : ceci
prouve l’existence.
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Comme l’éléphant de droite gardant Tk peut atteindre tous les temples à droite de Tk, ceci
garantit l’unicité.

Solution de l’exercice 9 Soit (x0, y0, z0) un triplet solution. Alors x0 est pair, et on peut poser
x0 = 2x1. On a alors 4x3

1 + y3
0 = 2z3

0 . Donc y0 est pair, on pose y0 = 2y1, et on a 2x3
1 + 4y3

1 = z3
0 .

Donc z0 est pair, et on peut poser z0 = 2z1 ; le triplet (x1, y1, z1) est donc solution de la même
équation que (x0, y0, z0). On peut donc construire une suite (xi, yi, zi) de triplets solutions,
avec xi = 2xi+1, yi = 2yi+1, et zi = 2zi+1 pour tout i. Si l’un des entiers x0, y0 ou z0 était
non nul, par exemple x0, alors la suite (|xi|) serait une suite d’entiers naturels strictement
décroissante, contradiction. Donc (x0, y0, z0) = (0, 0, 0).

Solution de l’exercice 10
Première solution (ordonnement). Puisque les points sont en nombre fini, on peut donc se

placer dans un repère tel que les points soient d’abscisses toutes distinctes. Ordonnons comme
suit les points : P1 d’abscisse x1, P2 d’abscisse x2, ..., P2n d’abscisse x2n, tel que x1 < x2 < ... <
x2n. Si on relie deux par deux les points P1 et P2, P3 et P4, ..., P2n−1 et P2n, alors deux segments
ont toujours des abscisses disjointes, dès lors ils n’ont aucun point en commun : c’est gagné.

Deuxième solution (principe de l’extremum). Puisque les points sont en nombre fini, il existe
donc un nombre fini de façons de les relier deux par deux par n segments. Parmi l’ensemble
des configurations ainsi obtenues, choisissons-en une au hasard.

S’il en existe, soientAD etBC deux segments qui se coupent en un pointO (par hypothèse,
celui-ci est forcément distinct de A, B, C, D). Si, à la place des segments AD et BC on choisit
AB et CD, alors tout point reste relié à exactement un autre. Par l’inégalité triangulaire dans
les triangles AOB et COD, on a alors :

AB + CD < AO +OB + CO +OD = AO +OD +BO +OC = AD +BC.

A

B

C

D

A

B

C

D

O O

Ainsi, en décroisant deux segments qui s’intersectent et en laissant les autres tels quels,
on a obtenu une configuration de longueur totale strictement inférieure à la précédente. Si on
répète l’opération tant qu’il reste des segments qui se croisent, le processus se finit nécessai-
rement au bout d’un moment. Par conséquent, il y a une configuration finale dans laquelle
deux segments ne s’intersectent jamais.

Solution de l’exercice 11
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On va utiliser une méthode algorithmique pour former les deux commissions. Commen-
çons par former deux commissions de façon arbitraire. Puis, tant qu’il reste au moins un dé-
puté ayant au moins deux ennemis dans sa commission, on applique l’opération suivante :
changer ce député de commission. On continue à effectuer ces opérations tant qu’il reste un
député ayant au moins deux ennemis dans sa commission.

Pour prouver que cet algorithme s’arrête nécessairement au bout d’un moment, introdui-
sons m le nombre de paires de députés ennemis faisant partie de la même commission, autre-
ment dit le nombre de relations d’hostilité à l’intérieur des commissions. A chaque opération
où on change de commission un député ayant au moins deux ennemis dans sa commission,
on casse au moins deux relations d’hostilité, et on en crée au plus une, car ce député a au
plus un ennemi dans l’autre commission. m est un entier positif qui, tant que m > 0, peut être
diminué par notre algorithme. Au bout d’un nombre fini d’opérations, m finira donc par être
nul.

Solution de l’exercice 12 De même que dans l’exercice précédent, commençons par placer les
personnes de façon arbitraire autour de la table. Soit m le nombre de paires d’ennemis assis
côte à côte. L’objectif est de trouver un algorithme qui réduit la valeur de m tant que m > 0.
Soit (A,B) une paire hostile, où B est à la droite de A sans perte de généralité. Si on renverse

un arc
_

BA′ (autrement dit, si on parcourt l’arc dans l’autre sens), où A′ est un ami de A dont
le voisin de droite B′ est un ami de B, alors on fait strictement décroître m.

Il suffit donc de montrer qu’une telle paire de voisins (A′, B′) existe toujours. Autour de
la table, il y a au moins n amis de A. A leur droite, on compte autant de sièges. Ces sièges ne
peuvent pas être tous occupés par des ennemis deB, puisque celui-ce n’en a pas plus de n−1.
Ainsi, il existe un ami A′ de A dont le voisin de droite B′ est ami avec B : c’est gagné.

A

A′

B

B′

A

B

A′

B′

4 jeudi 18 après-midi : Joon Kwon

Ce cours n’a pas encore été intégré.

5 vendredi 19 matin : Félix Lequen

On renvoie au cours de Xavier Caurso du stage de Valbonne : http://www.animath.
fr/IMG/pdf/2015_valbonne.pdf#subsection.4.2.1.
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6 vendredi 19 après-midi : Giancarlo Lucchini
Les exercices suivants ont tous été pris des polycopiés déjà disponibles sur le site d’Ani-

math. Les exercices 1, 2, 3, 4, 5, 8 et 9 viennent du poly du stage 2015 (IV.2.2). Les exercices 6,
7, 10, 11, 12 ,13 et 14 viennent du poly sur les polynômes à une variable d’Igor Kortchemski.
Les solutions se trouvent au même endroit respectivement.

Inégalités

Exercice 1 Pour n = 2, montrer que l’inégalité arithmético-géométrique équivaut à celle de
Cauchy-Schwartz (sans juste dire qu’elles sont toutes les deux vraies !).

Exercice 2 Étant donnés x1, . . . , xn ∈ R+, on pose

H =
n

1
x1

+ · · ·+ 1
xn

G = n
√
x1 × · · · × xn A =

x1 + · · ·+ xn
n

Q =

√
x2

1 + · · ·+ x2
n

n

(respectivement les moyennes harmonique, géométrique, arithmétique et quadratique). Mon-
trer que

H ≤ G ≤ A ≤ Q.

Exercice 3 Montrer l’inégalité

(x1 + · · ·+ xn) ·
Ç

1

x1

+ · · ·+ 1

xn

å
≥ n2.

Exercice 4 Soient a1, . . . , an et b1, . . . , bn tels que a1 + · · ·+ an = n et b1 × · · · × bn = 1. Montrer
que

(1 + a1)× · · · × (1 + an) ≤ (1 + b1)× · · · × (1 + bn).

Exercice 5 Soient a, b, c tels que a+ b+ c = 4, a2 + b2 + c2 = 12 et abc = 1. Montrer que a, b et c
ne peuvent pas être tous positifs.
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Polynômes

Exercice 6 Trouver toutes les valeurs du paramètre a pour que l’équation

ax2 − (a+ 3)x+ 2 = 0,

admette deux racines réelles de signes opposés.

Exercice 7 Soient a, b, c ∈ R, avec a 6= 0, et considérons le graphe de la fonction P (x) =
ax2 + bx + c. Montrer qu’en faisant une homothétie et une translation, on peut obtenir le
graphe de la fonction Q(x) = x2.

Exercice 8 Trouver tous les polynômes P à coefficients tels que P (0) = 0 et P (x2 + 1) =
P (x)2 + 1.

Exercice 9 On pose |x| = x si x est positif, −x sinon. Montrer que |x| n’est pas un polynôme.

Exercice 10 Trouver le reste de la division euclidienne de x100 − 2x51 + 1 par x2 − 1.

Exercice 11 Trouver les réels a, b tels que (x− 1)2 divise ax4 + bx3 + 1.

Exercice 12 Trouver tous les polynômes P à coefficients réels tels que, pour tout réel x,

P (2x) = P ′(x)P ′′(x).

Exercice 13 Soient a, b, c des entiers différents. Montrer qu’il n’existe pas de polynôme P à
coefficients entiers tel que P (a) = b, P (b) = c et P (c) = a.

Exercice 14 Trouver tous les polynômes P à coefficients réels tels que, pour tous réels a, b, c,
on ait

P (a+ b− 2c) + P (b+ c− 2a) + P (c+ a− 2b) = 3P (a− b) + 3P (b− c) + 3P (c− a).
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3 Groupe C : arithmétique

1 mercredi 17 matin : Giancarlo Lucchini

Le cours a suivi le cours d’artihmétique qui se trouve sur le site d’Animath, parmi les
cours de l’OFM (http://www.animath.fr/IMG/pdf/cours-arith1.pdf). Les points
abordés ont été les suivants (avec, entre parenthèses, la section correspondante du polycopié
du cours) :

. l’algorithme d’euclide (section 2.2) ;

. le théorème de Bezout et sa preuve avec l’algorithme d’Euclide étendu (section 2.3) ;

. le lemme de Gauss et ses conséquences (section 2.4) ;

. les bases sur les congruences modulo, notamment la notion d’inverse (section 3.1) ;

. la notion d’ordre (multiplicatif) d’un élément (section 3.3) ;

. les congruences modulo p (section 3.5), avec notamment le petit théorème de Fermat et
le théorème de Wilson ;

. le théorème chinois des résidus (section 3.4).

2 mercredi 17 après-midi : Mehdi Trense

Ce cours n’a pas encore été intégré.

3 jeudi 18 matin : Élie Studnia

Exercice 1 Montrer que 1 + 3m + 3n, m,n ∈ N n’est jamais un carré parfait.

Exercice 2 Trouver tous les entiers m,n positifs tels que 3m − 2n ∈ {−1, 5, 7}.
Exercice 3 Soit p un nombre premier tel que p2 + 2 soit premier. Montrer qu’il en est de même
pour p3 + 2,
p3 + 10, p4 + 2, p4 − 2.

Exercice 4 Déterminer les entiers n ∈ N tels que 2n + 1 soit un carré ou un cube.

Exercice 5 Montrer que pour x, y ∈ N, on n’a pas x(x+ 1) = 4y(y + 1).

Exercice 6 Montrer que pour tout n ≥ 2, n4 + 4n est composé.

Exercice 7 Montrer que n ≥ 2 est premier si et seulement si n divise (n− 1)! + 1. Pour quels n
cette dernière expression est-elle une puissance de n ?

Exercice 8 Montrer que le produit de quatre entiers consécutifs est le prédécesseur d’un carré
parfait.

Exercice 9 Montrer que si a et b sont somme de deux carrés, ab l’est aussi.

Exercice 10 Montrer que 641|232 + 1, que 421|1280000401.

Exercice 11 Trouver tous les n ∈ N∗ tels que nn + 1 soit premier inférieur à 1018.

Exercice 12 Pour a, b, n ≥ 2 tels que pgcd(a, b) = 1, montrer que pgcd
Ä
an−bn
a−b , a− b

ä
= pgcd(a−

b, n).

Exercice 13 Calculer, pour a, b ∈ N∗ premiers entre eux, et m,n ∈ N∗, pgcd(an − bn, am − bm).
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Exercice 14 Donner le nombre de zéros à la fin de 1000!.

Exercice 15 Montrer que 2n ne divise jamais n!, mais que pour une infinité de n, 2n−1|n!.

Exercice 16 On donne (pn) une suite d’entiers telle que pour tout n ≥ 2, pn soit le plus grand
diviseur premier de pn−1 + pn−2 + 2016. Montrer qu’il existe un réel M tel que pour tout n ≥ 0,
pn ≤M .

Exercice 17 Trouver tous les entiers n ∈ N∗ tels que n|2n − 1.

Exercice 18 Trouver tous les entiers n qui sont premiers avec tout nombre de la forme 2m +
3m + 6m − 1, m ∈ N.

Exercice 19 Montrer que si p est un premier impair, et a un entier premier avec p, a
p−1
2 est

congru à 1 ou à −1 modulo p.

Exercice 20 Montrer que n5 − 4 n’est jamais un carré.

Exercice 21 Trouver tous les triplets (x, y, z) de rationnels tels que 11 = x5 + 2y5 + 5z5.

Exercice 22 Trouver tous les triplets (x, y, z) d’entiers tels que x2 + y2 + z2 = 2xyz.

Exercice 23 Etant donnés p, q deux entiers premiers entre eux, établir que
q−1∑
k=0

⌊
kp
q

⌋
= (p−1)(q−1)

2
.

Exercice 24 Montrer qu’il existe une infinité d’entiers a tels que a2 divise 2a + 3a.

Exercice 25 Trouver tous les entiers positifs m,n tels que 7m − 3 ∗ 2n = 1.

Exercice 26 Trouver tous les entiers positifs m,n tels que 3m − 2n = 1.

Exercice 27 Soient a, b, n, c ∈ N∗, tels que (a+ bc)(b+ ac) = 19n. Montrer que n est pair.

Exercice 28 Trouver tous les triplets d’entiers (a, b, c) avec 2 ≤ a < b < c tels que (a − 1)(b −
1)(c− 1)|abc− 1.

Exercice 29 Trouver tous les (x, y) ∈ (N∗)2 tels que 1 + 2x + 22x+1 = y2.

Exercice 30 Montrer que pour m,n deux entiers, m!n!(m+ n)! divise (2m)!(2n)!.

Exercice 31 Montrer que pour n ≥ 11, il n’existe pas d’entierm tel quem2+2∗3n = m(2n+1−1).

Solution de l’exercice 1 On note que pour un entier n, 3n est congru à 1 ou à 3 modulo 8, donc
l’expression est congrue modulo 8 à 3, 5 ou 7. Or, les carrés sont congrus modulo 8 à 0, 1, 4, ce
qui conclut.

Solution de l’exercice 2 Sim,n sont tels que 3m−2n ∈ {−1; 5; 7}, pour n ≥ 3, en passant modulo
8, on trouve que 3m vaut 7 ou 5 modulo 8, ce qui est impossible (voir ci-dessus). Pour n = 0, il
n’y a pas de solution. Pour n = 1, m = 0 convient pour −1, m = 2 pour 7. Pour n = 2, m = 2
convient pour 5, m = 1 pour −1.

Solution de l’exercice 3 Si p 6= 3, p est congru à 1 ou 2 modulo 3, donc p2 + 2 vaut 0 modulo 3.
Comme c’est un nombre premier, p2 + 2 = 3, ce qui donne p = ±1, absurde. Donc p = 3. On
vérifie alors que p3 + 2 = 29, p3 + 10 = 37, P 4 + 2 = 83, p4 − 2 = 79 sont premiers.

Solution de l’exercice 4 Si 2n + 1 = a2, avec a ≥ 0, on vérifie aisément que l’on n’a pas n = 0 et
donc a impair. On a alors (a + 1)(a − 1) = 2n, donc a + 1 et a − 1 sont deux puissances de 2.
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Comme a− 1 < a + 1, a− 1|a + 1, et donc a− 1|2 = (a + 1)− (a− 1), donc a vaut 2 ou 3. On
vérifie que la seule solution advient lorsque n = 3, ie pour a = 3.
Si 2n + 1 = a3, a ∈ Z, on a a > 0 ; donc 2n = a3 − 1 = (a − 1)(a2 + a + 1), donc a2 + a + 1 est
une puissance de 2. Or, que a soit pair ou impair, ce nombre est impair, donc a2 + a+ 1 = 1 et
a = 0, contradiction. Il n’y a pas de solution.

Solution de l’exercice 5 Soient x, y ∈ N∗ tels que x(x + 1) = 4y(y + 1) : on a x2 + x + 1 =
4y(y + 1) + 1 = (2y + 1)2. Or, on a x2 < x2 + x + 1 < x2 + 2x + 1 = (x + 1)2, donc x2 + x + 1
n’est pas un carré. Contradiction.

Solution de l’exercice 6 Cet exercice provient de la muraille ; il n’est donc pas possible d’en
donner un corrigé.

Solution de l’exercice 7 Si n ≥ 2 est non premier, il possède un diviseur premier d < n, et
d|(n−1)! et d|n, donc (n−1)! et n sont non premiers entre eux, d’où n ne peut diviser (n−1)!+1.
Si n est premier, pour 1 ≤ a ≤ n − 1, si a égale son inverse modulo n (car n étant premier, a
et n sont premiers entre eux), n divise a2 − 1 = (a − 1)(a + 1) et n divise donc a − 1 ou a + 1
(car n est premier, il est essentiel de comprendre pourquoi cette hypothèse est indispensable),

donc a vaut 1 ou n− 1 (réciproque immédiate). Par conséquent, dans
n−1∏
i=1

i, regardé modulo n,

on peut regrouper les termes avec leur inverse, pour obtenir des 1, et il reste 1 et n− 1, ce qui
donne un total de −1 modulo n.
Une autre preuve est possible, que je trouve plus jolie et plus féconde (mais plus compliquée,
on peut légitimement la sauter) : on prend p premier impair. Dans le cours de polynômes,
pour la construction de leur arithmétique, on a simplement utilisé le fait que dans R on peut
additionner, soustraire, multiplier, diviser (sauf par 0) dans l’ordre qui nous chante (on dit que
R est un corps) ; mais, après tout, la même chose est vraie dans Z/pZ : on peut donc définir
des polynômes modulo p (formels) qui ont les mêmes propriétés que les polynômes réels.
Considérons alors le polynôme "modulo p" Xp−1 − 1 − (X − 1)(X − 2) . . . (X − (p − 1)). Ce
polynôme est de degré au plus p − 2 (les termes en Xp−1 s’annulent) et il a p − 1 racines (les
éléments de (Z/pZ)∗), donc il est nul, et on a formellement modulo pXp−1−1 = (X−1) . . . (X−
(p− 1). On obtient l’égalité souhaitée en évaluant en 0 et en se rappelant que (−1)p−1 = 1.
Le reste est trop proche d’un exercice de la muraille pour être corrigé ici.

Solution de l’exercice 8 Il "suffit" de "remarquer" queX(X+1)(X+2)(X+3) = (X2+3X+1)2−1.

Solution de l’exercice 9 Il "suffit" de "remarquer" que (a2 + b2)(c2 + d2) = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2

(formule de Lagrange). On peut l’interpréter comme la multiplicativité du module dans le
monde des nombres complexes.

Solution de l’exercice 10 Les plus courageux des lecteurs mettront les nombres en base 2 : 641 =
29 + 27 + 1. On a 641|232 + 1⇔ 641|232 + 1− 29 − 27 − 1⇔ 641|225− 22 − 1 (Gauss),
ce qui équivaut à 641|225− 22− 1 + 1 + 27 + 29 ⇔ 641|223 + 25 + 27− 1, etc en faisant diminuer
les puissances de 2 par lemme de Gauss. Le procédé est laborieux mais fonctionne. La preuve
suivante est due à Euler : 641 = 24 + 54 donc divise 228 ∗ 54 + 228 ∗ 24 = 232 + 54228 ; de plus,
641 = 5 ∗ 27 + 1 divise (5 ∗ 27)4 − 1 = 54228− 1 et en soustrayant la seconde de la première on
trouve le résultat voulu.
On note que 421 = 202 + 20 + 1 et 1280000401 = 207 + 202 + 1. Or,
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X7 + X2 + 1 = X(X6 − 1) + X2 + X + 1 = X(X3 + 1)(X − 1)(X2 + X + 1) + X2 + X + 1 =
(X2 +X + 1)(X(X − 1)(X3 + 1) + 1). On évalue en 20.

Solution de l’exercice 11 On note que pour que nn + 1 soit inférieur à 1018, il faut n < 16 (car
1616 + 1 > 1016 ∗ (3/2)16 > 1016 ∗ 28 > 1016 ∗ 100 = 1018). n = 1 convient. Si n > 1 possède
un diviseur impair d > 1, nn/d + 1|(nn/d)n − (−1)d = nn + 1 et 1 < nn/d + 1 < nn + 1, cela ne
marche pas. Donc n = 2k, pour k ≥ 1. Si k possède un diviseur impair d > 1, 2(nk/d)+1 divise
(2(nk/d))d + 1 = nn + 1, et est strictement compris entre 1 et nn + 1. Donc n = 2(2p). Il reste à
vérifier les cas n = 2, n = 4, qui marchent.

Solution de l’exercice 12 Modulo a − b, an−bn
a−b =

n−1∑
k=0

akbn−1−k ≡
n−1∑
k=0

akan−1−k = nan−1. Donc

pgcd
Ä
an−bn
a−b , a− b

ä
= pgcd(nan−1, a−b). Soit d divisant nan−1 et a−b, a et b étant premiers entre

eux, il en est de même ppour a et a− b donc d est premier avec a donc avec an−1, et par lemme
de Gauss d|n et d|a−b. La réciproque est claire, ce qui prouve pgcd(nan−1, a−b) = pgcd(n, a−b),
ce qui fournit le résultat.

Solution de l’exercice 13 Soit d un diviseur commun à am − bm et à an − bn. A l’évidence, d est
premier avec a et avec b. On peut donc envisager dans Z/dZ des puissances négatives de a et
de b. Soient u, v ∈ Z tels que nu+mv = m∧n. On a an ≡ bn[d] donc anu ≡ bnu[d] ; on a am ≡ bm[d]
donc amv ≡ bmv[d], et en conséquence am∧n = amv+nu ≡ amvanu ≡ bmvbnu ≡ bmv+nu = am∧n

(modulo d), et d|am∧n − bm∧n.
Réciproquement, am∧n−bm∧n divise am−bm et an−bn. Le pgcd cherché est donc |am∧n−bm∧n|.

Solution de l’exercice 14 A l’évidence, ce nombre N est min(v2(1000!), v5(1000!)). Or, la bien
connue formule de Legendre stipule que pour p premier, et n entier,

vp(n!) =
+∞∑
i=1

ú
n

pi

ü
,

la somme étant nulle à partir d’un certain rang (par exemple, pour i ≥ n). Ainsi, vp(n!) décroît
quand p croît, etN = v5(1000!) =

ö
1000

5

ù
+
ö

1000
25

ù
+
ö

1000
125

ù
+
ö

1000
625

ù
, les termes suivants étant nuls.

Donc N = 200 + 40 + 8 + 1 = 249.

Solution de l’exercice 15 Il s’agit encore d’une application de la formule de Legendre : pour
n ∈ N∗,

v2(n!) =
+∞∑
i=1

õ n
2i

û
<

+∞∑
i=1

n

2i
= n,

l’inégalité se faisant terme à terme, et stricte car certains termes à gauche sont nuls alors qu’il
n’y en a pas à droite, ce qui conclut.
Si n = 2p, on a

v2(n!) =
+∞∑
i=1

õ n
2i

û
=

p∑
i=1

n

2i
=

p−1∑
i=0

2i = 2p − 1 = n− 1,

et donc 2n−1|n!, d’où le résultat.

Solution de l’exercice 16 Il s’agit d’un exercice difficile. Si on se contente d’appliquer que pn ≤
pn−1+pn−2+2016, il n’est pas de voie vers la preuve. Soit n ≥ 2, distinguons trois cas : si pn−1 et
pn−2 sont pairs, pn est inférieur à 2020. Si un seul des deux est pair, pn est inférieur à l’autre (ie
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le maximum des deux) plus 2018. S’ils sont tous deux impairs, comme pn−1 + pn−2 + 2016 > 2
est pair, pn ≤ pn−1+pn−2+2016

2
≤ max(pn−1, pn) + 1008. On voit donc qu’il est plus commode de

raisonner avec bn = max(pn, pn−1).
On dispose alors des propriétés suivantes sur bn : pour n ≥ 2, bn est premier et bn est inférieur
à bn−1 + 2018.
Supposons qu’on dispose déjà d’une constante M telle que bn−1 ≤M ; alors bn est un premier
inférieur àM+2018. Pour prouver que bn ≤M , il suffit de montrer qu’entreM+1 etM+2018
tous les entiers sont composés. Or, le lecteur vérifiera que pour tout entier a ≥ 1, M = a ∗
2019! + 1 satisfait cette propriété.
Par conséquent, avec un a tel que M = a ∗ 2019! + 1 ≥ b1, on a par récurrence bn ≤M , et ainsi
pn ≤M pour tout n.

Solution de l’exercice 17 n = 1 convient clairement, montrons que c’est le seul. Soit n ≥ 2
divisant 2n − 1, clairement n est impair. Soit p un diviseur premier de n, on a 2n ≡ 1[n] et
2p−1 ≡ 1[n], donc 2n∧(p−1) ≡ 1[n]. On aimerait avoir n∧ (p−1) = 1, c’est-à-dire que n n’admette
pas de diviseur premier divisant p − 1. Il suffit pour cela que n n’admette pas de diviseur
premier inférieur strictement à p, ie que p soit le plus petit diviseur premier de n. Dans ce cas,
on a bien n ∧ (p− 1) = 1 et 21 ≡ 1[n], et donc n divise 1, contradiction.

Solution de l’exercice 18 On va montrer que seul 1 convient. Pour cela, il suffit d’établir que
pour tout premier p, il existe un entier m tel que p|2m + 3m + 6m − 1. Pour p = 2, tout m
convient. Pour p = 3, tout m pair (par exemple 2) convient. Pour p ≥ 5, p est premier avec
2,3,6. On laissera le soin au lecteur d’étudier les cas p = 5, p = 7, p = 11 (en calculant les
résidus de 2m+3m+6m−1 modulo p) et remarquer qu’on a dans ces cas p|2p−2 +3p−2 +6p−2−1.
Montrons que ce résultat est général.
Pour p premier supérieur à 5, 2p−2 + 3p−2 + 6p−2 ≡ 6p−2 ∗ 3 ∗ 2 ∗ 2p−2 + 6p−2 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 3p−2 + 6p−2[p],
d’après le petit théorème de Fermat, et le second membre est congru modulo p (toujours le
petit théorème de Fermat) à 6p−2(3 ∗ 1 + 2 ∗ 1 + 1) ≡ 6 ∗ 6p−2 ≡ 1[p], ce qu’on voulait démontrer
et qui cnclut la preuve.

Solution de l’exercice 19 Soit x = a
p−1
2 . On a ap−1 − 1 divisible par p donc p divise x2 − 1 =

(x− 1)(x+ 1) donc p divise x− 1 ou x+ 1, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 20 Les puissances cinquièmes modulo 11 étant ±1, 0, pour un entier n,
n5 − 4 est congru modulo 11 à 6, 7, 8. Or, le lecteur vérifiera que les carrés modulo 11 est
0, 1, 4, 9, 5, 3.

Solution de l’exercice 21 Soit (x, y, z) triplet rationnel tel que 11 = x5 + 2y5 + 5z5. Parmi les
entiers positifs d tels que dx, dy, dz soient entiers, on en choisit un minimal. On écrit dx =
a, dy = b, dx = c. On a dès lors 11d5 = a5 + 2b5 + 5c5. En étudiant l’équation selon les restes de
a5, b5, c5 modulo 11, le lecteur trouvera que a, b, c sont divisibles par 11 et donc 11d5 divisible
par 115, d’où 11|d4 et 11|d, et 0 < d

11
< d vérifie la propriété définissant d, ce qui contredit la

minimalité de d. Il n’y a donc aucune solution.

Solution de l’exercice 22 Soit (x, y, z) un triplet solution. On va montrer par récurrence sur n ≥
1 que x, y, z sont divisibles par 2n, en rappelant le résultat suivant (issu d’une étude des cas
possibles modulo 4) : si une somme de trois carrés est divisible par 4, les trois nombres sont
pairs. Pour n = 1, x2 + y2 + z2 = 2xyz est pair, donc l’un des x2, y2, z2 est pair, donc de x, y, z
l’un est pair, donc x2 + y2 + z2 = 2xyz est divisible par 4 et x, y, z divisibles par 2 = 21.
Si x, y, z divisibles par 2n pour un n ≥ 1, on note x = 2nx′, y = 2ny′, z = 2nz′. On a alors, en
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injectant dans l’équation et en simplifiant par 4n, x′2 + y′2 + z′2 = 2n+1x′y′z′ divisible par 4
donc, x′, y′, z′ pairs et x, y, z divisibles par 2n+1.

Solution de l’exercice 23 Comme p, q sont premiers entre eux, (preuve laissée au lecteur) les
nombres 0p, 1p, 2p, . . . , (q − 1)p couvrent chacun des restes différents modulo q, donc comme
il y en a q, donc autant que de restes modulo q, chaque reste est atteint une unique fois. Il
s’ensuit que la somme S (membre de gauche) vaut :

S =
q−1∑
k=0

kp

q
−

q−1∑
k=0

k/q =
pq(q − 1)

2q
− q(q − 1)

2q
=

(p− 1)(q − 1)

2

Solution de l’exercice 24 Soit un entier impair a tel que a2|2a + 3a. Soit p un premier divisant
N = 2a+3a

a
(divisible par a, et p ne vaut ni 2 ni 3). Par LTE (qu’on a le droit d’appliquer) on a

vp(2
N + 3N) = vp(2

a + 3a) + vp(
N
a

) = vp(aN
N
a

) = vp(N
2). Donc N convient. Il reste à prouver

que N > a et qu’un tel a existe. Pour le premier point, le lecteur prouvera par récurrence que
pour n ≥ 1, n2 < 2n + 3n. Pour le second, on prend a = 1.

Solution de l’exercice 25 Soient m,n tels que 7m − 3 ∗ 2n = 1. On a donc 3 ∗ 2n = 7m − 1.
n = 0 ne donne pas de solution, donc n ≥ 1. On a alors par une factorisation classique 2n−1 =
1 + 7 + . . . + 7m−1. n = 1 fournit une solution si et seulement si m = 1, on suppose n ≥ 2.
Alors la somme de droite est paire, donc compte un nombre pair de termes. Aussi, m est
pair. La somme de droite se factorise alors par (1 + 7) (on regroupe ensemble les termes 72k

et 72k+1, k ∈ N), ce qui prouve n − 1 ≥ 3 et en divisant par 8 des deux côtés on trouve
2n−4 = 1 + 72 + 74 + . . . + 7m−2. n = 4 donne une solution si et seulement si m = 2, et pour
n ≥ 5, il y a un nombre pair de termes dans le membre de droite. Similairement à ce qui
précède, on peut factoriser à droite par 1 + 72 qui est divisible par 5 : or 5 ne peut diviser le
membre de gauche, contradiction. Les seules solutions sont alors n = m = 1, n = 2,m = 4.
Un autre argument est possible. On traite au cas par cas la possibilité m < 5 et pour m ≥ 5,
on constate que 7 est d’ordre 4 modulo 32 donc que pour une solution (m ≥ 5, n), 4|n donc
5|72 + 1|74 − 1|7m − 1 = 2n ∗ 3.

Solution de l’exercice 26 n = m = 1, m = 2, n = 3 donnent des solutions. On prend dorénavant
n ≥ 4. En passant modulo 8 on trouve que m est pair, et on a 2n + 1 = (3m/2)2. On montre alors
avec l’exercice 4 qu’il n’y a pas d’autre solution.

Solution de l’exercice 27 Avant tout, on note qu’on peut diviser simultanément a et b autant de
fois qu’on veut par 19. On a alors a et b premiers entre eux (si q premier divise a et b, q 6= 19 et
q2 divise (a+ bc)(b+ ac) = 19n, ce qui est impossible). Supposons a ≤ b. Alors a+ bc ≥ b+ ac ;
comme ces deux nombres ont pour produit une puissance de 19, ce sont des puissances de 19
et b+ ac|a+ bc, donc b+ ac|a+ bc− b− ac = (b− a)(c− 1), b+ ac|a+ bc+ b+ ac = (b+ a)(c+ 1)
Comme b − a et b + a ne sont pas simultanément divisibles par 19, sinon a et b le sont, b + ac
divise c+ 1 ou c− 1 et donc b+ ac ≤ c+ 1 dans tous les cas. Cela force l’un des cas suivants :
a = 0, a = 1, b ≤ 1, a = 2, c = 1, b = 0. Le troisième cas est impossible comme le premier, dans
le deuxième cas, on a a = b et la conclusion est immédiate.

Solution de l’exercice 28 Indication : remarquer que 1 < abc−1
(a−1)(b−1)(c−1)

< a
a−1

b
b−1

c
c−1

< ( a
a−1

)3,
donc qu’on doit avoir ( a

a−1
)3 ≥ 2 ce qui force a < 5. Etudier les cas.
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Les problèmes suivants relèvent de listes courtes IMO ou de problèmes d’IMO. Les solu-
tions complètes sont disponibles sur Internet, on ne donnera que des indications. Dans les
deux équations diophantiennes, il s’agit beaucoup de triturer l’équation.
Solution de l’exercice 29 Factoriser y2 − 1, remarquer qu’exactement un des facteurs est divi-
sible par 4, écrire la factorisation et noter que les deux facteurs sont distants de 2.

Solution de l’exercice 30 Penser à la formule de Legendre.

Solution de l’exercice 31 Voir l’équation comme du second degré en m, prendre les deux solu-
tions et exploiter les relations coefficients-racines. Ajouter une pincée de LTE et touiller.

4 jeudi 18 après-midi : Jean-Louis Tu

On suppose connues les inégalités classiques suivantes : inégalité arithmético-géométrique
(IAG), inégalité de Jensen et inégalité de Cauchy-Schwarz. De plus, on suppose connu que si

a1, . . . , an sont des nombres positifs, alors k 7→
(∑n

i=1 a
k
i

n

)1/k

est croissante. Enfin, on suppose

que le lecteur connaît les principes de base de la dérivation des fonctions. Pour plus de détails,
on pourra consulter le cours d’algèbre de l’OFM, ou bien le livre “Analyse” de Mohammed
Aassila dont sont tirés un petit nombre d’exercices.

On utilisera des notations telles que
∑
cyc ab

2 = ab2 + bc2 + ca2 et
∑
ab2 = ab2 + ac2 + ba2 +

bc2 + ca2 + cb2.
Si a1, . . . , an sont des nombres réels donnés, on notera également Sk = ak1 + · · · + akn et

σk =
∑
i1<···<ik ai1 · · · aik .

Exercices de base

Exercice 1 Déterminer le minimum de l’expression x√
1−x + y√

1−y où x et y sont des réels stric-
tement positifs vérifiant x+ y = 1.

Exercice 2 Soient a, b, c les angles d’un triangle. Montrer que sin a+ sin b+ sin c 6 3
√

3
2

, cos a
2

+

cos b
2

+ cos c
2
6 3

√
3

2
, cos a cos b cos c 6 1

8
et sin 2a+ sin 2b+ sin 2c 6 sin a+ sin b+ sin c.

Exercice 3 Soient a, b, c des nombres réels strictement positifs. Montrer que a
b+c

+ b
c+a

+ c
a+b
> 3

2
.

Exercice 4 Soit n un entier. Déterminer la plus grande constante C possible pour que pour
tous a1 . . . , an > 0 on ait

∑
a2
i > C

∑
i<j aiaj .

Exercice 5 Soit n un entier. Déterminer la plus grande constante C possible pour que pour
tous a1 . . . , an > 0 on ait (

∑
ai)

2 > C
∑
i<j aiaj .

Exercice 6 (non traité en cours) Déterminer le minimum de x2 + y2 + z2 sous la condition
x3 + y3 + z3 − 3xyz = 1.

Exercice 7 Soient ai et Ai des réels strictement positifs. Montrer que (
∑
aiAi)(

∑ ai
Ai

) > (
∑
ai)

2.

Exercice 8 Soient ai et bi des réels strictement positifs. Montrer que
∑ a2i

bi
> (

∑
ai)

2∑
bi

.
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Exercices moins faciles

Exercice 9 Soient a, b, c des réels strictement positifs tels que a + b + c = 3. Montrer que
a2

a+b
+ b2

b+c
+ c2

c+a
> 3

2
.

Exercice 10 Montrer que si a, b, c sont des réels strictment positifs tels que ab + bc + ca = abc

alors
∑
cyc

a4+b4

ab(a3+b3)
> 1.

Exercice 11 Soit k > 0 donné. Déterminer le minimum de l’expressionA = x
1+y2

+ y
1+x2

+ z
1+t2

+
t

1+z2
sous la condition x+ y + z + t = k et x, y, z, t positifs.

Exercice 12 Calculer le minimum de
»

(x− 1)2 + y2 +
»

(x+ 1)2 + y2 + |2− y| pour x, y ∈ R.

Exercice 13 Soient a, b > 0. Montrer que x
ay+bz

+ y
az+bx

+ z
ax+by

> 3
a+b

.

Exercice 14 (non traité en cours) Déterminer le minimum de l’expression

2

|a− b| +
2

|b− c| +
2

|c− a| +
5√

ab+ bc+ ca

sous les conditions que ab+ bc+ ca > 0, a+ b+ c = 1 et a, b, c distincts.

Exercice 15 (non traité en cours) Montrer que si a, b, c > 0 sont des nombres réels tels que
abc = 1 alors (a+ b)(b+ c)(c+ a) > 4(a+ b+ c− 1).

Solutions abrégées des exercices de base

Solution de l’exercice 1 Soit f(x) = x√
1−x , alors on vérifie que f ′′(x) = 4−x

4(1−x)5/2
donc f est

convexe sur ]0, 1[. L’inégalité de Jensen permet de conclure.

Solution de l’exercice 2 Pour les trois premières inégalités, démontrer et utiliser la concavité
des fonctions sin sur [0, π], cos sur [0, π

2
] et ln cos sur [0, π

2
[ (traiter séparément le cas où le

triangle n’est pas acutangle). Pour la troisième inégalité on peut aussi utiliser l’IAG puis la
concavité du cosinus. Pour la quatrième, démontrer en utilisant les identités sinx + sin y =
2 sin x+y

2
cos x−y

2
et sin 2x = 2 sin x cosx que sin a+ sin b+ sin c = 4 cos a

2
cos b

2
cos c

2
et que sin 2a+

sin 2b + sin 2c = 4 sin a sin b sin c = 32 sin a
2

sin b
2

sin c
2

cos a
2

cos b
2

cos c
2
, puis utiliser l’inégalité de

convexité sin a
2

sin b
2

sin c
2
6 1

8
.

Solution de l’exercice 3 On peut supposer a + b + c = 1 et utiliser la convexité de x 7→ x
1−x , ou

bien l’IAG :
∑

( a
b+c

+ 1) = (a+ b+ c)
∑ 1

b+c
= 1

2
(
∑

(b+ c))
∑ 1

b+c
> 9

2
.

Solution de l’exercice 4 L’inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne quadratique s’écrit
(a1 + · · ·+ an)2 6 n(a2

1 + · · ·+ a2
n), ou encore

∑
a2
i + 2

∑
i<j aiaj 6 n

∑
a2
i . On a donc C = 2

n−1
.

Solution de l’exercice 5 On ajoute 2
∑
i<j aiaj à l’inégalité précédente, on trouve C = 2n

n−1
.

Solution de l’exercice 6 On calcule que S3 = σ1S2 − σ1σ2 + 3σ3 donc S3 − 3σ3 = σ1(S2 − 3S2−σ2
1

2
).

On doit donc minimiser S2 sous la condition que σ1(3S2 − σ2
1) = 2.

Or, 3S2 = 2
σ1

+ σ2
1 > 3 par l’IAG (ou par une étude de fonction), donc S2 > 1. La borne est

atteinte lorsque σ1 = 1 (par exemple lorsque x = 1 et y = z = 0).

Solution de l’exercice 7 Cauchy-Schwarz avec xi =
√
aiAi et yi =

»
ai/Ai.

Solution de l’exercice 8 Cauchy-Schwarz avec xi = ai/
√
bi et yi =

√
bi.
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Solutions abrégées des exercices moins faciles

Solution de l’exercice 9 On utilise l’exercice précédent. Le membre de gauche est supérieur ou

égal à
(a+ b+ c)2

(a+ b) + (b+ c) + (c+ a)
= 3

2
.

Solution de l’exercice 10 Posons x = 1/a, etc. On a
∑
x = 1 et on veut montrer que

∑ x4+y4

x3+y3
> 1.

On cherche a tel que x4+y4

x3+y3
> ax+(1−a)y. Pour des raisons de symétrie, il est naturel d’essayer

a = 1/2. Il suffit alors de montrer que t4 + 1 > (t3 + 1)(t + 1)/2. Cela s’écrit (t − 1)2(t2 +
t + 1)/2 > 0, ce qui est vrai. (On peut aussi utiliser l’inégalité de Tchebychev, qui donne
x4+y4

2
> (x

3+y3

2
)(x+y

2
).)

Solution de l’exercice 11 On applique ( x
X

+ y
Y

)(xX+yY ) > (x+y)2 àX = 1+y2 et Y = 1+x2, ce
qui donne ( x

1+y2
+ y

1+x2
)((x+ y)(1 + xy)) > (x+ y)2. Si (x, y) 6= (0, 0), ceci se simplifie en x

1+y2
+

y
1+x2

> x+y
1+xy

, inégalité qui est toujours vraie pour x = y = 0. Comme xy 6 (x + y)2/4 6 k2/4,
on en déduit que x

1+y2
+ y

1+x2
> 4(x+y)

4+k2
, donc A > 4k

4+k2
, borne qui est atteinte pour x = y = k/2

et z = t = 0 par exemple.

Solution de l’exercice 12 Soient A = (−1, 0), B = (1, 0) et D la droite y = 2. On doit minimiser
MA + MB + d(M,D). Le point M appartient nécessairement à l’axe des ordonnées. On se
ramène alors à minimiser 2

√
1 + y2+|2−y|. On voit rapidement que 0 6 y 6 2. Une dérivation

permet de montrer que le minimum est atteint en y = 1/
√

3, et que ce minimum vaut 2 +
√

3.

Solution de l’exercice 13

∑
cyc

x2

axy + bxz
>

(
∑
x)2∑

cyc(axy + bxz)

=
(
∑
x)2

(a+ b)
∑
xy
>

3

a+ b
.

(Voir exercices de base.)

Solution de l’exercice 14 Pour des raisons de symétrie, on se ramène au cas a > b > c. Alors
l’expression vaut

A =
2

a− b +
2

b− c +
2

c− a +
5√

ab+ bc+ ca

>
10

c− a +
5√

ab+ bc+ ca
car

1

m
+

1

n
>

4

m+ n

= 10

Ç
1

c− a +
1

2
√
ab+ bc+ ca

å
>

20
√

2»
(c− a)2 + 4(ab+ bc+ ca)

car
1

m
+

1

n
>

2
√

2√
m2 + n2

=
20
√

2»
(a+ c)2 + 4b(a+ c)

=
20
√

2»
(1− b)(1 + 3b)

.

On minore cette expression par 10
√

6, la borne étant atteinte pour b = 1/3 et a + c = 2/3

vérifiant (c− a)2 = 4(ab+ bc+ ca), i.e. a = 2+
√

6
6

et c = 2−
√

6
6

.
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Solution de l’exercice 15 Après simplification de l’inégalité, on doit montrer que si σ3 = 1 alors
σ2 + 3

σ1
> 4.

Comme 3(xy + yz + zx) 6 (x + y + z)2, en prenant x = ab, y = bc et z = ca on obtient
que σ2

2 > 3σ1σ3 donc (σ2
3

)2 > σ1
3
> 1. D’après l’IAG, on en déduit que σ2 + 3

σ1
= 3σ2

3
+ 3

σ1
>

4 4

√
(σ2

3
)3( 3

σ1
) > 4 4

√
(σ2

3
)2( 3

σ1
) > 4.

5 vendredi 19 matin : Igor Kortchemski

Ce cours a consisté en essentiellement deux parties. La première partie a présenté les defi-
nitions et opérations de base sur les polynômes à coefficients réels. La deuxième partie a porté
sur la notion de division euclidienne, sur la possibilité de factoriser des polynômes lorsqu’on
connaît leurs racines et sur la notion de racines multiples.

Énoncé des exercices proposés en cours

Exercice 1 Trouver le reste de la division euclidienne de x100 − 2x51 + 1 par x2 − 1.

Exercice 2 Soit P un polynôme tel que le reste de la division euclidienne de P par x− 1 vaut
2 et le reste de la division euclidienne de P par x − 2 vaut 1. Quel est le reste de la division
euclidienne de P par (x− 1)(x− 2) ?

Exercice 3 Soit P un polynôme de degré 4 tel que P (0) = P (1) = 1, P (2) = 4, P (3) = 9 et
P (4) = 16. Calculer P (−2).

Exercice 4 Montrer que la fonction P (x) = |x| n’est pas un polynôme.

Exercice 5 Trouver tous les réels a, b tels que (x− 1)2 divise ax4 + bx3 + 1.

Exercice 6 Trouver tous les nombres réels x, y, z vérifiant :
(x+ 1)yz = 12

(y + 1)zx = 4

(z + 1)xy = 4.

Exercice 7 Soient α, β, γ les trois racines de x3 − x− 1. Que vaut 1−α
1+α

+ 1−β
1+β

+ 1−γ
1+γ

?

Exercice 8 Trouver tous les réels x, y vérifiant x5 + y5 = 33 et x+ y = 3.

Solutions

Solution de l’exercice 1 Soit P (x) = x100 − 2x51 + 1. On écrit la division euclidienne de P par
x2 − 1 :

P (x) = Q(x)(x2 − 1) +R(x)

avec R un polynôme de degré inférieur ou égal à 1, c’est-à-dire de la forme R(x) = ax+ b. On
a R(1) = P (1), R(−1) = P (−1), ce qui permet de calculer R(X) = −2X + 2.
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Solution de l’exercice 2 On sait que P (x) = Q(x)(x−1)+2 et P (x) = R(x)(x−2)+1. La division
euclidienne de P par (x− 1)(x− 2) s’écrit

P (x) = S(x)(x− 1)(x− 2) + ax+ b,

avec a et b inconnus. Pour les déterminer, on prend x = 1 et x = 2 : comme P (1) = 2 et
P (2) = 1, on en déduit que a+ b = 2 et 2a+ b = 1, d’où a = −1 et b = 3. Le reste est donc

−x+ 3.

Solution de l’exercice 3 Dans ce genre d’exercice, on cherche un polynôme "proche" de P ayant
(presque) autant de racines que son degré, pour l’avoir sous forme factorisée. Avec un soup-
çon d’observation, on se rend compte que P (1)− 12 = P (2)− 22 = P (3)− 32 = P (4)− 42 = 0.
P (X)−X2 est de degré au plus 4, donc il existe un réel c tel que P (X)−X2 = c(X − 1)(X −
2)(X − 3)(X − 4). Pour X = 0, on trouve c = 1

24
. On en déduit que P (−2) = 19.

Solution de l’exercice 4 Supposons par l’absurde que P est un polynôme. AlorsQ(x) = P (x)−x
est un polynôme tel que Q(x) = 0 pour tout x ≥ 0. Le polynôme Q a donc une infinité de
racines. On en déduit que Q(x) = 0 pour tout x ∈ R, ce qui est absurde car Q(−1) = 2.

Solution de l’exercice 5 On sait que (x − 1)2 divise ax4 + bx3 + 1 si et seulement si 1 doit être
racine double de P . Or 1 est racine double de P si et seulement si P (1) = 0 et P ′(1) = 0, ce qui
permet de trouver a = 3 et b = −4.

Solution de l’exercice 6 Soit (x, y, z) une solution. Visiblement, aucun de ces nombres n’est nul.
En retranchant la troisième équation à la deuxième équation, on en déduit que zx = xy,
puis, en simplifiant par x (qui est non nul), on obtient que z = y. En retranchant la troisième
équation à la première équation, on obtient : y2 − xy = 8, ou encore xy = y2 − 8. La deuxième
équation se réécrit y2x+ xy = 4. Il vient donc :

y(y2 − 8) + y2 − 8 = 4,

ou encore y3 + y2 − 8y − 12 = 0. On remarque que y = 3 est une solution. En effectuant la
division euclidienne de y3 + y2 − 8y + 12 par y − 3, on trouve :

y3 + y2 − 8y − 12 = (y − 3)(y2 + 4y + 4) = (y − 3)(y + 2)2.

On en déduit que y = z = 3 ou y = z = −2. Dans le premier cas, x = 1
3

et dans le deuxième
cas, x = 2. Réciproquement, les triplets (2,−2,−2) et (1

3
, 3, 3) sont solution et ce sont donc les

seules.

Solution de l’exercice 7 Une méthode sûre même si, en l’occurrence, on peut trouver plus ra-
pide, est de chercher l’équation ayant pour racines 1−α

1+α
, 1−β

1+β
, 1−γ

1+γ
et de calculer la somme des

racines de cette dernière équation à partir de ses coefficients. Si x est racine de x3 − x − 1, de
quelle équation est racine y = 1−x

1+x
? On remarque que x = 1−y

1+y
(la fonction est involutive),

donc
(

1−y
1+y

)3 −
(

1−y
1+y

)
− 1 = 0, soit : (1 − y)3 − (1 − y)(1 + y)2 − (1 + y)3 = 0. L’équation en y

s’écrit donc : −y3 + y2 − 7y − 1, la somme de ses racines vaut 1.
Autre méthode : on aurait aussi pu tout mettre au même dénominateur, développer en

haut et en bas, et tout exprimer en fonction des polynômes symétriques élémentaires.
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Solution de l’exercice 8 On pose σ1 = x+ y et σ2 = xy. On remarque que

σ5
1 = x5 + y5 + xy(5x3 + 10x2y + 10xy2 + 5y3).

Par ailleurs,
σ3

1 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 = x3 + y3 + 3σ2σ1.

On en déduit que

σ5
1 = x5 + y5 + 5σ2(x3 + y3) + 10σ2

2σ1 = x5 + y5 + 5σ2(σ3
1 − 3σ1σ2) + 10σ2

2σ1.

Donc
x5 + y5 = σ5

1 − 5σ2σ
3
1 + 15σ2

2σ1 + 5σ2
2σ1.

Comme σ1 = 3, on en déduit que

33 = 15σ2
2 − 135σ2 + 243.

Ainsi,σ2
2 − 9σ2 + 14 = 0, d’où σ2 = 2 ou σ2 = 7.

Premier cas : σ1 = 3 et σ2 = 7. Dans ce cas, d’après les formules de Viète, x et y sont solution
de

z2 − 3z + 7 = 0,

qui n’admet pas de solutions réelles (discriminant négatif)
Deuxième cas : σ1 = 3 et σ2 = 2. Dans ce cas, d’après les formules de Viète, x et y sont

solution de
z2 − 3z + 2 = 0,

et donc {x, y} = {1, 2}.
Les seules solutions sont donc x = 1, y = 2 et x = 2, y = 1.

6 vendredi 19 après-midi : Thomas Budzinski

Exercices sur les polynômes

Exercice 1 Soit P etQ des polynômes unitaires de degré 2014, tels que pour tout réel x, P (x) 6=
Q(x). Montrer qu’il existe un réel x tel que P (x− 1) = Q(x+ 1).

Exercice 2 Trouver tous les polynômes P ∈ R[X] tels que pour tous réels a, b, c on ait :

P (a+ b− 2c) + P (b+ c− 2a) + P (c+ a− 2b) = 3P (a− b) + 3P (b− c) + 3P (c− a).

Exercice 3 Soit P un polynôme à coefficients entiers. On suppose qu’il existe quatre entiers a,
b, c et d deux à deux distincts tels que P (a) = P (b) = P (c) = P (d) = 2016.

Montrer qu’il n’existe pas d’entier x tel que P (x) = 2019.

Exercice 4 Soient n ∈ N∗ et P ∈ R[X] de degré au plus n tel que P (k) = k
k+1

pour tout
k ∈ [[0, n]]. Combien vaut P (n+ 1) ?

Exercice 5 Soit P,Q ∈ R[X] deux polynômes réels non constants ayant les mêmes racines, et
tels que P − 1 et Q− 1 aussi. Montrer que P = Q.
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Exercice 6 Montrer que l’ensemble des réels x vérifiant
∑63
k=1

k
x−k ≥ 1 est réunion d’intervalles

dont la somme des longueurs vaut 2016.

Exercice 7 On écrit au tableau l’égalité :

(x− 1)(x− 2) . . . (x− 2016) = (x− 1)(x− 2) . . . (x− 2016).

On veut effacer certains des 4032 facteurs de telle manière que l’équation au tableau n’admette
aucune solution réelle. Quelle est le nombre minimal de facteur qu’on doit effacer pour y
arriver ?

Solution des exercices

Solution de l’exercice 1 Reformulons classiquement et légèrement l’énoncé : on veut une racine
réelle au polynôme R(X) = P (X − 1)−Q(X + 1). A quoi peut-il ressembler ? Il est clairement
de degré au plus 2013 (le coefficient du terme de degré 2014 étant nul). S’il est de degré 2013,
donc impair, alors il aura bien une racine impaire. Regardons de plus près, en posant P (X) =
X2014 + aX2013 +S(X) et Q(X) = X2014 + bX2013 +T (X), où S et T sont de degré au plus 2012.
Soit de plus c le coefficient de degré 2013 deR. On obtient c = −2014−2014+a−b = a−b−4028
(on regarde, dans (X − 1)2014, le terme de degré 2013, et de même pour (X + 1)2014). Se posent
deux questions : comment gérer ce a− b ? Et à quoi sert la condition P (x) 6= Q(x) pour tout x
réel ? Heureusement, elles sont liées !

P − Q n’a pas de racine réelle, donc n’est pas de degré impair. Or P − Q est de degré au
plus 2013, et le coefficient du terme de degré 2013 est a− b. Donc a− b = 0.

Ainsi c 6= 0, et R est bien de degré 2013, ce que l’on voulait.

Solution de l’exercice 2 En injectant a = b = c = 0, on trouve P (0) = 0. En prenant b = c = 0,
on obtient P (2a) = 3P (a) + P (−a), et ce pour tout a. On suppose P de degré n. En examinant
les coefficients dominants, on obtient 2n = (−1)n + 3, donc n vaut 1 ou 2, et P est de la forme
aX2 + bX . On vérifie réciproquement que ces polynômes conviennent.

Solution de l’exercice 3 Soit Q = P − 2015 : a, b, c et d sont des racines de Q donc il existe un
polynômeR tel queQ(X) = (X−a)(X−b)(X−c)(X−d)R(x). Si il existe x tel que P (x) = 2012,
alors Q(x) = −3, soit (x− a)(x− b)(x− c)(x− d)R(x) = −3. Cependant, x− a, x− b, x− c et
x−d sont quatre entiers deux à deux distincts qui doivent être non nuls. Il y en a donc au plus
deux qui valent 1 ou −1. On peut donc supposer |x− a| > 1 et |x− b| > 1, donc |x− a| ≥ 2 et
|x− b| ≥ 2, donc |(x− a)(x− b)| ≥ 4 donc |Q(x)| ≥ 4 car il est non nul, ce qui est absurde.

Solution de l’exercice 4 Soit Q(X) = (X + 1)P (X) − X : le polynôme Q est de degré au plus
n+ 1 et on a Q(k) = 0 pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}. Il est donc de la forme :

Q(X) = cX(X − 1)(X − 2) . . . (X − n).

De plus, on a Q(−1) = 1 donc c = 1
(−1)(−2)...(−n−1)

= (−1)n+1

(n+1)!
, donc

P (X) =
1

X + 1

Ç
(−1)n+1X(X − 1)(X − 2) . . . (X − n)

(n+ 1)!
+X

å
.

On obtient P (n+ 1) = n+1+(−1)n+1

n+2
.
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Solution de l’exercice 5 Soit p0 et p1 le nombre de racines distinctes respectivement de P et P−1.
Soit n le degré de P , qu’on peut supposer par symétrie supérieur ou égal à celui deQ. Comme
P et P−1 sont premiers entre eux, ils n’ont aucune racine commune. On remarque que P−Q =
(P − 1) − (Q − 1), donc ce polynôme admet comme racines à la fois les racines de P et celles
de P − 1, donc p0 + p1 racines. Il suffit de montrer que ce nombre est strictement supérieur à
n pour conclure que P −Q est le polynôme nul, soit P = Q.

Pour cela, on étudie les racines multiples en considérant le polynôme dérivé P ′ = (P − 1)′.
Soit D0 = gcd(P, P ′) et D1 = gcd(P − 1, P ′). On sait que deg(Di) = n − pi. Par ailleurs, D0 et
D1 sont premiers entre eux car P et P − 1 le sont, et divisent P ′ donc D0D1 divise P ′ d’où en
considérant les degrés : n− p1 + n− p2 ≥ n− 1 soit p0 + p1 > n, .

Solution de l’exercice 6 L’inégalité est équivalente, après multiplication par Q(x)2 = (
∏63
k=1(x−

k))2 et passage du second membre dans le premier, à P (x) ≥ 0 où P (X) = Q(X)R(X) avec
R(X) =

∑70
k=1 k

∏
1≤i 6=k≤63(X − i)−Q(X).

On remarque R(1) < 0, R(2) > 0, R(3) < 0, ..., R(70) > 0 et R(+∞) = −∞ donc R a pour
racines les ri tels que 1 < r1 < 2 < r2 < · · · < 63 < r63, et P a pour racines les ri et les entiers
compris entre 1 et 63 inclus. Or P est négatif en ±∞ donc P est positif sur la réunion des
intervalles [k, rk] pour 1 ≤ k ≤ 63, dont la longueur totale vaut

∑63
i=1(ri − i). Par les relations

coefficients racines, on déduit du coefficient de X62 dans R que
∑63
i=1 ri = 2

∑63
i=1 i donc la

longueur totale des intervalles vaut
∑63
i=1 i = 2016.

Solution de l’exercice 7 Si il reste un facteur x−1 à droite et un à gauche, alors l’équation admet
1 comme solution et de même pour les autres facteurs. Il faut donc effacer au moins un x− 1,
au moins un x− 2 etc... soit au moins 2016 facteurs.

Il reste à montrer que c’est possible en effaçant exactement 2016 nombres. Une manière de
le faire est d’effacer x− i à gauche si i est congru à 0 ou 1 modulo 4 et à droite si i est congru
à 2 ou 3 modulo 4.

4 Groupe D : arithmétique

1 mercredi 17 matin : Matthieu Lequesne

Définition 16. Soit x ∈ Z. On dit que x est un résidu quadratique modulo p (ou encore
que x est un résidu quadratique dans Z/pZ) si x n’est pas divisible par p et si x est le carré
d’un élément de Z/pZ.

On note
Ç
x

p

å
= 1 si x est un résidu quadratique modulo p,

Ç
x

p

å
= 0 si p | x et

Ç
x

p

å
= −1

sinon. Le symbole
Ç
x

p

å
s’appelle le symbole de Legendre.

Théoréme 17 (Critère d’Euler). Soit p un nombre premier impair, et x ∈ (Z/pZ)∗. Alors x
est un résidu quadratique si et seulement si x

p−1
2 = 1. Sinon, on a x

p−1
2 = −1.

Démonstration. Commençons par dénombrer les résidus quadratiques de (Z/pZ)∗. Soit x
un résidu quadratique, disons que x = y2 avec y ∈ (Z/pZ)∗. On a alors aussi x = (−y)2, or
y 6= −y puisque p est impair, donc x est le carré d’au moins deux éléments de (Z/pZ)∗. En
fait, c’est le carré d’exactement deux éléments, car le polynôme X2 − x est de degré 2, donc
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admet au plus deux racines dans Z/pZ. Puisque (Z/pZ)∗ possède p − 1 éléments, et puisque
chaque résidu quadratique est le carré d’exactement deux de ces éléments, on en déduit qu’il
y a exactement p−1

2
résidus quadratiques.

Tous ces résidus quadratiques vérifient x
p−1
2 = 1, puisqu’en les écrivant x = y2, on obtient

x
p−1
2 = yp−1 = 1, par petit Fermat. Il s’agit de montrer que c’est les seuls. Mais le polynôme

X
p−1
2 −1 a au plus p−1

2
racines dans Z/pZ, et tous les résidus quadratiques, qui sont au nombre

de p−1
2

, en sont racines. Donc ce sont les seules, ce qui conclut la première affirmation du
théorème.

Pour démontrer la seconde partie, il suffit de montrer que la fonction f(x) = x
p−1
2 ne prend

que les valeurs 1 et −1 lorsque x parcourt (Z/pZ)∗. Mais f(x)2 = xp−1 = 1, donc les valeurs
prises par f sur (Z/pZ)∗ sont des racines carrées de 1 : ce sont donc 1 et −1.

Cette preuve, ou du moins le premier paragraphe, est à connaître, car elle donne des
informations sur la répartition des résidus quadratiques : leur nombre, et le fait que cha-
cun soit le carré d’exactement deux éléments opposés. On peut en déduire, par exemple, que
12, 22, ...,

Ä
p−1

2

ä2
forme un système complet de représentants des résidus quadratiques de

Z/pZ, car ils sont au nombre de p−1
2

et sont deux-à-deux non-opposés.

Une autre remarque importante est que le critère d’Euler peut se reformuler de la façon
suivante à l’aide du symbole de Legendre : pour tout nombre premier impair p et pour tout

x ∈ Z, on a
Ç
x

p

å
≡ x

p−1
2 mod p (on remarquera que ceci marche même si p | x). On en déduit

immédiatement que le symbole de Legendre est complètement multiplicatif par rapport à son

argument supérieur, autrement dit, pour tous x, y ∈ Z, on a
Ç
x

p

åÇ
y

p

å
=

Ç
xy

p

å
. En particulier,

le produit de deux résidus quadratiques est un résidu quadratique, et l’inverse d’un résidu
quadratique est un résidu quadratique (on dit que l’ensemble des résidus quadratiques est un
sous-groupe de (Z/pZ)∗), mais aussi, le produit de deux non-résidus quadratiques est un résidu
quadratique, et le produit d’un résidu quadratique et d’un non-résidu quadratique n’est pas
un résidu quadratique.

Exercice 1

(1) Trouver tous les nombres premiers p vérifiant la propriété suivante : pour tous entiers
a, b ∈ Z, si p | (a2 + b2) alors p | a et p | b.

(2) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus à 1 modulo 4.

Voici un célèbre résultat dû à Gauss :

Théoréme 18. (Réciprocité quadratique) Soient p et q deux nombres premiers impairs dis-
tincts. Vous pouvez utiliser les trois formules suivantes :(

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4 ;

(
−1

p

)
= (−1)

p−1)
2 ;

(
2

p

)
= (−1)fracp

2−1)8
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Avec la loi de réciprocité quadratique, on peut déterminer très rapidement si un entier est
où non un résidu quadratique modulo un nombre premier p.

Exercice 2 Quand 5 est-il un carré mod p ? Et 7 ? Et les deux ?

Exercice 3 219 est-il un résidu quadratique modulo 383 ?

Exercice 4 Combien y a-t-il de “résidus quadratiques" mod pq ? Et mod pn ? Vous pouvez utiliser
le fait que (Z/pnZ)∗ est cyclique.

Exercice 5 Trouver les solutions entières de 4x2 + 77y2 = 487z2.

Solution de l’exercice 1

(1) Il est clair que cette propriété n’est pas vérifiée par 2, en prenant par exemple a = b = 1.
Soit maintenant p un nombre premier impair. On a (−1)

p−1
2 = 1 si p ≡ 1 mod 4 et −1

si p ≡ 3 mod 4, donc par le critère d’Euler, −1 est un résidu quadratique modulo p si
et seulement si p ≡ 1 mod 4. Ceci montre immédiatement qu’aucun nombre premier
congru à 1 modulo 4 ne vérifie la propriété demandée, car un tel nombre premier divise
un entier de la forme n2 + 1 (prendre pour n un représentant de la classe dont le carré
vaut −1).

Montrons maintenant que tout nombre premier congru à 3 modulo 4 vérifie la propriété
demandée. Supposons qu’il existe a, b ∈ Z, avec a non divisible par p, tel que p | (a2+b2).
Il est alors clair que p ne divise pas b non plus, donc a et b sont inversibles dans Z/pZ.
On a alors a2 = −b2, donc (ab

−1
)2 = −1, ce qui contredit le fait que −1 ne soit pas un

résidu quadratique modulo p.

(2) Supposons que l’ensemble des nombres premiers congrus à 1 modulo 4 soit fini et notons-
le {p1, ..., pn}. Posons alors N = (2p1...pn)2 + 1. Il est clair que ni 2 ni aucun des pi
ne divise N , donc tous ses diviseurs premiers sont congrus à 3 modulo 4. Soit p un des
diviseurs premiers deN ; comme p divise (2p1...pn)2+12, alors par la question précédente
il divise 1, absurde.

Solution de l’exercice 2 Nous allons utiliser la réciprocité quadratique :
Ä
p
5

äÄ
5
p

ä
= 1 puisque 5 ≡

1[4], donc 5 est un carré mod p ssi p est un carré mod 5 ssi p ≡ ±1[5].
Même topo pour 7 mais il faut faire une disjonction de cas :
. si p ≡ 1[4], alors

Ä
p
7

äÄ
7
p

ä
= 1 et 7 est un carré mod p ssi p est un carré mod 7 ssi p ≡ 1, 2

ou 4[7].
. si p ≡ 3[4], alors

Ä
p
7

äÄ
7
p

ä
= −1 et 7 est un carré mod p ssi p n’est pas un carré mod 7 ssi

p ≡ 3, 5 ou 6[7].
Nous pouvons tout regrouper en disant que 7 est un carré mod p ssi p ≡ 1, 3, 9, 19, 25 ou 27[28].

Pour que 5 et 7 soient tous les deux des carré mod p, il faut que les deux conditions soient
vérifiées. Je laisse au lecteur le soin de déterminer les 12 classes d’équivalences mod 140 que
cela donnera en utilisant le théorème chinois.

Solution de l’exercice 3

Par multiplicativité du symbole de Legendre, on a
Ç

219

383

å
=

Ç
3

383

åÇ
7

383

å
. Par deux ap-

plications de la loi de réciprocité quadratique, on en déduit que
Ç

219

383

å
= −

Ç
383

3

åÇ
383

73

å
.
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Puis en réduisant modulo 3 et 73 respectivement,
Ç

219

383

å
= −

Ç−1

3

åÇ
18

73

å
=

Ç
18

73

å
. Une

nouvelle fois par multiplicativité, on a
Ç

219

383

å
=

Ç
2

73

åÇ
3

73

å2

=

Ç
2

73

å
, puis on finit par en

déduire que
Ç

2

73

å
= 1, donc que 219 est un résidu quadratique modulo 383.

Solution de l’exercice 4 Nous allons juste considérer que les “résidus quadratiques" mod n sont
parmi les entier premiers avec n. La technique pour étudier Z/pqZ est d’étudier séparément
Z/pZ et Z/qZ et d’utiliser le théorème chinois. Je laisse au lecteur le soin de vérifier que a
résidu quadratique mod pq ssi a résidu quadratique mod p et a résidu quadratique mod q.
Modulo p il y a p−1

2
résidus quadratiques, et mod q il y en a q−1

2
. Le nombre total de résidus

quadratiques mod pq est donc (p−1)(q−1)
4

.
Pour regarder mod pk nous allons procéder autrement et profiter du fait que (Z/pkZ)∗ est

cyclique. On écrit tous les élements comme les puissances xn d’une racine primitive x. Il est
facile de vérifier que xn est un résidu quadratique ssi n est pair. Les résidus quadratiques
correspondent donc à la moitié des éléments, c’est-à-dire (p−1)pk−1

2
.

Solution de l’exercice 5 Nous allons profiter que 487 est premier. L’ésuation implique que 4x2 =
−77y2[487], donc si −77 n’est pas un carré mod 487, l’équation n’a pas de solutions. Je laisse
au lecteur le soin de vérifier que

Ä
−77
487

ä
= −1.

2 mercredi 17 après-midi : François Lo Jacomo

Exercice 1

Montrer que pour tout entier strictement positif n il existe n entiers positifs consécutifs
dont aucun n’est une puissance entière d’un nombre premier.

Solution de l’exercice 1

L’énoncé : "Montrer que pour tout entier strictement positif n il existe n entiers positifs
consécutifs dont aucun n’est un nombre premier" est assez connu, et une solution classique
consiste à considérer les entiers : (n + 1)! + k pour k variant de 2 à n + 1. k divise (n + 1)!,
donc (n+ 1)! + k, et comme 1 6= k 6= (n+ 1)! + k, (n+ 1)! + k n’est pas premier. Mais l’énoncé
du présent exercice, problème 5 de l’Olympiade Internationale 1989, nécessite un peu plus de
finesse, car par exemple : 3! + 2 = 8, 3! + 3 = 9 et 4! + 3 = 27 sont des puissances entières de
nombres premiers.

Une des solutions possibles consiste à considérer les n entiers : (n + 1)!2 + k pour k allant
de 2 à n + 1. Il est clair que k divise (n + 1)!2 + k, donc si ce dernier est une puissance entière
d’un nombre premier p, k est lui aussi une puissance entière de ce même nombre premier :
k = pα avec α ≥ 1. Or k2 = p2α divise (n+ 1)!2, de sorte que (n+ 1)!2 + k ≡ pα (mod p2α) et ne
peut pas être une puissance entière de p.

Yakob propose une solution différente et ingénieuse. Considérons 2n nombres premiers
distincts : p1, p2, · · · p2n et groupons-les deux par deux : a1 = p1 × p2, a2 = p3 × p4, · · · an =
p2n−1 × p2n. D’après le lemme chinois, il existe un entier N tel que N ≡ 1 (mod a1), N ≡ 2
(mod a2), · · · N ≡ n (mod an). Chacun des N entiers consécutifs N − 1, N − 2, · · · N − n a
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au moins deux facteurs premiers car pour 1 ≤ k ≤ n, N − k est divisible par ak, donc aucun
n’est une puissance entière d’un nombre premier.

Exercice 2

Soit p un nombre premier. Montrer que l’ensemble X = {p− n2 | n ∈ N∗} contient deux
éléments distincts x et y tels que x 6= 1 et x divise y.

Solution de l’exercice 2

Cet énoncé est étrange, pourtant il paraît qu’il a été posé à l’Olympiade Balkanique 1996,
pour p premier strictement supérieur à 5. En effet, tel qu’il est posé, il admet des solutions
évidentes, que p soit ou non premier, qu’il soit ou non supérieur à 5. Par exemple, Yakob
propose : n = p et m = p2, car x = p − p2 divise toujours y = p − p4. Linda fait remarquer
que pour que x = p − n2 divise y = p − m2, il faut et il suffit qu’il divise la différence :
n2 − m2 = (n − m)(n + m). Il suffit par exemple que p − n2 = n − m, de sorte que pour
n’importe quel entier n >

√
p > 1, on peut trouver m = n2 + n − p > n > 1 vérifiant :

x = p− n2 divise y = p−m2.
Il est vraisemblable que l’énoncé exact considérait l’ensembleX =

¶
p− n2 | n ∈ N∗, n < √p

©
pour p premier strictement supérieur à 5. Avec cette restriction n <

√
p, le résultat n’est plus

vrai pour p = 2, 3, ou 5, ni pour p non premier. L’idée est de montrer que le plus petit élément
de cet ensemble fini d’entiers divise un autre élément de X , sous réserve que ce plus petit
élément de X peut être égal à 1, or x = 1 est exclu par hypothèse.

Dans ce premier cas où p = n2 + 1, n est nécessairement pair, donc l’élément suivant :
x = p− (n− 1)2 = 2n > 1 divise l’élément le plus grand : y = p− 1 = n2, et ces deux éléments
sont distincts car par hypothèse n > 2.

Dans le second cas, où n2 + 1 < p < (n + 1)2 (n ≥ 2), l’élément le plus petit : x = p − n2

est compris entre 2 et 2n. Or il ne peut pas être égal à 2n ni à n car n2 + 2n et n2 + n sont
non premiers. Donc 0 <| x − n |< n de sorte que y = p − (n − x)2 est bien un élément de X
distinct de x. Or y = (p− n2) + 2nx− x2 = x(1 + 2n− x) est multiple de x dans la mesure où
1 + 2n− x ≥ 2.

Exercice 3

Déterminer tous les entiers n > 1 tels que
2n + 1

n2
soit un entier.

Solution de l’exercice 3

Cet exercice est un grand classique : c’est le problème 3 de l’Olympiade Internationale
1990, celle de Pékin où la France s’est classée 5ème avec trois médailles d’or, notamment grâce
à Vincent Lafforgue (petit frère du médaillé Fields Laurent Lafforgue), qui a obtenu, en 1990
et 1991, deux scores maximums de 42/42. Notons toutefois qu’il y avait moitié moins de pays
candidats qu’aujourd’hui : plusieurs pays d’Europe se sont subdivisés par la suite.

Cet exercice utilise des techniques de raisonnement qui sont devenues classiques et utiles
pour un grand nombre de problèmes. Tout d’abord, l’idée de chercher le plus petit facteur
premier p de n, en utilisant la notion d’ordre de 2 modulo p. n étant impair, p ≥ 3. On appelle
ordre de 2 modulo p le plus petit exposant non nul, b, tel que 2b ≡ 1 (mod p), et on montre que
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b divise tout autre exposant a tel que 2a ≡ 1 (mod p). Il suffit d’écrire la division euclidienne
a = bq+r et de remarquer que 2bq ≡ 1 (mod p) pour en déduire 2r ≡ 1 (mod p), avec 0 ≤ r < b.
Comme b est le plus petit entier strictement positif vérifiant cette relation, nécessairement
r = 0 donc a = bq.

Or d’après le théorème de Fermat, 2p−1 ≡ 1 (mod p), ce qui entraîne que l’ordre de 2 divise
p − 1. Et comme p divise n, donc 2n + 1, donc 22n − 1 = (2n + 1) (2n − 1), l’ordre de 2 divise
également 2n. Or il est premier avec n, vu qu’il est strictement inférieur à p et que p est, par
hypothèse, le plus petit diviseur de n autre que 1 (l’ordre de 2 ne peut évidemment pas être
1, car pour aucun nombre premier p 2 n’est congru à 1 modulo p). Donc, d’après le théorème
de Gauss, il divise 2 : il ne peut valoir que 2, de sorte que p divise 22 − 1 = 3, et le plus petit
facteur premier p de n est nécessairement 3.

Si l’on cherchait les entiers n tels que n divise 2n+1, on en aurait beaucoup, et leurs facteurs
premiers pourraient être nombreux, même si le plus petit d’entre eux est nécessairement 3. Par
exemple, si n divise 2n + 1 = nq, 2n + 1 divise 2nq + 1 = 22n+1 car q est impair, donc 2n + 1
est lui aussi solution. 3, 9, mais aussi 513 = 29 + 1 et même le tiers de 513, 171 = 9 × 19 sont
solutions. Seulement ces nombres ne vérifient pas : 2n + 1 divisible par n2, car par exemple,
29 + 1 = 33 × 19 n’est pas divisible par 92 = 34.

La seconde étape de la démonstration consiste donc à prouver que n ne peut pas être
divisible par 9. Posons n = 3kd, avec k ≥ 1 et d impair non divisible par 3. Montrons par
récurrence sur k que la plus grande puissance de 3 divisant 2n + 1 est 3k+1. Pour k = 1,
23d + 1 = (23 + 1)

Ä
23(d−1) − 23(d−2) + · · · − 23 + 1

ä
. La seconde parenthèse contient une somme

de d termes tous congrus à 1 modulo 9, vu que 23 ≡ −1 (mod 9), elle est donc congrue à
d modulo 9, ce qui entraîne qu’elle est non multiple de 3, et la première parenthèse vaut
précisément 9, ce qui initialise la récurrence en prouvant le résultat pour k = 1, quel que
soit le facteur d. Maintenant si le résultat est vrai pour un k ≥ 1 donné, vu que 23n + 1 =
(2n + 1) (22n − 2n + 1) et que 2n ≡ −1 (mod 3k+1), 22n − 2n + 1 ≡ 1 + 1 + 1 = 3 (mod 9) est
divisible par 3 et pas par 9, ce qui achève la démonstration. Il en résulte que si k ≥ 2 et n = 3kd,
la plus grande puissance de 3 divisant 2n + 1 est 3k+1, alors que n2 est divisible par 32k. Donc
une solution de notre problème est nécessairement multiple de 3 et non multiple de 9.

Ce résultat se généralise par une démonstration analogue : p étant un nombre premier
donné, si l’on note vp(n) l’exposant de la plus grande puissance de p divisant n, et si a et b sont
deux entiers tels que p divise a− b mais ne divise ni a ni b, alors :

vp (an − bn) = vp(a− b) + vp(n)

C’est le théorème LTE (Lifting The Exponent) qui permet de résoudre bien des exercices. Dans
le présent problème, on applique ce théorème LTE pour p = 3, a = 2 et b = −1.

Que peut-on dire, maintenant, du facteur d ? Pour quelles valeurs de d non multiples de
3 2n + 1 est-il divisible par n2 avec n = 3d ? Soit p le plus petit facteur premier de d (p ≥ 5).
L’ordre de 2 modulo p est divise p − 1 en vertu du théorème de Fermat, mais il divise aussi
2n = 6d vu que 22n ≡ 1 (mod p), et il ne divise par n vu que 2n ≡ −1 (mod p), donc il est pair.
Comme il est strictement inférieur à p, plus petit facteur premier de d, il est premier avec d.
Donc il divise 6 (théorème de Gauss). Les seuls diviseurs pairs de 6 sont 2 et 6, or 2 ne peut
pas être d’ordre 2 car 22− 1 = 3 n’a pas de facteur premier autre que 3, il ne peut pas non plus
être d’ordre 6 car 26 − 1 = 32 × 7 admet p = 7 pour unique facteur premier différent de 3, or 7
n’est pas d’ordre 6 mais d’ordre 3 (il divise 23 − 1, donc il divise également 23d − 1 et non pas
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23d + 1). d ne pouvant pas avoir de plus petit facteur premier, d = 1 donc l’unique entier n tel

que
2n + 1

n2
soit un entier, outre la solution triviale n = 1, est n = 3.

Exercice 4

Soit p un nombre premier supérieur ou égal à 5. On considère deux entiers strictement
positifs m et n vérifiant :

1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

p− 1
=
m

n

Montrer que m est divisible par p2.

Solution de l’exercice 4

Là encore, prouver que m est divisible par p est très classique et assez facile : il suffit de
regrouper les termes :

m

n
= 1+

1

2
+

1

3
+...+

1

p− 1
=

Ç
1 +

1

p− 1

å
+

Ç
1

2
+

1

p− 2

å
+· · ·+

Ç
1

k
+

1

p− k

å
+

Ñ
1Ä
p−1

2

ä +
1Ä
p+1

2

äé
=

Ç
p

1× (p− 1)

å
+

Ç
p

2× (p− 2)

å
+· · ·+

Ñ
pÄ

p−1
2

ä
×
Ä
p+1

2

äé = p

Ñ
1

1× (p− 1)
+ · · ·+ 1Ä

p−1
2

ä
×
Ä
p+1

2

äé
Il est clair que p ne se simplifie avec aucun des termes du dénominateur, puisqu’il est

premier et que tous les facteurs du dénominateur lui sont strictement inférieurs. Donc p di-
vise m. Mais pour montrer que p2 divise n, il faut en outre démontrer que le numérateur de

1

1× (p− 1)
+ · · ·+ 1Ä

p−1
2

ä
×
Ä
p+1

2

ä est lui aussi divisible par p.

Réduisons ces fractions au même dénominateur : 1× 2× · · · × (p− 1) = (p− 1)!, qui bien
évidemment n’est pas divisible par p, il est même congru à −1 modulo p, d’après le théorème
de Wilson. Au numérateur, nous aurons une somme de termes ak pour 1 ≤ k ≤ p−1

2
, avec :

ak produit de tous les entiers entre 1 et p − 1 à l’exception de k et p − k. En d’autres termes,
ak × k × (p − k) = (p − 1! ≡ −1 (mod p). Or pour tout entier k, k × (p − k) = kp − k2 ≡ −k2

(mod p). Donc ak × k2 ≡ 1 (mod p).
Or à tout k vérifiant 1 ≤ k ≤ p−1

2
on associe un et un seul élément de ce même sous-

ensemble de Z/pZ, élément que nous noterons (±1/k), vérifiant : k2 × (±1/k)2 = 1. En effet
k admet un inverse dans Z/pZ, que l’on notera (1/k), vérifiant k × (1/k) ≡ 1 (mod p), et
l’inverse de k2 est le carré de cet inverse (1/k), mais c’est aussi le carré de son opposé (−1/k),
car pour tout x, x2 = (−x)2. Un et un seul des deux éléments (1/k) et (−1/k) de Z/pZ, celui
que je note (±1/k), est compris entre 1 et p−1

2
modulo p. Si bien que la somme des ak est

congrue à la somme des (±1/k)2 modulo p, donc à la somme des k2 modulo p, puisque les p−1
2

éléments (±1/k) sont tous les éléments 1, 2, · · · p−1
2

dans le désordre. En d’autres termes, la

somme des ak vaut, modulo p, 12 +22 + · · ·+
Ä
p−1

2

ä2
=

p−1
2
× p+1

2
× p

6
, vu que pour tout entier n,

12+22+· · ·+n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(ce qui se démontre classiquement par récurrence). Si p ≥ 5,
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p est premier avec 6 donc il ne se simplifie pas et divise obligatoirement le numérateur de
p−1

2
× p+1

2
× p

6
, donc la somme des ak, donc le numérateur de

1

1× (p− 1)
+ · · ·+ 1Ä

p−1
2

ä
×
Ä
p+1

2

ä ,

ce qui prouve bien que p2 divise le numérateur de 1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

p− 1
.

Exercice 5

Résoudre l’équation diophantienne :

x2 = y3 − 5

Solution de l’exercice 5

Commençons par chercher des informations modulo un entier donné, en l’occurrence mo-
dulo 4 car x2 ne prend que deux valeurs modulo 4 : 0 et 1. Donc y3 = x2 +5 doit être congru à 1
ou 2 modulo 4. Le cube d’un nombre pair étant divisible par 8, et le cube d’un nombre impair
étant impair, y3 ne peut pas être congru à 2 modulo 4. Donc y3 ≡ 1 (mod 4), ce qui entraîne
y ≡ 1 (mod 4) car 33 ≡ 3 (mod 4).

Dès lors, l’équation peut s’écrire : x2 + 4 = y3 − 1 = (y − 1) (y2 + y + 1). Or y2 + y + 1 ≡ 3
(mod 4) possède nécessairement au moins un facteur premier congru à 3 modulo (4). Et si
p ≡ 3 (mod 4) divise une somme de carrés a2 + b2, alors il divise a et il divise b. Ce résultat
classique peut se démontrer par l’absurde ainsi : si p = 4k + 3 divise a2 + b2 et ne divise pas a,
il ne divise pas non plus b, mais a4 ≡ b4 (mod p), donc a4k ≡ b4k (mod p) soit, en multipliant
par a2b2, a4k+2b2 ≡ b4k+2a2 (mod p). Or comme a et b sont premiers avec p, a4k+2 ≡ b4k+2 ≡ 1
(mod p). Dès lors b2 ≡ a2 (mod p), d’où p divise 2a2 et comme p est premier impair, p divise
a, ce qui contredit l’hypothèse. Donc p divise a, ce qui entraîne qu’il divise également b. Or
ici, b = 2 n’a pas de diviseur congru à 3 modulo 4 : contradiction. Cela prouve que l’équation
n’admet pas de solutions. Cette solution a été proposée par Joachim.

Exercice 6

Prouver qu’il n’existe pas d’entiers strictement positifs a et b tels que, pour tous nombres
premiers distincts p et q supérieurs à 1000, le nombre ap+ bq soit lui aussi premier.

Solution de l’exercice 6

La solution de Yakob est différente de celle que j’avais préparée, et elle est plus élégante.
Supposons qu’il existe de tels nombres a et b. Soient p et q deux nombres premiers distincts
supérieurs à 1000, tels que p ne divise ni a ni a − 1 (choisissons par exemple p > a). Par
hypothèse, p1 = ap+ bq est lui aussi un nombre premier, et p1 > p > 1000. Plus généralement,
par une récurrence immédiate, la suite des pn = apn−1 +bq est une suite croissante de nombres
premiers supérieurs à 1000. Or, toujours par récurrence, p2 = a(ap + bq) + bq = a2p + (a +

1)bq = a2p +
a2 − 1

a− 1
, et plus généralement pn = anp +

an − 1

a− 1
bq. Comme a est premier avec p,

ap−1 ≡ 1 (mod p), donc p divise ap−1− 1 et ne divise pas a− 1 par hypothèse. Dès lors p divise

pp−1 = ap−1p +
ap−1 − 1

a− 1
bq, et p < pp−1, donc pp−1 n’est pas premier, contradiction : on a donc

prouvé par l’absurde que de tels a et b n’existent pas.
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3 jeudi 18 matin : Igor Kortchemski

Cette séance était composée d’exercices portant sur les thèmes de PGCD et division eucli-
dienne, ainsi que l’ordre.

PGCD et division euclidienne

Exercice 1 Si a et b sont deux entiers premiers entre eux, montrer que ab et a+ b sont premiers
entre eux.

Exercice 2 Si a et b sont deux entiers premiers entre eux, que vaut le PGCD de a + b et de
a2 − ab+ b2 ?

Exercice 3 Soit n ≥ 1 un entier. Trouver le PGCD de n! + 1 et de (n+ 1)! + 1.

Exercice 4 Soient a, b ≥ 1 et n ≥ 2 des entiers. Montrer que an + bn n’est pas divisible par
an − bn.

Exercice 5 Trouver tous les entiers a, b ≥ 1 tels que ab divise a+ b3.

Exercice 6 Soient a ≥ 1 et b ≥ 3 deux entiers. Montrer que 2a + 1 n’est pas divisible par 2b−1.

Exercice 7 Soient m,n ≥ 1 des entiers premiers entre eux. Déterminer le PGCD de 5m + 7m et
de 5n + 7n.

Ordre

Exercice 8 Quel est l’ordre de 2 modulo 101 ?

Exercice 9 Soient a, b deux entiers premiers avec n. On note ω(a) et ω(b) les ordres respectifs
de a et b modulo n. On suppose que ω(a) et ω(b) sont premiers entre eux. Quel est l’ordre de
ab modulo n ?

Exercice 10 Trouver tous les entiers n ≥ 1 impairs tels que n divise 3n + 1.

Exercice 11 Trouver tous les entiers m,n ≥ 1 tels que mn divise 3m + 1 et mn divise 3n + 1.

Exercice 12 Soient a ≥ 2 et n ≥ 1 des entiers et p un diviseur premier de a2n + 1. Montrer que
p− 1 est divisible par 2n+1.

Exercice 13 Soient k, n ≥ 3 deux entiers impairs. On suppose qu’il existe un entier a ≥ 1 tel
que k divise 2a + 1 et n divise 2a − 1. Montrer qu’il n’existe pas d’entier b ≥ 1 tel que k divise
2b − 1 et n divise 2b + 1.

Exercice 14 Soient p, q deux nombres premiers tels que q divise 3p − 2p. Montrer que p divise
q − 1.

Exercice 15 Trouver les a, n ≥ 1 tels que ((a+ 1)n − an)/n est un entier.

Exercice 16 Soient a, b > 1 impairs tels que a + b = 2α avec α ≥ 1. Montrer qu’il n’y a pas
d’entiers k > 1 tels que k2 divise ak + bk.

Exercice 17 Soient a, b ≥ 1 deux entiers premiers entre eux. Montrer qu’il existe deux entiers
m,n ≥ 1 tels que am + bn ≡ 1 mod ab.
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Exercice 18 Soient p un nombre premier impair, t ≥ 1 un entier et m un entier premier avec p
et avec p− 1. Montrer que si a et b sont deux entiers premiers avec p, alors

am ≡ bm mod pt ⇐⇒ a ≡ b mod pt.

Un peu plus exotique

Exercice 19

(i) Montrer qu’il existe une infinité de nombres entiers m,n ≥ 1 tels que

m+ 1

n
+
n+ 1

m

soit un nombre entier.

(ii) Si m,n sont des entiers strictement positifs tels que m+1
n

+ n+1
m

est un nombre entier,
trouver la valeur de m+1

n
+ n+1

m
.

Exercice 20

(i) Trouver tous les nombres premiers p tels que 7p−1−1
p

soit un carré parfait.

(ii) Trouver tous les nombres premiers p tels que 11p−1−1
p

soit un carré parfait.

Solutions

On note a ∧ b le PGCD de a et de b.
Solution de l’exercice 1 Soit p un nombre premier divisant ab et a + b. Comme p divise ab, par
symétrie, sans perte de généralité, supposons que p divise a. Alors p divise a + b − a = b, ce
qui est absurde. Donc (ab) ∧ (a+ b) = 1.

Solution de l’exercice 2 On a

(a+ b) ∧ (a2 − ab+ b2) = (a+ b) ∧ (a2 − ab+ b2 − (a+ b)2) = (a+ b) ∧ (3ab).

Comme dans l’exercice 1, on en déduit que si un nombre premier p divise a + b et 3ab, alors
p = 3. Réciproquement, si 3 divise a+ b, alors le PGCD cherché vaut 3, sinon il vaut 1.

Solution de l’exercice 3 On a

((n+ 1)! + 1) ∧ (n! + 1) = ((n+ 1)! + 1− (n+ 1)(n! + 1)) ∧ (n! + 1) = n ∧ (n! + 1) = 1.

Solution de l’exercice 4 Raisonnons par l’absurde en supposant que an − bn divise an + bn. Soit
d = a ∧ b et écrivons a = du, b = dv avec u ∧ v = 1. Alors un − vn divise un + vn. Donc un − vn
divise un + vn − (un − vn) = 2vn et un + vn + (un − vn) = 2un. Donc un − vn divise leur PGCD,
qui est égal à 2. Donc un − vn ∈ {−2,−1, 1, 2}. Comme n ≥ 2, ceci est impossible.
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Solution de l’exercice 5 Si ab divise a + b3, alors b divise a. Donc b2 divise ab, donc b2 divise a.
De même, b3 divise a. Écrivons a = kb3 avec k ≥ 1. Alors kb4 divise kb3 + b3. Donc kb divise
k + 1, donc k divise 1. On en déduit que k = 1, que b4 divise 2b3 et a = b3. Ainsi, on trouve
deux solutions : (a, b) = (1, 1) et (a, b) = (8, 2).

Solution de l’exercice 6 Écrivons le reste de la division euclidienne de a par b comme a = bq+ r
avec 0 ≤ r < b. Alors

2a + 1 = 2bq+r + 1 = 2r
Ä
(2b)q − 1

ä
+ 2r + 1.

Donc 2b − 1 divise 2r + 1. Donc 2b − 1 ≤ 2r + 1, ce qui est absurde car b ≥ 3.

Solution de l’exercice 7 Posons sn = 5n + 7n. Si n ≥ 2m, on a

sn = smsn−m − 5m7msn−2m

de sorte que le PGCD de sm et de sn est égal au PGCD de sm et de sn−2m. De même, si m <
n < 2m, on a

sn = smsn−m − 5n−m7n−ms2m−n

de sorte le PGCD de sm et de sn est égal au PGCD de sm et de s2m−n.
Ainsi, si m+n est pair, le PGCD recherché vaut celui de s1 et de s1, c’est-à-dire 12, et sinon

celui de s0 et de s1, c’est-à-dire 2.

Solution de l’exercice 8 D’après le théorème d’Euler, l’ordre de 2 modulo 101 divise 100 = 22 ·52.
Calculons 220 et 250 modulo 101. À cet effet, remarquons que 210 = 1024 ≡ 14 mod 101. Ainsi,

220 ≡ 142 = 196 ≡ −6 mod 101

et
250 ≡ (−6)2 · 14 = 504 ≡ −1 mod 101.

Ainsi, l’ordre de 2 modulo 101 est 100.

Solution de l’exercice 9 Il est clair que (ab)ω(a)ω(b) = 1. On en déduit que ω(ab) divise ω(a)ω(b).
Soit maintenant k ≥ 1 tel que (ab)k = 1 et montrons que k ≥ ω(a)ω(b). En élevant à la

puissance ω(a), il vient bkω(a) = 1. On en tire que ω(b) divise kω(a), et d’après l’hypothèse cela
implique que ω(b) divise k. On montre de même que ω(a) divise k. D’après l’hypothèse, on en
déduit encore que ω(a)ω(b) divise k, d’où le résultat.

Solution de l’exercice 10 Soit n > 1 tel que n divise 3n + 1. Soit p le plus petit facteur premier de
n, qui est donc impair, qui vérifie donc p > 3. Alors 32n ≡ 1 mod p. Soit ω l’ordre de 3 modulo
p. Alors ω divise 2n. D’autre part, d’après le petit théorème de Fermat, 3p−1 ≡ 1 mod p. Ainsi
ω divise p − 1. On en déduit que ω divise pgcd(2n, p − 1). D’après la condition sur p, on a
nécessairement ω = 1 ou 2. Dans le premier cas de figure, 3 ≡ 1 mod p et donc p = 2, ce qui
est exclu. Dans le deuxième cas, 32 ≡ 1 mod p et donc p divise 8, ce qui est exclu également.
On en déduit que n = 1.

Solution de l’exercice 11 On suppose m,n ≥ 2. Soit p le plus petit diviseur de n. Alors 32n ≡
1 mod p. Soit ω l’ordre de 3 modulo p. Alors ω divise 2n. D’autre part, d’après le petit théorème
de Fermat, 3p−1 ≡ 1 mod p. Ainsi ω divise p − 1. On en déduit que ω divise pgcd(p − 1, 2n).
D’après la condition sur p, on a nécessairement ω = 1 ou 2. Dans le premier cas de figure,
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Dans le premier cas de figure, 3 ≡ 1 mod p et donc p = 2. Dans le deuxième cas, 32 ≡ 1 mod p
et donc p = 2. On en déduit que n est pair. On montre de même que m est pair. Alors 4 divise
3mn + 1, ce qui n’est pas possible car mn est pair.

Il reste à examiner le cas où m ou n vaut 1 et il vient que les solutions sont (1, 1), (1, 2) et
(2, 1).

Solution de l’exercice 12 Soit ω l’ordre de a modulo p. Comme a2n ≡ −1 mod p, on en déduit
que ω divise 2n+1 mais ne divise pas 2n. Donc ω = 2n+1. D’autre part, d’après le petit théorème
de Fermat, ω divise p− 1. Donc 2n+1 divise p− 1.

Solution de l’exercice 13 On raisonne par l’absurde. Soit ω l’ordre de 2 modulo k. Alors ω divise
2a et ω divise b, mais ω ne divise pas a. Donc v2(b) ≥ v2(a)+1. De même, en considérant l’ordre
de 2 modulo n, on trouve que v2(a) ≥ v2(b) + 1, absurde.

Solution de l’exercice 14 Il est clair que q ≥ 5. Notons ω l’ordre 3/2 modulo q (rappelons que
1/2 désigne l’inverse de 2 modulo q). Alors ω divise p, donc ω = 1 ou p. Le premier cas n’étant
pas possible, on a donc ω = p. Or d’après le petit théorème de Fermat, (3/2)q−1 ≡ 1 mod q. On
en tire que ω divise q − 1, d’où le résultat.

Solution de l’exercice 15 Supposons que n > 2. Soit p le plus petit facteur premier de n. Alors p
divise (a+1)n−an. En d’autres termes, ((a+1)/a)n ≡ 1 mod p. Soit ω l’ordre de (a+1)/amodulo
p. Alors ω divise n. D’autre part, d’après le petit théorème de Fermat, ((a + 1)/a)p−1 ≡ 1 mod
p de sorte que ω divise p− 1. D’après la condition sur p, nécessairement ω = 1. Ceci implique
a+ 1 ≡ a mod p, ce qui est absurde.

Les solutions sont donc n = 1 et a quelconque.

Solution de l’exercice 16 Raisonnons par l’absurde et considérons un entier k > 1 tel que k2

divise ak+bk. En raisonnant modulo 4 on voit que k est impair. Comme a+b est une puissance
de 2, il en découle que a et b sont premiers entre eux. Soit p le plus petit facteur premier de k
qui est donc différent de 2 et ne divise ni a, ni b.

Soit ω l’ordre de a/b modulo p. Comme dans les exercices précédents, on voit que ω divise
2k ainsi que p− 1. D’après la condition sur p, on a nécessairement ω = 1 ou 2. Dans le premier
cas de figure, a ≡ b mod p et donc 2ak ≡ 0 mod p, ce qui est absurde. Dans le deuxième cas
de figure, a2 ≡ b2 mod p. Ainsi p divise (a − b)(a + b). On a vu que a ≡ b mod p n’était pas
possible. Mais comme a + b = 2α, on ne peut pas non plus avoir a + b ≡ 0 mod p car p est
impair. Ceci conclut la solution.

Solution de l’exercice 17 D’après le théorème chinois, am + bn ≡ 1 mod ab si et seulement si
am + bn ≡ 1 mod a et am + bn ≡ 1 mod b, ou encore bn ≡ 1 mod a et am ≡ 1 mod b. Il suffit
donc de prendre n = φ(a) et m = φ(b) d’après le théorème d’Euler.

Solution de l’exercice 18 Si pt divise a − b, alors pt divise am − bm car a − b divise am − bm.
Réciproquement, supposons que am ≡ bm mod pt, ou encore que (a/b)m ≡ 1 mod pt. Soit ω
l’ordre de a/b modulo pt. Alors ω divise m. D’après le théorème d’Euler, ω divise également
φ(pt) = (p − 1)pt−1, qui est par hypothèse premier avec m. Donc ω = 1 et le résultat voulu en
découle.

Solution de l’exercice 19 L’idée est d’utiliser la technique du “saut de Viète”. Commençons par
quelques remarques. Soient m0, n0, k des entiers strictements positifs tels que k = m0+1

n0
+ n0+1

m0

et considérons l’équation

k =
X + 1

n0

+
n0 + 1

X
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d’inconnue X . Cette équation est équivalente à l’équation du second degré

X2 + (1− kn0)X + n2
0 + n0 = 0.

On sait queX = m0 est solution, et d’après les formules de Viète la seconde solutionm′0 vérifie

m′0 = kn0 −m0 − 1 et m′0 =
n2

0 + n0

m0

.

La première égalité montre que m′0 est entier et la seconde égalité montre que m′0 > 0. Ainsi,
si (m,n) = (m0, n0) vérifie

k =
m+ 1

n
+
n+ 1

m
, (III.2)

alors, en posant

(m1, n1) = (n0, kn0 −m0 − 1) =

Ç
n0,

n2
0 + n0

m0

å
,

(m,n) = (m1, n1) vérifie (III.2) également. De plus, si m0 ≤ n0, alors

n1 =
n2

0 + n0

m0

≥ n0(n0 + 1)

n0

= n0 + 1 > m1.

Ainsi, (m1, n1) est une solution “plus grande” que (m0, n0) (en ce sens que m0 +n0 < m1 +n1).
Revenons maintenant à l’exercice.

(i) D’après ce qui précède, il suffit de montrer que (III.2) a au moins une solution pour en
construire une infinité. À cet effet, on remarque que m = n = 1 et k = 4 donne une
solution (on obtient alors les solutions (m,n) = (1, 1), (1, 2), (2, 6), (6, 21), . . .).

(ii) Pour cette deuxième question, on effectue l’opération précédente en remontant sens in-
verse. Si m0 > n0, on a

n1 =
n2

0 + n0

m0

<
n0(n0 + 1)

n0

= n0 + 1,

de sorte que n1 ≤ n0. Ainsi, la nouvelle solution (m1, n1) est une solution plus petite (en
ce sens que m1 + n1 < m0 + n0). Tant que mi 6= ni, on peut continuer cette opération, et
par descente infinie il existera un entier j tel que mj = nj . On a alors

k = 2
mj + 1

mj

,

de sorte que mj(k − 2) = 2. Donc k = 3 (avec (m,n) = (2, 2), (2, 3), (3, 6), (6, 14), . . .) ou
k = 4 (avec (m,n) = (1, 1), (1, 2), (2, 6), (6, 21), . . . comme plus haut).

Solution de l’exercice 20 Commençons par quelques remarques. Tout d’abord, il est clair que
p > 2 dans les deux cas. Ensuite, si qp−1 − 1 = pn2 avec q impair et p premier, alors, en notant
p′ = p−1

2
,

qp−1 − 1 = (qp
′ − 1)(qp

′
+ 1) = pn2.

Comme
Ä
qp
′−1 − 1− 1

ä
∧
Ä
qp
′
+ 1

ä
= 2, l’un des deux cas de figure suivants se présentent :
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(a) qp′ − 1 = 2pa2 et qp′ + 1 = 2b2,

(b) qp′ − 1 = 2a2 et qp′ + 1 = 2pb2.

(i) Ici q = 7. Dans le cas (b), on aurait −1 ≡ 2a2 ≡ (3a)2 mod 7, ce qui n’est pas possible car
−1 n’est pas un carré modulo 7. Dans le cas (a), 6 divise 7p

′ − 1 = 2pa2, donc 3 divise pa2.
On vérifie que p = 3 donne bien une solution. Si p 6= 3, alors 3 divise a2 et donc 9 divise
7p
′ − 1. Comme l’ordre de 7 modulo 9 vaut 3, on en déduit que 3 divise p′. En écrivant

p′ = 3k, on en déduit que
2a2 = (7k + 1)(72k − 7k + 1).

Comme 72k − 7k + 1 est impair et premier avec 7k + 1, c’est un carré parfait. Ceci est
absurde car

(7k − 1)2 < 72k − 7k + 1 < (7k)2.

Ainsi, p = 3 est la seule solution.

(ii) Ici q = 11. Dans le cas (a), on aurait 1 =≡ 2b2 mod 11, ce qui n’est pas possible car 2 n’est
pas un carré modulo 11. Dans le cas (b), on a 11p

′
+ 1 = 2pb2, donc 11p

′ ≡ −1 mod p.
Donc

2a2 = 11p
′ − 1 ≡ −2 mod p.

Donc a2 ≡ −1 mod p. Donc −1 est un carré modulo p, et donc par réciprocité quadra-
tique p ≡ 1 mod 4. En écrivant p′ = 2k, on obtient

2a2 = 112k − 1 = (11k − 1)(11k + 1).

Premier cas. 11k + 1 = c2. Alors 11k = (c− 1)(c + 1), ce qui n’est pas possible car c− 1 et
c+ 1 doivent alors être des puissances de 11.
Deuxième cas. 11k + 1 = 2d2, ce qui n’est pas possible car 2 n’est pas carré modulo 11.
Il n’y a donc pas de solutions.

4 jeudi 18 après-midi : Thomas Budzinski

Autour de la symédiane

Définition 19. Soit ABC un triangle. La symédiane issue de A dans ABC est le symétrique
de la médiane issue de A par rapport à la bissectrice de ÷BAC.

Lemme 20. Soit S le point où la symédiane issue de A recoupe [BC]. On a SB
SC

=
Å
AB
AC

ã2

.

Démonstration. On utilise la loi des sinus. Soit M le milieu de BC. On a :

SB

SC
=
AB sin‘SAB

sin‘ASB
AC sin‘SAC

sin‘ASC =
AB

AC

sin◊�CAM

sin◊�BAM
=
AB

AC

CM
AC

sin◊�AMC
BM
AB

sin◊�AMB
=
ÅAB
AC

ã2

.

Lemme 21. Soit ABC un triangle et Γ son cercle circonscrit. Les tangentes à Γ en B et C se
recoupent en D. Alors (AD) est la symédiane issue de A dans ABC.
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Démonstration. On présente une preuve trigonométrique : soit (d) le symétrique de (AD)

par rapport à la bissectrice de ÷BAC : il suffit de montrer que (d) est la médiane issue deA. Soit
donc M son intersection avec [BC] : on veut montrer que M est le milieu de [BC]. En utilisant
la loi des sinus, on obtient :

MB

MC
=
AM sin’BAM

sin’ABM
AM sin’CAM

sin’ACM =
sin ÷ACB
sin ÷ABC sin ÷CAD

sin ÷BAD =
sin ÷ABD
sin ÷BAD sin ÷CAD

sin ÷ACD =
AD

BD

CD

AD
=
CD

BD
= 1.

Voici également une preuve synthétique : soit Γ le cercle de centre D passant par B et C. Il
recoupe (AB) en P et (AC) en Q. On vérifie par chasse aux angles que P , D et Q sont alignés,
donc D est le milieu de [PQ]. D’autre part, toujours par chasse aux angles, les triangles ABC
et APQ sont indirectement semblables. La similitude qui envoie APQ sur ABC envoie donc
D sur le milieu M de [BC], donc ÷PAD = ◊�BAM , ce qui permet de conclure.

Exercice 1 Soit ABC un triangle isocèle en C et P un point à l’intérieur de ABC vérifiant÷PAB = ÷PBC. Soit aussi M le milieu de ABC. Montrer ◊�APM + ÷BPC = 180◦.

Solution de l’exercice 1 On a ÷PAC = ÷BAC −÷PAB = ÷ABC −÷PBC = ÷PBA, donc le cercle
circonscrit à PAB est tangent à (AC), et de même à (BC). D’après le lemme, (PC) est donc la
symédiane issue de P dans PAB, d’où on déduit aisément l’égalité voulue.

Exercice 2 On fixe trois pointsA,B et C sur une droite dans cet ordre. Soit Γ un cercle passant
par A et C. Les tangentes à Γ en A et C se coupent en P . Soit Q l’intersection de [BP ] avec Γ

et X l’intersection de la bissectrice de ÷AQC avec (AC). Montrer que X est fixe quand Γ varie.

Solution de l’exercice 2 D’après le lemme (PQ) est la symédiane issue de Q dans AQC donc

son pied est B, donc BA
BC

=
Å
XA
XC

ã2

, donc XA
XC

est fixe et X est fixe.

Exercice 3 Soit ABC un triangle et S le centre de la similitude directe qui envoie B sur A et A
sur C. Montrer que (AS) est la symédiane issue de A dans ABC.

Solution de l’exercice 3 Soit D le point d’intersection des tangentes à Γ en B et C : il suffit de
montrer que A, S et D sont alignés. Par chasse aux angles, on a ÷BSC = 2÷BAC et BDC =

180◦ − 2÷BAC donc B, C, D et S sont cocycliques. On obtient donc ÷BSD = ÷BCD = ÷BAC et÷BSA = 180◦ −÷BAC, donc A, S et D sont bien alignés.

Exercice 4 Soit ABC un triangle acutangle scalène, et soient M,N et P les milieux respectifs
de [BC], [CA] et [AB]. Les médiatrices de [AB] et [AC] coupent la droite (AM) aux points D
et E respectivement. Soit F le point d’intersection entre (BD) et (CE). Montrer que A,N, F et
P sont cocycliques.

Solution de l’exercice 4 Soit S le centre de la similitude de l’exercice précédent. On va montrer
S = F . On a SBA = ÷SAC = ◊�MAB = ÷FBA, et de même ÷SCA = ÷FCA donc S = F . Le point
F est donc le centre d’une similitude qui envoie B sur A, A sur C et donc P sur N . On peut
donc conclure par chasse aux angles :÷FNP = ÷FAB = ÷FAP.
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Exercice 5 Soient Γ1 et Γ2 deux cercles de centres O1 et O2, et A un de leurs points d’intersec-
tion. Une tangente commune à Γ1 et Γ2 les touche respectivement en B et C. Soit O3 le centre
du cercle circonscrit àABC. SoientM le milieu de [O1O2] etD le symétrique deO3 par rapport
à A. Montrer que ◊�O1DA = ÿ�O2DM .

Solution de l’exercice 5 On a ◊�AO1B = 2÷ABC = ◊�AO3C et les triangles AO1B et AO3C sont iso-
cèles donc ils sont semblables. On en déduit que AO1O3 et ABC sont semblables et, de même,
AO3O2 et ABC sont semblables, donc AO1O3 et AO3O2 sont semblables.

Pour conclure que (DA) est la symédiane issue de D dans DO1O2, il suffirait de montrer
que A est le centre de la similitude directe qui envoie O1 sur D et D sur O2, donc il suffit
de montrer que AO1D et ADO2 sont semblables. Or, on a ◊�O1AD = 180◦ −ÿ�O1AO3 = 180◦ −ÿ�O3AO2 = ◊�DAO2. De plus, AO1

AD
= AO1

AO3
= AO3

AO2
= AD

A02
, ce qui permet de conclure.

Exercice 6 Soit ABC un triangle. Les tangentes en B et C au cercle circonscrit à ABC se
coupent en T . Soit S le point de (BC) tel que (AS) ⊥ (AT ). Les points B1 et C1 se trouvent sur
la droite (ST ) de sorte que B1 se trouve entre C1 et S, et B1T = BT = C1T . Montrer que les
triangles ABC et AB1C1 sont semblables.

Solution de l’exercice 6 Soit M le milieu de [BC]. Il suffit de montrer que AMC et ATC1 sont
semblables. Comme A, M , S et T sont cocycliques sur le cercle de diamètre [ST ], on a ◊�AMC =◊�ATC1 donc il suffit de montrer AM

CM
= AT

C1T
, soit AM

CM
= AT

BT
. On a fait disparaître tous les points

"gênants", et la relation doit être facile à montrer, par exemple à coups de trigonométrie :

AT

BT
=

sin÷ABT
sin÷BAT =

sin◊�ACM

sin◊�CAM
=
AM

CM
.

Exercice 7 Soit ABC un triangle et Γ son cercle circonscrit. La bissectrice de ÷BAC coupe [BC]
en D et Γ en E. Le cercle de diamètre [DE] recoupe Γ en F . Soit M le milieu de [BC]. Montrer
que ÷BAF = ◊�CAM .

Solution de l’exercice 7 On montre FCM ∼ FAB par chasse aux angles, et on termine en trigo.

Exercice 8 (BMO 2009) Soit ABC un triangle. Une droite parallèle à (BC) coupe [AB] en M
et [AC] en N . Soit P le point d’intersection de (BN) et (CM). Les cercles circonscrits à BMP
et CNP se recoupent en Q.

Montrer que ÷PAB = ÷QAC.

Solution de l’exercice 8 Commençons par nous occuper de P : d’après le théorème de Ceva
et celui de Thalès, (AP ) est une médiane de ABC, ce qui signifie que ÷PAB ne pourra pas
s’exprimer de manière simple. On va donc utiliser de la trigonométrie.

On remarque que Q est le centre de la similitude directe s qui envoie B sur N et M sur
C. Pour pouvoir faire des calculs trigonométriques sur ÷QAB et ÷QAC, on introduit les projetés
orthogonaux R et S de Q sur (AB) et (AC). On a s(R) = S donc QS

QR
est égal au rapport de s,

soit NC
BM

= AC
AB

par Thalès. On en déduit sin ‘QAC
sin ‘QAB = QS/QA

QR/QA
= AC

AB
.
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D’un autre côté, si M est le milieu de [BC], on a en utilisant plusieurs fois la loi des sinus :

sin ÷PAB
sin ÷PAC =

sin◊�MAB

sin◊�MAC
=

BM
AM

sin◊�ABM
CM
AM

sin◊�ACM
=

sin ÷ABC
sin ÷ACB =

AC

AB
=

sin ÷QAC
sin ÷QAB

Autrement dit, f(÷PAB) = f(÷QAC) avec f(x) = sinx

sin (‘BAC−x)
. On peut vérifier que cette

fonction est strictement croissante, par exemple en la dérivant (exercice), d’où ÷PAB = ÷QAC.

5 vendredi 19 matin : François Lo Jacomo

Exercices sur les quadrilatères inscriptibles...

Exercice 1

Soit ABCD un quadrilatère convexe inscriptible. Les droites (AD) et (BC) se coupent en
P , les droites (AB) et (CD) se coupent en Q. On suppose en outre que l’angle ÷APQ = 90o.
Montrer que la perpendiculaire à (AB) issue de P passe par le milieu M de la diagonale [BD].

A

B
C

D

P

Q

NM

E
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Solution de l’exercice 1

L’hypothèse fondamentale, ce sont deux angles droits : d’une part ÷APQ = 90o, d’autre
part la droite qui nous intéresse, c’est la perpendiculaire à (AB) issue de P . Appelons N l’in-
tersection de cette perpendiculaire avec (AB). Pour tirer le meilleur parti de ces deux angles
droits, il faut introduire un nouvel angle droit : traçons donc la perpendiculaire à (AB) pas-
sant par D, qui coupe (AB) en E. D’une part, du fait des deux angles droits, P, Q, E, D
sont cocycliques. D’autre part, (DE) étant parallèle à (PN), (PN) passe par le milieu M de
[BC] si et seulement si N est milieu de [BE]. Pour ne pas avoir à envisager plusieurs cas
de figures, utilisons les angles de droites : P, Q, E, D sont cocycliques donc (PE, QE) =
(PD, QD), sans avoir à se soucier si D et E sont du même côté ou de part et d’autre de
(PQ). Mais par définition, (PD) = (AD) et (QD) = (CD), et comme A, B, C, D sont cocy-
cliques, (AD, CD) = (AB, CB). Donc (PE, QE) = (AB, CB), or (QE) = (AB) = (EB) et
(CB) = (BP ), d’où finalement : (PE, EB) = (EB, BP ), ce qui signifie précisément que le
triangle PEB est isocèle, donc que sa hauteur (PN) est également médiane, ce qui achève la
démonstration.

Exercice 2

Soit ABCD un quadrilatère convexe, inscrit dans un cercle Γ. La parallèle à (BC) passant
par D coupe (CA) en P , (AB) en Q et recoupe le cercle Γ en R. La parallèle à (AB) passant
par D coupe (CA) en S, (BC) en T et recoupe le cercle Γ en U .

Montrer que si PQ = QR, alors ST = TU .

A

D
C

B

R

Q

P

S

T

U

Solution de l’exercice 2

Plusieurs méthodes intéressantes ont été trouvées par les élèves. Deux d’entre elles re-
posent sur le fait que les droites (CU) et (RA) sont parallèles. En effet, (CU, DU) = (CB, DB)
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car C, D, U, B sont cocycliques, ce qui est encore égal à (DR, DB) car (DR) � (CB), donc à
(AR, AB) par cocyclicité, donc à (AR, DU) par parallélisme, et l’égalité finale (CU, DU) =
(AR DU) entraîne bien que (CU) et (AR) sont parallèles.

A partir de là, Yakob définit : X intersection de (CU) et (AB), et Y intersection de (AR)
et (BC). Q étant le milieu de [PR] par hypothèse, B est le milieu de [CY ] par Thalès. La
symétrie de centre B envoie donc (CX) sur sa parallèle (Y A), donc X sur A : CXY A est un
parallélogramme, et B est également milieu de (XA), d’où, d’après Thalès, T est milieu de
[US].

Linda raisonne en termes de triangles semblables. Les parallélismes entraînent que AQP
et STC sont semblables, de même queAQR et UTC, une fois démontré (CU)�(RA). Dès lors,
CT

TS
=
PQ

QA
=
RQ

QA
=
CT

TU
, donc TS = TU .

Martin n’utilise pas le fait que (CU) � (RA), mais la puissance des points T et Q par rap-

port au cercle. TU × TD = TC × TB peut s’écrire :
TU

TC
=

TB

TD
=

QD

QB
car QDTB est un

parallélogramme, ce qui est encore égal à
QA

QR
car QA × QB = QD × QR, donc à

QA

QP
=
TS

TC
car les triangles PQA et CTS sont semblables. La solution que j’avais préparée était voisine
de cette dernière.

Exercice 3

Soit ABCD un quadrilatère convexe dont les côtés (AD) et (BC) sont non parallèles. Les
diagonales (AC) et (BD) se coupent en E. Soit F le point du segment [AB] et G le point

du segment [CD] tels que :
FA

FB
=

GD

GC
=

AD

BC
. Montrer que si E, F, G sont alignés, alors

A, B, C, D sont cocycliques.

A B

C

D

E

F

G

Solution de l’exercice 3
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Une des manières d’utiliser l’alignement ainsi que les rapports
FA

FB
et
GD

GC
, c’est le théo-

rème de Ménélaüs, dans les triangles ABC et DBC par exemple. Si l’on appelle S l’intersec-
tion de la droite (FE) = (EG) avec (BC) (le cas où S serait à l’infini ne pose pas problème),

on a dans le triangle ABC :
FA

FB
× SB
SC
× EC
EA

= 1 et
GD

GC
× SC
SB
× EB
ED

= 1. En principe, les rap-
ports sont en mesures algébriques, mais pour le présent problème, le signe importe peu. En

multipliant ces deux égalités, comme
FA

FB
=
GD

GC
=
AD

BC
, on obtient :

Ç
AD

BC

å2

×EC
EA
×EB
ED

= 1,

ou encore :
EC × EB
BC2

=
EA× ED
AD2

. Appelons α = ÷CAD, β = ÷CBD, γ = ÷BCA, δ = ÷BDA,

et enfin ε = ÷BEC = ÷AED. Dans le triangle EBC,
Ç
EC

BC

åÇ
EB

BC

å
=

Ç
sin β

sin ε

åÇ
sin γ

sin ε

å
, et de

même dans le triangle EAD, ce qui aboutit finalement, après multiplication par (sin ε)2, à :
sin β× sin γ = sinα× sin δ. Il reste à se souvenir des formules de trigonométrie : sin β× sin γ =
1
2
(cos(β−γ)−cos(β+γ)). Comme β+γ = π− ε = α+δ, cela aboutit à : cos(β−γ) = cos(α−δ),

donc soit β − γ = α − δ, soit β − γ = −α + δ. En rapprochant cela de β + γ = α + δ, on
obtient : soit β = α et γ = δ, soit β = δ et γ = α. La première solution équivaut précisément
à : A, B, C, D cocycliques. La seconde, à (AD) � (BC), ce qui a été exclu par hypothèse.
Effectivement, si l’on considère deux droites parallèles, quelle que soit la position des points
A, D sur l’une des droites, B, C sur l’autre (donc même s’ils ne sont pas cocycliques), si (AC)
coupe (BD) en E, et si la parallèle aux deux droites passant par E coupe (AB) et (CD) en F

et G, il est facile de prouver par Thalès que
FB

FA
=
GC

GD
=
BC

AD
.

Exercice 4

SoitABC un triangle rectangle enA. Par le milieuD de [BC], on trace une droite qui coupe
(AB) en X et (AC) en Y . Sur cette droite, on place le point P tel que [PD] et [XY ] aient même
milieu M . La perpendiculaire à (BC) passant par P coupe (BC) en T .

Montrer que (AM) est la bissectrice de ÷TAD.
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A

B

C

D

Y

X

M

P

T

Solution de l’exercice 4

Il est difficile d’étudier des angles formés par des médianes, sauf dans un cas particulier
- et c’est précisément le cas ici - lorsqu’il s’agit de médianes de triangles rectangles issues du
sommet de l’angle droit. Le fait queABC soit rectangle enA etD, milieu de l’hypoténuse, soit
centre du cercle circonscrit, permet de conclure : ÷BDA = 2×÷BCA, et de même, M , milieu de
l’hypoténuse (donc centre du cercle circonscrit) de AXY , vérifie : ◊�AMX = 2 ×÷AYX et dans
le triangle rectangle TPD, ◊�TMP = 2×÷TDP . Or dans le triangle DY C, ÷DY A = ÷DCY + ÷CDY ,
donc ÷TMA = ◊�PMA −◊�PMT = 2 ×

(÷DY A−◊�MDT
)

= 2 ×÷DCA = ÷TDA. Il en résulte que
T, M, D, A sont cocycliques, et comme les cordes MT et MD sont égales, les angles qui les
interceptent, ÷TAM et ◊�MAD sont égaux, ce qui achève la démonstration.

Exercice 5

On considère deux points distincts P et Q sur le côté [BC] d’un triangle ABC. Soient K et
L les pieds des perpendiculaires à (AC) issues de P et Q respectivement. Sur la droite (AB),
on place les points M et N de sorte que PM = PA et QN = QA. On suppose qu’aucun des
points K, L, M, N n’est confondu avec A. On suppose en outre que les cercles circonscrits à
AKM et ALN se recoupent en R, milieu de BC.

Calculer les rapports de longueurs des côtés :
BC

CA
et
CA

AB
.
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B C

A

RP Q

K

L

M

N

Solution de l’exercice 5

L’idée de la solution est de montrer que, ABC étant donné, x = CP est solution d’une
équation du premier degré. Or Q est défini de la même manière que P , de sorte que y = CQ
est solution de la même équation du premier degré. Une équation du premier degré admettant
deux solutions distinctes est nécessairement : 0×x = 0. Il en résultera que n’importe quel point
de (BC) vérifiera la même propriété que P et Q.

Appelons a = BC, b = CA, c = AB les longueurs des côtés du triangle, et “A, “B, “C les
trois angles de ce même triangle ABC. Calculons de deux manières différentes la puissance
de B et la puissance de C par rapport au cercle circonscrit à AKM , qui recoupe (BC) en X . La
puissance de B vaut BR×BX = BA×BM , or le milieu de MA est la projection orthogonale

de P sur (AB), vérifiant donc :
BM + c

2
= (a − x) cos “B, d’où : BM = 2(a − x) cos “B − c,

et BX × BR = BM × BA = 2c(a − x) cos “B − c2 =
a

2
× BX . La puissance de C vaut, elle,

CK×CA = CR×CX = bx cos “C =
a

2
×CX . Comme BX+CX = a, en additionnant ces deux

égalités on obtient :
a2

2
= 2c(a− x) cos “B − c2 + bx cos “C, si bien que :

Ä
4c cos “B − 2b cos “Cäx =

4ca cos “B − 2c2 − a2. Comme la même relation
Ä
4c. cos “B − 2b cos “Cä y = 4ca. cos “B − 2c2 − a2

est vérifiée également par y = CQ 6= x, on a nécessairement : 4c cos “B − 2b cos “C = 0 et
4ca cos “B − 2c2 − a2 = 0. Or d’après Al Kashi, 4ca cos “B = 2a2 + 2c2 − 2b2, donc a2 = 2b2,

a = b
√

2. Et comme a = c cos “B + b cos “C, b cos “C = 2c cos “B entraîne : a = 3c cos “B =
3

2
b cos “C.

Donc cos “C =
2

3

√
2, et sin “C =

1

3
. c cos “B = a − b cos “C = b

√
2

3
, c sin “B = b sin “C =

b

3
(loi des

sinus), d’où : c2 =

Ç
2

9
+

1

9

å
b2, soit c =

b√
3

. Donc
BC

CA
=
a

b
=
√

2 et
CA

AB
=
b

c
=
√

3.
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6 vendredi 19 après-midi : Jean-Louis Tu

Exercices

Exercice 1 Soit ABC un triangle, I le centre du cercle inscrit et J le centre du cercle exinscrit
dans l’angle A. Montrer que AI.AJ = AB.AC.

Exercice 2 Soit ABC un triangle et M un point quelconque. On note comme d’habitude a =
BC, b = CA et c = AB. Montrer que 1

a2
+ 1

b2
+ 1

c2
> 3

MA2+MB2+MC2 .

Exercice 3 On construit des triangles équilatéraux PDA, QAB, RBC et SCD en dehors du
quadrilatère convexe ABCD. Soient X, Y, Z,W les milieux de [PQ], [QR], [RS] et [SP ]. Déter-
miner le maximum de XZ+YW

AC+BD
.

Exercice 4 Soit ABC un triangle. On note α, β et γ ses angles. On note E et F les pieds des
hauteurs issues de B et C. Un cercle passant par E et F est tangent en D à (BC). Montrer que
DB

DC
=

 
tan γ

tan β
.

Exercice 5 (Non traité en cours.) Soit ABC un triangle et M un point quelconque du plan.

Montrer que
MA

BC
+
MB

CA
+
MC

AB
>
√

3.

Exercice 6 Soit ABC un triangle. On note D le pied de la bissectrice issue de A. Montrer que
AB.AC = DB.DC + AD2.

Exercice 7 (Un faux exercice de calcul de longueurs) Soit ABC un triangle acutangle tel que
AB < AC et (O) son cercle circonscrit. Soit I le milieu de l’arc BC ne contenant pas A. Soit
K ∈ (AC) le point autre que C tel que IK = IC. La droite (BK) coupe (O) en D 6= B et coupe
(AI) en E. La droite (DI) coupe (AC) en F .

(a) Montrer que EF =
BC

2

(b) (Non traité en cours.) Sur (DI), soit M le point tel que (CM) ‖ (AD). La droite (KM)
coupe (BC) en N . Le cercle (BKN) coupe (O) en P 6= B. Montrer que (PK) passe par le
milieu de [AD].

Solutions abrégées

Solution de l’exercice 1
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A

B
C

M

I

J

D

Soit M le milieu de l’arc BC ne contenant pas A. Il est connu que M est le milieu de [IJ ] et
que MI = MB = MC.

Soit D ∈ [AB) tel que AC = AD. Alors CAD est isocèle, donc MC = MD. En considérant
la puissance de A par rapport au cercle passant par B, I, C, J,D, on a AI.AJ = AB.AD =
AB.AC.

Autre solution : soit s la symétrie d’axe (IJ). Elle fixe I et J , donc aussi le cercle de diamètre
[IJ ]. De plus, il échange les droites (AB) et (AC). Par conséquent, s(C) = D appartient au
cercle de diamètre [IJ ], et on termine comme dans la solution précédente.

Solution de l’exercice 2 Comme
∑
MA2 >

∑
GA2 (ce qui se démontre en disant que MA2 =

||−−→MG+
−→
GA||2 et en développant), on peut supposer que M = G.

On a GA2 + a2

9
= ||

−→
AB+

−→
AC

3
||2 + ||

−→
AB−

−→
AC

3
||2 = 2(b2+c2)

9
, donc

∑
GA2 = a2+b2+c2

9
+ 4

9
(a2 + b2 + c2),

donc
∑
GA2 = a2+b2+c2

3
.

L’inégalité
∑
a2∑ 1

a2
> 9 (que l’on peut démontrer à partir de l’IAG) permet de conclure.

Solution de l’exercice 3
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A

B

C

D

P
Q

R

S

X

Y

Z

W

On utilise les nombres complexes. On a Q + jB + j2A = 0 donc Q = −jB − j2A et de même
P = −jA− j2D. Comme X = P+Q

2
et Z = R+S

2
, on a

−−→
XZ = 1

2
a− i

√
3

2
b où a =

−→
AC et b =

−−→
BD.

On calcule de même que
−−→
YW = 1

2
b+ i

√
3

2
a. L’expression à maximiser est donc

|1
2
a− i

√
3

2
b|+ |1

2
b+ i

√
3

2
a|

|a|+ |b| .

Elle est majorée par 1+
√

3
2

d’après l’inégalité triangulaire. L’égalité est atteinte quand b = tia
où t > 0, par exemple dans le cas où ABCD est un carré.

Solution de l’exercice 4
A

B

C

E

F

D

R S

Le cercle recoupe (AB) et (AC) en R et S respectivement. D’après la puissance d’un point par

rapport à un cercle, on a AR.AF = AS.AE donc
AR

AS
=
AE

AF
=
AB

AC
. Par conséquent, (RS) et

(BC) sont parallèles.
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Or,
BD2

CD2
=

BF.BR

CE.CS
=

BR

CS
· BF
CE

=
AB

AC
· BF/BC
CE/BC

=
c

b
· cos β

cos γ
=

sin γ

sin β
· cos γ

cos β
, d’où la

conclusion.

Solution de l’exercice 5 Il n’est pas très difficile de montrer que si x, y, z sont des réels positifs

tels que xy + yz + zx > 1 alors x+ y + z >
√

3. Il suffit alors de montrer que
∑MA.MB

BC.CA
> 1.

On se place dans le plan complexe. On pose a =
−−→
MA, etc. Il faut montrer que

∣∣∣∑ ab
(b−c)(c−a)

∣∣∣ >
1. Or,

∑ ab(a− b)
(a− b)(b− c)(c− a)

= −1. L’inégalité triangulaire permet de conclure.

Solution de l’exercice 6

A

B C
D

M

Notons M le milieu de l’arc BC ne contenant pas A. Il est facile de voir que AMB et ACD

sont semblables. On a donc
AB

AD
=
AM

AC
, donc AB.AC = AM.AD = AD2 +DM.AD = AD2 +

DB.DC.

Autre solution : d’après l’identité de Stewart, on a a(DB.DC + AD2) = DB.b2 + DC.c2.

Comme DB =
c

b+ c
a et DC =

b

b+ c
a, on calcule que le membre de droite est égal à abc, d’où

la conclusion.

Solution de l’exercice 7
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A

B C

I

K

D

E F

J

M
N

P

(a) Une chasse aux angles (utilisant que ICK est isocèle) montre que ’BIA = ÷AIK = γ, donc
E est le milieu de [BK].

Montrons que DKC est isocèle en D :◊�DKC = ÷AKB = ÷KBA = π−α
2

. On a aussi ÷BDC = ÷BAC = α, donc ◊�DCK = π − α− π−α
2

=
π−α

2
= ◊�DKC.

On en déduit que F est le milieu de [KC].
(b) Soit J le point diamétralement opposé à I . On va montrer que J,K, P sont alignés :

comme ’IPJ = 90◦, il suffit de voir que ÷IPK = 90◦.
Comme (DK) ⊥ (AI) et (AK) ⊥ (DI), K est l’orthocentre de ADI donc (IK) ⊥ (AD).
Comme (CM) ‖ (AD), on a (CM) ⊥ (IK).
D’autre part, (IM) ⊥ (KC) donc M est l’orthocentre de ICK. Donc◊�MKC = 90◦ −÷KCI = 90◦ − (α

2
+ γ)◊�KNB = ◊�NKC + ◊�NCK = 90◦ − α
2÷KPI = ÷KPB + ’BPI = ◊�KNB + ’IAB = 90− α

2
+ α

2
= 90◦.

Ceci prouve que J, P,K sont alignés.
Comme (AJ) et (KD) sont perpendiculaires à (AI), on a (AJ) ‖ (KD). Comme (DJ) ⊥

(ID) et (AK) ⊥ (ID), on a (DJ) ‖ (AK).
Finalement, AJDK est un parallélogramme, et donc (JK) et (AD) ont les mêmes milieux.
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1 Groupe A

1 Énoncé

Exercice 1 Montrer que :
1. A ou (B et C) ⇐⇒ (A et B) ou (A et C)

2. non

ÇA ou (non B)

å
ou

Ç
C et

Å
A ou (non B)

ãå ⇐⇒ (non A) et B

Exercice 2 Dans une clairière magique, il y a six arbres disposés en cercle et six oiseaux en-
chantés. À la nouvelle lune, le druide Panoramix remarque que tous les oiseaux sont sur un
arbre différent. De plus, il sait que chaque jour, chaque oiseau se déplace d’un arbre soit vers la
gauche soit vers la droite sur le cercle. Panoramix pourra-t-il un jour observer tous les oiseaux
sur le même arbre ?

Exercice 3 Un joueur d’échecs participe à un tournoi de 77 jours. Il joue au moins une partie
chaque jour, et au plus 132 parties en tout. Montrer qu’il existe une période de jours consécu-
tifs lors de laquelle il joue exactement 21 parties.

Exercice 4 Montrer que pour tout n ≥ 1, 2n ≥ n+ 1.
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2 Solution
Solution de l’exercice 1 Pour montrer A ou (B et C) ⇐⇒ (A ou B) et (A ou C), on remarque
qu’il s’agit de la distributivité du « ou »sur le « et ». Les sceptiques se feront un plaisir de
redémontrer cette propriété usuelle à l’aide de tables de vérités.

Pour montrer non
îÄ
A ou (non B)

ä
ou

Ä
C et

Ä
A ou (non B)

ääó
⇐⇒ (non A) et B, on dis-

tribue à l’aide des lois de de Morgan le « non »du membre de gauche, et on obtient : non A
et B et [non C ou (non A et B)]. Si non C, la seconde moitié de l’expression est vraie, donc
l’expression vaut non A et B. Si C, la seconde moitié devient non A et B (comme la première
moitié), d’où le résultat.

Solution de l’exercice 2 En faisant le tour de la clairière, on décide d’appeler un arbre sur deux
un chêne, et l’autre arbre sur deux un bouleau. À chaque tour, les oiseaux magiques nichant
dans un bouleau partent s’installer dans un chêne, et inversement. Comme au début, autant
d’oiseaux nichent dans des bouleaux que dans des chênes, cette propriété est un invariant.
Si tous les oiseaux nichaient dans un même arbre, l’invariant ne serait pas respecté. Donc
Panoramix ne verra jamais tous les oiseaux magiques nicher dans un même arbre.

Solution de l’exercice 3 Pour 1 ≤ k ≤ 77, on note ak ∈ N∗ le nombre de parties jouées le k-ième
jour. Pour 0 ≤ k ≤ 77, soit sk = a1 + a2 + . . .+ ak. Par l’absurde, supposons qu’on ne peut pas
trouver de période de jours consécutifs pendant laquelle exactement 21 parties sont jouées.
Cela revient à dire que pour tous i < j, on a sj − si 6= 21.

Sur une droite, on dessine une case vide à la place de chaque entier de 0 à 132 inclus. La n-
ième case est marquée d’une croix s’il existe k tel que sk = n. On place ainsi 78 croix. De plus,
pour tout 0 ≤ k ≤ 77, on a soit sk +21 > 132, soit la sk +21-ième case est libre. Soit a le nombre
de cases numérotées entre 112 et 132 inclus et marquées d’une croix. Les cases numérotées
entre 0 et 111 comprennent exactement 78− a cases marquées d’une croix, et au moins autant
de cases libres. On a donc l’inégalité : 2(78− a) + a ≤ 133, ie a ≥ 23. Or a ≤ 132− 112 + 1 = 21,
absurde !

Donc il existe bien une période de jours consécutifs lors de laquelle exactement 21 parties
ont été jouées.

Solution de l’exercice 4 Pour n ∈ N∗, on note Pn : « 2n ≥ n + 1 ˇ. Montrons par récurrence que
Pn est vraie pour tout n ∈ N∗.

Initialisation : pour n = 1, on a 2 ≥ 2.
Hérédité : soit n ∈ N∗. Supposons que Pn est vraie et montrons Pn+1. On a 2n+1 ≥ 2(n+ 1)

par hypothèse de récurrence, et 2n+ 2 ≥ n+ 2. D’où Pn+1.
Conclusion : on a bien montré que Pn est vraie pour tout n ∈ N∗.

2 Groupe B

1 Énoncé

Exercice 1 Soient x, y, z > 0 des réels. Montrer que :

x

y
+
y

z
+
z

x
≥ 3.
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Exercice 2 8 nids d’hirondelle sont disposés autour d’un cercle. Le premier jour, tous les nids
sont occupés par une hirondelle chacun. Toutes les nuits à minuit pile, les hirondelles migrent
soit vers le nid juste à gauche, soit juste à droite de leur nid actuel. Plusieurs hirondelles
peuvent éventuellement cohabiter dans le même nid. Est-il possible qu’un jour, celles-ci se
retrouvent toutes ensemble sur le même nid ?

Exercice 3 Soit n ≥ 1 un entier. Montrer que :

n! ≤
Ç
n+ 1

2

ån
Exercice 4 Sur une route horizontale qui borde un ravin, se trouvent n temples. Chacun de ces
temples est gardé par deux éléphants qui lui tournent le dos, l’un immédiatement à la gauche
du temple et l’autre immédiatement à sa droite. Ces 2n éléphants sont tous de tailles distinctes.
Lorsqu’un éléphant se déplace le long de la route, il piétine tout éléphant qui lui tourne le
dos. En revanche, dans un face à face, le plus petit des deux éléphants est toujours piétiné
par le plus gros. Un éléphant se déplace toujours dans la même direction jusqu’à ce qu’il
soit éventuellement piétiné par un autre (et, dans ce cas, tombe dans le ravin sans espoir de
retour). Montrer qu’il existe un unique temple t intouchable, c’est-à-dire que pour tout éléphant
e, si e se met à avancer pendant que tous les autres éléphants restent immobiles, e ne pourra
pas atteindre t.

2 Solution

Solution de l’exercice 1 D’après l’inégalité arithmético-géométrique (IAG),
x
y

+ y
z

+ z
x

3
≥ 3
»

x
y
× y

z
× z

x
=

1, d’où l’inégalité demandée.

Solution de l’exercice 2 En faisant le tour du cercle, on décide de colorer un nid sur deux en
blanc, et l’autre nid sur deux en noir. Chaque jour, les hirondelles nichant sur un nid noir
migrent vers un nid blanc, et inversement. Comme au début, autant d’oiseaux nichent dans
des nids noirs que dans des nids blancs, cette propriété est donc un invariant. Si tous les
oiseaux nichaient dans un même nid, l’invariant ne serait pas respecté. Ainsi, cette situation
n’arrivera jamais.

Solution de l’exercice 3 On peut une fois de plus appliquer IAG dans cet exercice : n
√
n! =

n
√

1× 2× ...× n ≤ 1+2+...+n
n

= n+1
2

, d’où l’inégalité demandée.

Solution de l’exercice 4 On procède par récurrence forte sur n. Le cas n = 1 est évident. Suppo-
sons l’assertion vraie pour k temples pour tout k < n, et montrons-la pour n temples. L’élé-
phant de gauche du premier temple et l’éléphant de droite du dernier temple sont inutiles,
car ils ne peuvent que s’éloigner des temples : supprimons-les.

On considère l’éléphant le plus gros parmi les 2n−2 éléphants centraux. Supposons WLOG
qu’il s’agisse de l’éléphant de droite du temple Tk. On applique l’hypothèse de récurrence aux
temples T1, ..., Tk. Il existe un unique temple Ti avec i ≤ k tel que aucun éléphant gardant l’un
des temples T1, ..., Tk ne puisse atteindre Ti.

Il est évident qu’aucun éléphant gardant l’un des temples à droite de Tk ne pourra atteindre
Ti puisqu’il doit d’abord passer par Tk. Donc aucun éléphant ne pourra atteindre Ti : ceci
prouve l’existence.
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Comme l’éléphant de droite gardant Tk peut atteindre tous les temples à droite de Tk, ceci
garantit l’unicité.

3 Groupe C

1 Énoncé

Exercice 1
Soient p et q deux nombres premiers impairs distincts. Déterminer l’ordre (multiplicatif) de
1 + pq modulo p2q3.

Exercice 2
Soient a, b, c des nombres réels positifs tels que a+ b+ c = 3. Montrer que

a

1 + b2c
+

b

1 + c2a
+

c

1 + a2b
>

3

2
.

Exercice 3
Déterminer toutes les solutions de l’équation

pn = x3 + y3

avec p premier et x, y, n ∈ N∗.

Exercice 4
Soit P un polynôme de degré n ≥ 5 avec n racines entières distinctes tel que P (0) = 0. Déter-
miner le nombre de racines entières de P (P (X)).

2 Solution

Solution de l’exercice 1 On développe (1 + pq)k avec le binôme de Newton. Tous les termes de
degré au moins 3 sont divisibles par p2q3 donc

(1 + pq)k ≡ 1 + kpq +
k(k − 1)

2
p2q2 (mod p2q3).

Si (1 + pq)k ≡ 1 (mod p2q3), alors p2q2 divise kpq+ k(k−1)
2

p2q2 donc il divise kpq, donc pq divise
k. Le terme k(k−1)

2
p2q2 est donc divisible par p2q3 donc p2q3 divise kpq et pq2 divise k. On vérifie

réciproquement que si pq2 divise k alors (1 + pq)k ≡ 1 (mod p2q3), donc l’ordre recherché vaut
pq2.
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Solution de l’exercice 2 On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

a

1 + b2c
+

b

1 + c2a
+

c

1 + a2b
>

(a+ b+ c)2

a(1 + b2c) + b(1 + c2a) + c(1 + a2b)

=
(a+ b+ c)2

(a+ b+ c)(1 + abc)

=
3

1 + abc

>
3

2

où la dernière inégalité vient du fait que abc 6 1 par IAG.

Solution de l’exercice 3 Quitte à diviser x et y par une puissance de p adéquate, on peut sup-
poser que x ou y n’est pas divisible par p. Comme p doit diviser x3 + y3, si p ne divise pas
l’un des deux il ne divise pas l’autre. On commence par traiter à part le cas p = 2 : on a
2n = (x+y)(x2−xy+y2) mais comme x et y sont impairs, le deuxième facteur l’est aussi donc
il vaut 1, soit (x − y)2 + xy = 1 donc x = y = 1 et n = 1. En multipliant x et y par une même
puissance de deux, on obtient x = y = 2k et n = 3k + 1 avec k ≥ 0.

Si p est impair, on utilise le LTE : on a n = vp(x
3 + y3) = vp(x + y) + vp(3). Si p 6= 3 alors

n = vp(x + y) donc x + y = pn et x2 − xy + y2 = 1. On obtient à nouveau x = y = 1 et p = 2,
absurde. Si p = 3, alors n = v3(x + y) + 1 donc 3(x + y) = pn et (x− y)2 + xy = 3, d’où x = 1,
y = 2 ou l’inverse. On obtient donc comme solutions x = 3k, y = 2× 3k et n = 3k + 2 ou bien
x = 2× 3k, y = 3k et n = 3k + 2.

Solution de l’exercice 4 On va montrer qu’il y en a n : les racines de P sont des racines de
P (P (X)) car P (0) = 0 donc il suffit de montrer que ce sont les seules. Notons r1 = 0, r2, . . . , rn
les racines de P (P (X)) et supposons que r est une racine de P (P (X)) différente des ri. Alors
P (r) est une racine de P et n’est pas 0. On la note rk. Sans perte de généralité (quitte à rem-
placer P par −P (−X)), on peut supposer rk ≥ 0. On a donc

r(r − r2) . . . (r − rn) = rk

et en particulier r(r − rk) divise rk. En particulier r ≤ rk et rk − r ≤ rk donc 0 < r < rk. En
posant s = rk − r on obtient rs|r + s avec r, s > 0 donc r|s et s|r donc r = s = 1 ou 2. Dans le
premier cas on a rk = 2 donc

−
∏
i 6=1,k

r − ri = 2

mais ce produit contient au moins trois facteurs différents de r et de r− rk, donc différents de
1 et −1, donc la valeur absolue du membre de gauche vaut au moins 8, ce que st absurde.

Dans le second cas on a
2× (−2)

∏
i 6=1,k

r − ri = 4

mais le produit à gauche contient au moins 3 facteurs distincts, donc au moins un qui n’est
pas 1 ou −1, et on obtient une nouvelle contradiction.
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4 Groupe D

1 Énoncé
Exercice 1
Déterminer tous les nombres premiers p tels que la somme des résidus quadratiques modulo
p est divisible par p.

Exercice 2
Deux cercles Γ1 et Γ2 se coupent en A et B. Une tangente commune extérieure touche Γ1 en P
et Γ2 en Q. Les tangentes en P et Q au cercle circonscrit à APQ s’intersectent en X . Soit C le
symétrique de B par rapport à (PQ). Montrer que A, C et X sont alignés.

Exercice 3
Soit ABCD un quadrilatère convexe, E = (AD)∩ (CB), F = (AB)∩ (CD). Montrer que A, B,
C et D sont cocycliques si et seulement si EA.ED + FA.FB = EF 2.

Exercice 4
Soient a,m ∈ N∗. On définit la suite (un) par récurrence par u1 = a et un+1 = aun pour tout
n ∈ N∗. Montrer qu’il existe k et N tels que pour tout n ≥ N :

un+k ≡ un (mod m).

2 Solution

Solution de l’exercice 1 Pour p = 2 ou p = 3 le seul résidu quadratique modulo p est 1 donc leur
somme vaut 1 modulo p et n’est pas divisible par p.

Supposons maintenant p ≥ 5. Alors il y a p−1
2
≥ 2 résidus quadratiques modulo p donc il

existe un résidu q 6= 1. De plus, si x est un résidu quadratique modulo p alors qx en est un
aussi. Si on note s la somme recherchée on a donc s ≡ qs (mod p), soit p|(q−1)s. Comme q 6= 1
on en déduit p|s.
Solution de l’exercice 2 On sait que (AS) est la symédiane issue de A dans APQ, donc il suffit
de montrer que H est sur la symédiane. De plus, comme (AB) est l’axe radical de Γ1 et Γ2,
elle recoupe [PQ] en son milieu donc (AB) est la médiane issue de A, donc il suffit de montrer÷PAH = ÷QAB.

Or, par chasse aux angles on a ÷PHQ = ÷PBQ = 180◦ −÷PAQ donc A, P , Q et H sont
cocycliques. On en déduit ÷PAH = ÷PQH = ÷PQB = ÷QAB.
Solution de l’exercice 3 Soit M le second point d’intersection du cercle (ABE) avec (EF ). Soit
N le second point d’intersection de (ADF ) avec (EF ). On a EA.ED = EN.EF et FA.FB =
FM.EF donc EA.ED + FA.FB = (EN + FM)EF . La solution équivaut donc à M = N .
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Si ABCD sont cocycliques, alors ÷ABC = ÷ADF et ÷ABC = ◊�AME donc ◊�AME = ÷ADF . Par
conséquent AMFD sont cocycliques, d’où M = N .

La réciproque se démontre de manière analogue.

Solution de l’exercice 4 On raisonne par récurrence forte sur m : le résultat est évident pour
m = 1. Soit m ≥ 2 tel que le résultat soit vrai pour tout k avec 1 ≤ k < m− 1.

Si m et a sont premiers entre eux, on utilise l’hypothèse de récurrence pour ϕ(m) < m : à
partir d’un certain rang (un) est périodique modulo ϕ(m) donc (aun) est périodique modulo
m donc (un+1) est périodique modulo m, ce qui permet de conclure.

Sinon, posons m = bc où b est premier avec a et tous les facteurs premiers de c divisent
a (on écrit la décomposition en facteur premiers de m et on met dans b les facteurs premiers
qui ne divisent pas a et dans c ceux qui le divisent), de sorte que b et c sont premiers entre
eux. On a b < m donc par hypothèse de récurrence (un) est périodique à partir d’un certain
rang modulo b. D’autre part, (un) est une suite d’entiers strictement croissante (sauf si a = 1,
auquel cas le problème est trivial) donc tend vers +∞, donc à partir d’un certain rang c divise
aun , donc à partir d’un certain rang un ≡ 0 (mod c). La suite est donc périodique à partir d’un
certain rang modulo b et c, et on peut conclure, par le théorème chinois par exemple.
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1 Groupe A : géométrie et arithmétique

1 dimanche 21 matin : Élie Studnia

Le cours de géométrie a commencé par l’évocation de l’importance revêtue par la géomé-
trie dans les épreuves de mathématiques olympiques. J’ai également insisté sur deux points.
Le premier est le fait que la géométrie suppose des preuves rigoureuses et générales, pas de
vagues mesures à la règle graduée ou au rapporteur des grandeurs qui intéressent sur la fi-
gure. Le deuxième est que, justement, il faut faire des figures exactes et générales, à la règle et
au compas, sans quoi les résultats intermédiaires (qui sont souvent légion dans un problème
olympique) passent complètement inaperçus et l’exercice devient infaisable.

Parmi les grandeurs les plus intéressantes de la géométrie figurent les angles, qui jouent
un rôle crucial dans la géométrie olympique.

Proposition 22 (Somme des angles d’un triangle). Soit ABC un triangle. On a ÷CAB +÷ABC + ÷BCA = 1800.

Démonstration.

A

B

C

f

X

Y

Soit d la parallèle à (BC) passant par A. Soient X un point de
d du même côté de (AC) que B, Y ∈ d du même côté de (AB) que C. On a A ∈ [XY ], de sorte
que 1800 = ÷XAY = ÷XAB + ÷BAC + ÷CAY = ÷ABC + ÷CAB + ÷BCA par propriétés des angles
alternes-internes, d’où la conclusion.

Proposition 23 (Théorème de l’angle au centre). Γ un cercle de centre O, A,B,C ∈ Γ sont
tels que O et C soient du même côté de (AB). On a alors ÷AOB = 2÷ACB (÷AOB est l’angle au
centre, ÷ACB l’angle inscrit).

Démonstration.
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O

BA

C

On se place dans la configuration de la figure, les autres cas étant similaires. On note a = ÷OAB,
b = ÷OBC, c = ÷OCA. De OA = OB = OC il vient ÷OBA = a, ÷OAC = c, ÷OCB = b. On conclut÷BCA = ÷BCO+÷OCA = b+c, et de même ÷BAC = c+a ainsi que ÷ABC = a+b. De la proposition
ci-dessus on obtient a+b+b+c+c+a = 1800. Ainsi, ÷AOB = 1800−÷BAO−÷ABO = 1800−2a =
2(b+ c) = 2÷ACB.

Remarque 24 (Cas particulier fort utile). Si C est sur le cercle de diamètre [AB], ÷ACB est
droit.

Proposition 25 (Théorème de l’angle inscrit). Γ un cercle, A,B,C,D ∈ Γ. Si C et D sont du
même côté de (AB) que le centre de Γ, les angles ÷ACB et ÷ADB sont égaux.

Démonstration.

O

B
A

C
D

Ces deux angles valent le demi-angle au centre (voir ci-dessus).

Proposition 26 (Théorème de l’angle inscrit). Γ un cercle, A,B,C,D ∈ Γ tels que C et D
soient de part et d’autre de (AB). Alors ÷ACB + ÷ADB = 1800.

Démonstration.
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O

B
A

C

D

Quitte à renommer les points, on noteO le centre de Γ et on suppose que C etO sont du même
côté de (AB). On a 1800 −÷ADB = ÷DAB + ÷DBA = ÷DCB + ÷DCA = ÷CAB.

Proposition 27 (Théorème de l’angle inscrit, forme finale). Si Γ est un cercle de centre O,
et A,B ∈ Γ fixes, et C parcourt Γ, l’angle ÷ACB prend deux valeurs supplémentaires ; le choix
de la valeur ne dépend que si C et O sont du même côté que (AB). En clair, sur la figure, si
a = ÷ACB :

a = ÷ADB = ÷AEB = ÷AFB = ÷AGB
1800 − a = ÷AHB = ’AIB = ÷AJB

O

B

A

C

H

D

E

F

G

I

J

Le résultat suivant a été vu comme théorème.
Proposition 28 (Caractérisations d’un quadrilatère convexe inscriptible). Soit ABCD un

quadrilatère convexe non dégénéré. Les assertions suivantes sont équivalentes :
. ABCD est inscriptible, c’est-à-dire A,B,C,D cocycliques, ou encore il existe un cercle

passant par A,B,C,D.
. Les angles ÷ABC et ÷ADC sont supplémentaires.
. Les angles ÷ACB et ÷ADB sont égaux.
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Démonstration. Que la première assertion implique les deux autres est connu. On va mon-
trer que la deuxième implique la première, et un raisonnement analogue (laissé en exercice au
lecteur) montrera que la troisième implique la première.
On supppose donc que la deuxième assertion est vraie et on veut en déduire la première. Il
s’agit donc de montrer que les droites (DC) et (AD) ainsi que le cercle circonscrit à ABC pos-
sèdent un point commun. Pour ce faire, on utilise un raisonnement qui se retrouve fréquem-
ment dans les problèmes : on "inverse le point de vue". Au lieu de montrer que l’intersection
de (DC) et (AC) se trouve sur le cercle circonscrit à ABC, on va établir que si D′ est l’intersec-
tion du cercle circonscrit à ABC et de (DC), alors D = D′ et D sera bien sur le cercle.
On définit doncD′ comme l’intersection de (CD) et du cercle circonscrit àABC. Trois cas sont
possibles :

A

B

C

D

f

D′

g

A

B

C

D

f

D′

g

A

B

C

D

f

D′

g

(Les figures sont délibérément fausses pour permettre de voir nettement les configurations
potentielles)

Dans le premier cas, on a ◊�AD′C = 1800 −÷ABC = ÷ADC. Par angles correspondants (AD′)
et (AD) sont parallèles, donc A,D,D′ sont alignés, donc D′ est sur (AD) et (CD) donc D′ = D
est sur le cercle circonscrit à ABC. Dans le deuxième cas, on conclut de manière analogue.
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Pour le dernier, on note que ◊�AD′C = ÷ABC = 1800 −÷ADC, ce qui prouve que (AD) et (AD′)
sont parallèles, donc D′ est sur (AD) et (CD), soit D = D′, ce qui conclut.

J’ai enchaîné sur un exemple démontrant le caractère vital de figures aussi exactes que
possibles :

Théoréme 29 (Théorème du triangle équilatéral). Tout triangle est isocèle en chacun de
ses sommets (donc est équilatéral).

Démonstration. Avant tout, une belle figure, avec ABC triangle non isocèle en A.

A

B C
P

X

Y

On note P le point d’intersection de la médiatrice de [BC] et de la bissectrice de ÷BAC, X et Y
ses projetés orthogonaux respectifs sur [AB] et [AC]. On note a = ÷BAP = ÷CAP . On a (AXP
et AY P rectangles respectivement en X et Y ) AX = AP cos(÷XAP ) = AP cos(÷Y AP ) = AY ,
puis PX2 = AP 2 − AX2 = AP 2 − AY 2 = PY 2 et donc PX = PY . Comme BPX et CPY sont
rectangles en X et en Y , XB2 = PB2 − PX2 = PC2 − PY 2 = Y C2 et donc XB = Y C, soit
AB = AX +XB = AY + Y C = AC, ce qui conclut.

Que nous apprend cet exemple ? Et surtout, où se situe la faille du raisonnement ? Elle est sub-
tile. A l’évidence, ce n’est ni la trigonométrie utilisée ni le théorème de Pythagore. Il ne reste
donc que les égalités du type AB = AX + XB et AC = AY + Y C à tester. Justement, même
si "on les voit bien" sur la figure, elles n’ont pas lieu car la figure est fausse, et que l’ordre de
l’alignement des points (condition sine qua non) n’est pas certain. Une fausse figure nous a
donc permis de démmontrer un résultat faux. En d’autres termes, une figure de géométrie sur
laquelle on doit raisonner doit être aussi exacte que possible.

D’ailleurs, quelle est la position exacte du point P ? C’est l’objet du théorème ci-dessous.

Proposition 30 (Théorème du pôle Sud). Soit ABC un triangle non isocèle en A ; la mé-
diatrice de [BC] et la bissectrice de ÷BAC se recoupent en un point P du cercle circonscrit à
ABC : c’est le milieu de l’arc BC dudit cercle ne contenant pas A. P est le pôle Sud relatif à A
du triangle ABC. De plus, le cercle de centre P et de rayon PB = PC passe par I centre du
cercle inscrit dans ABC.

Démonstration.
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A

B C

P

Nous laissons le second point au lecteur comme exercice de chasse aux angles. Pour le pre-
mier, on veut montrer que l’intersection de deux droites est sur un cercle : comme ci-avant, on
préfère montrer que l’intersection d’une droite du cercle est sur l’autre droite. On note donc
P ′ la deuxième intersection (par exemple) de la bissectrice de ÷BAC avec le cercle (elle est sur
l’arc BC ne contenant pas A) circonscrit à ABC. On a ◊�P ′BC = ◊�P ′AC = ◊�P ′AB = ◊�P ′CB et donc
P ′C = P ′B, donc P ′ est sur la bissectrice etsur la médiatrice souhaitées et donc P = P ′.

Le reste du cours a été consacré à des exemples de chasses aux angles.

Exemple 31. Si ABC est un triangle acutangle (dont tout angle est aigu) d’orthocentre H .
Le symétrique H ′ de H par rapport à (BC) est sur le cercle circonscrit à ABC.

A

B C

N

M
H

H′

En effet, si M et N sont les projetés orthogonaux de H sur [AB] et [BC], de ◊�AMH = ◊�ANH =

900 s’ensuit A,N,M,H cocycliques, d’où ÷BAC = ◊�MAN = 1800 − ◊�MHN = 1800 − ÷BHC =

1800 −◊�BH ′C, et on conclut en notant que A et H ′ sont de part et d’autre de (BC).

Exemple 32 (Cas particulier de "Van Fiephi"). ABC triangle acutangle, M le projeté ortho-
gonal de C sur [AB], N celui de B sur [AC], alors ◊�AMN = ÷ACB.
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A

B C

N

M
H

En effet, de ◊�BMC = ÷BNC = 900 suit B,N,M,C cocycliques, et ÷ACB = ÷NCB = 1800 −◊�NMB = ◊�NMA.

Exemple 33 (Théorème de Miquel). ABC un triangle acutangle, soient M ∈ [BC], N ∈
[CA], P ∈ [AB]. Les cercles circonscrits à ANP , BPM , CMN possèdent un point commun.

A

B

C

P

N

M

X

On fait comme ci-dessus : on prend X le point d’intersection de deux des cercles (disons
BPM etAPN ), on va montrer (dans la configuration de la figure, la preuve générale nécessite
l’introduction d’angles orientés) que X,C,M,N sont cocycliques. En effet,

◊�MXN = 3600−◊�MXP−◊�PXN = 3600−(1800−◊�MBP )−(1800−÷NAP ) = ÷BAC+÷CBA = 1800−◊�MCN,

ce qui conclut.

Exemple 34 (Droite de Simpson). ABC est un triangle acutangle et P est un point du plan.
D,E, F sont ses projetés respectifs sur [BC], [CA], [AB]. D,E, F sont alignés si et seulement si
A,B,C, P cocycliques.
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A

B C

P

D

E

F

La preuve générale impliquant une fois encore des angles orientés, on le fait dans le seul
cas de la figure. Puisque les angles ÷PEA,÷PFA,÷PEC,÷PDC sont droits, P,A,E, F ainsi que
P,A,E,D sont cocycliques.

On a ÷AEF = 1800 −÷EAF −÷AFE = ÷BAC −÷APE.
D’autre part, ÷DEC = 1800 −÷EDC −÷ECD = ÷EPC −÷ACB.
Ainsi, D,E, F sont alignés si et seulement si ÷AEF = ÷DEC, si et seulement si ÷BAC −÷APE =÷EPC−÷ACB, si et seulement si ÷APE+÷EPC = ÷BAC+÷BCA, si et seulement si ÷APC+÷ABC =
1800, si et seulement si A,B,C, P cocycliques.

2 dimanche 21 après-midi : Antoine Martin

Ce cours n’a pas encore été intégré.

3 lundi 22 matin : Wassim Trabelsi

Exercice 1 (Le fil rouge 1 de la séance IMO 1 2016) Le triangle BCF est rectangle en B. Soit
A un point sur la droite CF tel que FA = FB et F se situe entre A et C. Le point D est choisi
tel que DA = DC et AC est la bissectrice de ∠DAB. Le point E est choisi tel que EA = ED et
AD soit la bissectrice de ∠EAC. Soit M le milieu de CF . Soit X le point tel que AMXE soit
un parallélogramme. (Montrez que BD,FX ainsi que ME sont concourantes.)

. Construire une figure au propre de la situation

. Montrer que les points XDE sont alignés.

. Montrer que les droites (BA) et (CD) sont parallèles

Triangles semblables : un peu plus fort que Thalès
Les quatre conditions suivantes sont deux à deux équivalentes :
• les triangles ABC et A′B′C ′ sont semblables (ce qui est noté ABC ∼ A′B′C ′),
• “A = Â′, “B = ”B′, et “C = Ĉ ′,
• AB

AC
= A′B′

A′C′
et BC

BA
= B′C′

B′A′
,

• “A = Â′ et AB
AC

= A′B′

A′C′
.

Remarque 35. Attention, les longueurs dont on prend les rapports dans la troisième condi-
tion doivent être celles des segments adjacents aux angles égaux choisis.

(Le fil rouge 1 de la séance)
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. Démontrez que
EAF ∼ DAB

. Puis que :
ADE ∼MFE ∼ XMF

. Enfin après avoir bien fait figuré les angles identiques en déduire que :

(BCDFX)cocycliques

(XMFE)cocycliques

(MEAB)cocycliques

. Conclure

Exercice 2 (Non traité en cours) Soit ABC un triangle de cercle circonscrit Ω, et soit O le
centre de Ω. Un cercle T de centre A rencontre le segment [BC] aux points D et E, de sorte
que B, D, E et C sont distincts et dans cet ordre sur la droite (BC). On note F et G les points
d’intersection de T et Ω, de sorte que A, F , B, C et G sont dans cet ordre sur Ω. Soit K le
second point d’intersection du cercle circonscrit au triangle BDF avec le segment [AB]. Soit
L le second point d’intersection du cercle circonscrit au triangle CGE avec le segment [CA].
On suppose que les droites (FK) et (GL) ne sont pas confondues et qu’elles se rencontrent au
point X . Prouver que X appartient à la droite (AO). (IMO 2015 exo 4)

. Montrer que (AO) est la médiatrice de [FG]

. AUG est semblable a AGC

. ÷AGC = ÷AUG

. ÷GUC = 180−÷AUG = ÷ABC =◊�KFD

. ÷DFG = ÷GEC = ÷GLC = ÷GLU

. ÷XFG = ÷XGF

. Conclure

Solutions des exercices.

Solution de l’exercice 1

C

B

F

90˚

M

A

D

E

X

α

. ◊�MAD = ÷DAE = ÷ADE Donc avec les angles alternes-internes on a (DE)//(AC) donc
D,E,X alignés
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. ÷CDA = 180 + 2α = 2 ×÷CBA On sait de plus que D est équidistant de C et de A donc
D est centre du cercle circonscrit à ABC

. DBA est isocèle donc ÷DBA = 2α = 180−÷DEA Donc (BDEA) cocycliques

. E est le milieu de l’arc ‡DEA donc d’après le théorème du pôle sud : E est sur la bissec-
trice de DBA donc B,F,E sont alignés

. EF = EA = XM (Cercle antarctique) donc XMFE est un trapèze (en particulier, c’est
un quadrilatère cyclique) donc ◊�EFM = 180 − 2α = ÷DEA et ED = FE et FM = EA.
Donc DEA ∼ EFM ∼ XMF (2 longueurs et le bon angle égaux)

. ÷DBF = ÷DCF = ◊�MXE donc (DCBF ) quadrilatère cyclique (de centre M)

. ◊�MEB = ◊�MEA et ÷DBE = ÷DAE◊�MEA donc (MEABD) cocycliques

. Le théorème des axes radicaux énoncé en cours permet de conclure que les axes radi-
caux des trois cercles précédents sont concourants

4 mardi 23 matin : Lucie Wang

- Chasse aux angles -

Exercice 1 Soient Γ1 et Γ2 deux cercles s’intersectant en P et Q. Une droite passant par P
recoupe Γ1 et Γ2 en A et D respectivement, une autre droite passant par Q recoupe Γ1 et Γ2 en
B et C respectivement. Montrer que (AB) est parallèle à la droite (CD).

Exercice 2 Soit ABC un triangle, H son orthocentre et O le centre de son cercle circonscrit.
Montrer que ÷ABH = ÷CBO.

Exercice 3 Soit ABC un triangle, O le centre de son cercle circonscrit, HB et HC les pieds des
hauteurs issues de B et de C respectivement. Montrer que (AO) ⊥ (HBHC).

Exercice 4 Soit ABC un triangle, Γ son cercle circonscrit et S le pôle Sud de A. On note D le
point d’intersection de (AS) avec (BC). Une droite passant par S recoupe (BC) en E et Γ en
F . Montrer que les points A,D,E, F sont cocycliques.

- Cas limite du théorème de l’angle inscrit -

On rappelle le théorème de l’angle inscrit :
. si C,D sont deux points du même côté de la droite (AB), A,B,C,D sont cocycliques si

et seulement si ÷ACB = ÷ADB ;
. si C,D sont deux points de part et d’autre de la droite (AB),A,B,C,D sont cocycliques

si et seulement si ÷ACB + ÷ADB = 180◦.
Par continuité, cette proposition est toujours valable dans le cas limite : pour D = B par

exemple, la droite (BB) devient la tangente en B au cercle circonscrit à ABC.
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180◦ − ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

2ϕ

A

B

D

C

C′

Exercice 5 Soit S le pôle Sud de A dans un triangle ABC. Montrer que la tangente en S au
cercle circonscrit de ABC est parallèle à (BC).

Exercice 6 Soit ABC un triangle de cercle circonscrit Γ, X le pied de la bissectrice issue de A.
La tangente t en A à Γ intersecte (BC) en Y . Montrer que le triangle AXY est isocèle en Y .

Exercice 7 Soient Γ1 et Γ2 deux cercles tangents extérieurement en T . Une tangente commune,
ne passant pas par T , touche Γ1 en P et Γ1 en Q. Montrer que ÷PTQ = 90◦.

- Puissance d’un point par rapport à un cercle -

Soient un cercle Γ de centre O et de rayon r et un point P . On considère trois droites
passant par P et coupant le cercle Γ : la première le coupe en A et B, la deuxième en C et D,
et la troisième est une tangente au cercle, qu’elle ne coupe donc qu’en un point, E.
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ϕ

ϕ

O

B

Γ

P

D

C

A

E

On a alors : PA× PB = PC × PD = PE2 = PO2 − r2.

Démonstration. Par chasse aux angles, on marque les angles ϕ et on constate que les triangles PAC

et PDB sont semblables. Ainsi, PAPC = PD
PB , d’où le résultat. Cet argument marche aussi pour le cas de la

tangente. Enfin, lorsqu’on considère la droite PO, on a toujours la même égalité pour (PO−r)(PO+r),
ce qui conclut. �

Cette quantité ne dépend donc pas de la droite passant par P avec laquelle on intersecte
Γ. Il s’agit de la puissance du point P par rapport au cercle Γ, notée PΓ(P ).

Lorsqu’on a deux cercles Γ1, de centre O1, et Γ2, de centre O2, le lieu des points ayant la
même puissance par rapport au deux cercles est une droite, perpendiculaire à O1O2. Si les
cercles Γ1 et Γ2 ont deux points d’intersection A et B, alors leur axe radical est la droite (AB).

Théoréme 36 (axes radicaux). Lorsqu’on se donne trois cercles Γ1,Γ2 et Γ3, les trois axes
radicaux obtenus (celui de Γ1 avec Γ2, celui de Γ2 avec Γ3 et celui de Γ3 avec Γ1) sont soit
concourants, soit parallèles (éventuellement confondus). Les axes radicaux sont parallèles si
et seulement si les centres des trois cercles sont alignés.

O1 B

Γ1

O2

Γ2

O3

Γ3

A

Z

Les droites bleues, perpendiculaires au droites vertes, sont nos trois axes radicaux. Leur
point de concours est Z.
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Démonstration. Supposons que les axes radicaux de Γ1 avec Γ2 et de Γ2 avec Γ3 ne sont pas
parallèles. Soit alors P leur point d’intersection. On a PΓ1(P ) = PΓ2(P ) et PΓ2(P ) = PΓ3(P ),
d’où PΓ3(P ) = PΓ1(P ). Donc P est, par définition sur le troisième axe radical.

Supposons maintenant que les axes radicaux de Γ1 avec Γ2 et de Γ2 avec Γ3 sont paral-
lèles. On a alors (O1O2) � (O2O3) (si deux droites sont parallèles entre elles, alors toute droite
perpendiculaire à l’une est perpendiculaire à l’autre, et deux droites perpendiculaires à une
même droite sont parallèles entre elles), donc les points O1, O2, O3 sont alignés. Dès lors, l’axe
radical de Γ3 avec Γ1 est aussi perpendiculaire à la droite des trois centres, donc parallèle aux
deux autres. �

Exercice 8 Soient deux cercles Γ1 et Γ2 s’intersectant en deux points C et D. On considère une
tangente commune à ces deux cercles, son pointA de tangence à Γ1 et son pointB de tangence
à Γ2. Montrer que (CD) coupe [AB] en son milieu.

Exercice 9 Soit ABC un triangle, H son orthocentre. Soient M un point quelconque à l’inté-
rieur du segment AB et N un point quelconque à l’intérieur du segment AC. On nomme P et
Q les deux points d’intersection des cercles de diamètre [BN ] et de diamètre [CM ]. Montrer
que les points P,Q,H sont alignés.

Exercice 10 (cercle d’Euler) Soit ABC un triangle. On note MA,MB,MC les milieux respectifs
des côtés [BC], [CA], [AB], et HA, HB, HC les pieds des hauteurs issues de A,B,C respective-
ment.

1. Montrer que les six points MA,MB,MC , HA, HB, HC sont cocycliques.
2. Soient A′, B′, C ′ les milieux respectifs des segments [AH], [BH], [CH], où H est l’ortho-

centre de ABC. Montrer que A′, B′, C ′ sont cocycliques avec les six points mentionnés
ci-dessus.

- Solutions -

Solution de l’exercice 2 Travailler avec les angles du triangle : poser α = ÷BAC, β = ÷ABC,
γ = ÷ACB, et tout exprimer en fonction de ces angles.

Solution de l’exercice 7 Introduire la tangente commune en T aux deux cercles.

Solution de l’exercice 8 Exprimer la puissance du milieu de [AB] par rapport à chacun des
deux cercles.

Solution de l’exercice 9 Remarquer que HB appartient au cercle de diamètre [BN ] et HC au
cercle de diamètre [CM ], où HB et HC sont les pieds des hauteurs issues de B et C respective-
ment, et s’en servir pour montrer que H a la même puissance par rapport à ces deux cercles.

Solution de l’exercice 10
1. Exprimer la puissance de A par rapport au cercle passant par B,C,HB, HC (dont l’exis-

tence est à prouver), afin de montrer la cocyclicité des points MB,MC , HB, HC . En faire
de même avec les points MC ,MA, HC , HA d’une part, et MA,MB, HA, HB d’autre part. Il
reste alors à montrer que les trois cercles obtenus sont confondus : pour cela, faire appel
au théorème des axes radicaux dans le cas où les cercles ne seraient pas confondus.
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2. Considérer une homothétie de centre H et de facteur 1
2

(voir le cours sur les homothé-
ties). Elle envoie A sur A′, B sur B′, C sur C ′, donc Γ le cercle circonscrit à ABC sur un
cercle Γ′ passant parA′, B′, C ′. Se servir du fait que les symétriques deH par rapport aux
côtés de ABC (ou par rapport à leurs milieux) sont sur Γ pour conclure que Γ′ contient
les points MA,MB,MC , HA, HB, HC .

5 mardi 23 après-midi : Victor Vermès
Pour ces deux séances, le cours et les exercices sont essentiellement tirés du polycopié

http://www.animath.fr/IMG/pdf/arith-base.pdf, de la section 2.1 à la section 3.3,
en y ajoutant la section 4.1.

2 Groupe B : géométrie et arithmétique

1 dimanche 21 matin : Mathieu Barré
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La chasse aux angles est un outil qui s’avère extrêmement utile dans la résolution de pro-
blèmes de géométrie. De nombreux problèmes apparemment complexes peuvent se reformu-
ler de façon angulaire et ainsi être résolus grâce à cette technique. Elle consiste à donner un
nom (en général avec des lettres grecques) aux angles qui apparaissent souvent dans la figure
étudiée et à calculer tous les angles de cette figure à partir des angles de départ en utilisant les
données de l’énoncé.

Avant de la mettre en application, il est nécessaire de connaître un certain nombre de ré-
sultats classiques que nous allons ici rappeler.

Théorème. Soit n ≥ 3. La somme des angles dans un n-gone est 180(n− 2) degrés.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat par récurrence.
• Initialisation : Le cas n = 3 est celui du triangle. Prenons donc un triangle quelconque
ABC. On utilise la notation usuelle ÷BAC = α, ÷CBA = β et ÷ACB = γ (ces notations
seront implicites par la suite). Menons donc la parallèle à (BC) passant par A. L’utilisa-
tion des angles alternes-internes donne alors que α+ β + γ correspond à un angle plat,
qui vaut par définition 180 degrés.

• Hérédité : Supposons notre propriété établie pour n ≥ 3 et montrons qu’elle est éga-
lement vraie pour n + 1. Pour cela, on considère notre (n + 1)-gone comme un n-gone
auquel on a rajouté un triangle. La somme des angles du n-gone vaut alors 180(n − 2)
par hypothèse de récurrence, qu’on additionne aux 180 degrés du triangle rajouté, ce
qui fait bien 180(n− 1) degrés au total et achève la démonstration.

Corollaire. Dans un triangle, il suffit de connaître deux angles pour connaître le troisième.
En particulier, on retiendra la configuration ci-dessous :

Le théorème suivant est sans doute un des plus importants à retenir.
Théorème (angle au centre, angle inscrit). Sur la figure à gauche, les points A, B, C et D

sont cocycliques (c’est-à-dire sur un même cercle) si et seulement si ÷DAC = ÷DBC. Autrement
dit, deux angles intersectant le même arc ont même mesure. À droite est représenté le cas
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limite de ce théorème, lorsque deux points sont confondus et qu’une droite est alors tangente
au cercle circonscrit à ABC.

Enfin, mentionnons un théorème tout aussi fondamental, qui fournit une condition angu-
laire nécessaire et suffisante à la cocyclicité de quatre points.

Théorème. Un quadrilatère est cyclique si et seulement si la somme de deux angles oppo-
sés est égale à 180 degrés.

Démonstration du sens direct. Le seul élément dont nous disposons pour démontrer notre
théorème est que les quatre points sont sur un même cercle. Aussi, introduisons O, le centre
de ce cercle. Il s’agit alors de repérer que l’on a énormément de triangles isocèles, à savoir les
triangles OAB, OBC, OCD et ODA, tous isocèles en O. Notre philosophie est donc de donner
un nom à chacun des angles intervenant dans ces triangles : posons ÷OAB = x, ÷OBC = y,
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V. DEUXIÈME PÉRIODE 2. GROUPE B : GÉOMÉTRIE ET ARITHMÉTIQUE÷OCD = z et ÷ODA = w. On peut alors calculer tous les angles comme sur la figure ci-contre.
En considérant le quadrilatère ABCD, nous savons alors d’après notre premier théorème que

2x+ 2y + 2z + 2w = 360

d’où on conclut que ÷ABC + ÷CDA = x+ y + z + w = 180

Pour éviter des problèmes d’orientation et de position des points (par exemple, un point
pourra être situé à droite ou à gauche d’une certaine droite, ce qui amène à distinguer des cas
de façon fastidieuse et peu instructive), on préférera employer des angles orientés entre les
droites pour formaliser les chasses aux angles qu’on peut faire "sur le dessin".

Plus précisément, si d et d′ sont deux droites du plan, on désigne par (d, d′) l’angle dont
il faut tourner d vers la gauche (dans le sens trigonométrique, c’est-à-dire le sens inverse des
aiguilles d’une montre) pour que d et d′ se superposent.

On remarque que si l’on fait tourner une droite de 180 degrés sur elle-même, elle revient
dans sa position de départ. Aussi, ajouter ou soustraire 180 degrés lorsqu’on calcule avec des
angles orientés ne modifie pas le résultat. On dira que les angles orientés entre les droites sont
définis modulo 180 degrés. En revanche, on convient que tourner vers la gauche est positif et
vers la droite négatif, en particulier (d, d′) = −(d′, d).

Enfin, l’intérêt de cette notion est qu’on peut toujours décomposer un angle orienté en
plusieurs autres angles : lorsqu’on tourne une droite d pour arriver sur une droite d′, on peut
passer par une droite d′′ puis aller de d′′ à d′ en conservant les propriétés angulaires de notre
déplacement. Ainsi, on obtient le théorème suivant :

Théorème (relation de Chasles).

(d, d′) = (d, d′′) + (d′′, d′)

Pour se convaincre de l’utilité des angles orientés entre les droites, voyons que seule-
ment raisonner avec des angles classiques permet de démontrer tout et n’importe quoi, par
exemple :

Proposition (arnaque des angles classiques). Tous les triangles sont équilatéraux.

Démonstration. Il nous suffit de montrer que tous les triangles sont isocèles et d’appliquer
deux fois ce résultat pour prouver notre théorème.

Soit ABC un triangle. On note P l’intersection de la bissectrice issue de A avec la média-
trice de [BC] ainsi queB′ etC ′ les projetés orthogonaux de P sur (AB) et (AC) respectivement,
comme sur la figure ci-dessous.

Puisque P appartient à la bissectrice de ÷BAC, il s’ensuit que AB′ = AC ′ et que PB′ = PC ′.
Par ailleurs, P est sur la médiatrice de [BC], d’où PB = PC. Par le théorème de Pythagore, on
obtient donc BB′ = CC ′. Combiné à AB′ = AC ′, cette dernière égalité donne AB = AC.

On peut alors condenser nos résultats précédents en écrivant :
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Théorème. Quatre points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si

(CB,CA) = (DB,DA)

Remarquons que ceci est tout à fait cohérent avec les angles des figures illustrant les pro-
priétés déjà énoncées. De façon plus générale, tout raisonnement de chasse aux angles clas-
sique peut s’écrire avec des angles orientés, et réciproquement. Si les angles orientés éliminent
les problèmes de configuration, il est souvent difficile de résoudre un exercice en utilisant di-
rectement cette notion. Une bonne méthode nous semble donc être de mener à bien la chasse
aux angles habituelle sur la figure pour trouver les étapes du raisonnement puis de les rédiger
soigneusement avec les angles orientés.

Cette propriété s’inscrit dans le cadre plus général des droites antiparallèles.

Définition. Deux couples de droites (d, d′) et (D,D′) sont antiparallèles s’ils ont les mêmes
directions de bissectrices, autrement dit si

(d,D) = (D′, d′)

Si des couples (d, d′) et (D,D′) sont antiparallèles et concourants (voir la figure de droite),
on dit qu’ils sont isogonaux.

On écrit alors que d est antiparallèle à d′, et on note d \\ d′ par rapport à (D,D′). On omettra
parfois de préciser par rapport à quel couple de droites on se place s’il n’y a pas de confusion
possible, mais n’oublions pas que cette notion n’a de sens que par rapport à des sécantes
données.

Les résultats suivants découlent directement de la définition précédente :
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• (AA′) \\ (BB′) par rapport à (AB,A′B′)⇔ (AB) \\ (A′B′) par rapport à (AA′, BB′).
• Quatre points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si les droites (AB) et (DC)

sont antiparallèles par rapport aux droites (AD) et (BC).
• Dans un triangle, la tangente au cercle circonscrit en un sommet est antiparallèle au

côté opposé (par rapport aux deux côtés contenant le sommet considéré).
• Si d1 \\ d3 et d2 \\ d3, alors d1 // d2. Autrement dit, si deux droites sont antiparallèles

à une même droite (à chaque fois par rapport aux mêmes droites de référence), alors
elles sont parallèles entre elles. Réciproquement, si d1 \\ d3 et que d1 // d2 alors d2 \\ d3.

Sur la figure ci-contre, toutes les droites vertes sont parallèles entre elles, de même pour
les droites bleues. Chacune des droites vertes est antiparallèle à chacune des droites bleues
par rapport aux droites de référence noires. Lorsqu’on regarde les points d’intersection d’une
droite verte et d’une droite bleue avec les droites de référence, on obtient quatre points cocy-
cliques.

Enfin, citons un dernier théorème dont il est toujours utile de se souvenir lorsque l’exer-
cice fait intervenir le centre du cercle inscrit, les bissectrices et les médiatrices d’un triangle ou
encore le milieu d’un segment ou d’un arc.

Théorème (pôle Sud). Soit ABC un triangle. La bissectrice intérieure issue de A et la mé-
diatrice de [BC] s’intersectent en un point S nommé pôle Sud qui appartient au cercle circons-
crit d’ABC et qui est le milieu de l’arc B̄C.

De plus, S est le centre d’un cercle contenantB,C, I et IA (centre du cercle exinscrit tangent
à (BC)).
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- Exercices -

Exercice 1
Trouver l’erreur dans l’arnaque des angles classiques.

Exercice 2
Soient Γ1 et Γ2 deux cercles s’intersectant en A et B. Une droite d passant par A coupe Γ1

en P et Γ2 en Q. De même, une droite d′ passant par B recoupe Γ1 en P ′ et Γ2 en Q′.
Montrer que les droites (PP ′) et (QQ′) sont parallèles.

Exercice 3
Soient A, B, C et D quatre points cocycliques. On note respectivement A′ et C ′ les projetés

orthogonaux de A et C sur (BD), et B′ et D′ les projetés orthogonaux de B et D sur (AC).
Montrer alors que A′, B′, C ′ et D′ sont également cocycliques.

Exercice 4
Soit ABC un triangle et O le centre de son cercle circonscrit. Soient HB et HC les pieds des

hauteurs issues de B et C.
Prouver que (HBHC) ⊥ (AO).

Exercice 5
Tynawedd met sur une table une pièce de 1 euro, de 2 euros, de 2 centimes et de 50 cen-

times, comme sur la figure ci-dessous.
Montrer qu’A, B, C et D sont cocycliques.

Exercice 6
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Soient A, B, C et D quatre points sur un cercle Γ de telle sorte que les cordes [AB] et [CD]
s’intersectent en un pointE à l’intérieur de Γ et soit P un point arbitraire sur [BE]. La tangente
t au cercle circonscrit de DEP en E coupe (AC) en F .

Démontrer que ÷EFC = ÷BDP .

Exercice 7
Soient A, B, C et D quatre points dans cet ordre sur un cercle et soit S le milieu de l’arc ĀB

ne contenant pas C etD. Les droites (SD) et (SC) intersectent (AB) en E et F respectivement.
Montrer que C, D, E et F sont cocycliques.

Exercice 8
Soit ABCD un quadrilatère inscriptible et tangentiel (c’est-à-dire dont tous les côtés sont

tangents à un même cercle inscrit dans le quadrilatère). On note respectivement E, F , G et H
les points de tangence de son cercle inscrit avec les côtés [AB], [BC], [CA] et [AD].

Prouver que (EG) ⊥ (HF ).

Exercice 9
Soient ABC un triangle et D l’intersection de la bissectrice intérieure issue de A avec [BC].

La médiatrice de [AD] recoupe la bissectrice issue de B en M et celle issue de C en N .
Montrer que les points A, I , M et N sont sur un même cercle.

Exercice 10
Soit ABCD un quadrilatère cyclique. On appelle respectivement IA, IB, IC et ID les centres

des cercles inscrits des triangles BCD, DCA, ADB et BAC.
Quelle est la nature du quadrilatère IAIBICID ?

Exercice 11
Soient A, B, C, D et E cinq points dans cet ordre sur un cercle, vérifiant AB = BC et

CD = DE. On appelle respectivement P , Q et T l’intersection des droites (AD) et (BE), (AC)
et (BD), (BD) et (CE).

Montrer que le triangle PQT est isocèle.

Exercice 12
Soit ABCD un trapèze circonscriptible, avec (AB) // (CD) et AB > CD. Le cercle inscrit

au triangle ABC est tangent aux côtés [AB] et [AC] en M et N respectivement. Montrer que le
centre du cercle inscrit à ABCD appartient à la droite (MN).

- Solutions des exercices -
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Comme nous l’avons dit, la chasse aux angles classique et l’utilisation des angles orientés
sont deux rédactions différentes d’un même raisonnement. Ainsi, les solutions des exercices
qui suivent sont pour la plupart rédigées avec des angles orientés pour éviter les problèmes
de configuration évoqués précédemment, mais les chasses aux angles qu’on pourrait effectuer
"à la main" apparaissent sur les figures pour une meilleure compréhension des preuves.

Solution de l’exercice 1
En fait, rien n’est faux en soi jusqu’à la dernière ligne de la preuve : pour obtenirAB = AC,

on a implicitement utilisé que AB = AB′−BB′ et que AC = AC ′−CC ′. Or, cette soustraction
n’est possible que si B′ et C ′ sont tous deux situés à l’extérieur du triangle (ou tous deux à
l’intérieur), ce qui n’est pas le cas. En effet, le théorème du pôle Sud montre que P est sur le
cercle circonscrit de ABC, ce qui implique qu’un des points entre B′ et C ′ sera à l’extérieur du
triangle et l’autre à l’intérieur.

Solution de l’exercice 2
La chasse aux angles classiques figure sur le dessin ci-dessous.

En rédigeant avec les angles orientés, on écrit

(P ′B,P ′P ) = (AB,AP ) car A, B, P ′ et P sont cocycliques
= (AB,AQ) car P , A et Q sont alignés
= (Q′B,Q′Q) car A, B, Q′ et Q sont cocycliques
= (P ′B,Q′Q) car P ′, B et Q′ sont alignés

ce qui signifie bien que (PP ′) et (QQ′) sont parallèles puisqu’on peut écrire

(P ′P,Q′Q) = (P ′P, P ′B) + (P ′B,Q′Q) = −(P ′B,Q′Q) + (P ′B,Q′Q) = 0

Remarque : Cet exercice constitue en fait une démonstration de la propriété "si deux
droites sont antiparallèles à une même droite, alors elles sont parallèles entre elles". En ef-
fet, si on choisit comme droites de référence d et d′, la cocyclicité sur Γ1 donne (PP ′) \\ (AB)
et celle sur Γ2 implique (QQ′) \\ (AB), d’où (PP ′) // (QQ′).

Solution de l’exercice 3

137



V. DEUXIÈME PÉRIODE 2. GROUPE B : GÉOMÉTRIE ET ARITHMÉTIQUE

Première solution : Puisque ◊�AD′D = ◊�AA′D = 90, le théorème de l’angle inscrit permet
d’affirmer que A, D, A′ et D′ sont cocycliques. On obtient de la même façon que B, C, B′ et C ′

sont cocycliques.
On en déduit alors que (DA′, DA) = (D′A′, D′A) car A, D, A′ et D′ sont cocycliques et que

(CB,CB′) = (C ′B,C ′B′) carB,C,B′ etC ′ sont cocycliques. Or,A,B,C etD étant cocycliques,
nous savons que (DB,DA) = (CB,CA) et l’alignement des points D, A′ et B d’une part et
de C, B′ et A d’autre part fait que cette dernière égalité se réécrit (DA′, DA) = (CB,CB′).
Finalement, on en conclut que (D′A′, D′A) = (C ′B,C ′B′) soit (D′A′, D′B′) = (C ′A′, C ′B′), ce
qui démontre que A′, B′, C ′ et D′ sont cocycliques.

Seconde solution : De façon équivalente, on peut raisonner avec des droites parallèles et
antiparallèles, en prenant pour droites de référence (AC) et (BD). A, D, A′ et D′ étant cocy-
cliques, (AD) \\ (A′D′). De même, (BC) \\ (B′C ′). Par ailleurs, (BC) \\ (AD) par cocyclicité
des point A, B, C et D. On a donc (BC) \\ (B′C ′) et (BC) \\ (AD) d’où (B′C ′) // (AD). Com-
biné à (AD) \\ (A′D′), ce dernier résultat donne (B′C ′) \\ (A′D′), ce qui fournit la conclusion
attendue.

Solution de l’exercice 4
Les triangles BHBC et BHCC étant respectivement rectangles en HB et HC , le théorème

de l’angle inscrit nous dit que B, C, HB et HC sont cocycliques, d’où on tire que (BC,BHC) =
(HBC,HBHC) soit

(BC,BA) = (HBA,HBHC)

D’autre part, le théorème de l’angle au centre indique que (OC,OA) = 2(BC,BA). Le
triangle AOC étant isocèle en O, on en déduit que

(AO,AHB) = (AO,AC) = 90− (BC,BA)
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La relation de Chasles donne finalement

(AO,HBHC) = (AO,HBA) + (HBA,HBHC) = 90− (BC,BA) + (BC,BA) = 90

Solution de l’exercice 5
Soient O1, O2, O3 et O4 les centres respectifs des pièces de 2 euros, 50 centimes, 1 euro et 2

centimes. La tangente commune aux pièces de 2 euros et de 50 centimes en A étant perpendi-
culaire à (O1A) et à (O2A), on en déduit que O1, A et O2 sont alignés. On prouve de même que
B ∈ (O2O3), C ∈ (O3O4) et que D ∈ (O4O1).

On remarque alors qu’on a alors énormément de triangles isocèles dans la figure, à savoir
O1AD, O2AB, O3BC et O4CD, respectivement isocèles en O1, O2, O3 et O4. Il est donc naturel
de poser ◊�O1AD = ◊�O1DA = x, ◊�O2AB = ◊�O2BA = y, ◊�O3BC = ◊�O3CB = z et ◊�O4CD = ◊�O4DC = w,
comme sur la figure ci-dessous.
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La somme des angles du quadrilatère O1O2O3O4 donneŸ�O4O1O2 + Ÿ�O1O2O3 + Ÿ�O2O3O4 + Ÿ�O3O4O1 = 360

soit
(180− 2x) + (180− 2y) + (180− 2z) + (180− 2w) = 360

ce qui se réécrit plus simplement x+ y + z + w = 180.
On en conclut alors que÷DAB + ÷BCD = (180− x− y) + (180− z − w) = (z + w) + (x+ y) = 180

ce qui permet d’affirmer que les points A, B, C et D sont cocycliques.

Solution de l’exercice 6
A, B, C et D étant cocycliques, on a (AB,AC) = (DB,DC). (EF ) est tangente au cercle

circonscrit de DEP , donc nous savons d’après le cas limite du théorème de l’angle inscrit que
(DP,DE) = (EP,EF ). On écrit alors successivement÷EFC = (FE,FC)

= (AE,FC) + (FE,AE) d’après la relation de Chasles
= (AB,AC)− (EP,FE) car E ∈ (AP ) et F ∈ (AC)

= (DB,DC)− (DP,DE) d’après ce qui précède
= (DB,DE) + (DE,DP ) car D, E et C sont alignés
= (DB,DP ) d’après la relation de Chasles

= ÷BDP

Solution de l’exercice 7
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L’idée est de considérer la tangente au cercle en S, qu’on appelle t. Cette idée est motivée
par le fait que, S étant le milieu de l’arc ĀB, t // (AB). On a alors

(DE,DC) = (DS,DC) car D, E et S sont alignés
= (t, SC) d’après le cas limite du théorème de l’angle inscrit
= (AB, SC) puisque t // (AB)

= (FE,FS) (alignement des points)

ce qui prouve la cocyclicité des points C, D, E et F .

Solution de l’exercice 8

(GE,HF ) = (GE,GF ) + (FG,FH) d’après la relation de Chasles
= (FE,FB) + (GD,GH) (cas limite du théorème de l’angle inscrit)

=
(BE,BF )

2
+

(DA,DC)

2
car BE = BF et DG = DH

= 90 car A, B, C et D sont cocycliques, soit (BA,BC) + (DA,DC) = 180

Solution de l’exercice 9
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Le point M est défini comme l’intersection de la médiatrice de [AD] avec la bissectrice de÷ABD. D’après le théorème du pôle Sud, M , A, B et D sont donc cocycliques. On en déduit
que (BD,BM) = (AD,AM) = (BC,BA)

2
. Par ailleurs,

(NM,NI) = (NM, IA) + (AI,AC) + (CA,CI) (relation de Chasles)

= 90 +
(AB,AC)

2
+

(CA,CB)

2
par définition de I

=
(AB,CB)

2
d’après la relation de Chasles

Dès lors, (NM,NI) = (AM,AI), ce qui prouve que A, M , I et N sont cocycliques.

Solution de l’exercice 10
Là encore, il s’agit d’utiliser le théorème du pôle Sud pour faire apparaître des points

cocycliques puis de conclure par chasse aux angles. Appelons S le milieu de l’arc ĀB. IC étant
le centre du cercle inscrit de DAB, le théorème du pôle Sud nous dit que SA = SB = SIC . De
même, SA = SB = SID. Finalement, c’est que A, B, IC et ID sont cocycliques, et on montre
de même que les quadrilatères BCIAID, CDIBIA et DAICIB sont cycliques. On en tire :

(IAID, IAIB) = (IAC, IAIB) + (IAID, IAC) d’après la relation de Chasles
= (DIB, DC) + (BID, BC) car les quadrilatères CDIBIA et BCIAID sont cycliques

=
(DA,DC)

2
+

(BA,BC)

2
par définition des points IB et ID

= 90 car A, B, C et D sont cocycliques, soit (DA,DC) + (BA,BC) = 180

En faisant de même autour des points IB, IC et ID, on en conclut qu’IAIBICID est un rectangle.
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Solution de l’exercice 11 Les pointsA,B,C etD étant cocycliques, le théorème de l’angle inscrit
nous permet d’écrire (BC,BD) = (AC,AD). Puisque D est le milieu de l’arc C̄E, le théorème
du pôle Sud affirme que (BC,BD) = (BD,BE). Les deux résultats précédents, combinés à
l’alignement des pointsB, P et E d’une part et B, Q, T etD d’autre part, donnent (AQ,AP ) =
(BQ,BP ), ce qui démontre que les points A, B, P et Q sont cocycliques. On prouve de la
même façon que les points E, D, P et T sont cocycliques.

On a ainsi (AB,AP ) = (QT,QP ) et (EP,ED) = (TP, TQ). Mais (AB,AP ) = (EP,ED) car
A, B, D et E sont cocycliques, d’où (QT,QP ) = (TP, TQ). Le triangle PQT est donc isocèle
en P .
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Solution de l’exercice 12 Le triangle AMN étant isocèle en A, (NA,NM) = 90 − (AB,AC)
2

. Pour
prouver que N , O et M sont alignés, il suffit donc de montrer que (NA,NO) = 90− (AB,AC)

2
.

ABCD étant un trapèze, (CD,CB) = 180 − (BC,BA). Puisque O est le centre du cercle
inscrit à ABCD, on a (CO,CB) = (CD,CB)

2
= 90 − (BC,BA)

2
. De plus, I étant le centre du cercle

inscrit à ABC, (BC,BI) = (BC,BA)
2

. On en déduit alors que

(OB,OC) = (OB,BC) + (BC,OC) par la relation de Chasles
= −(BC,OB)− (OC,BC)

= −(BC,BI)− (CO,CB) car B, I et O sont alignés
= −90 d’après les calculs faits précedemment
= 90 par définition modulo 180 des angles orientés

Par ailleurs, par définition du point N , (IN) ⊥ (AC). Ainsi, (OB,OC) = (NI,NC), si bien
que N , O, I et C sont cocycliques d’après le théorème de l’angle inscrit. On sait alors que
(NA,NO) = (IC, IO). Pour conclure, on calcule enfin

(IC, IO) = (IC,BC) + (BC,BI) d’après la relation de Chasles

=
(CA,CB)

2
+

(BC,BA)

2
par définition du point I

=
(CA,BA)

2
encore par Chasles

= 90− (AB,AC)

2
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2 dimanche 21 après-midi : Alexander Semenov
Pour ces deux séances, le cours et les exercices sont essentiellement tirés du polycopié

http://www.animath.fr/IMG/pdf/arith-base.pdf, de la section 2.1 à la section 3.3,
en y ajoutant la section 4.1.

3 lundi 22 matin : Élie Studnia
La séance de TD a essentiellement porté sur les chasses aux angles, les propriétés de puis-

sance et d’axes radicaux.
Exercice 1 ABC est un triangle acutangle (c’est-à-dire dont tous les angles sont aigus) et H
est son orthocentre. Montrer que le symétrique de H par rapport à (BC) est sur le cercle
circonscrit à ABC.

Exercice 2 Soient C1 et C2 deux cercles se coupant en P et en Q. Soit d une droite coupant C1

en A et en C, et C2 en B et D, de sorte que, sur d, A, B, C, D soient alignés dans cet ordre.
Montrer que ÷APB = ÷CQD.

Exercice 3 ABC étant un triangle rectangle en C, on place sur la droite (AC) un point D tel
que C ∈ [AD] et CD = BC. La perpendiculaire à (AB) passant par D coupe (CB) en E.
Montrer que AC = CE.

Exercice 4 Deux cercles C1 et C2 se coupent en P et Q. On suppose donnée d une droite
tangente à C1 en A et à C2 en B. Montrer que (PQ) recoupe (AB) au milieu de [AB].

Exercice 5 Soient six points A,B,C,D,E, F non tous sur un même cercle tels que A,B,C,D
soient cocycliques et C,D,E, F soient cocycliques. Montrer que A,B,E, F sont cocycliques si,
et seulement si, (AB), (CD), (EF ) sont concourantes ou parallèles.

Exercice 6 ABCD un trapèze, avec (AB) et (CD) parallèles. On suppose que (AD) et (CB) se
coupent en E, et que (AC) et (BD) se coupent en F . Montrer que (EF ) passe par les milieux
des côtés [AB] et [CD].

Exercice 7 ABC est un triangle. On prend A1, A2 sur (BC) tels que A1, B, C,A2 soient ali-
gnés dans cet ordre avec A1B = AC et A2C = AB, puis B1, B2 sur (CA) tels que B1, A, C,B2

soient alignés dans cet ordre avec B1A = BC et B2C = AB, et enfin C1, C2 sur (AB) tels
que C1, A,B,C soient alignés dans cet ordre, et AC1 = BC et BC2 = AC. Montrer que
A1, A2, B1, B2, C1, C2 sont cocycliques.

Exercice 8 ABC est un triangle d’orthocentre H . On choisit M ∈ (AB), N ∈ (AC). Si les
cercles de diamètre [BN ] et [CM ] se coupent en X et Y , montrer que X, Y,H sont alignés.

Exercice 9 ABC est un triangle isocèle en B. Les tangentes à son cercle circonscrit en A et en
B se coupent en D ; (DC) recoupe ce cercle circonscrit en E. Montrer que (AE) coupe [DB] en
son milieu.

Exercice 10 ABC un triangle acutangle, D,E, F les pieds des hauteurs issues de A,B,C res-
pectivement. On suppose que le cercle circonscrit à ABC en P , puis que (PB) recoupe (DF )
en Q. Montrer que AP = AQ.

Exercice 11 C1 et C2 sont deux cercles tangents intérieurement en C, avec C2 le petit cercle.
On considère deux points distincts A et B de C1 tels que [AB] soit tangente en E à C2. Montrer
que (CE) est la bissectrice de ÷ACB.
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Solution de l’exercice 1

A

B C

f g

D

E

H

H′

Dans la configuraion de la figure, il suffit d’établir que ◊�AH ′B =÷ACB. Or, ◊�AH ′B = ◊�HH ′B = ◊�H ′HB = ÷ECD = ÷ABC, la deuxième égalité ayant lieu carH etH ′

sont symétriques par rapport à (BC), et la dernière relevant de la configuration "van Fiephi",
puisque (cf les angles droits) E,D,H,C sont cocycliques.

Solution de l’exercice 2

A
Bf
P

D
C

Q

On a ÷CQD = ÷DQP −÷CQP = ÷PBD −÷PAC = 1800 −÷PBA−÷PAB = ÷APB.

Solution de l’exercice 3

A

B

c

C

g

d

D

h

FE

A,E,C, F sont cocycliques : il s’ensuit÷CAE = ÷CFE. Or, C,F,D,B sont cocycliques, d’où ÷CFE = ÷CFD = ÷CBD = 450 car le tri-
angle CBD est rectangle isocèle. Donc CAE est rectangle isocèle en C et AC = CE.

Solution de l’exercice 4 Soit M le milieu de [AB]. On a MA2 = MB2, or le premier membre est
la puissance de M par rapport à C1 et le second la puissance de M par rapport à C2. Donc M
est sur l’axe radical de ces cercles, c’est-à-dire M ∈ (PQ).

146



V. DEUXIÈME PÉRIODE 2. GROUPE B : GÉOMÉTRIE ET ARITHMÉTIQUE

Solution de l’exercice 5

A

B

C

D

E

fg

P

h

F

Si A,B,E, F cocycliques et (AB) et (EF )
parallèles, les médiatrices a et f de [AB] et [EF ] sont parallèles et possèdent un point com-
mun (le centre du cercle circonscrit à ABEF ) donc sont confondues. Or, si on note O1, O2 les
centres des cercles circonscrits à ABCD et CDEF , O1 et O2 sont respectivement sur a et f = a
donc a = (O1O2) est perpendiculaire à (AB). Or O1C = O1D et O2C = O2D donc (O1O2) est
la médatrice de [CD], donc est orthogonale à (CD), d’où (CD) et (AB) parallèles.
Si A,B,E, F cocycliques et (AB) et (EF ) sécantes en P , on a
PA.PB = PE.PF (puissance de P par rapport au cercle ABEF ), ie P a même puissance par
rapport aux cercles ABCD et CDEF , ce qui assure P ∈ (CD).
Si (AB), (CD), (EF ) sont parallèles, un argument similaire au premier point montre que les
médiatrices de [AB] et de [CD], puis celles de [CD] et de [EF ] sont confondues, donc [AB] et
[EF ] ont même médiatrice d. Comme (BE) et (AB) sont non parallèles, la médiatrice de [BE]
rencontre d en K, alors KA = KB = KE = KF , ce qui conclut.
Si (AB), (CD), (EF ) concourent en P , on a
PA.PB = PC.PD = PE.PF (deux théorèmes de la puissance pour les cercles ABCD et
CDEF ), ce qui prouve (réciproque du théorème de la puissance) que ABEF cocycliques.

Solution de l’exercice 6

A

B

f
C

g

Dh

ij
k

F

E

M

N

l

On note M et N les milieux respectifs de
[AB] et [CD], la droite (FM) recoupe (CD) en N ′. Le théorème de Thalès dans FCN ′ puis
FDN ′ donne AM

CN ′
= FM

FN ′
= BM

DN ′
, d’où CN ′ = DN ′ et N ′ = N . Donc F,M,N alignés. De même,

E,M,N alignés, donc E,F,M,N alignés.

Solution de l’exercice 7
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A

B Cg

h

A1

C2

B1

C1

A2

B2

k

On note que B est entre C1 et C2, comme entre A1 et A2, et
BC2 = BA1 = AC, et BC1 = BA+AC1 = C2 +BC = BC2, donc BC1.BC2 = BA1.BA2, ce qui
assure A1, C1, C2, A2 cocycliques sur CB. De même, A2, B1, B2, A1 et B1, C1, C2, B2 cocycliques
sur CC et CA respectivement. Supposons que ces points ne soient pas tous sur un même cercle :
de BC1.BC2 = BA1.BA2 (puissance de B par rapport à CB) montre que B a même puissance
par rapport à CA et par rapport à CC , donc est sur leur axe radical, qui est (B1B2) = (AC).
Ainsi, A,B,C alignés, ce qui est absurde, d’où CA = CB = CC , ce qui conclut.

Solution de l’exercice 8

A

B

C

N

M

f

HC

g

HB

d

X

Y

H

h

Posons HB et HC les pieds des hauteurs
issues de B et de C. Alors ÿ�BHBN et ÿ�CHCM sont droits, donc X, Y,B,HB et X, Y,C,HC sont
cocycliques. Or, comme ÿ�BHCC et ÿ�BHBC sont droits,B,HC , HB, C sont cocycliques. L’exercice
5 donne (les cercles sont distincts) (BHB),(CHC) et (XY ) concourantes. Or, les deux premières
droites se coupent en H , ce qui conclut.

Solution de l’exercice 9

B

A
C

f

g

D

h

E

i

K

P

j

Q

On va donner deux preuves de ce résul-
tat. Avant tout, on note a = ÷BAC = ÷BCA et b = ÷EAB. Les points P,Q,K sont définis comme
apparents sur la figure. On a ÷DBC = ÷DBA + ÷ABC = ÷BCA + 1800 − 2a = 1800 − a, et÷DCB = ÷ECB = ÷EAB = b, ce qui donne ÷BDC = a− b. Or, ÷DAE = ÷DAB−÷EAB = ÷BCA− b =
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a− b = ÷BDC. Compte tenu de la configuration, cela démontre que le cercle circonscrit à ADE
est tangent à (BD) en D. On conclut à l’aide de l’exercice 4.
Une autre approche consiste à regarder les rôles des points P et Q : on a ÷PAQ = ÷DAB =÷BCA = a. On a également ÷PEQ = 1800 −÷PEB = 1800 −÷CEB = 1800 −÷CAB = 1800 − a =

1800 −÷PAQ, d’où P,Q,A,E cocycliques. On a alors ÷EQP = ÷EAP = b et ÷DBE = ÷BCE =÷BAE = b. Cela prouve que (PQ) et (BD) parallèles. D’après l’exercice 6, on a E,A,K alignés
(trapèze BDPQ).

Solution de l’exercice 10

A

B C

f g

h

D

E

F

e

i

P

jk

Q

On traitera seulement la configuration
de la figure. Le reste est laissé au lecteur à titre d’exercice. On note a, b, c les angles du tri-
angle ABC de sommets respectifs A,B,C et d = ÷PBA. On a ÷PAB = ÷PCB = c −÷PCA =

c −÷PBA = c − d. Comme ÷AFC et ÷ADC sont droits, A,F,D,C sont cocycliques et par "van
Fiephi" ÷BDQ = ÷BDF = a. D’autre part, ÷QBD = ÷PBC = ÷PBA + ÷ABC = b + d. Il s’ensuit÷PQF = ÷BQD = 1800 −÷DBQ −÷BDQ = 1800 − b − d − a = c − d = ÷PAF . Aussi les points
P,Q,A, F sont-ils cocycliques et ÷AQP = 1800 −÷AFP = 1800 −÷BFE = ÷BCE = c (B,F,C,E
cocycliques car ÷BFC et ÷BEC droits). Or, ÷APQ = ÷AFQ = ÷BFD = c (toujours car A,B, F,D
cocycliques et par "van Fiephi"), et donc ÷APQ = ÷AQP et donc AP = AQ.

Solution de l’exercice 11

C

G

f

g
E

h

A

B

D

F

Le petit cercle coupe (BC) en D et (AC)
en F . d désigne la tangente commune aux cercles en C, G est un point de d du même côté
de (CE) que A. Le cas limite de l’angle inscrit donne ÷FDC = ÷FCG = ÷ACG = ÷ABC, ce qui
prouve que (AB) et (DF ) sont parallèles. On a÷ACE = ÷FCE = ÷FDE = ÷DEB = ÷BED = ÷EFD = ÷ECD = ÷ECB, ce qu’il fallait prouver.
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4 lundi 22 après-midi : Cécile Gachet
Ce cours donne les fondements de l’arithmétique sur Z. On a traité les notions suivantes :
• divisibilité,
• pgcd, ppcm,
• algorithme d’Euclide (prouvé),
• théorème de Bézout et algorithme permettant d’écrire la relation de Bézout (admis),
• lemme de Gauss,
• nombres premiers,
• théorème fondamental de l’arithmétique.

Dans chaque cas, on a proposé des exemples numériques. Quelques exercices ont aussi été
traités.
Exercice 1 Trouver tous les n ∈ Z tels que n+ 2 |n2 + 3.

Exercice 2 Calculer le pgcd de 21n+ 4 et 14n+ 3.

Exercice 3 Trouver tous les (x, y) ∈ Z2 tels que x3 + 2xy − 7 = 0.

Exercice 4 Trouver tous les (k, z) ∈ N2 tels que 2k + 1 = z2.

Solution de l’exercice 1 Soit n solution. On procède par division euclidienne en essayant de di-
minuer le degré en n du terme de droite à chaque étape. Ainsi, n+ 2 |n(n+ 2) donc n+ 2 |n2 +
2n− (n2 + 3), ie n+ 2 | 2n− 3. Donc n+ 2 | 2n− 3− 2(n+ 2), ie n+ 2 | − 7. Or, on peut établir la
liste des diviseurs de 7 : {−7,−1, 1, 7}. Donc n ∈ {−9,−3,−1, 5}, et réciproquement, on vérifie
que ce sont bien des solutions.

Solution de l’exercice 2 On applique l’algorithme d’Euclide.

21n+ 4 = (14n+ 3) · 1 + 7n+ 1

14n+ 3 = 2 · (7n+ 1) + 1

7n+ 1 = 1 · (7n+ 1) + 0

Donc ce pgcd vaut 1, et ce pour tout n ∈ N.

Solution de l’exercice 3 Soit (x, y) solution. On factorise : x(x2 + 2y) = 7. D’après le théorème
fondamental de l’arithmétique, on a quatre cas à distinguer :
• x = −7 et x2 + 2y = −1, donc y = −25,
• x = −1 et x2 + 2y = −7, donc y = −4,
• x = 1 et x2 + 2y = 7, donc y = 3,
• x = 7 et x2 + 2y = 1, donc y = −24.

On vérifie que ces quatre cas donnent effectivement des solutions.

Solution de l’exercice 4 Soit (k, z) solution. On factorise : 2k = (z − 1)(z + 1), donc z − 1 et z + 1
sont des puissances de 2. Soient a < b tels que z − 1 = 2a et z + 1 = 2b. La différence entre ces
deux égalités donne : 2b−a(2a − 1) = 2. Donc 2b−a = 1 et 2a = 1 (par unicité à l’ordre près de la
décomposition en produit de nombres premiers). Donc b = a + 1 et a = 0. Donc z = 3, et on
vérifie réciproquement que c’est bien une solution.

5 mardi 23 matin : Colin Davalo
Ce cours n’a pas encore été intégré.
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6 mardi 23 après-midi : Florent Noisette

Ce cours n’a pas encore été intégré.

3 Groupe C : géométrie et équations fonctionelles

1 dimanche 21 matin : Cécile Gachet

Principe d’étude Dans ce cours, on s’intéresse à différentes transformations géométriques
qui envoient les points sur des points, les droites sur des droites, les cercles sur des cercles. Le
plan d’étude est le suivant :

1. On considère une grandeur qu’on aimerait voir conservée par notre transformation (les
longueurs, les rapports de longueur, les angles géométriques, les angles orientés) ;

2. On définit les transformations conservant cette grandeur, on étudie leur structure :
• centre d’une transformation : une telle transformation a-t-elle un point fixe ? si oui,

comment le construire ?
• « degrés de liberté » : peut-on remonter de la donnée d’un certain nombre de points

et de leurs images à la définition d’une transformation ? inversement, pour quels n
peut-on fixer A1, . . . , An et B1, . . . , Bn tels qu’il existe une transformation adéquate
qui envoie A1 sur B1,. . . ,An sur Bn ? (et quelles contraintes supplémentaires faut-il
éventuellement imposer sur ces points pour pouvoir augmenter le degré de liberté
n ?)
• Composition de deux transformations d’un même type ;
• Décomposition d’une transformation comme produit de facteurs « élémentaires ».

3. Si on a deux types de transformations (celles qui conservent les schtroumpfs et celles
qui conservent les bagadas, par exemple), on étudie la position relative de l’ensembl des
transformations qui conservent les schtroumpfs et de l’ensemble des transformations
qui conservent les bagadas, et la façon dont notre loi de composition se comporte par
rapport à eux (voir le schéma infra).

Points annexes traités/non traités On a insisté sur la différence entre une transformation
directe et une transformation indirecte (constat de départ : la symétrie axiale est une isomé-
trie, elle conserve les angles mais multiplie par −1 toutes les valeurs d’angles orientés), cette
question jouant un rôle important dans l’étude du nombre de degrés de liberté d’une trans-
formation. On a étudié la notion de similitude intérieure. On a donné la construction du point
de Miquel, dont on a ainsi pu déduire le théorème de concours des quatre cercles en le point
de Miquel.

L’étude générale des symétries axiales (notamment leur composition) n’a pas été menée.
L’existence d’un centre pour toute similitude a été admise.

Schéma récapitulatif
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Exercices traités Outre l’étude des différentes transformations qu’on s’est efforcé de mener
comme plusieurs petits exercices, les exercices suivants on été posés :
Exercice 1 Soit ABCD un carré, P à l’intérieur de ABCD tel que PA = 1, PB = 2, PC = 3.
Calculer ÷APB.

Exercice 2 Un randonneur est dans une région rectangulaireABCD dont il possède une petite
carte A′B′C ′D′. Quand il pose sa carte par terre, montrer qu’il existe un unique point X dont
la position réelle et l’image sur la carte coïncident, et le déterminer sa position à la règle.

Solution de l’exercice 1 Soit ρ la rotation de centre B et d’angle 90˚. Elle envoie C sur A, elle
fixe B et elle envoie P sur un point P ′ tel que ◊�PBP ′ = 90˚ et P ′B = PB = 2. On a de plus
P ′A = PC = 3 (isométrie). D’après le théorème de Pythagore dans PBP ′, PP ′ = 2

√
2, donc

d’après la réciproque du théorème de Pytagore, le triangle PAP ′ est rectangle en P . Comme
PBP ′ est rectangle isocèle en B, on a finalement ÷APB = ◊�APP ′ + ◊�PP ′B = 90˚ + 45˚ = 135˚.

Solution de l’exercice 2 Comme ABCD et A′B′C ′D′ sont deux figures semblables, il existe une
similitude qui envoie l’une sur l’autre, et le point X recherché est le centre (unique) de cette
similitude. On applique le leitmotiv :

« Quand je vois deux figures semblables, je pense à la similitude qui envoie l’une sur l’autre, et surtout je pense aux similitudes intétieures de mes figures. »

On considère la similitude s qui envoie (AB) sur (CD) et (A′B′) sur (C ′D′). Elle est de
centre X . Elle envoie (AB) sur une parallèle à (AB), c’est donc une similitude d’argument 0˚
ou 180˚, c’est-à-dire une homothétie. s((AB)∩ (A′B′)) = s((AB))∩ s((A′B′)) = (CD)∩ (C ′D′)
donc le centre de s est sur la droite qui relie (AB) ∩ (A′B′) et (CD) ∩ (C ′D′). De même, X
est le centre de la similitude qui envoie (AD) sur (CB) et (A′D′) sur (C ′B′), et il est sur la
droite qui relie (AD) ∩ (A′D′) et (CB) ∩ (C ′B′). Donc X est l’intersection de la droite qui relie
(AB) ∩ (A′B′) et (CD) ∩ (C ′D′) et de la droite qui relie (AD) ∩ (A′D′) et (CB) ∩ (C ′B′).

Et ensuite ? Pour plus de précisions, la plupart des énoncés montrés se retrouvent dans l’ex-
cellent polycopié de Thomas Budzinski sur les transformations (cf. cours de l’OFM), auquel
on renvoie également le lecteur désireux de plus d’exercices.

2 dimanche 21 après-midi : François Lo Jacomo
Ce cours n’a pas encore été intégré.

3 lundi 22 matin : Mathieu Barré
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Exercice 1
Étant données trois droites parallèles, construire à la règle et au compas un triangle équi-

latéral ayant un sommet sur chacune des droites.

Exercice 2
Soient A, B, C et D quatre points dans cet ordre sur un cercle et soit S le milieu de l’arc ĀB

ne contenant pas C etD. Les droites (SD) et (SC) intersectent (AB) en E et F respectivement.
Montrer que C, D, E et F sont cocycliques.

Exercice 3
Les points A, M1, M2 et C se trouvent dans cet ordre sur une droite. Soit k1 le cercle de

centre M1 passant par A et k2 le cercle de centre M2 passant par C. Les deux cercles se coupent
aux points E et F . Une tangente commune de k1 et k2 est tangente à k1 en B et à k2 en D.
Montrer que les droites (AB), (CD) et (EF ) se coupent en un seul point.

Exercice 4
Soit ABCD un quadrilatère cyclique. On appelle respectivement IA, IB, IC et ID les centres

des cercles inscrits des triangles BCD, DCA, ADB et BAC. Montrer qu’IAIBICID est un rec-
tangle.

Exercice 5
Soit ABC un triangle et D le pied de la bissectrice issue de B. Les cercles circonscrits aux

triangles ABD et BCD recoupent les côtés [BC] et [AB] en E et F respectivement. Montrer
que AE = CF .

Exercice 6
Soient ABC un triangle et D l’intersection de la bissectrice intérieure issue de A avec [BC].

La médiatrice de [AD] recoupe la bissectrice issue deB enM et celle issue de C enN . Montrer
que les points A, I , M et N sont sur un même cercle.

Exercice 7
Soit ABC un triangle d’orthocentre H . Soient M un point de [AB] et N un point de [AC].

Les cercles de diamètre [BN ] et [CM ] se recoupent en X et Y respectivement. Montrer que H
appartient à la droite (XY ).

Exercice 8
Soit ABCD un trapèze circonscriptible, avec (AB) // (CD) et AB > CD. Le cercle inscrit

au triangle ABC est tangent aux côtés [AB] et [AC] en M et N respectivement. Montrer que le
centre du cercle inscrit à ABCD appartient à la droite (MN).

Exercice 9
Soient A, B, C et D quatre points fixés sur un cercle. Chercher le lieu des points X tels que

les cercles circonscrits aux triangles XAB et XCD soient tangents en X .

Exercice 10
Soient C1 et C2 deux cercles extérieurs l’un à l’autre, de centres respectifs O1 et O2. Soient

une tangente commune extérieure, tangente à C1 en A1 et à C2 en A2 ; et une tangente com-
mune intérieure, tangente à C1 en B1 et C2 en B2. Montrer que les droites (A1B1), (A2B2) et
(O1O2) sont concourantes.

- Solutions des exercices -
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Solution de l’exercice 1

A

d2

d1

d3

d′1

C

B

α = 60˚

On note d1, d2 et d3 les trois droites parallèles. On choisit A ∈ d2. Supposons qu’on dispose
de B ∈ d1, C ∈ d3 tels que ABC soit équilatéral direct (c’est-à-dire que lorsque l’on parcourt
ABC dans ce sens, on est dans le sens anti-horaire). Alors l’image par la rotation directe de
centreA et d’angle 600 deB estC. Or, cette image est sur l’image de d1 par cette même rotation
et sur d3. Cela fixe C comme intersection de l’image de d1 par la rotation directe d’angle 600 et
de centre A. Comme C est l’image de B, on doit avoir B image de C par la rotation horaire de
centre A et d’angle 600.

Soit donc A ∈ d2, soit d′1 l’image de d1 par la roration anti-horaire de centre A et d’angle
600 ; elle est non paralllèle à d1 donc coupe d3 en C. Soit B l’antécédent de C par cette rotation.
Comme une rotation préserve les longueurs, on a AB = AC ; d’autre part, l’angle orienté÷BAC vaut 600, ce qui prouve ABC équilatéral.

Solution de l’exercice 2
Première solution. On fait une chasse aux angles bête et méchante, cette dernière pouvant

être accélérée en utilisant le théorème du pôle Sud, qui nous permet d’identifier que (DS) est
la bissectrice de ÷ADB et (CS) celle de ÷ACB.

Deuxième solution, plus astucieuse. L’idée est de considérer la tangente au cercle en S,
qu’on appelle t. Cette idée est motivée par le fait que, S étant le milieu de l’arc ĀB, t // (AB).
On a alors

(DE,DC) = (DS,DC) car D, E et S sont alignés
= (t, SC) d’après le cas limite du théorème de l’angle inscrit
= (AB, SC) puisque t // (AB)

= (FE,FS) (alignement des points)

ce qui prouve la cocyclicité des points C, D, E et F .
Troisième solution. S étant le milieu de l’arc ĀB, ÷ABS = ÷SAB. Par ailleurs, A, B, C et

D sont cocycliques donc le théorème de l’angle inscrit donne ÷SAB = ÷SCB. Ainsi, ÷ABS =
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÷SCB, ce qui signifie d’après le cas limite du théorème de l’angle inscrit que la droite (BS)
est tangente au cercle circonscrit au triangle BCF . La puissance du point S par rapport à
ce cercle donne alors SB2 = SF.SC. De même, on montre que la droite (AS) est tangente
au cercle circonscrit à AED et ainsi que SA2 = SE.SD. Mais comme SA = SB, c’est que
SF.SC = SE.SD, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 3
Notons X l’intersection des droites (AB et (CD). Comme (EF ) est l’axe radical des cercles

k1 et k2, pour montrer queX ∈ (EF ), il suffit de montrer queX a même puissance par rapport
à k1 et k2, c’est-à-dire que XA.XB = XC.XD. Ainsi, il est suffisant pour conclure de prouver
que les points A, B, C et D sont cocycliques.

Pour cela, on fait une chasse aux angles. Par le théorème de l’angle au centre, ÿ�CM1B =

2÷CAB. Les droites (M1B) et (M2D) sont toutes les deux perpendiculaires à la tangente com-
mune (BD), elles sont donc parallèles entre elles et ainsi ÿ�CM2D = ÿ�CM1B. Le triangle CM2D

étant isocèle en M2, ÿ�CDM2 = 180−÷CM2D
2

= 90 −÷CAB. L’angle ÿ�BDM2 est droit et on en déduit
que ÷BDC = 180−÷CAB, ce qui achève la démonstration.
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Solution de l’exercice 4
Il s’agit d’utiliser le théorème du pôle Sud pour faire apparaître des points cocycliques

puis de conclure par chasse aux angles. Appelons S le milieu de l’arc ĀB. IC étant le centre
du cercle inscrit de DAB, le théorème du pôle Sud nous dit que SA = SB = SIC . De même,
SA = SB = SID. Finalement, c’est que A, B, IC et ID sont cocycliques, et on montre de même
que les quadrilatères BCIAID, CDIBIA et DAICIB sont cycliques. On en tire :

(IAID, IAIB) = (IAC, IAIB) + (IAID, IAC) d’après la relation de Chasles
= (DIB, DC) + (BID, BC) car les quadrilatères CDIBIA et BCIAID sont cycliques

=
(DA,DC)

2
+

(BA,BC)

2
par définition des points IB et ID

= 90 car A, B, C et D sont cocycliques, soit (DA,DC) + (BA,BC) = 180

En faisant de même autour des points IB, IC et ID, on en conclut qu’IAIBICID est un rectangle.

Solution de l’exercice 5
Première solution. Comme ce qu’on cherche à prouver ne semble pas traduire de pro-

priété angulaire intéressante, une approche métrique semble plus appropriée. Écrivons donc
les puissances des points A et C par rapport aux cercles circonscrits à BDC et ADB respecti-
vement :

AE.AB = AD.AC et CA.CD = CF.CD

En faisant le quotient de ces deux relations, il vient AD
CD

= AB
BC
.AE
CF

. Or, d’après le théorème de
la bissectrice, AD

CD
= AB

BC
, d’où AE

CF
= 1, ce qui donne le résultat escompté.

Seconde solution. D’après le théorème du pôle Sud appliqué dans les triangles ABF et
CBE, nous savons que d’une part DA = DF et d’autre part que DE = DC. Qui plus est,
le théorème de l’angle inscrit donne ÷CBE = ÷EDA (cocyclicité de B, C, D et E) et ÷ABF =÷FDC (cocyclicité de A, B, F , D). Ainsi, ÷ADE = ÷FDC. Mis avec les égalités de longueurs
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précédentes, on en conclut que les trianglesADE et FDC sont superposables, ce qui implique
que AE = CF .

Solution de l’exercice 6
Le point M est défini comme l’intersection de la médiatrice de [AD] avec la bissectrice de÷ABD. D’après le théorème du pôle Sud, M , A, B et D sont donc cocycliques. On en déduit

que (BD,BM) = (AD,AM) = (BC,BA)
2

. Par ailleurs,

(NM,NI) = (NM, IA) + (AI,AC) + (CA,CI) (relation de Chasles)

= 90 +
(AB,AC)

2
+

(CA,CB)

2
par définition de I

=
(AB,CB)

2
d’après la relation de Chasles

Dès lors, (NM,NI) = (AM,AI), ce qui prouve que A, M , I et N sont cocycliques.
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Solution de l’exercice 7
Soient HB et HC les pieds des hauteurs issues de B et C. Notons C1 le cercle de diamètre

[BN ] et C2 celui de diamètre [CM ]. Puisque (BHB) ⊥ (HBN) et que (CHC) ⊥ (HCM), on
a HB ∈ C1 et HC ∈ C2. (XY ) étant l’axe radical de C1 et C2, il nous suffit de montrer que
H a même puissance par rapport à chacun de ces deux cercles, c’est-à-dire que HHC .HC =
HHB.HB. Or cette dernière égalité est vraie car ce n’est rien d’autre que la puissance du point
H par rapport au cercle passant par B, C, HB et HC .

Solution de l’exercice 8 Le triangle AMN étant isocèle en A, (NA,NM) = 90 − (AB,AC)
2

. Pour
prouver que N , O et M sont alignés, il suffit donc de montrer que (NA,NO) = 90− (AB,AC)

2
.

ABCD étant un trapèze, (CD,CB) = 180 − (BC,BA). Puisque O est le centre du cercle
inscrit à ABCD, on a (CO,CB) = (CD,CB)

2
= 90 − (BC,BA)

2
. De plus, I étant le centre du cercle

inscrit à ABC, (BC,BI) = (BC,BA)
2

. On en déduit alors que

(OB,OC) = (OB,BC) + (BC,OC) par la relation de Chasles
= −(BC,OB)− (OC,BC)

= −(BC,BI)− (CO,CB) car B, I et O sont alignés
= −90 d’après les calculs faits précedemment
= 90 par définition modulo 180 des angles orientés

Par ailleurs, par définition du point N , (IN) ⊥ (AC). Ainsi, (OB,OC) = (NI,NC), si bien
que N , O, I et C sont cocycliques d’après le théorème de l’angle inscrit. On sait alors que
(NA,NO) = (IC, IO). Pour conclure, on calcule enfin

(IC, IO) = (IC,BC) + (BC,BI) d’après la relation de Chasles

=
(CA,CB)

2
+

(BC,BA)

2
par définition du point I

=
(CA,BA)

2
encore par Chasles

= 90− (AB,AC)

2
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Solution de l’exercice 9
L’idée ici est de remarquer que la position des points X est contrôlée par le théorème des

axes radicaux. En effet, plaçons-nous dans une configuration où les cercles circonscrits aux
triangles AXB et CXD sont tangents en un point X . On sait alors que la tangente en X et les
droites (AB) et (CD) sont concourantes en un point P , qui est fixe quelque soit X puisque les
points A, B, C et D sont eux-mêmes fixés. On a alors PA.PB = PC.PD = PX2. Ainsi, pour
tout point X appartenant à l’ensemble des points cherchés, la quantité PX2 est constante,
ce qui signifie que le lieu des points X ainsi formés est un cercle de centre P et de rayon√
PA.PB.
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Solution de l’exercice 10
On remarque dans un premier temps que (O1A1)//(O2A2) et que (O1B1)//(O2B2). En no-

tant I le point d’intersection des deux tangentes communes, on a par symétrie que (IO1) ⊥
(A1B1) et que (IO2) ⊥ (A2B2). De plus, une chasse aux angles montre que (IO1) ⊥ (IO2). On
en déduit que (IO1)//(A2B2) et que (IO2)//(A1B1).

L’exercice se reformule alors de la façon suivante : il s’agit de montrer que l’intersection de
la perpendiculaire à (IO1) passant par B1 (notée d1) avec la perpendiculaire à (IO2) passant
par B2 (notée d2) est sur (O1O2).

Pour ce faire, posons J = d1∩ (O1O2) et J ′ = d2∩ (O1O2) : notre objectif est de prouver que
J = J ′. En notant O = (IB1) ∩ (O1O2), on définit les homothéties suivantes de centre O :

H1 : I −→ B1 H2 : B2 −→ I H3 : O1 −→ O2

O2 −→ J J ′ −→ O1 B1 −→ B2

Maintenant, B1
H3−→ B2

H2−→ I
H1−→ B1 donc H1 ◦H2 ◦H3 est l’identité. Mais comme H1,

H2 et H3 ont le même centre, H1 ◦H3 ◦H2 est également l’identité. Comme J ′ H2−→ O1
H3−→

O2
H1−→ J , on en déduit que J = J ′, ce qui termine l’exercice.

4 lundi 22 arès-midi : Alexander Semenov
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Exercice 1
Étant données trois droites parallèles, construire à la règle et au compas un triangle équi-

latéral ayant un sommet sur chacune des droites.

Exercice 2
Soient A, B, C et D quatre points dans cet ordre sur un cercle et soit S le milieu de l’arc ĀB

ne contenant pas C etD. Les droites (SD) et (SC) intersectent (AB) en E et F respectivement.
Montrer que C, D, E et F sont cocycliques.

Exercice 3
Les points A, M1, M2 et C se trouvent dans cet ordre sur une droite. Soit k1 le cercle de

centre M1 passant par A et k2 le cercle de centre M2 passant par C. Les deux cercles se coupent
aux points E et F . Une tangente commune de k1 et k2 est tangente à k1 en B et à k2 en D.
Montrer que les droites (AB), (CD) et (EF ) se coupent en un seul point.

Exercice 4
Soit ABCD un quadrilatère cyclique. On appelle respectivement IA, IB, IC et ID les centres

des cercles inscrits des triangles BCD, DCA, ADB et BAC. Montrer qu’IAIBICID est un rec-
tangle.

Exercice 5
Soit ABC un triangle et D le pied de la bissectrice issue de B. Les cercles circonscrits aux

triangles ABD et BCD recoupent les côtés [BC] et [AB] en E et F respectivement. Montrer
que AE = CF .

Exercice 6
Soient ABC un triangle et D l’intersection de la bissectrice intérieure issue de A avec [BC].

La médiatrice de [AD] recoupe la bissectrice issue deB enM et celle issue de C enN . Montrer
que les points A, I , M et N sont sur un même cercle.

Exercice 7
Soit ABC un triangle d’orthocentre H . Soient M un point de [AB] et N un point de [AC].

Les cercles de diamètre [BN ] et [CM ] se recoupent en X et Y respectivement. Montrer que H
appartient à la droite (XY ).

Exercice 8
Soit ABCD un trapèze circonscriptible, avec (AB) // (CD) et AB > CD. Le cercle inscrit

au triangle ABC est tangent aux côtés [AB] et [AC] en M et N respectivement. Montrer que le
centre du cercle inscrit à ABCD appartient à la droite (MN).

Exercice 9
Soient A, B, C et D quatre points fixés sur un cercle. Chercher le lieu des points X tels que

les cercles circonscrits aux triangles XAB et XCD soient tangents en X .

Exercice 10
Soient C1 et C2 deux cercles extérieurs l’un à l’autre, de centres respectifs O1 et O2. Soient

une tangente commune extérieure, tangente à C1 en A1 et à C2 en A2 ; et une tangente com-
mune intérieure, tangente à C1 en B1 et C2 en B2. Montrer que les droites (A1B1), (A2B2) et
(O1O2) sont concourantes.

- Solutions des exercices -
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Solution de l’exercice 1

A

d2

d1

d3

d′1

C

B

α = 60˚

On note d1, d2 et d3 les trois droites parallèles. On choisit A ∈ d2. Supposons qu’on dispose
de B ∈ d1, C ∈ d3 tels que ABC soit équilatéral direct (c’est-à-dire que lorsque l’on parcourt
ABC dans ce sens, on est dans le sens anti-horaire). Alors l’image par la rotation directe de
centreA et d’angle 600 deB estC. Or, cette image est sur l’image de d1 par cette même rotation
et sur d3. Cela fixe C comme intersection de l’image de d1 par la rotation directe d’angle 600 et
de centre A. Comme C est l’image de B, on doit avoir B image de C par la rotation horaire de
centre A et d’angle 600.

Soit donc A ∈ d2, soit d′1 l’image de d1 par la roration anti-horaire de centre A et d’angle
600 ; elle est non paralllèle à d1 donc coupe d3 en C. Soit B l’antécédent de C par cette rotation.
Comme une rotation préserve les longueurs, on a AB = AC ; d’autre part, l’angle orienté÷BAC vaut 600, ce qui prouve ABC équilatéral.

Solution de l’exercice 2
Première solution. On fait une chasse aux angles bête et méchante, cette dernière pouvant

être accélérée en utilisant le théorème du pôle Sud, qui nous permet d’identifier que (DS) est
la bissectrice de ÷ADB et (CS) celle de ÷ACB.

Deuxième solution, plus astucieuse. L’idée est de considérer la tangente au cercle en S,
qu’on appelle t. Cette idée est motivée par le fait que, S étant le milieu de l’arc ĀB, t // (AB).
On a alors

(DE,DC) = (DS,DC) car D, E et S sont alignés
= (t, SC) d’après le cas limite du théorème de l’angle inscrit
= (AB, SC) puisque t // (AB)

= (FE,FS) (alignement des points)

ce qui prouve la cocyclicité des points C, D, E et F .
Troisième solution. S étant le milieu de l’arc ĀB, ÷ABS = ÷SAB. Par ailleurs, A, B, C et

D sont cocycliques donc le théorème de l’angle inscrit donne ÷SAB = ÷SCB. Ainsi, ÷ABS =
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÷SCB, ce qui signifie d’après le cas limite du théorème de l’angle inscrit que la droite (BS)
est tangente au cercle circonscrit au triangle BCF . La puissance du point S par rapport à
ce cercle donne alors SB2 = SF.SC. De même, on montre que la droite (AS) est tangente
au cercle circonscrit à AED et ainsi que SA2 = SE.SD. Mais comme SA = SB, c’est que
SF.SC = SE.SD, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 3
Notons X l’intersection des droites (AB et (CD). Comme (EF ) est l’axe radical des cercles

k1 et k2, pour montrer queX ∈ (EF ), il suffit de montrer queX a même puissance par rapport
à k1 et k2, c’est-à-dire que XA.XB = XC.XD. Ainsi, il est suffisant pour conclure de prouver
que les points A, B, C et D sont cocycliques.

Pour cela, on fait une chasse aux angles. Par le théorème de l’angle au centre, ÿ�CM1B =

2÷CAB. Les droites (M1B) et (M2D) sont toutes les deux perpendiculaires à la tangente com-
mune (BD), elles sont donc parallèles entre elles et ainsi ÿ�CM2D = ÿ�CM1B. Le triangle CM2D

étant isocèle en M2, ÿ�CDM2 = 180−÷CM2D
2

= 90 −÷CAB. L’angle ÿ�BDM2 est droit et on en déduit
que ÷BDC = 180−÷CAB, ce qui achève la démonstration.
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Solution de l’exercice 4
Il s’agit d’utiliser le théorème du pôle Sud pour faire apparaître des points cocycliques

puis de conclure par chasse aux angles. Appelons S le milieu de l’arc ĀB. IC étant le centre
du cercle inscrit de DAB, le théorème du pôle Sud nous dit que SA = SB = SIC . De même,
SA = SB = SID. Finalement, c’est que A, B, IC et ID sont cocycliques, et on montre de même
que les quadrilatères BCIAID, CDIBIA et DAICIB sont cycliques. On en tire :

(IAID, IAIB) = (IAC, IAIB) + (IAID, IAC) d’après la relation de Chasles
= (DIB, DC) + (BID, BC) car les quadrilatères CDIBIA et BCIAID sont cycliques

=
(DA,DC)

2
+

(BA,BC)

2
par définition des points IB et ID

= 90 car A, B, C et D sont cocycliques, soit (DA,DC) + (BA,BC) = 180

En faisant de même autour des points IB, IC et ID, on en conclut qu’IAIBICID est un rectangle.

Solution de l’exercice 5
Première solution. Comme ce qu’on cherche à prouver ne semble pas traduire de pro-

priété angulaire intéressante, une approche métrique semble plus appropriée. Écrivons donc
les puissances des points A et C par rapport aux cercles circonscrits à BDC et ADB respecti-
vement :

AE.AB = AD.AC et CA.CD = CF.CD

En faisant le quotient de ces deux relations, il vient AD
CD

= AB
BC
.AE
CF

. Or, d’après le théorème de
la bissectrice, AD

CD
= AB

BC
, d’où AE

CF
= 1, ce qui donne le résultat escompté.

Seconde solution. D’après le théorème du pôle Sud appliqué dans les triangles ABF et
CBE, nous savons que d’une part DA = DF et d’autre part que DE = DC. Qui plus est,
le théorème de l’angle inscrit donne ÷CBE = ÷EDA (cocyclicité de B, C, D et E) et ÷ABF =÷FDC (cocyclicité de A, B, F , D). Ainsi, ÷ADE = ÷FDC. Mis avec les égalités de longueurs

164



V. DEUXIÈME PÉRIODE3. GROUPE C : GÉOMÉTRIE ET ÉQUATIONS FONCTIONELLES

précédentes, on en conclut que les trianglesADE et FDC sont superposables, ce qui implique
que AE = CF .

Solution de l’exercice 6
Le point M est défini comme l’intersection de la médiatrice de [AD] avec la bissectrice de÷ABD. D’après le théorème du pôle Sud, M , A, B et D sont donc cocycliques. On en déduit

que (BD,BM) = (AD,AM) = (BC,BA)
2

. Par ailleurs,

(NM,NI) = (NM, IA) + (AI,AC) + (CA,CI) (relation de Chasles)

= 90 +
(AB,AC)

2
+

(CA,CB)

2
par définition de I

=
(AB,CB)

2
d’après la relation de Chasles

Dès lors, (NM,NI) = (AM,AI), ce qui prouve que A, M , I et N sont cocycliques.
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Solution de l’exercice 7
Soient HB et HC les pieds des hauteurs issues de B et C. Notons C1 le cercle de diamètre

[BN ] et C2 celui de diamètre [CM ]. Puisque (BHB) ⊥ (HBN) et que (CHC) ⊥ (HCM), on
a HB ∈ C1 et HC ∈ C2. (XY ) étant l’axe radical de C1 et C2, il nous suffit de montrer que
H a même puissance par rapport à chacun de ces deux cercles, c’est-à-dire que HHC .HC =
HHB.HB. Or cette dernière égalité est vraie car ce n’est rien d’autre que la puissance du point
H par rapport au cercle passant par B, C, HB et HC .

Solution de l’exercice 8 Le triangle AMN étant isocèle en A, (NA,NM) = 90 − (AB,AC)
2

. Pour
prouver que N , O et M sont alignés, il suffit donc de montrer que (NA,NO) = 90− (AB,AC)

2
.

ABCD étant un trapèze, (CD,CB) = 180 − (BC,BA). Puisque O est le centre du cercle
inscrit à ABCD, on a (CO,CB) = (CD,CB)

2
= 90 − (BC,BA)

2
. De plus, I étant le centre du cercle

inscrit à ABC, (BC,BI) = (BC,BA)
2

. On en déduit alors que

(OB,OC) = (OB,BC) + (BC,OC) par la relation de Chasles
= −(BC,OB)− (OC,BC)

= −(BC,BI)− (CO,CB) car B, I et O sont alignés
= −90 d’après les calculs faits précedemment
= 90 par définition modulo 180 des angles orientés

Par ailleurs, par définition du point N , (IN) ⊥ (AC). Ainsi, (OB,OC) = (NI,NC), si bien
que N , O, I et C sont cocycliques d’après le théorème de l’angle inscrit. On sait alors que
(NA,NO) = (IC, IO). Pour conclure, on calcule enfin

(IC, IO) = (IC,BC) + (BC,BI) d’après la relation de Chasles

=
(CA,CB)

2
+

(BC,BA)

2
par définition du point I

=
(CA,BA)

2
encore par Chasles

= 90− (AB,AC)

2
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Solution de l’exercice 9
L’idée ici est de remarquer que la position des points X est contrôlée par le théorème des

axes radicaux. En effet, plaçons-nous dans une configuration où les cercles circonscrits aux
triangles AXB et CXD sont tangents en un point X . On sait alors que la tangente en X et les
droites (AB) et (CD) sont concourantes en un point P , qui est fixe quelque soit X puisque les
points A, B, C et D sont eux-mêmes fixés. On a alors PA.PB = PC.PD = PX2. Ainsi, pour
tout point X appartenant à l’ensemble des points cherchés, la quantité PX2 est constante,
ce qui signifie que le lieu des points X ainsi formés est un cercle de centre P et de rayon√
PA.PB.
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Solution de l’exercice 10
On remarque dans un premier temps que (O1A1)//(O2A2) et que (O1B1)//(O2B2). En no-

tant I le point d’intersection des deux tangentes communes, on a par symétrie que (IO1) ⊥
(A1B1) et que (IO2) ⊥ (A2B2). De plus, une chasse aux angles montre que (IO1) ⊥ (IO2). On
en déduit que (IO1)//(A2B2) et que (IO2)//(A1B1).

L’exercice se reformule alors de la façon suivante : il s’agit de montrer que l’intersection de
la perpendiculaire à (IO1) passant par B1 (notée d1) avec la perpendiculaire à (IO2) passant
par B2 (notée d2) est sur (O1O2).

Pour ce faire, posons J = d1∩ (O1O2) et J ′ = d2∩ (O1O2) : notre objectif est de prouver que
J = J ′. En notant O = (IB1) ∩ (O1O2), on définit les homothéties suivantes de centre O :

H1 : I −→ B1 H2 : B2 −→ I H3 : O1 −→ O2

O2 −→ J J ′ −→ O1 B1 −→ B2

Maintenant, B1
H3−→ B2

H2−→ I
H1−→ B1 donc H1 ◦H2 ◦H3 est l’identité. Mais comme H1,

H2 et H3 ont le même centre, H1 ◦H3 ◦H2 est également l’identité. Comme J ′ H2−→ O1
H3−→

O2
H1−→ J , on en déduit que J = J ′, ce qui termine l’exercice.

5 mardi 23 matin : Clara Ding

Vocabulaire

Définition 37. Soit f : X → Y , on dit que f est injective si :

∀x, y ∈ X, f(x) = f(y)⇒ x = y

Définition 38. Soit f : X → Y , on dit que f est surjective si :

∀y ∈ Y, ∃x ∈ X : f(x) = y
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Équation de Cauchy

On recherche toutes les fonctions de R→ R qui satisfont :

f(x+ y) = f(x) + f(y)

. Équation de Cauchy sur N :

Posons x = y = 0, il vient : f(0) = 2f(0), donc f(0) = 0.

Montrons par récurrence que ∀n ∈ N, f(n) = nf(1).
Initialisation : pour n = 0 (et pour n = 1), il est clair que c’est vrai.
Hérédité : supposons que ce soit vrai pour n, ie : f(n) = nf(1), montrons que ce soit
vrai au rang n+ 1, ie : f(n+ 1) = (n+ 1)f(1).

f(n+ 1) = f(n) + f(1)

= nf(1) + f(1)

= (n+ 1)f(1)

Donc l’hérédité est bien aussi vérifiée, et on a bien ∀n ∈ N, f(n) = nf(1).

. Equation de Cauchy sur Z :

Prenons y = −x, on a alors : f(0) = f(x) + f(−x).
Donc, ∀x ∈ R, f(−x) = −f(x). Avec le résultat précédent sur N, on en déduit que
∀n ∈ Z, f(n) = nf(1).

. Equation de Cauchy sur Q :

∀x ∈ Q, ∃p, q ∈ Z tel que x = p
q
.

Nous avions montré par récurrence que ∀n ∈ N, f(n× 1) = nf(1). Nous pouvons de la
même manière montrer par récurrence que ∀x ∈ R, f(nx) = nf(x) puisque l’initialisa-
tion à n = 0 est encore vraie car f(0) = 0 et nous n’avions pas utilisé que x = 1. On a
donc ∀x ∈ R, f(nx) = nf(x).
Comme ∀x ∈ R, f(−x) = −f(x), on a donc : ∀x ∈ R,∀n ∈ Z, f(nx) = nf(x).

Donc :

qf(
p

q
) = f(q

p

q
) = pf(1)

Donc f
(
p
q

)
= p

q
f (1), donc ∀x ∈ Q, f (x) = xf (1).

. Equation de Cauchy sur R avec condition de monotonie

Supposons que f soit monotone :
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Posons g (x) = xf (1) ; il s’agit alors de montrer que f = g, soit f − g = 0. La fonction
h = f − g est encore une solution de l’équation de Cauchy ; restreinte à Q elle est nulle
d’après la résolution sur Q. Si par l’absurde il existe x tel que h(x) 6= 0 alors quitte
Ã prendre k un entier assez grand, nous avons |h (kx)| > 2f (1). Or ceci est absurde,
puisque

|h (kx)| = |h (kx)− h (bkxc)|
= |f (kx− bkxc)− g (kx− bkxc)|
6 |f (kx− bkxc)|+ |g (kx− bkxc)|
6 2 |f (1)|

La dernière inégalité venant de la monotonie de f et de g entre 0 et 1 et du fait que
f (0) = g (0) = 0.

Donc, sous ces conditions, ∀x ∈ R, f(x) = xf(1), ie, f est linéaire sur R.
. Equation de Cauchy sur R avec condition de continuité

Définition 39. Une fonction f est dite continue en un point a si pour tout suite (xn) qui
tend vers a quand n→∞, f (xn) tend vers f(a) quand n→∞.
Définition 40. Une fonction f est dite continue sur R si ∀x ∈ R, f est continue en x.
Proposition 41. ∀x ∈ R,∃(xn) ∈ Q tel que limn→∞ xn = x

Démonstration. Soit x ∈ R. On a ∀n ∈ N, bnxc ≤ nx ≤ bnxc+ 1.

Donc, ∀n ∈ N,
bnxc
n
≤ x ≤ bnxc

n
+

1

n
.

Prenons xn = bnxc
n
∈ Q, on a alors :

|xn − x| ≤
1

n
→ 0

.
Donc, (xn) est une suite de rationnels qui tend vers x.

Revenons à l’équation de Cauchy et supposons que f soit continue sur R.
Nous souhaitons montrer que sous ces conditions, ∀x ∈ R, f(x) = xf(1).
On a : ∀x ∈ R,∃(xn)n∈N ∈ Q tel que limn→∞ xn = x. Donc :

f(x) = f( lim
n→∞

xn) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xnf(1) = xf(1)

La deuxième égalité est due à la continuité de f et la troisième égalité est due au fait
que xn ∈ Q.

Donc, sous ces conditions, ∀x ∈ R, f(x) = xf(1), ie, f est linéaire sur R.
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Exercices

Exercice 1 Trouver toutes les fonctions f : R→ R continues telles que pour tous réels x, yinR,
on ait :

f(x+ y) = f(x)f(y)

Exercice 2 Trouver toutes les solutions monotones sur R×+ et qui ne s’annulent pas, de l’équa-
tion fonctionnelle

f (x+ y) =
f (x) f (y)

f (x) + f (y)

Exercice 3 Trouver toutes les fonctions f : Z→ Z telles que pour tous réels x, y, on ait

f(x+ f(y)) = f(x)− y.

(Olympiades africaines 2010)

Exercice 4 Trouver toutes les fonctions f : R→ R telles que pour tous réels x, y, on ait

f(x)f(y) + f(x+ y) = xy.

(Olympiades africaines 2013)

Exercice 5 Trouver les fonctions f : R→ R telles que pour tous réels x, y, on ait

f(x− f(y)) = 1− x− y.

Exercice 6 Trouver tous les P ∈ R[X] tels que P (0) = 0 et

P (x2 + 1) = P (x)2 + 1

pour tout réel x.

Exercice 7 Soit f : R→ R telle que pour un certain a > 0, pour tout réel x,

f(x+ a) =
1

2
+
»
f(x)− f 2(x)

Montrer que f est périodique.
(IMO 1968)

Solutions

Solution de l’exercice 1 Prenons x = y, il vient : f(2x) = f(x)2 ≥ 0. Lorsque x parcourt R, on a
aussi que 2x parcourt R. Il vient donc que ∀x ∈ R, f(x) ≥ 0.

S’il existe x0 tel que f(x0) = 0, prenons x = x0. Alors, f(x0 + y) = f(x0)f(y) = 0 pour tout
y ∈ R. Lorsque y parcourt R, x0 + y aussi. Donc, ∀y ∈ R, f(y) = 0. On vérifie que la fonction
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nulle est bien solution.

Si pour tout x ∈ R, f(x) 6= 0, on a alors ∀x ∈ R, f(x) > 0. Nous pouvons donc composer
par la fonction ln les 2 membres de l’égalité. On a alors :

ln(f(x+ y)) = ln(f(x)f(y)) = ln(f(x)) + ln(f(y))

Posons g = ln ◦f , alors g est solution de l’équation de Cauchy. Comme g est la composée de
2 fonctions continues, elle est elle aussi continue. Donc d’après l’équation de Cauchy, g(x) =
cx.
Pour retrouver f , on compose par l’exponentielle des 2 côtés, il vient : f(x) = exp(cx). On
vérifie cette solution, qui marche bien elle aussi.

Solution de l’exercice 2 Supposons que f est solution, alors on vérifie que g = 1/f est solution
de l’équation de Cauchy. Or, f est monotone si et seulement si g est monotone (puisque x 7→
1/x est strictement décroissante sur l’ensemble des réels strictement positifs). Finalement les
seules solutions possibles sont

f(x) = c/x

où c est une constante réelle.

Solution de l’exercice 3 En posant x = 0, on a f(f(y)) = f(0) − y. Lorsque y varie dans R,
f(0) − y décrit R donc f est surjective. Donc il existe a tel que f(a) = 0. Avec y = a, on a
f(x) = f(x)− a, donc a = 0 et f(0) = 0.
Ainsi, x = 0 donne f(f(y)) = −y. En mettant (x, f(y)) dans l’équation de départ, on trouve

f(x− y) = f(x)− f(y).

En appliquant x = 0 Ã cette équation, f(−y) = −f(y), et en réinjectant ceci avec le couple
(x,−y), on trouve f(x + y) = f(x) + f(y). f vérifie l’équation de Cauchy, donc il existe a ∈ Z
tel que f(x) = ax pour tout x ∈ Z. Or f(f(x)) = −x donc a2 = −1, impossible. Conclusion : il
n’existe pas de fonction respectant l’énoncé.

Solution de l’exercice 4 En prenant x = 0, on a (f(0) + 1)f(y) = 0. Comme f ne peut pas être
identiquement nulle (prendre x = y = 1 par exemple), on a f(0) = −1. En prenant x = −y = 1,
on a f(1)f(−1) = 0.
Si f(1) = 0, en prenant x = 1, on a f(y + 1) = y, donc la seule fonction solution possible est
x 7→ x− 1. On vérifie qu’elle convient.
Sinon, f(−1) = 0, et en prenant x = −1, on trouve de même x 7→ −1 − x comme unique
possibilité, et elle convient également.

Solution de l’exercice 5 En prenant x = f(y), on trouve f(y) = 1− f(0)− y. Posons c = 1− f(0),
on a : f(y) = c − y. Reste à fixer c. De l’équation initiale, on a 1 − x − y = f(x − f(y)) =
f(x− c+ y) = 2c− x− y. Il faut donc c = 1

2
. La seule solution possible est donc x 7→ 1

2
− x, qui

vérifie bien l’équation initiale.

Solution de l’exercice 6 On trouve P (1) = 1, P (2) = 2, P (5) = 5, etc. On définit alors la suite
(an) par a0 = 0 et an+1 = a2

n + 1.
On vérifie sans difficulté qu’elle est strictement croissante, et on montre par récurrence sur n
que P (an) = an. Ainsi, le polynôme Q(X) = P (X) − X a une infinité de racines, donc c’est
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le polynôme nul. Autrement dit, pour tout réel x, P (x) = x. Réciproquement, l’identité est
solution du problème.

Solution de l’exercice 7 On a f(x) ≥ 1
2
, posons g(x) = f(x)− 1

2
En élevant au carré, on obtient :

g2(x + a) = 1
4
− g2(x), ce qui donne aussi g2(x + 2a) = 1

4
− g2(x + a). En sommant les deux

relations,
g2(x) = g2(x+ 2a)

or ces deux quantités sont positives, donc on a g(x) = g(x + 2a) pour tout réel x, soit f et g
2a-périodiques.

6 mardi 23 après-midi : Félix Lequen

Ce cours est largement inspiré de cours donnés au stage de Valbonne 2015 par Guillaume
Conchon–Kerjan et Gabriel Pallier, parfois au mot près. Exercice 1 Trouver les fonctions f :
R→ R telles que pour tous réels x, y, on ait

f(x− f(y)) = 1− x− y

Exercice 2 Soit f : R→ R vérifiant pour tout réel x :

f(x+ 1) + f(x− 1) =
√

2f(x),

montrer qu’elle est périodique.

Exercice 3 Trouver les fonctions f : R→ R continues telles que pour tous x, y ∈ R, on ait :

f
Åx+ y

2

ã
=
f(x) + f(y)

2

Exercice 4 Trouver les fonctions f : Q∗+ → Q∗+ telles que pour tout x ∈ Q∗+, on ait f(x + 1) =
f(x) + 1 et f(1/x) = 1/f(x).

Exercice 5 Existe-t-il deux fonctions f : R→ R et g : R→ R telles que pour tout x ∈ R :

f(g(x)) = x2 et g(f(x)) = x3

Exercice 6 Trouver toutes les fonctions f : N→ N telles que pour tout naturel n,

f(n) + f(f(n)) + f(f(f(n))) = 3n.

Exercice 7 Trouver toutes les fonctions de R− {0, 1} dans R telles que

f(x) + f

Ç
1

1− x

å
= x.

173



V. DEUXIÈME PÉRIODE3. GROUPE C : GÉOMÉTRIE ET ÉQUATIONS FONCTIONELLES

Exercice 8 (Arithmétique des fonctions) Trouver toutes les fonctions f : N → N strictement
croissantes telles que f(2) = 2 et pour tous m,n premiers entre eux, f(mn) = f(m)f(n).

Exercice 9 Trouver toutes les fonctions f : R→ R telles que pour tous x, y ∈ R, on ait

f(f(x) + y) = 2x+ f(f(y)− x)

Exercice 10 Soit f une fonction de N dans lui-même. Montrer que si pour tout naturel n,

f(n+ 1) > f(f(n))

alors f est l’identité.

Exercice 11 Existe-t-il une fonction f : N→ N telle que pour tout entier naturel n,

f(f(n)) = n+ 2015 ?

Solution de l’exercice 1 En prenant x = f(y), on trouve f(y) = 1− f(0)− y. Posons c = 1− f(0),
dans l’équation initiale, on a 1 − x − y = f(x + y − c) = −(x + y − c) + c = 2c − x − y donc
c = 1

2
. La seule solution possible est donc x 7→ 1

2
− x, qui vérifie bien l’équation initiale.

Solution de l’exercice 2 On applique à x, x+ 1 et x+ 2 la condition de l’énoncé :
√

2(f(x+ 1) + f(x− 1)) = 2f(x)

f(x+ 2) + f(x) =
√

2f(x+ 1)

f(x) + f(x− 2) =
√

2f(x− 1)

Il suffit alors de sommer ces trois équations pour obtenir f(x+2) = −f(x−2) d’où l’on déduit
que f est 8-périodique.

Solution de l’exercice 3 On fait le changement de fonction g(x) = f(x) − f(0) et l’on s’aperçoit
alors que g vérifie l’équation de Cauchy sur l’ensemble des réels dyadiques (c’est-à-dire, de
la forme k/2n). La continuité impose alors que g soit linéaire, donc f est affine. Toutes les
fonctions affines sont solutions.

Solution de l’exercice 4 On a clairement f(n) = n si n ∈ N∗, et plus généralement :

f(x+ n) = f(x) + n (V.1)

pour x ∈ Q∗+ et n ∈ N. De plus, le comportement de f vis-à-vis de l’inverse permet de calculer
d’autres valeurs : par exemple f(2/3) = 1/f(3/2) = 1/(1 + f(1/2)) = 1/(1 + 1/f(2)) = 2/3.
L’idée est la suivante : quand on a un nombre plus grand que 1, on utilise la relation i on a un
nombre plus petit, on passe à l’inverse, et on se ramène au cas suivant, par récurrence. Ainsi,
pour calculer f(11/7), on commence par calculer f(4/7). Pour ce faire, on calcule f(7/4), et
donc on calcule d’abord f(3/4). Il suffit pour cela de calculer f(4/3), et pour cela on doit juste
calculer f(1/3) = 1/3. On peut donc remonter les calculs et obtenir f(11/7) = 11/7. Il suffit
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alors de montrer que ce procédé – qui est en fait l’algorithme d’Euclide – se termine en un
nombre fini d’étapes.

Solution de l’exercice 5 Comme g ◦ f est bijective, g est surjective et f est injective. De plus,
si x ∈ R f(x)2 = f(g(f(x))) = f(x3) et donc f(x3) = f(x)2. Donc si x ∈ {−1, 0, 1}, on a
f(x) = f(x3) = f(x)2, d’où f(x) = 0 ou 1. Mais cela contredit l’injectivité de f .

Solution de l’exercice 6 Notons que si f(n) = f(m) alors l’égalité reste vraie en composant par
f , donc 3n = 3m donc f est injective. Montrons par récurrence forte sur n que f(n) = n. On
initialise à n = 1 : on a f(1), f(f(1)), f(f(f(1))) ∈ N∗ et leur somme vaut 3, donc f(1) = 1.
Supposons le rang n, n ≥ 1. On a f(n + 1) ≥ n + 1 par injectivité de f . De même, f(f(n + 1))
et f(f(f(n+ 1))) ne peuvent être dans {1, · · · , n}. Or

f(n+ 1) + f(f(n+ 1)) + f(f(f(n+ 1))) = 3(n+ 1)

donc f(n+1) = n+1 et ceci clôt la récurrence. L’identité est bien l’unique solution du problème
(elle convient effectivement).

Solution de l’exercice 7 On exprime l’équation fonctionnelle avec les valeurs x, 1
1−x et 1

x
− 1, ce

qui donne :

f(x) + f

Ç
1

1− x

å
= x

f

Ç
1− 1

x

å
+ f

Ç
1

1− x

å
= x

f(x) + f

Ç
1− 1

x

å
= 1− 1

x

En sommant les première et troisième lignes puis en soustrayant la deuxième, on trouve

f(x) =
1

2

Ç
x+ 1− 1

x
− 1

1− x

å
Solution de l’exercice 8 Par stricte croissance de f , f(0) = 0 et f(1) = 1. Pour multiplier des
nombres premiers entre eux sans utiliser 1, on aimerait bien connaître f(3) par exemple. Po-
sons f(3) = 3 + k, k ≥ 0. Par encadrement successifs sur des petites valeurs, on montre que
k = 0 : en effet, f(6) = 2k+6 donc f(5) ≤ 2k+5 et f(10) ≤ 4k+10, f(9) ≤ 4k+9, f(18) ≤ 8k+18.
Et, f(5) ≥ 5 + k donc f(3 + k)(5 + k) ≤ f(15) ≤ f(18)− 3 et de ceci on déduit k = 0.
Maintenant, montrons par récurrence sur n que f(k) = k si k ≤ 2n + 1. On a vérifié l’initialisa-
tion à n = 1, et pour l’hérédité :

f(2n+1 + 2) = f(2)f(2n + 1) = 2 = n+ 1 + 2

donc les f(k), 2n + 2 ≤ k ≤ 2n+2 + 2 sont compris entre 2n + 2 et 2n+2 + 2 au sens large,
et la stricte croissance de la fonction assure que f(k) = k pour tout k ≤ 2n+1 + 1. Ceci clôt
la récurrence, et permet d’affirmer que f est l’identité. Réciproquement, cette fonction est
évidemment solution du problème.

Solution de l’exercice 9 En posant y = f(x), on a f(f(y) − x) = f(0) − 2x et on voit que f est
surjective. Montrons l’injectivité : soient a, b ∈ R tels que f(a) = f(b). On a f(f(a) + y) =
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f(f(b) + y) donc 2a+ f(f(y)− a) = 2b+ f(f(y)− b). Par surjectivité, on peut prendre y tel que
f(y) = a+ b, donc 2a+ f(b) = 2b+ f(a) donc a = b. Donc f est injective.

En prenant x = 0 dans l’équation initiale, on a f(f(0) + y) = f(f(y)) et donc par injectivité
f(y) = f(0) + y pour tout y ∈ R. Réciproquement les fonctions x 7→ x + c, pour un certain
c ∈ R, conviennent.

Solution de l’exercice 10 Montrons d’abord que f est strictement croissante : pour tout n > 0,
f(n) > f(f(n − 1)) donc f admet un minimum en 0 (le fait que f soit à valeurs entières
et minorée par 0 assure de l’existence d’un minimum), et uniquement en 0. Cherchons la
deuxième plus petite valeur de f : pour tout n > 1, f(n) > f(0) et f(n) > f(f(n − 1)) avec
f(n − 1) 6= 0 car f(n − 1) > 0. Donc la deuxième plus petite valeur de f ne peut être atteinte
qu’en 1. On montre en continuant ainsi que f est strictement croissante (le lecteur pourra
rédiger la récurrence en question).
Comme f(0) = 0, on en déduit que f(n) ≥ n pour tout n. S’il existe m tel que f(m) > m, on a
f(m) ≥ m + 1 donc par croissance de f , f(f(m)) ≥ f(m + 1), ce qui contredit l’énoncé. Donc
pour tout n ∈ N,

f(n) = n

Solution de l’exercice 11 Si f est solution, pour tout entier naturel n,

f(n+ 2015) = f(n) + 2015

donc une récurrence immédiate montre pour tous k, n ∈ N que f(n+ 1987k) = f(n) + 1987k.
On considère g la fonction induite par f de Z/2015Z dans lui-même. D’après l’énoncé, g2 est
l’identité. C’est donc une involution, or Z/2015Z a un cardinal impair, donc il existe un point
fixe n0. Donc f(n0) = 2015 +m pour un certain m ≥ 0. Et,

n0 + 2015 = f(f(n0)) = f(n0 + 2015k) = f(n0) + 2015k = f(n0) + 2015× 2k

donc k = 1
2
, ce qui est absurde.

On peut faire différemment : on note f(N) l’image de N par f , A = N − f(N), et B = f(A).
Il est clair que B = f(N) − f(f(N)) : B est inclus dans f(N), et si k ∈ B, alors il ne peut
y avoir k′ ∈ N tel que f(f(k′)) = k et réciproquement. A et B sont disjoints, leur union est
N − f(f(N)) = {0, · · · , 2014} , de cardinal 2015, qui est impair. Et, f est injective, donc A et B
doivent avoir même cardinal, ce qui est absurde.

4 Groupe D : combinatoire et algèbre

1 dimanche 21 matin : Colin Davalo

Dans ce qui suit nous allons travailler sur des graphes simples, non-orientés. L’objet de
ce cours a été des propriétés du nombre chromatique et les théorèmes de Mantel et Turàn.
Leurs démonstrations peuvent se trouver dans le polycopié de théorie des graphes de Pierre
Bornzstein. Certains des exercices suivants ont également été traités :
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Exercices

Définition 42. Un coloriage propre de G = (S,A) est un coloriage c tel que si (a, b) ∈ A,
alors c(a) 6= c(b). Autrement dit deux voisins sont de couleurs différentes.

Soit G un graphe. Le nombre chromatique de G est le nombre minimal k de couleurs né-
cessaires pour effectuer un coloriage propre de G avec k couleurs. Ce nombre s’écrit χ(G).
Exercice 1 Soit G un graphe de degré maximal D. Monter que :

χ(G) ≤ D + 1

Exercice 2 Soit G un graphe avec m arrêtes. Montrer que :

χ(G) ≤ 1

2
+

 
2m+

1

4

Exercice 3 Soit G un graphe avec n sommets, de degrés respectifs d1, · · · , dn. Montrer qu’il
existe un ensemble de sommets indépendants (i.e. tel que toute paire de sommets n’est pas
reliée), de cardinal I avec :

I ≥
n∑
i=1

1

di + 1

Exercice 4 (OIM, Problème 4). Soit S = {1, 2, · · · , 1000000}, soit A ⊂ S un ensemble de 101
éléments. Montrer qu’il existe des entiers t1, · · · , tn dans S tels que les ensembles :

Aj = {tj + a|a ∈ A}

Soient disjoints deux à deux pour tout 1 ≤ t ≤ 100.

Exercice 5 Soit g un graphe à n sommets et m arrêtes qui ne contient aucun 4-cycle. Montrer
que :

m ≤ n

4
(1 +

√
4n− 3)

Exercice 6 Soit G un graphe à n sommets et m arrêtes sans 3-cycles ni 4-cycles. Montrer que
m ≤ n

√
n−1
2

.

Exercice 7 (APMO 1989) Soit G un graphe à n sommets et m arrêtes. Soit T le nombre de
triangles de ce graphe, montrer que :

T ≥ m(4m− n2)

3n

Exercice 8 Soit G un graphe à n sommets et m arrêtes qui ne contient aucun sous-graphe Ka,b.
Montrer que :

n
a−1∏
i=0

(
2m

n
− j) ≤ (b− 1)

a−1∏
i=0

(n− i)
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Exercice 9 Un Physicien fou a découvert une particule appelée imon. Certaines paires de ses
particules sont intriquées. Le Physicien parvient à faire les deux opérations suivantes, une
seule à la fois :

(i) Si un imon est intriqué avec un nombre impair d’autres imons, alors il peut le supprimer.
(ii) Il peut doubler l’ensemble des imons qu’il possède, en copiant chaque imon. Les copies

de deux imons intriqués sont eux mêmes intriqués, et chaque imon est intriqué avec sa copie.
Aucune autre intrication d’apparaît.

Montrer que quelque soit la configuration initiale, le physicien peut s’assurer de n’avoir
après un certain nombre d’opérations, aucune paire d’imons intriqués.

Exercice 10 Soit G un graphe à 2n sommets et m arrêtes qui n’admet pas comme sous graphe
deux triangles ayant une arrête en commun (ou un K4 diminué d’une arrête). Montrer que
m ≤ n2 + 1.

Exercice 11 Dans un pays il y a n ≥ 5 villes. Desservies par deux compagnies aériennes.
Toute paire de ville est reliée éventuellement par une de ces compagnies. Cependant chaque
compagnie a interdiction de proposer un cycle de longueur inférieur strictement à 6. Montrer
que les deux compagnies ont à elles deux moins de

î
n2

3

ó
vols.

Exercice 12 Soient n et p des entiers> 1 . Dans une assemblée de n personnes, deux personnes
quelconques ont au plus p connaissances communes ; bien sûr, siA connaîtB , alorsB connaît
A. Montrer que le nombre de paires non ordonnées (A,B) de personnes qui se connaissent est
inférieur ou égal à

√
pn3.

Exercice 13 Soit G un graphe sans 5-clique et tel que toute paire de triangle partage un som-
met commun. Montrer que l’on peut retire deux sommets afin d’enlever tous les triangles du
graphe.

Exercice 14 (Shortlist 2012) On se donne 2500 points sur un cercle, numérotés de 1 à 2500 dans
un certain ordre. Montrer qu’il existe 100 cordes disjointes deux à deux reliant certains de ces
points, telles que la somme des nombres aux extrémités de chaque corde sont égales.

Solutions de exercices

Solution de l’exercice 1 On colorie les sommets un par un, en coloriant chaque sommet d’une
couleur qui n’est pas encore présente parmi ses voisins. On le peut toujours car il y a plus de
D + 1 couleurs disponibles, donc plus que le degré de chaque sommet plus un.

Solution de l’exercice 2 On considère un coloriage propre de G à χ(G) couleurs les sommets
de G sont ainsi partitionnés selon leur couler en des ensembles A1, · · · , Aχ(G). Soient Ai et Aj
deux de ces ensembles, alors il existe une arrête entre un sommet de Ai et un sommet de Aj
puisque sinon on pourrait colorier Ai et Aj de la même couleur, et avoir un coloriage propre
de G en moins de χ(G) couleurs. Ainsi m ≥

Ä
χ(G)

2

ä
d’où le résultat (il suffit de résoudre le

trinôme du second degré).

Solution de l’exercice 3 Notons f(G) =
∑
v∈G

1
1+d(v)

. On raisonne par récurrence sur le nombre
n de sommets de G. Quand n = 1, c’est clair. Supposons que c’est vrai pour tous les graphes
à n − 1 sommets, et considérons G à n sommets. Soit v0 un sommet de degré minimal d dans
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G, et v1, . . . , vd ses voisins. On considère le graphe G′ obtenu à partir de G en supprimant
les sommets v0, . . . , vd. Si G′ est vide, alors d = n − 1 et par minimalité de d, G est le graphe
complet à n sommets et f(G) = n× 1

n
= 1, donc la conclusion est clairement vraie.

Supposons maintenant queG′ est non vide. Alors par hypothèse de récurrence,G′ contient
un ensemble I ′ de sommets indépendants de cardinal supérieur ou égal à f(G′), et I := I ′ ∪
{v0} est un ensemble de sommets indépendants dans G.

Si on note d′(v) le degré d’un sommet v de G′, nous avons clairement d′(v) ≤ d(v). De plus,
pour tout i, d(vi) ≥ d = d(v0) Nous avons donc

f(G′) =
∑
v∈G′

1

1 + d′(v)
= f(G)−

d∑
i=0

1

1 + d(vi)
≥ f(G)− 1 + d

1 + d
= f(G)− 1,

d’où
|I| ≥ |I ′|+ 1 ≥ f(G′) + 1 ≥ f(G),

ce qui conclut.

Solution de l’exercice 4 L’énoncé nous invite à considérer le graphe dont les sommets sont les
éléments de S et tel que deux sommets a et b sont reliés si les ensembles {x + a|x ∈ A} et
{x + b|x ∈ A} sont disjoints. On veut montrer que ce graphe n’est pas 100-libre. Pour utiliser
le théorème de Turán, on va chercher à minorer le nombre d’arêtes du graphe. Deux éléments
distincts a et b de S sont reliés si et seulement si pour tous x, y ∈ A, on a x− y 6= a− b. Comme
l’ensemble A a 101 éléments, cela fait au plus 101 × 100 différences possibles. Ainsi, pour un
élément a de S fixé, il y a au plus 101× 100 sommets non reliés à a dans G, c’est-à-dire que le
degré de tout sommet de G est supérieur ou égal à 106 − 10100− 1. G a donc au moins

1

2

∑
a∈V

d(v) ≥ 106(106 − 10100− 1)

2

arêtes. Il reste à vérifier que cette dernière valeur est supérieure à 98
2×99

(106)2, c’est à dire que
99(106 − 10101) > 98× 106 , donc 106 ≥ 99× 10101 = 999999, ce qui est vrai.

Solution de l’exercice 5 SiG ne contient pas de 4-cycles, on peut compter le nombreC de "coudes"
du graphe (i.e. paire ({a, c}, b) avec a et b reliés et b et c reliés).

C =
∑
a∈S

(
d(a)

2

)
≤
(
n

2

)

On applique Jensen au membre de gauche et on obtient :

4m2

n
− 2m ≤ n(n− 1)

On résous le trinôme en m, et on obtient la solution.

Solution de l’exercice 6 SiG ne contient pas de 4-cycles, on peut compter le nombreC de "coudes"
du graphe (i.e. paire ({a, c}, b) avec a et b reliés et b et c reliés).

C =
∑
a∈S

(
d(a)

2

)
≤
(
n

2

)
−m
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On applique Jensen au membre de gauche et on obtient :

4m2

n
≤ n(n− 1)

Solution de l’exercice 7 Le nombre de triangles est supérieur ou égal à

1

3

∑
uv∈E

(d(u) + d(v)− n) ≥ 1

3

(∑
u∈V

d(u)2 − nm
)
≥ 1

3

Ç
4m2

n
− nm

å
=
m

3n

Ä
4m− n2

ä
.

Solution de l’exercice 8
Soit G = (S,A) En comptant le nombre N de sous graphes K1,a, on trouve que :

N =
∑
X∈S

(
d(X)

a

)
≤ (b− 1)

(
n

a

)

Donc en appliquant Jensen à gauche on obtient :

n
a−1∏
i=0

(
2m

n
− j) ≤ (b− 1)

a−1∏
i=0

(n− i)

Solution de l’exercice 9 On identifie les imons du physicien à un graphe G, dont les arrêtes
représentent les paires intriquées. L’idée ici est de montrer que le physicien peut faire décroitre
le nombre chromatique du graphe jusqu’à valoir 1. En effet considérons un coloriage propre
du graphe en χ(G) = k > 1 couleurs. On peut enlever des sommets du graphe jusqu’à ce que
tous les sommets soient de degré pair (notre coloriage reste alors propre).

Ensuite on applique la seconde opération, et on décide que si les couleurs son c1, · · · , ck,
alors on colorie la copie d’un sommet de couleur ci de la couleur ci+1 (en supposant ck+1 = c1).
Ainsi on a toujours un coloriage propre à k couleurs.

Enfin tous les sommets sont de degré impair, et on peut donc enlever tous les sommets de
la couleur ck. En effet enlever un sommet de couleur ck n’influe pas sur la parité du degré des
autres sommets de couleur ck. Ainsi On a un graphe qui admet un coloriage propre en k − 1
couleurs.

Lorsque χ(G) = 1, on a atteint un graphe sans aucune arête, ce qui était l’objectif désiré.

Solution de l’exercice 10 On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 2, c’est clair. Supposons
que c’est vrai pour n, et considérons un grapheG avec 2(n+1) = 2n+2 sommets et (n+1)2+1 =
n2+2n+2 arêtes. D’après le théorème de Mantel, il contient un triangle formé de trois sommets
u, v, w. Parmi les sommets du triangle, il y en a deux, disons u et v, dont les degrés ont la même
parité. Considérons le sous-graphe de G obtenu en supprimant u et v ainsi que les arêtes qui
en partent. Si le sous-graphe en question a au moins n2 + 1 arêtes, on a fini par hypothèse de
récurrence. Sinon, cela veut dire qu’au moins 2n + 2 arêtes de G ont au moins une extrémité
appartenant à l’ensemble {u, v}. Puisque u et v sont reliés par une arête, le nombre de telles
arêtes est également donné par la quantité d(u) + d(v)− 1, qui est impaire car d(u) et d(v) sont
de même parité. Ainsi,

d(u) + d(v)− 1 ≥ 2n+ 2.
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Le nombre d’arêtes partant de u ou de v et différentes de uv, uw, vw est donc supérieur ou
égal à 2n. Puisqu’il n’y a que 2n− 1 sommets différents de u, v, w, par le principe des tiroirs il
y en a au moins relié relié aussi bien à u qu’à v, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 11 On considère le grapheG dont les sommets sont les n villes, deux villes
étant reliées par une arête rouge ou bleue si l’une ou l’autre des deux compagnies propose un
vol direct entre ces villes. L’hypothèse de l’énoncé signifie qu’il n’y a pas de 3-, 4- ou 5- cycles
monochromes. Raisonnons par l’absurde et supposons que le nombre d’arêtes est strictement
plus grand que bn2

3
c. Alors d’après le théorème de Turán, G contient K4. Avec la condition sur

les 3- et 4-cycles, on vérifie facilement que si on appelle A1, A2, A3, A4 les sommets de cette
copie H de K4 à l’intérieur de G, quitte à les renommer, les arêtes A1A2, A2A3 et A3A4 sont
rouges et les autres sont bleues.

Regardons alors les n − 4 autres sommets. Chacun de ces sommets ne peut être relié par
plus de deux arêtes à des sommets de H . En effet, s’il y en a 3, il y en a deux de la même
couleur, qui avec celles de H forment soit un 3-cycle, soit un 4-cycle, ce qui contredit l’énoncé.

Cette remarque nous permet d’éliminer les cas 5 ≤ n ≤ 8. En effet, le nombre d’arêtes de
notre graphe est au plus

6︸︷︷︸
arêtes de H

+ 2(n− 4)︸ ︷︷ ︸
arêtes entre H et G\H

+

(
n− 4

2

)
︸ ︷︷ ︸

arêtes de G\H

.

On vérifie que c’est inférieur à bn2

3
c pour 5 ≤ n ≤ 8. La conclusion de l’énoncé est donc vraie

pour ces valeurs de n.
Supposons donc maintenant que n ≥ 9, et faisons une récurrence, initialisée par ce que

nous venons de montrer : par hypothèse de récurrence, le résultat est vrai pour G\H , graphe
à n− 4 ≥ 5 sommets. Le nombre d’arêtes de G\K est donc inférieur ou égal à (n−4)2

3
. Alors le

nombre d’arêtes de G est inférieur ou égal à

6 + 2(n− 4) +
(n− 4)2

3
.

Nous avons donc 6 + 2(n− 4) + (n−4)2

3
≥ n2

3
, ce qui donne n ≤ 5, contradiction.

Solution de l’exercice 12

Solution de l’exercice 13 Nous allons distinguer plusieurs cas.

1. Le graphe contient une copie de K4, dont nous appellerons les sommets A,B,C,D. Tout
triangle contient alors au moins deux sommets parmi A,B,C,D. Supposons qu’il existe
deux triangles contenant deux paires de sommets disjointes parmiA,B,C,D : sans perte
de généralité, nous pouvons les appelerEAB et FCD. Ces deux triangles ont un sommet
en commun, donc E = F . Nous aboutissons alors à une contradiction car EABCD
est dans ce cas un graphe complet à 5 sommets. Soit maintenant un triangle, que nous
pouvons sans perte de généralité noter EAB. Alors d’après ce qui précède tout autre
triangle doit nécessairement contenir A ou B. Ainsi, il suffit de supprimer les points A
et B pour ne plus avoir de triangle.

2. Le graphe ne contient pas K4, mais contient K4 privé d’une arête, c’est-à-dire deux tri-
angles partageant un côté. Notons A,B,C,D ces sommets, avec A et D non reliés. Un
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triangle qui ne contient ni B, ni C, doit, pour avoir un sommet en commun avec ABC
et BCD, contenir A et D, ce qui est impossible car A et D ne sont pas reliés. Donc tout
triangle contient B ou C. Il suffit donc de supprimer B et C.

3. Deux triangles quelconques ont exactement un sommet en commun. Soient ABC et
ADE des triangles, avec B,C,D,E nécessairement tous distincts. Soit un autre triangle,
et supposons qu’il ne contient pas A. Alors sans perte de généralité, nous pouvons sup-
poser qu’il contient B et D. Cela veut dire que B et D sont reliés, ce qui fait apparaître
un triangle ABD ayant deux sommets en commun avec ABC, contradiction. Ainsi, tout
triangle contient A et il suffit de supprimer A.

Solution de l’exercice 14 Dans toute la suite pour simplifier nous noterons n = 2499, de sorte
qu’il y a 2n points numérotés 1, . . . , 2n et que les sommes différentes possibles aux extrémités
d’une corde sont 3, 4, . . . , 4n− 1. On considère des couleurs que l’on appelle c3, c4, . . . , c4n−1 et
on colorie une corde avec la couleur ci si la somme des nombres à ses extrémités est i. Ainsi,
deux cordes ayant exactement une extrémité en commun auront des couleurs différentes.

Pour chaque couleur c, on considère le graphe Gc dont les sommets sont les cordes de
couleur c, et dont deux sommets sont reliés par une arête s’ils correspondent à des cordes qui
ne sont pas disjointes. Le but est de montrer qu’il existe une couleur c telle queGc contienne un
ensemble de 100 sommets indépendants. Pour cela, nous allons utiliser le résultat de l’exercice
12, en montrant que la moyenne des quantités f(Gc) =

∑
v∈Gc

1
1+d(v)

sur tous les graphes Gc

est strictement supérieure à 100.
Chaque corde ` divise le cercle en deux arcs, et par le principe des tiroirs l’un des deux

arcs contient un nombre m(`) de points inférieur ou égal à n − 1 en son intérieur. Pour tout
i = 0, 1 . . . , n − 2, il y 2n cordes ` avec m(`) = i. Une telle corde a un degré inférieur ou égal
à i dans le graphe Gc correspondant à sa couleur c : en effet, les cordes de couleur c qu’elle
intersecte doivent nécessairement avoir une extrémité parmi les i points du « petit »arc qu’elle
intercepte, et deux cordes de même couleur ont des extrémités distinctes.

D’après ce que nous venons de voir, pour tout i ∈ {0, . . . , n− 2}, les 2n cordes ` telles que
m(`) = i contribuent au moins avec un terme 2n

1+i
à la somme

∑
c f(Gc). Il y a 4n−3 couleurs en

tout, donc en prenant la moyenne sur toutes les couleurs, cela donne qu’il existe une couleur
c telle que

f(Gc) ≥
2n

4n− 3

n−1∑
i=1

1

i
>

1

2

n−1∑
i=1

1

i
.

Il reste donc à montrer que
∑n−1
i=1

1
i
> 200 pour n = 499. Or

n−1∑
i=1

1

i
= 1 +

499∑
k=1

2k∑
i=2k−1+1

1

i

> 1 +
499∑
k=1

2k−1

2k

= 1 +
499

2
> 200,

ce qui conclut.
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2 dimanche 21 après-midi : Thomas Budzinski

Géométrie combinatoire

Idées utiles :
. Tester des petits cas (comme dans tous les problèmes de combinatoire)
. Toujours essayer la méthode la plus brutale possible (exercice 7)
. Penser à la récurrence (exercices 4,5)
. Ordonner les points par abscisse croissante (exercices 1,2,3)
. Considérer l’enveloppe convexe (exercices 4,5,8)
. Trianguler les polygones : pour diviser un polygone en triangles, il faut tracer n − 3

diagonales, on obtient n− 2 triangles (exercice 6)

Exercices

Exercice 1 On donne 2016 points dans le plan, trois quelconques jamais alignés. Démon-
trer que l’on peut construire 504 quadrilatères deux à deux disjoints, non nécessairement
convexes, et dont les sommets sont les points données.

Solution de l’exercice 1 Quitte à faire tourner la figure, on peut supposer que les points ont des
abscisses deux à deux distinctes. On note Pi avec 1 ≤ i ≤ 2016 les points ordonnés par abscisse
croissante et, pour tout k entre 0 et 503, on considère un quadrilatère dont les sommets sont
P4i+1, P4i+2, P4i+3 et P4i+4.

Exercice 2 On considère 2015 droites du plan, deux à deux non parallèles et trois à trois non
concourantes. On appelle E l’ensemble de leurs points d’intersection.

On veut attribuer une couleur à chacun des points de E de sorte que deux quelconques de
ces points qui appartiennent à une même droite et dont le segment qui les relient ne contient
aucun autre point de E, soient de couleurs différentes.

Combien faut-il au minimum de couleurs pour pouvoir réaliser une telle coloration ?

Solution de l’exercice 2 La configuration contient au moins un triangle. Cela peut par exemple
se prouver par récurrence sur le nombre de droites : trois droites forment un triangle et si
on ajoute une droite, soit elle laisse le triangle intact, soit elle le sépare en un triangle et une
quadrilatère. Par conséquent, il est impossible d’effectuer un coloriage avec deux couleurs.

On va maintenant montrer qu’un coloriage à trois couleurs est possible : on ordonne les
points par abscisse croissante comme tout à l’heure, et on les colorie dans cet ordre. Au mo-
ment où on doit colorier un point P = (di) ∩ (dj), on a déjà colorié au plus un de ses voisins
sur (di) (celui qui est à gauche) et un sur (dj) (aussi celui de gauche). On a donc au plus deux
couleurs interdites et on peut toujours choisir la troisième. La réponse est donc 3 couleurs.

Exercice 3 Soit P un polygone convexe à n côtés. Montrer qu’il existe un ensemble S de n− 2
points tels que tout triangle dont les sommets sont des sommets de P contient exactement un
point de S.

Solution de l’exercice 3 On choisit S comme suit : notons A le point le plus à gauche de P (qui
est unique quitte à "tourner" la figure) et Z le plus à droite.

. Pour tout sommet X de P sur l’arc de P au-dessus de A et Z, on prend dans S un point
"juste en-dessous" de X .

. Pour tout sommet X de P sur l’arc de P au-dessus de A et Z, on prend dans S un point
"juste au-dessus" de X .
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On a donc pris 1 point par sommet de P différent de A et Z, soit |S| = n− 2.
Enfin, soient I , J et K des sommets de P . On peut supposer qu’ils sont ordonnés par

abscisse croissante, donc J est différent de A et Z. Il y a alors à l’intérieur du triangle IJK un
petit segment issu de J partant vers le haut (si J est sur l’arc bas) ou vers le bas (si J est sur
l’arc haut).

Exercice 4 Soit n ≥ 1 : on place dans le plan 2n points, trois quelconques non alignés. On
en colorie n en bleu et n en rouge. Montrer qu’il est possible de tracer n segments qui ne se
croisent pas, chaque segment reliant un point bleu à un point rouge, de telle manière que
chaque point soit utilisé une seule fois.

Solution de l’exercice 4 On raisonne par récurrence forte sur n : le résultat est trivial pour n = 1.
Il suffit donc de séparer les 2n points par une droite de manière à avoir de chaque côté de la
droite autant de points bleus que rouges, et de traiter séparément chaque côté de la droite.

On considère le bord de l’enveloppe convexe des 2n points : si elle contient deux points de
couleurs différentes, alors elle contient deux points consécutifs de couleur différente. On peut
isoler ces deux points par une droite et on a gagné.

Sinon, on suppose que le bord de l’enveloppe convexe est bleu. Quitte à faire une rotation,
les ordonnées des points sont deux à deux distinctes. On fait descendre une droite horizon-
tale : le point le plus haut A1 et le plus bas A2n sont sur le bord donc sont bleus. On a donc un
point bleu "en trop" au-dessus de la droite juste après avoir passé A0 et un point rouge en trop
juste avant A2n. Comme on passe les points un par un on aura à un moment autant de points
bleus que de rouges au-dessus de la droite, donc on a gagné !

Exercice 5 (IMO 2013-2) On considère un ensemble S de 4031 points dans le plan, trois quel-
conques non alignés, dont 2015 coloriés en bleu et 2016 en rouge. Montrer qu’il est possible de
tracer 2015 droites dans le plan de telle manière que :

(i) Aucune droite ne passe par un point de S.
(ii) Aucune des régions délimitées par les 2015 droites ne contient deux points de S de

couleurs différentes.

Solution de l’exercice 5 On raisonne par récurrence sur 4031. Plus précisément, on montre par
récurrence sur n qu’avec 2n+1 points on peut tracer n droites vérifiant la condition voulue, le
nombre de points rouges et de points bleus n’ayant en fait aucune importance : avec 3 points,
si il y en a 2 bleus et 1 rouge, il est facile de tracer une droite qui isole le point rouge. Si le
problème est résolu pour n, considérons 2n+3 points. SoientA etB deux sommets consécutifs
de l’enveloppe convexe. Par hypothèse de récurrence, il existe n droites qui marchent pour
S\{A,B}.

Si A et B sont de la même couleur, on ajoute une droite qui isole A et B du reste et on a
gagné. Sinon, on suppose A bleu et B rouge : si A et B sont dans la même région, tous les
points de S dans cette région autres que A et B sont de la même couleur, par exemple rouge.
On ajoute un droite qui isole A et on a gagné. Si A et B sont dans des régions différentes :

. Si la région de A ne contient que des bleus et celle de B que des rouges, on a gagné.

. Si la région de A ne contient que des rouges et celle de B que des rouges, on ajoute une
droite qui isole A.

. Si la région de A ne contient que des bleus et celle de B que des bleus, on ajoute une
droite qui isole B.

. Si la région de A ne contient que des rouges et celle de B que des bleus, on ajoute une
droite qui isole A et B.
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Exercice 6 (Problème de la galerie d’art) SoitP un polygone non croisé (pas forcément convexe).
Montrer qu’il existe un ensemble A de bn

3
c sommets de P tel que pour tout X à l’intérieur de

A il existe un point C ∈ A tel que le segment [CX] soit entièrement à l’intérieur de P .

Solution de l’exercice 6 On trace n−3 diagonales de P de manière à le diviser en n−2 triangles.
Il suffit de sélectionner bn

3
c sommets de manière à avoir au moins sommet de chaque triangle.

On va montrer qu’il est possible de colorier en bleu, rouge et jaune les sommets de P de
manière à ce que chaque triangle contienne exactement un sommet bleu, un rouge et jaune.
Une fois ce lemme montré, il suffit de prendre tous les sommets de la couleur la moins utilisée.
Il y en a au plus n

3
, et il y en a exactement un par triangle.

On montre ce lemme par récurrence sur le nombre de sommets. Il est trivial pour n = 3.
De plus, il y a n − 2 triangles et n côtés de P donc il existe au moins un triangle dont 2 côtés
sont des côtés de P . Ces côtés sont forcément consécutifs et ont un sommetX en commun. On
peut appliquer l’hypothèse de récurrence au polygone obtenu en supprimant X puis, comme
X est dans un seul triangle, on n’a qu deux couleurs interdites pour X et on peut colorier X .

Exercice 7 (IMO 2014-6, version facile) On considère un ensemble de n droites tracées dans
le plan, deux quelconques non parallèles, trois quelconques non concourrantes. Elles divisent
le plan en un certain nombre de régions, certaines finies et certaines infinies. Montrer qu’il est
possible de colorier au moins

»
n
2

de ces droites en bleu de manière à ce qu’il n’y ait aucune
région finie dont le périmètre soit entièrement bleu.

Solution de l’exercice 7 On utilise un algorithme glouton : supposons qu’on ait déjà colorié k
droites et cherchons s’il est possible d’en colorier une k + 1-ème. On appelle une région finie
dangereuse si tout son bord sauf un côté est déjà colorié en bleu. Une telle région a au moins
deux côtés bleus donc un de ses sommets est une intersection de deux droites bleues. Il y aÄ
k
2

ä
telles intersections. De plus, une intersection touche au plus 4 régions finies, donc il y a

au plus 4
Ä
k
2

ä
= 2k(k − 1) régions dangereuses. Chaque région dangereuse interdit d’ajouter

une droite donc il y a au plus 2k(k − 1) droites interdites. On peut donc ajouter de nouvelles
droites tant que 2k(k − 1) < n, donc tant que 2k2 < n donc il est possible de colorier

»
n
2
.

Exercice 8 (IMO 1995-3) Trouver tous les entiers n > 3 pour lesquels il existe n pointsA1, ..., An
du plan et des réels r1, ..., rn tels que :

(i) trois quelconques des points ne sont jamais alignés
(ii) pour tout {i, j, k}, l’aire du triangle AiAjAk est égale à ri + rj + rk.

Solution de l’exercice 8 Supposons que l’enveloppe convexe contienne quatre points Ai, Aj , Ak,
A` dans cet ordre. En écrivant de deux manières différentes l’aire du quadrilatère on obtient
ri + rk = rj + r`. Si on elle contient 5 points, en appliquant ce résultat à plusieurs quadrilatère
on obtient que tous les ri pourAi sur le pentagone sont égaux, et on obtient une contradiction.
Le bord de l’enveloppe convexe contient donc au plus 4 points.

Notons maintenant A1 . . . A` l’enveloppe convexe, et soit Ak à l’intérieur. Alors on peut
décomposer l’enveloppe convexe en triangles en traçant les segments [AiAk] avec 1 ≤ i ≤ `.
L’aire de l’enveloppe convexe s’écrit alors

2(r1 + r2 + . . . r`) + `rk.

On en déduit que rk est le même pour tous les points à l’intérieur de l’enveloppe convexe,
donc si Ak et Ak′ sont à l’intérieur de l’enveloppe convexe alors pour tout 1 ≤ i`, les triangles

185



V. DEUXIÈME PÉRIODE 4. GROUPE D : COMBINATOIRE ET ALGÈBRE

AiAi+1Ak etAiAi+1Ak′ ont la même aire donc (AkAk′) est parallèle à tous les (AiAi+1) ce qui est
impossible, doncAk = Ak′ , donc il y a au plus un point à l’intérieur, soit 5 points au maximum.

On peut construire des exemples avec 4 points (parallélogramme par exemple). Si il y a un
exemple à 5 points, on a 4 points sur le bord et 1 à l’intérieur. Supposons que c’est A5. Il est à
l’intérieur de deux triangles, supposons A1A2A3 et A1A2A4. On en déduit r3 = r4 donc (A3A4)
est parallèle aux droites (A1A2), (A1A5) et (A2A5).

Bonus : le théorème de Fary
Théoréme 43. Soit G un graphe simple planaire fini. Alors il est possible de le dessiner

dans le plan de telle manière que toutes les arêtes soient des lignes droites.
On commence par énoncer un résultat classique sur les graphes planaires.
Théoréme 44. (Formule d’Euler) Soit G un graphe planaire connexe avec v sommets, e

arêtes et f faces (on compte la face externe). Alors

f + v − e = 2.

Démonstration. On fait une récurrence sur f : si f = 1 alors le graphe est un arbre donc
ev − 1 et f + v − e = 2. On peut ensuite ajouter des arêtes une par une en laissant le nombre
de sommets fixé. Chaque fois qu’on ajoute une arête on divise une face en 2 donc quand e
augmente de 1, le nombre f augmente aussi de 1.

Lemme 45. Tout graphe planaire fini admet un sommet de degré ≤ 5.

Démonstration. Chaque arête touche deux faces et chaque face touche au moins 3 arêtes
(sauf dans le graphe trivial comportant 2 sommets et 1 arête. On obtient donc l’inégalité 2e ≥
3f . En remplaçant f par e − v + 2 grâce à la formule d’Euler on trouve e ≤ 3v − 6 < 3v. Il y
a donc strictement moins de 6v "demi-arêtes", donc il y a au moins un sommet de degré < 6,
d’où le lemme.

Preuve du théorème de Fary. On raisonne par récurrence sur le nombre de sommets. L’ini-
tialisation à v = 3 est triviale. Soit n ≥ 4 et supposons le théorème vrai pour tous les graphes
à n− 1 sommets. Soit G un graphe planaire fini à n sommets.

Quitte à ajouter des arêtes (ce qui ne fait que rendre le coloriage plus difficile), on peut
supposer que toutes les faces de G sont des triangles. Soit x un sommet de G. Quitte à faire
une inversion, on peut supposer que x ne touche pas la face externe (toutes les faces sont
des triangles donc au plus 3 sommets touchent la face externe). Par hypothèse de récurrence,
on peut dessiner G\{x} avec des arêtes en ligne droite. On veut maintenant replacer x. Mais
on sait que x est de degré au plus 5 dans G. On sait aussi que toutes les faces de G sont
des triangles, donc x est relié à tous les sommets touchant la face de G\{x} dans laquelle il se
trouve. La face deG\{x} dans laquelle se trouve x a donc un périmètre égal au degré de x dans
G, donc ≤ 5. Or, l’exercice 8 dans le cas n = 5 montre qu’il est toujours possible de "surveiller
un pentagone de l’intérieur" avec une seule caméra (dans l’exercice 8 on place la caméra sur
un sommet du pentagone, donc il faut la bouger un peu dans la bonne direction pour ne pas
avoir deux sommets au même endroit). On place donc x sur un point du pentagone qui "voit"
tous les sommets, et on a dessiné G avec des lignes droites.

3 lundi 22 matin : Vincent Bouis
Ce cours n’a pas encore été intégré.
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4 lundi 22 après-midi : Florent Noisette

Ce cours n’a pas encore été intégré.

5 mardi 23 matin : Vincent Jugé

Ce cours est une reprise du cours sur les inégalités proposé aux groupes C et D durant le
stage de Montpellier d’août 2014.

Avant toute chose, on ne saurait trop conseiller au lecteur quelques références : le cours de
Pierre Bornsztein (disponible sur le site d’Animath) ainsi que les polycopiés des différentes
années. Il existe évidemment bien d’autres cours que vous découvrirez aussi aisément que
quiconque en utilisant votre moteur de recherche préféré.

Inégalité du réordonnement — Inégalité de Tchebychev

Mieux vaut gagner à « Qui veut gagner des millions ? » dix fois et au « Jeu des mille francs » une
fois que l’inverse.
La phrase ci-dessus vous semble-t-elle évidente ? Si oui, vous connaissez en fait déjà l’inégalité
du réordonnement !

Théoréme 46. Soit a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an et b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bn des réels, ainsi que σ ∈ Sn une
permutation. Alors

a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn ≥ a1bσ(1) + a2bσ(2) + . . .+ anbσ(n) ≥ a1bn + a2bn−1 + . . .+ anb1.

Démonstration. Il suffit en fait de montrer que, si a ≥ a′ et b ≥ b′, alors ab+ a′b′ ≥ ab′+ a′b, ce
qui découle directement du fait que ab+ a′b′ = ab′ + a′b+ (a− b)(a′ − b′). �

L’inégalité du réordonnement, si simple soit-elle, permet déjà de résoudre bon nombre de
problèmes plus ou moins faciles en apparence.
Exercice 1 Soit a et b deux réels. Montrer que a2 + b2 ≥ 2ab.

Exercice 2 Soit f : N∗ 7→ N∗ une fonction injective, et soit n un entier naturel non nul. Montrer
que

∑n
k=1

f(k)
k
≥ n.

Exercice 3 Soit a, b et c trois réels strictement positifs. Montrer que a
b+c

+ b
a+c

+ c
a+b
≥ 3

2
et

identifier les cas d’égalité.

En outre, l’inégalité du réordonnement permet également de démontrer la fameuse inéga-
lité de Thebychev.

Théoréme 47. Soit a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an et b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bn des réels. Alors

a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn
n

≥ a1 + a2 + . . .+ an
n

· b1 + b2 + . . .+ bn
n

≥ a1bn + a2bn−1 + . . .+ anb1

n
.

Démonstration. Notons σi la permutation de {1, 2, . . . , n} telle que σi(k) ≡ k + i (mod n).
Alors (a1 + a2 + . . . + an)(b1 + b2 + . . . + bn) =

∑n
i=1

Ä
a1bσi(1) + a2bσi(2) + . . .+ anbσi(n)

ä
, donc

l’inégalité du réordonnement appliquée successitvement aux permutations σ1, . . . , σn indique
que

n(a1b1 +a2b2 + . . .+anbn) ≥ (a1 +a2 + . . .+an)(b1 + b2 + . . .+ bn) ≥ n(a1bn+a2bn−1 + . . .+anb1).
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�
Exercice 4 Soit a, b et c trois réels strictement positifs. Montrer que ab

a+b
+ bc

b+c
+ ca

c+a
≤ 3(ab+bc+ca)

2(a+b+c)
.

Exercice 5 Soit ABC un triangle acutangle, H son orthocentre et r le rayon de son cercle ins-
crit. On note dA (respectivement, dB et dC) la distance de H à la droite (BC) (respectivement,
(CA) et (AB)). Montrer que dA + dB + dC ≤ 3r.

A B

C

H

I

Dérivées (partielles)

En haut d’un sommet et au fond d’une vallée, si le sol n’est pas trop accidenté, il est souvent plat.
Cette remarque que tous les alpinistes auront faite est en fait extrêmement puissante, et sert
dès lors que l’on cherche à maximiser ou à minimiser des fonctions dérivables.

Pour ceux qui n’auraient pas encore découvert la notion de dérivée, voici une brève intro-
duction.

Définition 48. Soit f : R 7→ R une fonction et x un nombre réel. La dérivée de f en x,
notée f ′(x), est la limite éventuelle limh→0

f(x+h)−f(x)
h

. Si cette limite existe, alors on dit que f
est dérivable en x. Si elle existe quel que soit x ∈ R, on dit simplement que f est dérivable.

En pratique, de nombreuses fonctions sont dérivables, et on pourra s’appuyer sur des
formules usuelles, qui seront largement suffisantes la plupart du temps.

f(x) f ′(x) Remarque
xα αxα−1 x > 0 ou α ∈ Z
cos(x) − sin(x)
sin(x) cos(x)
ax ln(a)ax a > 0
exp(x) exp(x)
ln(|x|) x−1 x 6= 0

af(x) af ′(x) a ∈ R
f(x)+g(x) f ′(x) + g′(x)
f(x)g(x) f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)
f(g(x)) f ′(g(x))g′(x)

Exercice 6 Montrer les quatre dernières formules ci-dessus.
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Attention, cependant : toutes les fonctions ne sont pas dérivables en tout point de leur
domaine de définition !
Exercice 7 Montrer que x 7→ |x| est dérivable en tout point sauf en 0.

En outre, comme annoncé ci-dessus, les dérivées sont un outil extrêmement puissant pour
trouver des extrema.

Théoréme 49. Soit f : R 7→ R et x un réel en lequel f est extrémale et dérivable. Alors
f ′(x) = 0.
Démonstration. Si f ′(x) > 0, alors par définition d’une limite il existe un h > 0 tel que
f(x−h) < f(x) < f(x+h). Si f ′(x) < 0, alors il existe un h > 0 tel que f(x+h) < f(x) < f(x−h).
Par conséquent, f ′(x) = 0. �
Exercice 8 Soit a, b et c des réels, avec a > 0. Trouver les minima et maxima éventuels de la
fonction f : x 7→ ax2 + bx + c. En déduire que f(x) ≥ 0 (respectivement, f(x) > 0) pour tout
x ∈ R si et seulement si b2 ≤ 4ac (respectivement, b2 < 4ac).

En outre, la dérivée permet de caractériser les fonctions croissantes.
Théoréme 50. Soit I ⊆ R un intervalle, et f : I 7→ R une fonction dérivable. Alors f est

croissante si et seulement si f ′(x) ≥ 0 pour tout x ∈ I , et f est décroissante si et seulement si
f ′(x) ≤ 0 pour tout x ∈ I .
Démonstration. Tout d’abord, si f est croissante, alors pour tout x ∈ I la dérivée f ′(x) est
une limite de réels positifs, donc f ′ ≥ 0.

Réciproquement, si f ′ ≥ 0, il est beaucoup plus difficile de montrer que f est croissante.
Soit X un élément de I et soit ε un réel strictement positif. En outre, soit J un intervalle
maximal de I ∩ [X,+∞[ tel que f(t) ≥ f(X) − ε(t − X) pour tout t ∈ J . On va montrer que
J = I ∩ [X,+∞[.

En effet, soit M = sup J : si M < sup I , alors choisissons y dans J et faisons tendre y vers
M . Puisque l’on a systématiquement f(y)−f(X) ≥ ε(y−X), on en déduit que f(M)−f(X) ≥
ε(M −X). Ainsi, par maximalité de J , on sait que M ∈ J . En outre, notons que f ′(M) ≥ 0 > ε,
de sorte qu’il existe un réel η > 0 tel que f(M + h)− f(M) ≥ −εh dès lors que 0 ≤ h ≤ η. On
en déduit que [X,M + η] ⊆ J , ce qui contredit la définition de M .

Par conséquent, M = sup I , et si M ∈ I on en déduit même que M ∈ J : cela montre bien
que J = I ∩ [X,+∞[. En particulier, si t ≥ X , alors en faisant tendre ε vers 0 on constate que
f(t) ≥ f(X). Ce raisonnement fonctionne quels que soient X et t tans I avec X ≤ t, de sorte
que f est croissante sur I .

On traite ensuite de la même manière le cas des fonctions décroissantes et/ou à dérivée
négative. �

Pour en finir avec les fonctions dérivables, voici une notation bien pratique : si I ⊆ R est
un intervalle, f : I ⊆ R et g : I 7→ R sont deux fonctions, et ` est un élément de I , alors on
notera « f(x) = ox→`(g(x)) » la relation limx→`

f(x)
g(x)

= 0. En particulier, au vu de la définition
d’une dérivée, on aura toujours f(x) = f(`) + (x− `)f ′(`) + ox→`(x).

De surcroît, puisqu’elle est si efficace sur les fonctions à une variable, pourquoi ne pas
utiliser la notion de dérivée sur les fonctions à plusieurs variables ?

Définition 51. Soit f : Rn 7→ R une fonction, et x = (x1, . . . , xn) un élément de Rn. Les
dérivées partielles de f en x, si elles existent, sont définies comme les limites ∂xif(x) =

limh→0
f(x1,...,xi−1,xi+h,xi+1,...,xn)−f(x1,...,xi−1,xi,xi+1,...,xn)

h
. Si chaque dérivée partielle ∂xif existe, alors

on dit que f est « différentiable » en x.
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Autrement dit, ∂xif(x) n’est autre que la dérivée de la fonction t 7→ f(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn)
au point xi. En particulier, on en déduit directement le corrolaire suivant.

Corollaire 52. Soit f : Rn 7→ R et x ∈ Rn un point en lequel f est extrémale et différen-
tiable. Alors ∂xif(x) = 0 pour tout i ≤ n.

Pour calculer une dérivée partielle, il suffit alors de feindre que les coordonnées selon
lesquelles on ne dérive pas sont en fait des constantes.

Exemple 53. Soit f : (x1, x2) 7→ x1x
2
2. Alors ∂x1f(x1, x2) = x2

2 et ∂x2f(x1, x2) = 2x1x2.
En outre, cela sert aussi à montrer certains résultats surprenants, par exemple le fait qu’un

polynôme à deux variables peut ne prendre que des valeurs positives sans avoir de minimum !
Exercice 9 Soit P (X1, X2) = X2

1 + (1 − X1X2)2. Montrer que inf P (R2) = 0 puis montrer, de
deux manières différentes, que P n’admet aucun minimum.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

La géométrie, c’est cool : c’est elle qui nous a donné l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Et oui : et ce lien entre géométrie et inégalités, c’est le produit scalaire !

Un produit scalaire, qu’est-ce que c’est ? Dans ce cours, on parlera de produit scalaire
sur sur Rn, c’est-à-dire sur les n-uplets de réels. On considérera ci-dessous les n-uplets a =
(a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) et c = (c1, . . . , cn).

Définition 54. Un produit scalaire sur Rn est une fonction ϕ : Rn × Rn 7→ R telle que :
. ϕ(a,b) = ϕ(b, a) quels que soient a et b : ϕ est symétrique ;
. ϕ(λa+b, c) = λϕ(a, c)+ϕ(c, c) quels que soient a, b, c et λ ∈ R : ϕ est linéaire à gauche

(donc à droite, par symétrie) ;
. ϕ(a, a) ≥ 0 quel que soit a, avec égalité si et seulement si a1 = . . . = an = 0 : ϕ est

définie positive.
Exemple 55. Les « produits scalaires » ϕ : (a,b) 7→ a1b1 + . . . + anbn que l’on manipule en

géométrie sont évidemment des produits scalaires au sens de cette définition.
D’autre part, notons que le « produit » (a1, b1) 7→ a1b1 est lui aussi un produit scalaire : la

vie fait bien les choses ! D’ailleurs, les produits scalaires sont assez nombreux dans la nature,
et très faciles à fabriquer, même s’il ne faut pas faire n’importe quoi non plus.
Exercice 10 Montrer que ϕ : (a,b) 7→ ∑n

i=1 i
2aibi et ψ : (a,b) 7→ ϕ(a,b) + (a1 +a2)(b1 + b2) sont

des produits scalaires, mais que θ : (a,b) 7→ ∑
i 6=j aibj n’en est pas un.

En outre, le caractère défini positif du produit scalaire est une propriété cruciale, puisqu’il
nous permet de dire que le produit scalaire de deux n-uplets est toujours plus petit que le
produit de leurs normes : c’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 56. Soit ϕ : Rn × Rn 7→ R un produit scalaire, et soit deux n-uplets a et b.
Alors ϕ(a,b)2 ≤ ϕ(a, a)ϕ(b,b), avec égalité si et seulement si a et b sont proportionnels l’un
à l’autre.
Démonstration. Soit λ un réel, et observons attentivement ϕ(a− λb, a− λb) : on trouve

0 ≤ ϕ(a− λb, a− λb) = ϕ(a, a− λb)− λϕ(b, a− λb) = ϕ(a− λb, a)− λϕ(a− λb,b)

≤ ϕ(a, a)− λϕ(b, a)− λϕ(a,b) + λ2ϕ(b,b) = ϕ(a, a)− 2λϕ(a,b) + λ2ϕ(b,b).
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Cette dernière inégalité étant vraie quel que soit λ ∈ R, on en déduit que (2ϕ(a,b))2 ≤
4ϕ(a, a)ϕ(b,b). En outre, ϕ(a, a)ϕ(b,b) = ϕ(a,b)2 si et seulement s’il existe un réel λ ∈ R
tel que ϕ(a− λb, a− λb) = 0, c’est-à-dire tel que a = λb : ceci conclut la preuve du théorème.
�

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est, historiquement, très utilisée pour résoudre des pro-
blèmes d’olympiades plus ou moins classiques.
Exercice 11 Soit n ∈ N∗. Montrer que

∑n
k=1 k

√
n+ 1− k ≤ n(n+1)

√
2n+1

2
√

3
.

Exercice 12 Soit a1, . . . , an des réels, et b1, . . . , bn des réels strictement positifs. Montrer que

a2
1

b1

+ . . .+
a2
n

bn
≥ (a1 + . . .+ an)2

b1 + . . .+ bn
.

Exercice 13 Soit x, y et z des réels positifs ou nuls. Montrer que»
3x2 + xy +

»
3y2 + yz +

√
3z2 + zx ≤ 2(x+ y + z).

Convexité

La géométrie est vraiment géniale : elle nous a aussi donné la convexité !
En effet, la notion de convexité est avant tout une notion géométrique. Cependant, de manière
fort naturelle, elle s’applique également à l’analyse, via le concept de « fonction convexe » !

Définition 57. Soit I ⊆ R un intervalle, et f : I 7→ R une fonction. On dit que f est convexe
si l’épigraphe de f , c’est-à-dire l’ensemble {(x, y) : x ∈ D, y ≥ f(x)} est une partie convexe de
R2.

En revanche, on dit que f est concave si l’hypographe de f , c’est-à-dire l’ensemble {(x, y) :
x ∈ D, y ≤ f(x)} est une partie convexe de R2.

f(x)

x
Fonction convexe

f(x)

x
Fonction concave

f(x)

x
Fonction quelconque

De nombreuses fonctions usuelles sont convexes et/ou concaves.
Exercice 14 Montrer que les fonctions à la fois convexes et concaves sont les fonctions affines.

En outre, il existe une caractérisation simple des fonctions convexes, communément appe-
lée « inégalité de Jensen ».
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Théoréme 58. Soit I ⊆ R un intervalle et f : I 7→ R une fonction. Alors il y a équivalence
entre

(i) f est convexe ;

(ii) pour tous x, y ∈ I et λ ∈ [0, 1], on a λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(λx+ (1− λ)y) ;

(iii) pour tous x1, . . . , xn ∈ R et λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] tels que
∑n
i=1 λi = 1, on a

∑n
i=1 λif(xi) ≥

f (
∑n
i=1 λixi) ;

(iv) pour tous x, y, z ∈ I tels que x < y < z, on a f(y)−f(x)
y−x ≤ f(z)−f(x)

z−x ≤ f(z)−f(y)
z−y .

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que (iii) implique (ii). En outre, (i) implique (iii) :
chaque point Pi de coordonnées

Ä
xi

f(xi)

ä
appartient à l’épigraphe de f , et

∑n
i=1 λiPi est une

combinaison convexe des points Pi, donc appartient également à l’épigraphe de f , ce qui
signifie exactement que la relation (iii) est vérifiée.

Montrons ensuite que si (i) est faux, alors (ii) est faux aussi : si f n’est pas convexe, il existe
deux points P1 et P2 de coordonnées respectives

Ä
x1
y1

ä
et
Ä
x2
y2

ä
, ainsi qu’un réel λ ∈ [0, 1], tels

que λP1 + (1 − λ)P2 n’appartient pas à l’épigraphe de f , c’est-à-dire que λy1 + (1 − λ)y2 <
f(λx1 + (1− λ)x2). Or, y1 ≥ f(x1) et y2 ≥ f(x2), de sorte que (ii) est faux. Par contraposée, (ii)
implique (i), donc (i), (ii) et (iii) sont équivalents.

Enfin, soit λ ∈ [0, 1] tel que y = λx + (1 − λ)z : chaque inégalité de (iv) se réécrit sous la
forme f(y) ≤ (1− λ)f(z) + λf(x), de sorte que (iv) est équivalent à (ii). �

En outre, si f est dérivable, voire deux fois dérivable (c’est-à-dire dérivable et de déri-
vée elle-même dérivable), on dispose de critères supplémentaires permettant de détecter une
fonction convexe.

Théoréme 59. Soit I ⊆ R un intervalle et f : I 7→ R une fonction (dérivable). Alors il y a
équivalence entre

(i) f est convexe ;

(v) toute tangente de f est contenue dans l’hypographe de f ;

(vi) f ′ est croissante ;

(vii) f ′′(x) ≥ 0 pour tout x ∈ R (si f est deux fois dérivable).

Démonstration. Tout d’abord, quand f est deux fois dérivable, (vi) et (vii) sont équivalents,
comme on l’a à moitié montré dans la partie du cours sur les dérivées.

De plus, si f est convexe, alors dans (iv), en faisant tendre y vers x d’une part, et vers z
d’autre part, on constate que f ′(x) ≤ f(z)−f(x)

z−x ≤ f ′(z). Cela montre donc (i) implique (vi).
Puis, si (vi) est vrai, alors la fonction h : t 7→ f(t) − f(x) − (t − x)f ′(x) vérifie h′(t) ≥ 0

pour t ≥ x et h′(t) ≤ 0 pour t ≤ x. Ainsi, h est décroissante sur {t ∈ I : t ≤ x} et croissante
sur {t ∈ I : t ≥ x}, donc prend son minimum en x. Cela montre que h ≥ 0, ce qui signifie
exactement que la tangente à f en x appartient à l’hypographe de f , de sorte que (vi) implique
(v).

Enfin, si (v) est vrai, soit x < y < z trois éléments de I , puis λ ∈ [0, 1] tel que y = λx+ (1−
λ)z. Alors f(y)−f(x)

y−x ≤ f ′(y) ≤ f(z)−f(y)
z−y et f(z)−f(x)

z−x)
= (1 − λ)f(y)−f(x)

y−x + λf(z)−f(y)
z−y , de sorte que

(iv) est vrai aussi. �
Ces nouveaux critères sont évidemment très pratiques pour identifier des fonctions convexes

ou concaves.
Exercice 15 Trouver les entiers n ∈ N∗ tels que la fonction x 7→ xn est convexe.
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Exercice 16 Montrer que x 7→ exp(x) est convexe sur R et que x 7→ ln(x) est concave sur
]0,+∞[.

Exercice 17 Soit f : R 7→ R une fonction continue telle que 2f
Ä
x+y

2

ä
≤ f(x) + f(y) pour tous

les réels x et y. Montrer que f est convexe.

En outre, l’étude de fonctions convexes permet de démontrer rapidement des inégalités
très importantes.

Définition 60. Soit x1, . . . , xn des réels strictement positifs, et p un réel non nul. On appelle
moyenne d’ordre p de x1, . . . , xn le nombre Np =

Ä
1
n

∑n
i=1 x

p
i

ä1/p
, et moyenne d’ordre 0 le

nombre N0 = (
∏n
i=1 xi)

1/n.
Les nombresN−1,N0,N1 etN2 sont aussi connus sous le nom de moyennes « harmonique »,

« géométrique », « arithmétique » et « quadratique ».
Théoréme 61. Soit p ≥ q deux réels. Alors Np ≥ Nq.

Démonstration. Tout d’abord, si p = q, alors le résultat est évident. On suppose maintenant
q > 0, et on pose Xi = xqi ainsi que r = p/q ≥ 1. Alors Np ≥ Nq ⇔ Np

p ≥ Np
q ⇔ 1

n

∑n
i=1 X

r
i ≥Ä

1
n

∑n
i=1Xi

är
, ce qui est vrai par convexité de la fonction t 7→ tr.

D’autre part, si 0 > p, alors r ≤ 1 et Np ≥ Nq ⇔ Np
p ≤ Np

q ⇔ 1
n

∑n
i=1X

r
i ≤

Ä
1
n

∑n
i=1Xi

är
, ce

qui est vrai par concavité de la fonction t 7→ tr.
Enfin, si p→ 0, utilisons la notation f(x) = ox→0(x) introduite plus haut. On a alors

ln(Np) =
1

p
ln

(
1

n

n∑
i=1

exp(p ln(xi))

)
=

1

p
ln

(
1

n

n∑
i=1

(1 + p ln(xi) + op→0(p))

)

=
1

p
ln

(
1 +

p

n
ln

(
n∏
i=1

xi

)
+ op→0(p)

)
=

1

p

(
p

n
ln

(
n∏
i=1

xi

)
+ op→0(p)

)
= ln(N0) + op→0(1),

de sorte que N0 = limp→0Np, ce qui conclut la preuve, puisque p 7→ Np est croissante sur
]−∞, 0[ et ]0,+∞[ et continue en 0. �

En particulier, on notera plusieurs cas particuliers remarquables, et couramment utilisés :
. l’inégalité arithmético-géométrique : N0 ≤ N1 ;
. l’inégalité arithmético-harmonique : N−1 ≤ N1 ;
. l’inégalité arithmético-quadratique : N1 ≤ N2.

De sucroît, on peut utiliser une variante des moyennes sus-mentionnées : les moyennes
pondérées. Le même raisonnement nous donne évidemment les mêmes résultats.

Définition 62. Soit λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] des réels tels que
∑n
i=1 λi = 1. En outre, soit x1, . . . , xn

des réels strictement positifs, et p un réel non nul. On appelle moyenne pondérée d’ordre
p de x1, . . . , xn le nombre Mp = (

∑n
i=1 λix

p
i )

1/p, et moyenne pondérée d’ordre 0 le nombre
M0 =

∏n
i=1 x

λi
i .

Théoréme 63. Pour tous p ≥ q, on a Mp ≥Mq. De plus, M0 = limp→0Mp.
Exercice 18 Soit a, b et c des réels positifs ou nuls. Montrer que (a2b+b2c+c2a)(ab2+bc2+ca2) ≥
9(abc)2.

Exercice 19 Soit a, b, c et d des réels tels que a+ b+ c+ d = 6 et a2 + b2 + c2 + d2 = 12. Montrer
que 36 ≤ 4(a3 + b3 + c3 + d3)− (a4 + b4 + c4 + d4) ≤ 48.
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Changement de variable et (dés)homogénéisation

Les mathématiques se distinguent singulièrement de la physique : on peut gagner des points en
écrivant des expressions non homogènes !
Souvent, on doit traiter des inégalités qui mettent en jeu des réels positifs voire quelconque,
ou au contraire qui satisfont déjà une ou plusieurs (in)égalités. Il est alors tentant de passer
d’un cadre à l’autre, et pour ce faire il existe plusieurs outils.

Le changement de variables est l’outil numéro 1. Par exemple, si on a une contrainte de
la forme a+ b+ c+ d = 0, on peut toujours poser d = −a− b− c, et alors on se retrouve avec
uniquement trois variables, sans aucune contrainte additionnelle. De manière générale, on
pourra essayer d’exprimer une variable en fonction des autres, de manière à se libérer d’une
des égalités qui nous embête. Évidemment, tout a un coût, et ici l’inégalité à montrer risque
de devenir violemment plus compliquée et laide qu’elle ne l’était auparavant.

Il existe deux autres changments de variables typiques, parmi tant d’autres qui peuvent
s’avérer utiles dans telle ou telle situation :

. la transormation de Ravi : si a, b et c sont censés être les côtés d’un triangle, alors il sera
souvent opportun de poser x = b+c−a

2
, y = c+a−b

2
et z = a+b−c

2
; en effet, il s’agit là de

trois réels positifs, tels que a = y + z, b = z + x et c = x+ y ;
. dans le cas d’une contrainte de la forme x1 . . . xn = 1, on pourra réécrire chaque xi sous

la forme zi/zi+1, en posant z1 = zn+1.
L’homogénéisation peut s’obtenir à l’aide d’un changement de variables particulier, mais

aussi en réutilisant des égalités qui nous sont données dans l’énoncé. Le but est, tant que
faire se peut, de réduire le problème à une inégalité du type P (x1, . . . , xn) ≥ 0, où P est un
polynôme « homogène » : cela signifie qu’il existe une constante k telle que, pour tout λ > 0,
P (λx1, . . . , λxn) = λkP (x1, . . . , xn), et l’on dira alors que P est « homogène de degré k ».

Exemple 64. Soit a, b et c des réels strictement positifs tels que abc = a+ b+ c : on souhaite
montrer que 2(a2 + b2 + c2) ≥ ab+ bc+ ca+

√
3(a+ b+ c). Or, ici, on a des termes de degrés 1

et 2 : on n’a donc pas encore un polynôme homogène.
Cependant, la relation abc = a+ b+ c nous permet d’identifier deux expressions de degrés

respectifs 1 et 3. Ainsi, on sait en fait que
√

abc
a+b+c

= 1, le terme de gauche étant de degré 1. On
peut donc réécrire l’inégalité à montrer sous la forme

2(a2 + b2 + c2)− ab− bc− ca ≥
√

3(a+ b+ c)

√
abc

a+ b+ c
=
»

3abc(a+ b+ c),

ou encore

2(a2 + b2 + c2)− ab− bc− ca ≥ 0 et (2(a2 + b2 + c2)− ab− bc− ca)2 − 3abc(a+ b+ c) ≥ 0.

Les polynômes P (a, b, c) = 2(a2 +b2 +c2)−ab−bc−ca et Q(a, b, c) = P (a, b, c)2−3abc(a+b+c)
sont bien homogènes, de degrés respectifs 2 et 4.

En outre, cette fois-ci, les signes de P (a, b, c) et de Q(a, b, c) ne dépendent pas du rapport
abc

a+b+c
. Il nous suffit donc de montrer que P (a, b, c) ≥ 0 et que Q(a, b, c) ≥ 0 quels que soient a,

b et c des réels strictement positifs.
Par inégalité du réordonnement, il est déjà clair que P (a, b, c) ≥ a2 + b2 + c2 ≥ 0. En outre,

en développant Q(a, b, c) de manière brutale mais simple, on obtient

Q(a, b, c) = 4〈4 | 0 | 0〉+ 9〈2 | 2 | 0〉 − 4〈3 | 1 | 0〉 − 4〈3 | 0 | 1〉 − 5〈2 | 1 | 1〉,
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où la notation 〈x | y | z〉 désigne le polynôme axbycz + aybzcx + azbxcy. On en déduit donc, en
scindantQ(a, b, c) en trois parties sur lesquelles on applique l’inégalité arithmético-géométrique,
que

Q(a, b, c) = 2 (〈4 | 0 | 0〉+ 〈2 | 2 | 0〉 − 2〈3 | 1 | 0〉) + 2 (〈4 | 0 | 0〉+ 〈2 | 0 | 2〉 − 2〈3 | 0 | 1〉) +
5

2
(〈2 | 2 | 0〉+ 〈2 | 0 | 2〉 − 2〈2 | 1 | 1〉) ≥ 0.

Notons que la technique consistant à se ramener à montrer qu’un polynôme homogène est
positif ou nul, puis à le découper en des sommes de la forme 〈x | y | z〉, et enfin à regrouper
ces sommes de manière à pouvoir utiliser l’inégalité arithmético-géométrique pondérée, est
expérimentalement très efficace. Les deux écueils évidents de cette méthode sont cependant
qu’il faut déjà réussir se ramener à un polynôme homogène qui sera effectivement positif ou
nul, puis qu’il faut trouver un découpage adapté. Cela dit, par définition, un exercice censé
être « difficile » ne peut pas avoir de solution systématique « facile ».

La déshomogénéisation est le processus contraire : en effet, on pourra parfois préférer
passer d’une situation homogène à une situation inhomogène, en se ramenant, sans perte de
généralité, à étudier des cas particulier où une quantité (souvent, la somme ou le produit des
variables considérées) sera constante, par exemple égale à 1.

Exemple 65. Soit a, b, c et d des réels strictement positifs : on souhaite montrer que a
b+c+d

+
b

c+d+a
+ c

d+a+b
+ d

a+b+c
≥ 4

3
. Or, ici, on a uniquement des termes de degré 0 : on a donc une

expression homogène, et on peut supposer, sans perte de généralité, que a+ b+ c+ d = 1.
On peut donc réécrire l’inégalité à montrer sous la forme

a

1− a +
b

1− b +
c

1− c +
d

1− d ≥
4

3
,

Or, la fonction f : t 7→ 1
1−x est croissante et convexe sur l’intervalle ]0, 1[. Puiqsue a+b+c+d =

1, on en déduit que

af(a) + bf(b) + cf(c) + df(d) ≥ f(a2 + b2 + c2 + d2) ≥ f

Ç
(a+ b+ c+ d)2

4

å
= f

Ç
1

4

å
=

4

3
.

Quelques exercices supplémentaires

Exercice 20 Soit ABC un triangle acutangle, de périmètre p et de rayon du cercle inscrit r.
Montrer que tan

Ä “Aä+ tan
Ä“Bä+ tan

Ä“Cä ≥ p
2r

.

Exercice 21 Trouver l’ensemble des valeurs prises par la fonction f :]0,+∞[3 7→ R telle que
f(x, y, z) =

x
√
y+y
√
z+z
√
x√

(x+y)(y+z)(z+x)
.

Exercice 22 Soit a, b et c trois réels tels que a6 + b6 + c6 = 3. Montrer que a7b2 + b7c2 + c7a2 ≤ 3.

Exercice 23 Soit ABC un triangle acutangle et I le centre du cercle inscrit à ABC. Montrer
que 3(AI2 +BI2 + CI2) ≥ AB2 +BC2 + CA2.
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Solutions des exercices

Solution de l’exercice 1 Puisque a et b jouent des rôles symétriques, on peut supposer que a ≥ b.
Alors l’inégalité du réordonnement indique que a2 + b2 ≥ ab+ ba = 2ab.

Solution de l’exercice 2 Soit ai le i-ème plus petit élément de l’ensemble {f(i) : 1 ≤ i ≤ n} et
soit bi = 1

i
. Alors a1 < . . . < an et b1 > . . . > bn : en particulier, notons que ai ≥ i. L’inégliaté

du réordonnement indique alors que
∑n
k=1 f(k)bk ≥ ∑n

k=1 akbk ≥
∑n
k=1 kbk =

∑n
k=1 1 = n.

Solution de l’exercice 3 Puisque a, b et c jouent des rôles symétriques, on peut supposer que
a ≥ b ≥ c. Alors a + b ≥ a + c ≥ b + c, donc 1

b+c
≥ 1

a+c
≥ 1

a+b
. L’inégalité du réordonnement

indique donc que

2

Ç
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b

å
≥

Ç
b

b+ c
+

c

a+ c
+

a

a+ b

å
+

Ç
c

b+ c
+

a

a+ c
+

b

a+ b

å
≥ b+ c

b+ c
+
c+ a

a+ c
+
a+ b

a+ b
= 3.

De surcroît, il y a égalité si et seulement s’il y a égalité à chaque application de l’inégalité
du réordonnement. Or, si a > b, alors 1

b+c
> 1

a+c
donc a

b+c
+ b

a+c
+ c

a+b
> b

b+c
+ a

a+c
+ c

a+b
≥

b
b+c

+ c
a+c

+ a
a+b

; de même, si b > c, alors 1
a+c

> 1
a+b

donc a
b+c

+ b
a+c

+ c
a+b

> a
b+c

+ c
a+c

+ b
a+b
≥

b
b+c

+ c
a+c

+ a
a+b

. Ainsi, dès lors que a > c, on a

2

Ç
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b

å
>

Ç
b

b+ c
+

c

a+ c
+

a

a+ b

å
+

Ç
c

b+ c
+

a

a+ c
+

b

a+ b

å
>

b+ c

b+ c
+
c+ a

a+ c
+
a+ b

a+ b
= 3.

Par conséquent, si a
b+c

+ b
a+c

+ c
a+b

= 3
2
, il s’ensuit que a = b = c, et alors on a effectivement

égalité.

Solution de l’exercice 4 Posons α1 = ab
a+b

, α2 = bc
b+c

, α3 = ca
c+a

, β1 = a+ b, β2 = b+ c et β3 = c+ a.
L’inégalité à montrer est équivalente à (α1 + α2 + α3)(β1 + β2 + β3) ≤ 3(α1β1 + α2β2 + α3β3).

Puisque a, b et c jouent des rôles symétriques, on peut supposer que a ≥ b ≥ c. Il s’ensuit
que β1 ≥ β3 ≥ β2 En outre, α1 ≥ α3 ⇔ b(c + a) ≥ c(a + b) ⇔ b ≥ c, tandis que α3 ≥ α2 ⇔
a(b + c) ≥ b(c + a) ⇔ a ≥ b. Par conséquent, on a bien α1 ≥ α3 ≥ α2, et alors l’inégalité de
Tchebychev montre que (α1 + α2 + α3)(β1 + β2 + β3) ≤ 3(α1β1 + α2β2 + α3β3).

Solution de l’exercice 5 PuisqueABC est acutangle, on sait queH se situe à l’intérieur deABC.
Soit alors S l’aire de ABC. Alors, en posant a = BC, b = CA et c = AB, on note que (a + b +
c)r = 2S = adA + bdB + cdC .

En outre, soit A′ et B′ les pieds respectifs des hauteurs de ABC issues de A et de B. Alors
les triangles AA′C et BB′C sont semblables, car ÷AA′C = ◊�BB′C = π/2 et ÷A′CA = ÷BCA =◊�BCB′. En particulier, on sait que

a ≥ b ⇔ AA′ =
2S
a
≤ S

2
b = BB′ ⇔ A′C ≤ B′C

⇔ CH2 − A′H2 = A′C2 ≤ B′C2 = CH2 −B′H2 ⇔ dA = A′H ≥ B′H = dB.

De même, b ≥ c⇔ dB ≥ dC
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Or, puisque a, b et c jouent des rôles symétriques, on peut supposer que a ≥ b ≥ c, donc
que dA ≥ dB ≥ dC . L’inégalité de Tchebychev montre donc que (a+b+c)r = adA+bdB+cdC ≥
1
3
(a+ b+ c)(dA + dB + dC), c’est-à-dire que dA + dB + dC ≤ 3r.

f(x) f ′(x) Remarque
af(x) af ′(x) a ∈ R
f(x)+g(x) f ′(x) + g′(x)
f(x)g(x) f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)
f(g(x)) f ′(g(x))g′(x)

Solution de l’exercice 6 Des quatre formules ci-dessus, les deux premières sont évidentes par
linéarité de la limite. En outre, si f et g sont dérivables en x, alors f(x+h) = f(x)+hf ′(x)+o(x)
et g(x+h) = g(x)+hg′(x)+o(x), donc f(x+h)g(x+h) = f(x)g(x)+h(f ′(x)g(x)+f(x)g′(x))+
o(x), de sorte que fg est dérivable en x, avec (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

De même, si f est dérvable en g(x) et g est dérivable en x, alors f(g(x) + h) = f(g(x)) +
hf ′(g(x)) + o(x) donc f(g(x + h)) = f(g(x) + hg′(x) + o(h)) = f(g(x)) + hg′(x)f ′(g(x)) + o(h),
de sorte que f ◦ g est dérivable en x, avec (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x).

Solution de l’exercice 7 Si t > 0 et |h| < t, alors |t+h|−|t|
h

= 1, donc x 7→ |x| est dérivable en t, de
dérivée 1. De même, si t < 0 et |h| < t, alors |t+h|−|t|

h
= −1, donc x 7→ |x| est dérivable en t, de

dérivée −1.
En revanche, si t = 0, alors |t+h|−|t|

h
est égal au signe de h, donc n’a pas de limite quand

h→ 0.

Solution de l’exercice 8 f ′(x) = 2ax + b, donc f est strictement décroissante sur ] −∞,− b
2a

] et
strictement croissante sur [− b

2a
,+∞[. Par conséquent, f est minimale en− b

2a
et extrémale nulle

part ailleurs. En particulier, min f(R) = f
Ä
− b

2a

ä
= 4ac−b2

4a
, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 9 Tout d’abord, P (X1, X2) est une somme de deux carrés, donc inf P (R2) ≥
0. D’autre part, si ε > 0 est un réel arbitrairement petit, alors P (ε1/2, ε−1/2) = ε, de sorte que
inf P (R2).

Par conséquent, si P atteint son minimum en un point (x, y), alors on a 0 = ∂x1P (x, y) =
∂x2P (x, y), c’est-à-dire 0 = 2x − 2y(1 − xy) = −2x(1 − xy). En particulier, si 1 − xy = 0, on
en déduit que x = 0, ce qui est absurde. C’est pourquoi 1 − xy 6= 0, donc x = 0 et y = 0. Or,
P (0, 0) = 1 > 0 = inf P (R2). P n’admet donc pas de minimum.

Solution de l’exercice 10 On vérifie aisément que ϕ et ψ vérifient les propriétés de symétrie et
de linéarité. De plus, 0 ≤ ∑n

i=1(iai)
2 = ϕ(a, a), avec égalité si et seulement si iai = 0 pour tout

i ≤ n, c’est-à-dire a = 0. En outre, ψ(a, a) = ϕ(a, a) + (a1 + a2)2 ≥ ϕ(a, a). Par conséquent, ϕ et
ψ sont définies positives, donc sont des produits scalaires.

Au contraire, si a1 = 1 et a2 = . . . = an = 0, alors θ(a, a) = 0 quand bien même a 6= 0, de
sorte que θ n’est pas définie positive, donc n’est pas un produit scalaire.

Solution de l’exercice 11 Posons ai = i et bi =
√
n+ 1− i pour 1 ≤ i ≤ n. Alors l’inégalité de

197



V. DEUXIÈME PÉRIODE 4. GROUPE D : COMBINATOIRE ET ALGÈBRE

Cauchy-Schwarz indique que

n∑
k=1

k
√
n+ 1− k =

n∑
k=1

akbk ≤
Ã

n∑
k=1

a2
k

Ã
n∑
k=1

b2
k ≤

Ã
n∑
k=1

a2
k

Ã
n∑
k=1

b2
n+1−k

≤
Ã

n∑
k=1

k2

Ã
n∑
k=1

k =

√
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

√
n(n+ 1)

2
=
n(n+ 1)

√
2n+ 1

2
√

3
.

Solution de l’exercice 12 Posons αi = ai√
bi

et βi =
√
bi. Alors l’inégalité de Cauchy-Scharz in-

dique que
(∑n

i=1
a2i
bi

)
(
∑n
i=1 bi) = (

∑n
i=1 α

2
i ) (

∑n
i=1 β

2
i ) ≥ (

∑n
i=1 αiβi)

2 = (
∑n
i=1 ai)

2, d’où le résul-
tat.

Solution de l’exercice 13 Posons a1 =
√
x, a2 =

√
y, a3 =

√
z, b1 =

√
3x+ y, b2 =

√
3y + z et

b3 =
√

3z + x. Alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz indique que»
3x2 + xy +

»
3y2 + yz +

√
3z2 + zx = a1b1 + a2b2 + a3b3

≤
»

(a2
1 + a2

2 + a2
3)(b2

1 + b2
2 + b2

3)

≤
»

(x+ y + z)(4x+ 4y + 4z) = 2(x+ y + z).

Solution de l’exercice 14 Tout d’abord, toute fonction affine est manifestement convexe et concave.
Réciproquement, si f : I 7→ R est convexe et concave à la fois, alors le graphe de f , c’est-à-
dire {(x, f(x)) : x ∈ I} est l’intersection de deux ensembles convexes que sont l’épigraphe et
l’hypographe de f , donc est convexe également. Par conséquent, si x < y sont deux éléments
de I , on sait que f : t 7→ f(x) + t−x

y−x(f(y)− f(x)) sur l’intervalle [x, y]. Puisque la restriction de
f à tout segment est affine, cela signifie que f elle-même est affine.

Solution de l’exercice 15 La dérivée seconde de la fonction x 7→ xn est x 7→ n(n− 1)xn−2, qui est
positive sur R si et seulement si n = 1 ou si n est pair. Par conséquent, x 7→ xn est convexe si
et seulement si n = 1 ou si n est pair.

Solution de l’exercice 16 Le formulaire ci-dessus indique que exp′′(x) = exp(x) > 0 sur R et que
ln′′(x) = − 1

x2
< 0 sur ]0,+∞[, de sorte que exp est convexe sur R et que ln est concave sur

]0,+∞[.

Solution de l’exercice 17 Soit x et y deux réels, avec x < y, et soit λ un élément de l’intervalle
[0, 1]. Une récurrence immédiate sur n montre que, pour tout entier n ∈ N∗ et tout entier
k ∈ {0, . . . , 2n}, la fonction f vérifie l’inégalité f

Ä
k

2n
x+ 2n−k

2n
y
ä
≤ k

2n
f(x) + 2n−k

2n
f(y). Or, en

prenant k = b2nλc et en faisant tendre n vers +∞, on remarque que k
2n
→ λ. Puisque f est

continue, il s’ensuit que f(λx+ (1− λ)y) = λf(x) + (1− λ)f(y), donc que f vérifie l’inégalité
de Jensen, c’est-à-dire que f est convexe.

Solution de l’exercice 18 L’inégalité arithmético-géométrique indique directement que a2b+b2c+

c2a ≥ 3
3
√
a3b3c3 = 3abc, et que, de même, ab2 + bc2 + ca2 ≥ 3abc. Le résultat demandé s’ensuit

directement.

Solution de l’exercice 19 Par l’inégalité de votre choix (par exmeple l’inégalité de Tchebychev,
l’inégalité arithmético-quadratique ou l’inégalité de Cauchy-Schwarz), on sait que 3(a2 + b2 +
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c2) ≥ (a+ b+ c)2, de sorte que 3(12− d2) = 3(a2 + b2 + c2) ≥ (a+ b+ c)2 = (6− d)2. Il s’ensuit
que 0 ≤ 3(12− d2)− (6− d)2 = 4d(3− d), de sorte que 0 ≤ d ≤ 3. Puisque a, b, c et d jouent des
rôles symétriques, il s’ensuit que l’on a même 0 ≤ a, b, c, d ≤ 3.

On cherche maintenant à encadrer la fonction x 7→ 4x3 − x4 par des polynômes de degré
2 sur l’intervalle [0, 3]. En effet, si l’on obtient un encadrement Ax2 + Bx + C ≤ 4x3 − x4 ≤
Dx2 + Ex+ F pour tout x ∈ [0, 3], alors on aura 12A+ 6B + 4C ≤ 4(a3 + b3 + c3 + d3)− (a4 +
b4 + c4 + d4) ≤ 12D + 6E + 4F .

Dans cette perspective, on pense rapidement à considérer les triplets (D,E, F ) = (4, 0, 0),
(0, 8, 0) et (0, 0, 12) : on cherche à avoir un polynôme aussi simple que possible, qui vérifie
cependant l’inégalité 12D+ 6E+ 4F ≤ 48. Alors que les deux derniers triplets ne conviennent
pas (car 12 ≤ 24 = 8× 3 < 27 = 4× 33 − 34), le premier convient : en effet, 4x2 − (4x3 − x4) =
(x−2)2x2 ≥ 0 pour tout x ∈ [0, 3]. On a donc prouvé que 4(a3 +b3 +c3 +d3)−(a4 +b4 +c4 +d4) ≤
12× 4 = 48.

En revanche, la même technique de recherche de triplets (A,B,C) ne fonctionne pas : il
faut donc ruser. On pourrait procéder par une recherche brutale et, après beaucoup de sueur
et de chance, on finirait peut-être par gagner. Cependant, voici une méthode plus naturelle.

Les bornes 48 et 36 que propose l’énoncé ont de bonnes chances d’être optimales. En
cherchant parmi les valeurs de (a, b, c, d) entières, on remarque alors que, quand (a, b, c, d) =
(3, 1, 1, 1), on a bien a+b+c+d = 6, a2+b2+c2+d2 = 12 et 4(a3+b3+c3+d3)−(a4+b4+c4+d4) = 36.
Ainsi, le polynôme P (x) = 4x3 − x4 − (Ax2 + Bx + C) doit être nul pour x = 1 et x = 3.
Puisque l’on souhaite avoir P (x) ≥ 0 sur [0, 3], il s’ensuit que x = 1 doit être racine double de
P . On a alors 0 = P (1) = P ′(1) = P (3), c’est-à-dire 0 = 3 − (A + B + C) = 11 − (2A + B) =
27−(9A+B+C), et l’on trouve alors (A,B,C) = (2, 4,−3) par simple résolution d’un système
linéaire.

On vérifie alors que 2x2 + 4x − 3 ≤ 4x3 − x4 sur [0, 3], ce qui conclut l’exercice puisque
2× 12 + 4× 6− 3× 4 = 36.

Solution de l’exercice 20 Soit I le centre du cercle inscrit dans ABC, puis A′,B′ et C ′ les projetés
orthogonaux de I sur les droites (BC), (CA) et (AB). En outre, notons u = AB′ = AC ′,
v = BC ′ = BA′ et w = CA′ = CB′, ainsi que α = Â

2
, β = B̂

2
et γ = Ĉ

2
. Alors r = u tan(α) =

v tan(β) = w tan(γ) et u + v + w = a+b+c
2

= p
2
. Pour alléger les notations, on écrira dorénavant

Tx au lieu de tan(x). L’inégalité à montrer est donc équivalente à

T2α + T2β + T2γ ≥
1

Tα
+

1

Tβ
+

1

Tγ
.

En vertu de la formule Tx+y = Tx+Ty
1−TxTy , on trouve que Tx+y+z = Tx+Ty+Tz−TxTyTz

1−TxTy−TyTz−TzTx . En particu-
lier, on sait que Tα+β+γ = Tπ/2 =∞ et que T2(α+β+γ) = Tπ = 0, donc TαTβ + TβTγ + TγTα = 1 et
T2α + T2β + T2γ = T2αT2βT2γ . L’inégalité à montrer devient donc

(TαTβTγ)(T2αT2βT2γ) ≥ TαTβ + TβTγ + TγTα = 1.

Or, notons que TαT2α = 2T 2
α

1−T 2
α

= 2 sin2(α)
cos2(α)−sin2(α)

= 1−cos(2α)
cos(2α)

. Puisque ABC est acutangle, on

sait que cos(“A), cos(“B) et cos(“C) sont strictement positifs : il suffit donc de montrer que ∆ ≥ 0,
où

∆ = (1− cos(“A))(1− cos(“B))(1− cos(“C))− cos(“A) cos(“B) cos(“C).
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Puisque “A+ “B+ “C = π, on sait que cos(“C) = − cos(“A+ “B) = sin(“A) sin(“B)− cos(“A) cos(“B),
de sorte que

1 = (1− cos(“A)2)(1− cos(“B)2) + cos(“A)2 + cos(“B)2 − cos(“A)2 cos(“B)2

= sin(“A)2 sin(“B)2 + cos(“A)2 + cos(“B)2 − cos(“A)2 cos(“B)2

= (cos(“A) cos(“B) + cos(“C))2 + cos(“A)2 + cos(“B)2 − cos(“A)2 cos(“B)2

= cos(“A)2 + cos(“B)2 + cos(“C)2 + 2 cos(“A) cos(“B) cos(“C).

Par conséquent, en posant S1 = cos(“A)+cos(“B)+cos(“C) et S2 = cos(“A)2+cos(“B)2+cos(“C)2,
on peut vérifier que ∆ = S2

1 + S2 − 2S1. Or, par inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait que
S2 ≥ S2

1

3
. Il s’ensuit que ∆ ≥ 2

3
S1(2S1 − 3). De surcroît, puisque cos′′(x) = − cos(x) ≤ 0 sur

l’intervalle [0, π/2], auquel appartiennent les angles “A, “B et “C du triangle acutangle ABC,

l’inégalité de Jensen indique que S1 ≥ 3 cos
Å
Â+B̂+Ĉ

3

ã
= 3 cos(π/3) = 3

2
. Cela indique que

∆ ≥ 0, ce qui conclut l’exercice.

Solution de l’exercice 21 Tout d’abord, notons que f ne prend que des valeurs strictement po-
sitives. En outre, si ε→ 0, alors

f(ε−1, ε2, 1) =
1 + ε2 + ε−1/2»

(ε−1 + ε2)(ε2 + 1)(1 + ε−1)
∼ ε−1/2

ε−1
= ε1/2 → 0,

de sorte que inf f (]0,+∞[3) = 0.
D’autre part, on sait que

√
xy ≤ x+y

2
, que

√
yz ≤ y+z

2
et que

√
zx ≤ z+x

2
. C’est pourquoiÄ

x
√
y + y

√
z + z

√
x
ä2

= (x2y + y2z + z2x) + 2(xy
√
yz + yz

√
zx+ zx

√
xy)

≤ (x2y + y2z + z2x) + 2
Å
xy
y + z

2
+ yz

z + x

2
+ zx

x+ y

2

ã
≤ (x+ y)(y + z)(z + x) + xyz

≤ (x+ y)(y + z)(z + x) +
x+ y

2

y + z

2

z + x

2
=

9

8
(x+ y)(y + z)(z + x),

de sorte que f(x, y, z) ≤ 3
2
√

2
, avec égalité si x = y = z = 1.

On en déduit donc que f (]0,+∞[3) =
]
0, 3

2
√

2

]
.

Solution de l’exercice 22 L’inégalité est équivalente à l’inégalité homogène P (a, b, c) ≥ 0, où
P (a, b, c) = (a6 + b6 + c6)3 − 3(a7b2 + b7c2 + c7a2)2.

Or, P (a, b, c) = 〈18 | 0 | 0〉+3〈12 | 6 | 0〉+3〈12 | 0 | 6〉+2〈6 | 6 | 6〉−3〈14 | 4 | 0〉−6〈9 | 2 | 7〉.
En outre, par inégalité arithmético-géométrique, on a 〈18 | 0 | 0〉 + 2〈12 | 6 | 0〉 ≥ 3〈14 | 4 | 0〉
et 〈6 | 0 | 12〉+ 3〈12 | 0 | 6〉+ 2〈6 | 6 | 6〉 ≥ 6〈9 | 2 | 7〉, de sorte que

P (a, b, c) = (〈18 | 0 | 0〉+ 2〈12 | 6 | 0〉 − 3〈14 | 4 | 0〉) +

(〈6 | 0 | 12〉+ 3〈12 | 0 | 6〉+ 2〈6 | 6 | 6〉 − 6〈9 | 2 | 7〉) ≥ 0.

Solution de l’exercice 23 Reprenons les notations de l’exercice 20, et posons D = 3(AI2 +BI2 +
CI2)− (AB2 +BC2 + CA2).
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Par théorème de Pythagore, on sait que AI2 + BI2 + CI2 = u2 + v2 + w2 + 3r2. En outre,
2(u + v + w)r = (a + b + c)r = 2S, où S est l’aire du triangle ABC. Par formule de Héron, on
sait que S =

»
uvw(u+ v + w), d’où l’on déduit que r2 = uvw

u+v+w
, donc que

D = 3
Å
u2 + v2 + w2 + 3

uvw

u+ v + w

ã
− (u+ v)2 − (v + w)2 − (w + u)2.

En développant l’expression (u + v + w)D puis en les regroupant de manière symétrique
selon qu’il s’agit de multiples de u, de v ou de w, et enfin en utilisant l’inégalité de Schur, on
obtient alors les relations suivantes :

(u+ v + w)D = u3 + v3 + w3 + 3uvw − u2(v + w)− v2(w + u)− w2(u+ w)

= u(u− v)(u− w) + v(v − w)(v − u) + w(w − u)(w − v)

= (u− v)2(u+ v − w) + (u− w)(v − w).

Puisque u, v et w jouent des rôles symétriques, on peut supposer que u ≥ v ≥ w > 0, ce qui
conclut.

6 mardi 23 après-midi : Louise Gassot

Rappel : liste d’inégalités à savoir (non exhaustive)

. Un carré est toujours positif.

. Inégalité arithmético-géométrique, et plus généralement les inégalités entre les moyennes.
Voici les principales (QM-AM-GM-HM) :
Si a1, . . . , an sont des nombres positifs [strictement si on fait un inverse], alors√

a2
1 + · · ·+ a2

n

n
≥ a1 + · · ·+ an

n
≥ n
√
a1 . . . an ≥

n
1
a1

+ · · ·+ 1
an

,

avec égalité si et seulement si a1 = · · · = an. On peut visualiser simplement comment
utiliser l’IAG lorsqu’il faut prouver des inégalités homogènes en utilisant la méthode
du triangle. Par exemple, pour une inégalité à trois variables a, b, c de degré 6, on repère
les termes de la façon suivante :

b6 c6

a6

a5c

b5c

a4c2

b4c2

a3c3

b3c3

a2c4

b2c4

ac5

bc5

a5b

a4b2

a3b3

a2b4

ab5

a4bc

a3b2c a3bc2

a2bc3a2b2c2a2b3c

ab4c ab3c2 ab2c3 abc4

De façon plus rigoureuse, le terme aαbβcγ est placé au point de coordonnées barycen-
triques (α, β, γ) par rapport aux sommets du triangle. Cette méthode permet de visuali-
ser plus facilement quels sont les coefficients à utiliser pour prouver une inégalité avec
l’IAG (cf exemples dans les exercices du TD).
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. Schur
Si x, y, z sont des réels positifs et r un nombre réel, alors

xr(x− y)(x− z) + yr(y − x)(y − z) + zr(z − x)(z − y) > 0,

avec égalité lorsque x = y = z, ou bien lorsque deux réels parmi x, y, z sont égaux et le
troisième est nul.
Rappel de la méthode du triangle pour la reconnaître (pour r = 1 et r = 4) :

3xyz

y3 z3

x3

y6 z6

x6

En noir, on dessine les termes dominants, et en blanc les termes obtenus après minora-
tion en appliquant l’inégalité.

. Cauchy-Schwarz
Si x1, . . . , xn, y1, . . . , yn sont des nombres réels, alors

|x1y1 + · · ·+ xnyn| 6
»
x2

1 + · · ·+ x2
n

»
y2

1 + . . . y2
n,

avec égalité si et seulement si (x1, . . . , xn) est proportionnel à (y1, . . . , yn).
. Réordonnement

Si a1 ≤ · · · ≤ an et b1 ≤ · · · ≤ bn sont des réels, alors pour toute permutation σ de
{1, 2, . . . , n},

a1b1 + · · ·+ anbn ≥ a1bσ(1) + · · ·+ anbσ(n) ≥ a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1,

avec égalité si et seulement si la suite (σ(1), . . . , σ(n)) est croissante pour la première
inégalité, décroissante pour la deuxième.

. Tchebychev
Si a1 ≤ · · · ≤ an et b1 ≤ · · · ≤ bn sont des réels, alors

a1b1 + · · ·+ anbn
n

≥ a1 + · · ·+ an
n

b1 + · · ·+ bn
n

≥ a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1

n

. Jensen
Soit I un intervalle. Un fonction f : I −→ R est convexe si et seulement si pour tout
n > 1 et tous x1, . . . , xn ∈ I et λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] tels que λ1 + · · · + λn = 1, l’inégalité
suivante est vérifiée :

f

(
n∑
i=1

λixi

)
6

n∑
i=1

λif(xi).
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. Hölder
Si a1, . . . , an, b1 . . . , bn, . . . , z1, . . . , zn sont des réels positifs ou nuls et λa, . . . , λz sont des
réels strictement positifs tels que λa + · · ·+ λz = 1, alors

(a1 + · · ·+ an)λa(b1 + · · ·+ bn)λb . . . (z1 + · · ·+ zn)λz ≥ aλa1 b
λb
1 . . . zλz1 + · · ·+ aλan b

λb
n . . . zλzn .

On l’utilise généralement avec deux suites :
Si a1, . . . , an, b1 . . . , bn sont des réels positifs ou nuls, p, q des réels supérieurs ou égaux
à 1 tels que 1

p
+ 1

q
= 1, alors

(ap1 + · · ·+ apn)
1
p (bq1 + · · ·+ bqn)

1
q ≥ a1b1 + · · ·+ anbn.

On peut en déduire l’inégalité de Minkowski :
Si p, x1, . . . , xn et y1, . . . , yn sont des réels strictement positifs tels que p > 1, alors

(
n∑
i=1

(xi + yi)
p

)1/p

6

(
n∑
i=1

xpi

)1/p

+

(
n∑
i=1

ypi

)1/p

.

. Changement de variables. Notamment, lorsque les variables sont les longueurs des
côtés d’un triangle, penser à la transformation de Ravi :
Si a, b, c sont les longueurs des côtés d’un triangle, alors il existe des réels positifs u, v, w
tels que a = v + w, b = u+ w et c = u+ v.

. Homogénéisation/Déshomogénéisation

. etc.

Énoncés

Exercice 1 Montrer que pour tous a, b, c ≥ 0 tels que abc = 1, (a2 + 1)(b3 + 2)(c6 + 5) ≥ 36.

Exercice 2 Trouver la plus grande constante C telle que pour tous x, y, z ≥ 0, (yz + zx +
xy)2(x+ y + z) ≥ Cxyz(x2 + y2 + z2).

Exercice 3 Soit a, b, c, d > 0. Montrer que a4b+ b4c+ c4d+ d4a ≥ abcd(a+ b+ c+ d).

Exercice 4 Soit x, y, z des réels strictement positifs. Montrer :

xy

z
+
yz

x
+
zx

y
> 2 3

»
x3 + y3 + z3.

Exercice 5 On suppose que a, b, c sont les longueurs des côtés d’un triangle, T son aire. Mon-
trer que a2 + b2 + c2 ≥ 4

√
3T . Quels sont les cas d’égalité ?

Exercice 6 Soit x, y, z des réels strictement positifs. On suppose que x + y + z ≥ 1
x

+ 1
y

+ 1
z
.

Montrer :
x

y
+
y

z
+
z

x
≥ 1

xy
+

1

yz
+

1

zx
.

Exercice 7 On suppose que a, b, c sont les longueurs des côtés d’un triangle.

1. Montrer qu’il existe un triangle de côtés
√
a,
√
b,
√
c.
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2. Montrer que
√
ab+

√
bc+

√
ca ≤ a+ b+ c ≤ 2

√
ab+ 2

√
bc+ 2

√
ca.

Exercice 8 Soit a, b, c > 0 tels que ab+ bc+ ca = 1. Montrer :

1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a
≥
√

3 +
ab

a+ b
+

bc

b+ c
+

ca

c+ a
.

Exercice 9 Soit x0 > · · · > xn des réels. Montrer que x0 + 1
x0−x1 + 1

x1−x2 + · · ·+ 1
xn−1−xn ≥ xn+2n.

Exercice 10 Montrer que :

∀x, y, z ∈ [0; 1],
x

y + z + 1
+

y

z + x+ 1
+

z

x+ y + 1
≤ 1− (1− x)(1− y)(1− z).

Exercice 11 Soit a, b, c des réels strictement positifs vérifiant l’identité a + b + c = 1. Montrer
que :

a
√
b+ b

√
c+ c

√
a ≤ 1√

3
.

Exercice 12 Soit n ≥ 1 un entier, x1, . . . , xn des réels strictement positifs tels que x1 ≤ x2 ≤
· · · ≤ xn et x1 ≥ x2

2
≥ · · · ≥ xn

n
. Montrer :∑n

i=1 xi

n (
∏n
i=1 xi)

1
n

≤ n+ 1

2 n
√
n!
.

Exercice 13 Soit n ≥ 1 un entier, x1, . . . , x2n des réels positifs. On pose

S =

(
1

2n

2n∑
i=1

(xi + 2)n
) 1
n

, S ′ =

(
1

2n

2n∑
i=1

(xi + 1)n
) 1
n

, P =

(
2n∏
i=1

xi

) 1
n

.

Montrer que si S ≥ P , alors S ′ ≥ 3
4
P .

Exercice 14 Soit n > 1 un entier. Si x1, . . . , xn sont les racines du polynôme Xn+a1x
n−1 + · · ·+

an−1 et y1, . . . , yn−1 les racines du polynôme dérivé nxn−1 +(n−1)a1X
n−2 + · · ·+2an−2X+an−1,

montrer :
1

n

n∑
k=1

x2
k >

1

n− 1

n∑
k=1

y2
k.

Corrigés

Solution de l’exercice 1 On utilise l’inégalité arithmético-géométrique de la façon suivante :

a2 + 1 ≥ 2a, b3 + 2 = b3 + 1 + 1 ≥ 3b, c6 + 5 = c6 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 ≥ 6c,

et en multipliant les trois inégalités on obtient le résultat.
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Solution de l’exercice 2 En posant y = z = 1, (yz+zx+xy)2(x+y+z)
xyz(x2+y2+z2)

= (2x+1)2(x+2)
x(x2+2)

.Cette quantité tend
vers 4 lorsque x tend vers +∞, donc on va essayer de montrer l’inégalité avec C = 4.

En développant, il faut donc montrer que

(x3y2 + x2y3 + y3z2 + y2z3 + z3x2 + z2x3) + 5(x2y2z + y2z2x+ z2x2y) ≥ 2(x3yz + y3zx+ z3xy).

On dessine alors simplement le triangle :

x5 y5

z5

z3y2

x3z2

x2y3

z2y3

x2z3

x3y2

5 5

5
2 2

2

Et on voit alors qu’il suffit d’appliquer trois fois l’IAG avec les points noirs extrémaux
(x2z3 + z3y2 ≥ 2z3xy, etc.) pour conclure.

Solution de l’exercice 3 On a envie d’utiliser l’IAG, mais on ne peut pas dessiner de triangle
parce qu’il y a 4 variables.

On cherche donc des coefficients x, y, z, t pour a, b, c, d et on écrit :

xa4b+ yb4c+ zc4d+ td4a

x+ y + z + t
≥ x+y+z+t

√
a4x+tb4y+xc4z+yd4t+z

On veut que le terme de droite soit, dans un premier temps, égal à a2bcd.

On veut résoudre le système :


x+ y + z + t = 1

4x+ t = 2

4y + x = 1

4z + y = 1

, qui conduit à


x = 23

51

y = 7
51

z = 11
51

t = 10
51

.

On peut vérifier qu’on a bien :

23a4b+ 7b4c+ 11c4d+ 10d4a

51
≥ 51
√
a102b51c51d51 = a2bcd.

Si on fait de même avec les trois autres termes et que l’on somme le tout, on a l’inégalité
voulue.

Solution de l’exercice 4 On commence par faire le changement de variables :a2 = xy
z
, b2 = yz

x
, c2 =

zx
y
. L’inégalité devient :
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a2 + b2 + c2 > 2 3
√
a3b3 + b3c3 + c3a3.

On élève au cube et on développe :

∑
cyc

a6 + 3
∑
sym

a4b2 + 6a2b2c2 > 8
∑
cyc

a3b3.

On dessine un triangle :

b6 c6

a6

3a2b4

3b2c4

3a4c2

8a3c3

8b3c3

8a3b3

3a2c4

3a4b2

3b4c2

6a2b2c2

On ne peut pas appliquer simplement directement l’IAG, on s’en sort grâce à l’inégalité de
Schur appliquée à a2, b2 et c2 avec r = 1 pour enlever tous les termes en a6, b6, c6 :

b6 c6

a6

a2b4

b2c4

a4c2

a2c4

a4b2

b4c2

3a2b2c2

L’inégalité que l’on veut montrer maintenant se redessine :
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4a2b4

4b2c4

a4c2

8a3c3

8b3c3

8a3b3

4a2c4

4a4b2

4b4c2

3a2b2c2

b6 c6

a6

Il n’y a plus qu’à appliquer l’IAG (4a4b2 + 4a2b4 ≥ 8a3b3, etc.) et on a fini !

Solution de l’exercice 5 À périmètre fixé, l’aire d’un triangle est maximale lorsque le triangle est
équilatéral. On a donc :

4
√

3T ≤ 4
√

3

√
3

4

Ç
a+ b+ c

3

å2

=
1

3
(a+ b+ c)2.

On applique maintenant l’inégalité deCauchy-Schwarz :

1

3
(a+ b+ c)2 ≤ 1

3
(a2 + b2 + c2)(1 + 1 + 1) = a2 + b2 + c2.

Dans les deux cas, il y a égalité si le triangle est équilatéral.

Solution de l’exercice 6 En mettant au même dénominateur, l’inégalité revient à : x2z + y2x +
z2y ≥ x+ y + z. Or d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(x+ y + z)2 = (x
√
z

1√
z

+ y
√
x

1√
x

+ z
√
y

1√
y

)2 ≤ (x2z + y2x+ z2y)

Ç
1

z
+

1

x
+

1

y

å
.

En utilisant la condition de l’énoncé x+ y + z ≥ 1
x

+ 1
y

+ 1
z
, on obtient l’inégalité voulue.

Solution de l’exercice 7

1. On utilise la transformation de Ravi a = v + w, b = u + w, c = u + v où u, v, w sont des
réels positifs. L’inégalité triangulaire à vérifier

√
a ≤
√
b+
√
c se réécrit :

√
v + w ≤

√
u+ w +

√
u+ v,

ce qui est clair en élevant les deux membres au carré.

2. L’inégalité de gauche se déduit facilement de l’inégalité arithmético-géométrique a+b
2
≥√

ab.
Pour l’inégalité de droite, comme d’après la question précédente on a déjà l’inégalité
triangulaire

√
a ≤
√
b +
√
c, on en déduit que a ≤

√
ab +

√
ac. On conclut en sommant

les trois inégalités pour a, b et c.
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Solution de l’exercice 8 On commence par simplifier l’énoncé avec :

1

a+ b
− ab

a+ b
=

1− ab
a+ b

=
bc+ ca

a+ b
= c.

Il faut donc montrer que a+ b+ c ≥
√

3. Or d’après l’inégalité du réordonnement,

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2 ≥ ab+ bc+ ca+ 2 = 3.

Solution de l’exercice 9 Il suffit d’écrire :

x0 − xn +
n∑
k=1

1

xk−1 − xk
=

n∑
k=1

xk−1 − xk +
n∑
k=1

1

xk−1 − xk
.

Comme x+ 1
x
≥ 2 pour tout x > 0,

x0 − xn +
n∑
k=1

1

xk−1 − xk
≥ 2n.

Solution de l’exercice 10 La fonction qui à x, y, z associe x
y+z+1

+ y
z+x+1

+ z
x+y+1

+(1−x)(1−y)(1−z)
est clairement convexe (toute fonction affine ainsi que la fonction inverse sur les positifs étant
convexes). En particulier, elle atteint son maximum sur ces bords, i.e. sur {0; 1}3. Quitte à
permuter les variables, les seuls cas à vérifier sont donc x = y = z = 1, x = y = 1, z = 0,
x = 1, y = z = 0, x = y = z = 0. Or, on voit facilement qu’on a égalité dans chacun de ces cas,
ce qui conclut cette preuve.

Solution de l’exercice 11 La fonction racine est concave. En effet, sa dérivée seconde est l’ap-
plication x −→ − 1

4
√
x3

, à valeurs strictement négatives. Ainsi, l’inégalité de Jensen (pondérée
avec les poids a, b, c) montre que : ∑

cyc

a
√
b ≤

 ∑
cyc

ab.

De plus, on sait que 1
2
((a−b)2 +(b−c)2 +(c−a)2) ≥ 0, ce qui se réécrit comme

∑
cyc ab ≤

∑
cyc a

2

puis comme 3
∑
cyc ab ≤

∑
cyc a

2 + 2
∑
cyc ab puis comme 3

∑
cyc ab ≤ (a + b + c)2 = 1, d’où∑

cyc ab ≤ 1
3
. Ainsi, on obtient que :

∑
cyc

a
√
b ≤

 ∑
cyc

ab ≤ 1√
3
.

Solution de l’exercice 12 On réécrit l’inégalité de façon un peu plus parlante :

2
∑n
i=1 xi

n(n+ 1)
≤ (

∏n
i=1 xi)

1
n

n
√
n!

=

(
n∏
i=1

xi
i

) 1
n

.

D’après l’inégalité GM-HM, (
n∏
i=1

xi
i

) 1
n

≥ n∑n
i=1

i
xi

.
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On aimerait donc bien montrer :
n∑n
i=1

i
xi

≥ 2
∑n
i=1 xi

n(n+ 1)
,

soit
n+ 1

2
≥ 1

n2

(
n∑
i=1

i

xi

)(
n∑
i=1

xi

)
.

Or d’après l’inégalité de Tchebychev,

1

n2

(
n∑
i=1

i

xi

)(
n∑
i=1

xi

)
≤ 1

n

n∑
i=1

i =
n+ 1

2
.

Solution de l’exercice 13
. On a envie d’utiliser l’inégalité de Minkowski :

S ′ + 1 =

(
1

2n

2n∑
i=1

(xi + 1)n
) 1
n

+

(
1

2n

2n∑
i=1

1n
) 1
n

S ′ + 1 ≥
(

1

2n

2n∑
i=1

(xi + 2)n
) 1
n

= S ≥ P.

On a donc montré que S ′ ≥ 3
4
P dans le cas où P ≥ 4.

. Supposons maintenant que P ≤ 4. D’après l’inégalité arithmético-géométrique,

S ′ ≥
(

2n∏
i=1

(xi + 1)

) 1
2n

.

Maintenant, d’après l’inégalité de Hölder,

S ′ ≥
(

2n∏
i=1

(xi + 1)

) 1
2n

≥
(

2n∏
i=1

xi

) 1
2n

+

(
2n∏
i=1

1

) 1
2n

=
√
P + 1.

Il reste à vérifier que
√
P+1 ≥ 3

4
P.Or c’est le cas parce que 3

4
x2−x−1 = 1

4
(2−x)(2+3x),

ce qui est positif sur [0, 2].

Solution de l’exercice 14 On utilise les relations de Viète :

n∑
k=1

x2
k = a2

1 − 2a2 et
n−1∑
k=1

y2
k =

Ç
n− 1

n
a1

å2

− 2
n− 2

n
a2.

On en déduit :

n(n− 1)
n∑
k=1

x2
k − n2

n−1∑
k=1

y2
k = n(n− 1)(a2

1 − 2a2)− (n− 1)2a2
1 + 2n(n− 2)a2

n(n− 1)
n∑
k=1

x2
k − n2

n−1∑
k=1

y2
k = (n− 1)a2

1 − 2na2 = (n− 1)
n∑
i=1

x2
k − 2

∑
i<j

xixj =
∑
i<j

(xi − xj)2 ≥ 0.
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1 Groupe A

1 Énoncé
Exercice 1
Soient Γ1 et Γ2 deux cercles, qui se coupent en P et Q. Soit D une droite, qui coupe Γ1 en A et
C et Γ2 en B et D, avec A, B, C et D dans cet ordre, montrer que ÷APB = ÷DQC.

Exercice 2
Trouver tous les entiers b, n ∈ N tels que b2 − 8 = 3n.

Exercice 3
Déterminer tous les couples (a, b) ∈ N avec b 6= 1 tels que

a+ 1 | a3b− 1 et b− 1 | b3a+ 1
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Exercice 4
Soit ABC un triangle, I le centre du cercle inscrit de ABC, D,E, F les points de contact du
cercle inscrit avec les côtés BC,CA,AB du triangle respectivement. Soit K le point d’intersec-
tion entre (BI) et (FE).
Démontrer que les points E,K,D,C sont cocycliques.

2 Solution

Solution de l’exercice 1

Pc

d

Q

A

B

f

C

D

On a ÷CQD = ÷DQP −÷CQP = ÷PBD −÷PAC = 1800 −÷PBA −÷PAB = ÷APB. (théorèmes de
l’angle inscrit)

Solution de l’exercice 2
Pour n = 0, il s’agit de résoudre b2 − 8 = 1 donc b2 = 9 et b = 3.
Si (b, n) est une autre solution avec n ≥ 1, on a b2 = 3n + 8 ≡ 8 ≡ 2[3]. Or, un carré n’est jamais
congru à 2 modulo 3 (le carré de 0 est 0, celui de 1 est 1, celui de 2 est 22 = 4 ≡ 1).

Solution de l’exercice 3
Soit (a, b) un couple solution. On a a3b−1 ≡ (−1)3b−1[a+1], donc b+1 ≡ 0[a+1] et a+1|b+1.
D’autre part, on a b3a+ 1 ≡ 13a+ 1[b−1], et donc b−1|a+ 1. On a alors b−1|b+ 1, donc b−1|2,
donc b vaut 0, 2, ou 3.
Si b = 0, a+ 1|1 et donc a = 0. Si b = 2, a+ 1 est multiple de b− 1 = 1 et diviseur de b+ 1 = 3,
donc vaut 1 ou 3 et donc a vaut 0 ou 2. Si b = 3, a + 1 est multiple de b − 1 = 2 et diviseur de
b+ 1 = 4 donc vaut 2 ou 4 et a vaut 1 ou 3.
On vérifie que si a égale b et vaut 0, 2, 3, on a les divisibilités souhaitées. On vérifie que (0, 2)
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est solution et que (1, 3) l’est.
Les solutions sont donc : (0, 0), (1, 1), (3, 3), (1, 3), (0, 2).

Solution de l’exercice 4

A

B
C

g

i

I

j

D

E

F

k

K

On traitera exclusivement le cas de la figure (les autres étant analogues). On a ’IDC et ’IEC
sont droits (car (AC) et (BC) sont tangentes en E et en D respectivement au cercle inscrit),
donc I, E,D,C sont cocycliques, donc C est sur le cercle circonscrit à DIE. Comme ÷BID est
droit, on a ÷DIK = 1800 −÷BID = 1800 − (900 −÷DBI) = 900 + ‘ABC

2
. D’autre part◊�DEK = 1800 −÷DEF = 1800 −÷DFB (cas tangent de l’angle inscrit). Or,

BF = BI. cos(’IBF ) = BI. cos(÷IBD) = BD donc BDF isocèle en B, d’où÷DFB = 900− ‘ABC
2

et donc ◊�DEK = 900 + ‘ABC
2

= ÷DIK donc D,E, I,K cocycliques, ie K sur le
cercle circonscrit à DIE, comme C, donc E,D,C,K, I cocycliques.

2 Groupe B

1 Énoncé

Exercice 1
Soit a, b ∈ N vérifiant

a3 + a+ 4b2 = 4ab+ b+ ba2

Montrer que a = b.
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Exercice 2
Soit ABC triangle acutangle (dont tous les angles sont inférieurs ou égaux à 90◦), la perpendi-
culaire à (AC) passant par B coupe le cerlce de diamètre [AC] en P et Q. La perpendiculaire
à (AB) passant par C coupe le cercle de diamètre [AB] en R et S. Prouver que P,Q,R, S sont
cocycliques.

Exercice 3
SoitABC un triangle obtus enB et Γ son cercle circonscrit de centreO, (AO) rencontre Γ enA′.
Soit D l’intersection de (A′C) et (AB). La perpendiculaire l à (AO) passant par D coupe (AC)
en E et Γ en F entre D et E. Montrer que le cercle circonscrit à BFE et le cercle circonscrit à
CFD sont tangents en F .

Exercice 4
Trouver tous les entiers m,n ∈ N tels que :

1 + (m+ n)m | (n+ 1)(m+ n)− 1

2 Solution

Solution de l’exercice 1 Voici la preuve qui était attendue : on a a3 + a+ 4b2 = 4ab+ b+ ba2, ce
qui se réécrit a3 − ba2 + a − b + 4b2 − 4ab = 0, c’est-à-dire a2(a − b) + (a − b) − 4b(a − b) = 0,
et donc (a− b)(a2 + 1− 4b) = 0. Si a 6= b, a2 + 1− 4b = 0, et donc a2 ≡ −1[4]. Or, aucune classe
modulo 4 ne satisfait la congruence : il s’ensuit a = b.
Voici une autre preuve : cette équation (a fixé, inconnue b) est du second degré, de coefficient
dominant 4 et de coefficient linéaire −(a2 + 4a + 1) ; a est une solution, et la seconde solution
(réelle) est alors b′ = a2+4a+1

4
. Ainsi, si b 6= a, b′ = b ∈ N et donc 4|a2 + 1 + 4a, c’est-à-dire

4|a2 + 1. Alors a est impair, et on montre sans peine que a2 + 1 est, dans ces conditions, congru
à 2 modulo 4, donc non divisible par 4, d’où une contradiction. Ainsi, b = a.
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Solution de l’exercice 2

A

B
C

f

g

D

E

F

H

P

Q

R

S

Notons D,E, F les pieds des hauteurs issues de A,B,C respectivement. On a C,F,R, S ali-
gnés et il en est de même pour B,E, P,Q. Comme ÷ABD = ÷ACD est droit, on a A,D, P,Q
cocycliques (sur le cercle de diamètre [AC]) et A,D,R, S cocycliques (sur le cercle de diamètre
[AB]). Or, (PQ) = (CF ), (RS) = (BE), (AD) concourent (en l’orthocentre H du triangle).
La puissance de H par rapport au cercle de diamètre [AB] s’écrit : HA.HD = HR.HS ; la
puissance de H par rapport au cercle de diamètre [AC] s’écrit HA.HD = HP.HQ et donc
HP.HQ = HR.HS, ce qui prouve la cocyclicité de P,Q,R, S.
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Solution de l’exercice 3

A

B

C

O

D

E

F

A′
H

l

H est l’intersection de (DE) et de (AO). [AA′] étant un diamètre du cercle circonscrit à ABC,÷ACA′ est droit, et donc (AE)⊥(A′D). Par hypothèse, on a (DE)⊥(AA′). Ainsi, E est l’ortho-
centre du triangle AA′D. Donc (A′E)⊥(AD). Or, A,B,D sont alignés et ÷ABA′ est droit. Donc
A′, E,B alignés sur une droite orthogonale à (AD). La figure nous mène à conjecturer que les
cercles en question sont tangents, et que la tangente commune est (A′F ). C’est ce qu’on va
chercher à démontrer, en utilisant la "réciproque" du cas limite du théorème de l’angle inscrit.
En effet, ÷EBF = ◊�A′BF = ÷A′AF = 1800−÷AFA′−÷AA′F = 900−◊�HA′F = ◊�HFA′ = ◊�EFA′, d’où
(A′F ) tangente au cercle circonscrit à BEF .
D’autre part, ◊�A′FC = ÷A′AC = 900 − ÷AA′C = 900 −◊�HCD = ◊�HDC = ÷FDC, d’où (A′F )
également tangente au second cercle demandé, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 4 Si 1+m(m+n)|(m+n)(n+1)−1, 1+m(m+n)|(m+n)(n+1)−1+ 1+
m(m+n) et donc 1+m(m+n)|(m+n)(m+n+1). Or, (1+m(m+n))−m(m+n) = 1, doncm+n
et 1 + m(m + n) sont premiers entre eux. Le lemme de Gauss donne 1 + m(m + n)|m + n + 1
donc 1 + m(m + n) ≤ m + n + 1, d’où (m − 1)(m + n) ≤ 0, donc m = n = 0 ou m ≤ 1, donc
m ≤ 1. On vérifie que la propriété est vraie dès que m = 0. Pour m = 1, il s’agit de trouver
tous les n tels que n + 2|(n + 1)2 − 1. Or tout n convient puisque (n + 1)2 − 1 = n(n + 2). Les
solutions sont donc m = 0, n ∈ N et m = 1, n ∈ N.

3 Groupe C

1 Énoncé

Exercice 1
Soit Γ1 et Γ2 deux cercles qui ne s’intersectent pas. Soient O1, O2 leurs centres. Soient O1M1 et
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O2M2 des rayons parallèles et de même sens de Γ1 et Γ2 respectivement. Soient O1P1 et O2P2

deux autres rayons parallèles et de même sens de Γ1 et Γ2 respectivement. La droite M1M2

recoupe Γ2 en N et la droite P1P2 recoupe Γ2 en Q. Montrer que M,N,P,Q sont cocycliques.

Exercice 2
Trouver toutes les fonctions f : R→ R telles que

∀x, y ∈ R, f(x3)− f(y3) = (x2 + xy + y2)(f(x)− f(y))

Exercice 3
Soit Γ1 et Γ2 deux cercles qui s’intersectent en deux points : M et N . Soit ∆ la tangente com-
mune à Γ1 et Γ2 la plus proche de M , et P,Q les points d’intersection de ∆ avec Γ1 et Γ2

respectivement. Soit l la parallèlle à ∆ passant par M . Soient A,B les deuxièmes points d’in-
tersection de l avec Γ1 et Γ2 respectivement. Soient C,D les points d’intersection entre l et
(PN), et entre l et (QN) respectivement. Soit E le point d’intersection de (AP ) et (PQ).
Montrer que ED = EC.

Exercice 4
Trouver un exemple de fonction f : Q∗+ → Q∗+ telle que

∀x, y ∈ Q∗+, f(xf(y)) =
f(x)

y

2 Solution

Solution de l’exercice 1 On considère l’homothétie qui envoie Γ1 sur Γ2. Elle envoie M1 sur M2

et P1 sur P2. Donc (M1P1) et (M2P2) sont parallèles. Pour les droites de référence (M1M2) et
(P1P2), (M2P2) et (NQ) sont antiparallèles, donc (M1P1) et (NQ) sont parallèles, ieM1, P1, N,Q
sont cocycliques.

Solution de l’exercice 2
Nous allons voir deux méthodes pour résoudre cet exercice. Soit x un réel, On peut tout

d’abord essayer de faire disparaître le f(x3). Ainsi on soustrait l’équation avec y = 1 et avec
y = 0.

Ainsi on obtient f(0)− f(1) = (x2 +x+ 1)(f(x)− f(1))− (x2)(f(x)− f(0)) et on veut isoler
f(x). Ainsi

(x+ 1)f(x) = (x+ 1)((f(1)− f(0))x+ f(0)).
Ainsi si x 6= −1, alors f(x) = ((f(1) − f(0))x + f(0)). Sinon on pose x = −1 et y = 2 pour

vérifier que cela est vrai également pour f(−1). On vérifie réciproquement que les fonctions
affines sont solutions.

On peut également écrire l’équation sous la forme suivante si x 6= y : f(x3)−f(y3)
x3−y3 = f(x)−f(y)

x−y .
Ainsi si la pente du graphe de f entre x et y est la même qu’entre x3 et y3. Ainsi avec y = 1,
x 6= −1, 0, 1, on a que les points du graphe (x, f(x)), (1, f(1)) et (x3, f(x3)) sont alignés sur une
droite D, de même (x, f(x)), (0, f(0)) et (x3, f(x3)) sont alignés sur D′. Or x3 6= x donc D = D′,
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les points du graphe, sauf éventuellement (−1, f(−1)) (on traite ce cas à part), sont alignés.
Ainsi les solutions sont des fonctions affines qui conviennent.

Solution de l’exercice 3 D’après un exercice classique de puissance d’un point par rapport à un
cercle est que (MN) coupe (PQ) en son milieu. Donc (en projetant par rapport à N ), M est le
milieu de [CD]. On veut montrer que ECD isocèle en E, on va donc établir que (EM) et (CD)
sont perpendiculaires. Or, d’après le théorème de la droite des milieux et le théorème du pôle
sud, EP = PA = AM . Donc le cercle de centre P passe par E,A,M , donc ◊�EMA = 90˚.

Solution de l’exercice 4 Soit f une solution. En prenant x = 1, on obtient f(f(y)) = f(1)/y pour
tout rationnel y > 0. Comme f(1) 6= 0, on en déduit immédiatement que f est injective. En
prenant y = 1, on a f(f(1)) = f(1), d’où par injectivité f(1) = 1 et ainsi f(f(y)) = 1/y pour
tout rationnel y > 0.

Si z est un rationnel > 0, en prenant x = 1 et y = f(z), on obtient f(1/z) = f(f(f(z))) =
f(xf(y)) = f(x)/y = 1/f(z).

Montrons maintenant que f est multiplicative. Soient a, b ∈ Q+
∗ . Alors en prenant x = f(a)

et y = b on obtient f(f(a)f(b)) = f(f(a))/b = 1/ab d’où en composant par f , f(a)f(b) = f(ab)
(on dit que f est multiplicative). On voit alors aisément que f est uniquement déterminée par
ses valeurs en les nombres premiers et leurs inverses. De plus, on vérifie facilement que la
condition de l’énoncé est équivalente à ce que f soit multiplicative et vérifie f(f(x)) = 1/x
pour tout x ∈ Q+

∗ .
On construit alors une fonction comme suit : soient (pn)n∈N et (qn)n∈N deux suites de

nombres premiers qui contiennent à elles deux tous les nombres premiers. Alors on définit
f par f(pi) = qi et f(qi) = 1/pi et on l’étend à tout Q+

∗ de façon à respecter la multiplicativité
et l’identité f(1/x) = 1/f(x) pour x ∈ Q+

∗ . Alors f convient.

4 Groupe D

1 Énoncé

Exercice 1
Les 83 stagiaires du stage Animath choisissent chacun une activité pour l’après-midi libre
parmi 5 activités proposées. On sait que :

. Le shopping a été au moins aussi populaire que le Laser Game ;

. Les places de cinéma sont vendues par lots de 6 ;

. Au plus 5 élèves vont à la plage ;

. Au plus un élève a visité une église romane.
En écrivant la liste des activités par ordre alphabétique, on écrit le nombre d’élèves corres-
pondant à chaque activité. Combien de listes de nombres différentes a-t-on pu écrire ?

Exercice 2
Soit P un polynôme à coefficients rationnels de degré exactement 5. On suppose que P admet
une racine double complexe. Montrer que P admet une racine rationnelle.

Exercice 3
Soient n ≥ 3 et k ≥ 1. Déterminer le plus petit entier ` avec la propriété suivante :
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Pour tout polygone convexeP à n sommets etA un ensemble de k points à l’intérieur deP ,
il existe un `-gone dont les sommets sont des sommets de P et qui contient tous les sommets
de A.

Exercice 4 Dans un triangleABC, on note r le rayon du cercle inscrit, et ha, hb, hc les longueurs
des hauteurs issues de A, B et C.

1. Montrer que ha + hb + hc > 6r.

2. Montrer que ha + hb + hc ≥ 9r, et trouver les cas d’égalité éventuels.

2 Solution
Solution de l’exercice 1 On applique la technique de comptage vue en cours :

. Pour le laser game et le shopping, on compte le nombre de personnes été allés au Laser
Game, on le multiplie par 2, puis on compte le nombre de personnes en plus ayant fait
du shopping. La série associée est donc : 1

1−x2
1

1−x ;
. pour les places de cinéma, la série génératrice associée aux multiples de 6 s’écrit 1

1−x6 ;
. pour la plage la série s’écrit : 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5 = 1−x6

1−x ;
. pour l’éventuel élève qui visite une église elle s’écrit de même : 1 + x = 1−x2

1−x .
Ainsi la série génératrice globale s’écrit :

1

1− x2

1

1− x
1

1− x6

1− x6

1− x
1− x2

1− x =
1

(1− x)3

En développant cette dernière expression en série génératrice (déjà fait en cours), on trouve
que le coefficient de x83 est 84.85

2
= 3570.

Solution de l’exercice 2 Soit z la racine double de P , et soit Q son polynôme minimal : on sait
que Q divise P donc on peut écrire P = QR. De plus, Q n’a que des racines simples doncz
est aussi racine de R, donc Q divise R, d’où Q2 divise P . On a donc 2 deg(Q) ≤ deg(R) donc
deg(Q) vaut 1 ou 2. Si deg(Q) = 1 alors z est rationnel. Si deg(Q) = 2, on écrit P = Q2S : on a
deg(S) = deg(P ) − 2 deg(Q) = 1 donc S est de la forme aX + b avec a, b rationnels et a 6= 0,
donc S a une racine rationnelle, donc P aussi.

Solution de l’exercice 3 La réponse est ` = 3 si k = 1, ` = 2k si 2 ≤ k ≤ k
2

et ` = n si k > n
2
. Pour

k = 1 un triangle est nécessaire et est toujours suffisant (il suffit de trianguler le polygone).
Pour k > n

2
, il est possible de prendre un point de A juste à côté d’un côté sur deux : on est

alors obligé de prendre les deux extrémités de chacun de ces côtés, donc de prendre tous les
sommets. Bien sûr n sommets suffisent toujours.

De même, pour 2 ≤ k ≤ n
2

on peut prendre dansA des sommets "collés" à k côtés différents
de P non voisins, ce qui force à prendre au moins 2k sommets pour tous les entourer. Il ne
reste plus qu’à montrer que 2k sommets suffisent toujours.

Pour cela, on raisonne par récurrence sur k : pour k = 2, on trace la droite passant par les
deux points de A. Elle coupe deux côtés de P , qu’on note [PiPi+1] et [PjPj+1]. On prend alors
le quadrilatère (c’est peut-être un triangle) de sommets Pi, Pi+1, Pj et Pj+1.

Si le résultat est vrai pour k, soit A un ensemble de k + 1 points à l’intérieur de P et soit
x un point de A. L’hypothèse de récurrence appliquée à A\{x} donne un 2k-gone. Si x est à
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l’intérieur de 2k-gone, on a gagné. Sinon, soit y 6= x ∈ A : on trace la droite reliant x à y. Elle
coupe P en deux points. On s’intéresse à celui qui est "du côté de x" (par rapport à y). Il est
sur le côté P`P`+1. On ajoute alors P` et P`+1 à notre 2k-gone.

Solution de l’exercice 4 Tout d’abord, il est clair que ha > 2r, comme l’indique le dessin ci-
dessous. De même, on a hb > 2r et hc > 2r, de sorte que ha + hb + hc > 6r.

Montrons maintenant que ha +hb +hc ≥ 9r. Soit ∆ l’aire de ABC. On a 2∆ = r(a+ b+ c) =
aha = bhb = chc, donc l’inégalité à démontrer est équivalente à 2∆

Ä
1
a

+ 1
b

+ 1
c

ä
≥ 18∆

a+b+c
, ou

encore à (a + b + c)
Ä

1
a

+ 1
b

+ 1
c

ä
≥ 9, ce qui découle directement de l’inégalité de Cauchy-

Schwarz appliquée aux vecteurs (
√
a,
√
b,
√
c) et

(
1√
a
, 1√

b
, 1√

c

)
.

On en déduit que ha +hb +hc ≥ 9r, avec égalité si et seulement si les vecteurs (
√
a,
√
b,
√
c)

et
(

1√
a
, 1√

b
, 1√

c

)
sont colinéaires, c’est-à-dire si et seulement si a = b = c.

A

B

C
a

b

c

Ha

I

F
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1 Groupe A

1 jeudi 25 matin : Romain Fouilland

Ce cours n’a pas encore été intégré.

2 jeudi 25 après-midi : Cécile Gachet
Ce cours propose une initiation à la géométrie projective réelle. Il ne contient pas d’exer-

cices et ne se substitue en rien à la lecture d’un véritable cours, comme ceux que proposent les
livres de Yaglom, Geometric transformations. Les lecteurs intéressés par la géométrie projective
(réelle ou complexe) sont également encouragés à suivre les cours du club de mathématiques
discrètes de Lyon.

Représentations géométriques. On cherche ici à résoudre un problème de géométrie P sur
une figure F1. L’idée est la suivante : F1 n’est qu’une représentation géométrique du problème
P parmi d’autres. Autrement dit, on peut d’une certaine manière trouver une transformation
t qui associe à F1 une nouvelle figure t(F1), résoudre le problème t(P) pour la représentation
géométrique t(F1), puis en déduire par la transformation inverse de t la solution de P pour
F1.
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Plan du cours. Le principe proposé est encore vague. Avant de l’appliquer, il faut donc es-
sentiellement comprendre :

• ce que l’on entend par une transformation 1,
• ce en quoi différentes transformations différent (en particulier ce en quoi une transfor-

mation peut être meilleure qu’une autre pour traiter un problème donné),
• dans quelle mesure la transition d’une figure à une autre se fait bien (selon le résultat

voulu et la transformation utilisée, sait-on bien traduire le problème de F1 à F2 et de F2

à F1 ?).

Transformations géométriques au quotidien. Pour passer d’une figure géométrique à une
autre on peut par exemple :

• la décalquer, puis poser le calque à côté de la figure. On obtient deux figures « iden-
tiques », ou plus précisément isométriques. La transformation étudiée est une isométrie,
c’est-à-dire qu’elle conserve les points, les droites, les longueurs, les angles 2.
• la photocopier avec un coefficient de réduction choisi. On obtient deux figures sem-

blables. La transformation étudiée est une similitude, elle conserve les points, les droites,
les rapports de longueurs, les angles.

Étude détaillée des similitudes. Le lecteur attentif aura sans doute remarqué que les simili-
tudes étaient déjà connues à l’époque d’Euclide, contrairement aux photocopieuses ! Dès lors,
comment transformer « naturellement »une figure F1 en une figure semblable F2 ?

L’idée en est inspirée par l’optique géométrique (voir figure 1) : on dessine F1 avec une
matière opaque sur un plan transparent. On place ensuite ce plan transparent parallèlement
au sol, et on l’éclaire avec une lampe de poche. L’ombre projetée au sol dessine une figure F2,
qui est semblable à F1.

1. À l’attention du lecteur géomètre : on considère ici, sauf mention contraire, une transformation géomé-
trique comme une fonction t associant à une figure géométrique une autre figure et vérifiant un certain nombre
de propriétés. Cependant, le fait que les espaces ambiants de départ et d’arrivée soient les mêmes à isomor-
phisme près (et donc qu’on puisse considérer t par son action au sein d’une figure donnée) n’est pas pris en
compte.

2. On ne précise pas ici la distinction entre transformation directe et transformation indirecte, partant on ne
considère que des transformations directes qui, si elles conservent les angles, conservent également les angles
orientés.
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plan de la figure

sol

lampe L

A

B

C

A′ C′

B′

FIGURE 1 – Similitude.

Démonstration. Pour montrer que la transformation décrite est une similitude, on a trois
points à examiner :

3 un point est envoyé sur un point : un point A est envoyé sur l’intersection du plan du
sol S et de la droite dA reliant A et la lampe. Comme dA n’est pas contenue dans S, ni
parallèle à S (sinon elle serait parallèle au plan de la figure, mais elle passe par ce plan
sans qu’il la contienne, donc elle n’est pas parallèle au plan S), dA et S ont exactement
un point d’intersection. L’image du point A par la similitude étant cette intersection,
c’est donc bien un point.

3 une droite est envoyée sur une droite : il s’agit d’un raisonnement analogue, reposant
sur le fait que deux plans ni parallèles, ni confondus, se coupent en exactement une
droite.

3 les rapports de longueurs sont conservés : soit ABC un triangle de la figure F1, A′B′C ′

son image par la similitude. Traçons l’intersection de la figure 1 et du plan de L,A,C
(voir figure 2). Comme (AC) et (A′C ′) sont parallèles, d’après le théorème de Thalès,
LA
LA′

= AC
A′C′

. On montre de même que LA
LA′

= AB
A′B′

. Dès lors, AB
A′B′

= AC
A′C′

, d’où AB
AC

= A′B′

A′C′
.

Autrement dit, les rapports sont bien conservés d’une figure à l’autre.

L

A

a

C

b

A′ C′

FIGURE 2 – Intersection de la figure 1 et du plan de L,A,C.

�
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De l’imperfection intrinsèque des lampes de poche. La méthode qui vient d’être exposée
permet donc de recréer toutes les similitudes. . . Toutes ? Non ! Si on veut réduire la figure F1,
il faut placer le plan sur lequel on projette (le sol) entre la lampe et le plan de la figure : or,
physiquement, il est impossible d’obtenir une image F2 dans de telles conditions. Mais si la
visualisation expérimentale est vouée à l’échec, rien n’empêche de garder le procédé mathé-
matique : tracer des droites pour les rayons, les intersecter avec un plan pour les ombres. . .

Dans la suite, on va donc présenter diverses transformations géométriques en termes phy-
siques (c’est-à-dire en parlant d’ombres). Certes, ces manipulations n’auront pas toujours de
sens physique (certaines ombres peuvent ne pas exister), mais on pourra toujours leur donner
un sens mathématique, et c’est ce à quoi on s’intéresse ici.

Bilan provisoire pour la recherche de transformations géométriques. On a déjà exhibé
deux types de transformations géométriques : les isométries et les similitudes.

Malheureusement, ces transformations ne nous avancent pas beaucoup : pour résoudre
un exercice de géométrie, on est souvent amené à tourner sa figure ou à en redessiner une
plus grande, mais ce n’est pas en changeant ainsi de figure qu’on simplifie significativement
le problème. . .

Une « bonne »transformation géométrique doit donc offrir plus de possibilités qu’une iso-
métrie ou une similitude, c’est-à-dire avoir un plus grand nombre de degrés de liberté. Le
nombre de degrés de liberté d’un certain type de transformation est, par définition, le plus grand
entier n tel que, pour tous points A1, . . . , An en configuration générale et B1, . . . , Bn en confi-
guration générale également, il existe une transformation du type voulu qui envoie A1 sur
B1, A2 sur B2, . . . , An sur Bn. Par exemple, le nombre de degrés de liberté d’une isométrie est
un, et le nombre de degrés de liberté d’une similitude est deux 3.

En contrepartie, si elles offrent plus de possibilités, les « bonnes »transformations conservent
des propriétés plus faibles que les isométries et que les similitudes. . .

De nouveaux types de transformations. L’étude détaillée des similitudes nous a fourni un
moyen de construire de façon analogue trois autres types de transformations ne demandant
qu’à être étudiés. En effet, l’idée générale est d’utiliser des rayons lumineux pour projeter une
figure plane sur un autre plan. Pour construire une similitude, on a ajouté deux hypothèses :
• les rayons partent tous d’une même lampe,
• le plan de la figure et le plan de projection sont parallèles.

Cependant, trois autres cas de figures sont possibles, selon que les rayons partent tous
d’une même lampe ou sont tous parallèles (ce qui revient à dire qu’ils partent tous d’une
même lampe infiniment loin : c’est, en bonne approximation, le cas des rayons solaires), et
selon que le plan de la figure et le plan de projection sont parallèles ou non. La disjonction de
cas peut se résumer par le tableau suivant :

3. Ces résultats sont démontrés dans le paragraphe « Nombre de degrés de liberté d’une isométrie et d’une
similitude ».
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plan de la figure
parallèle au plan

de projection

plan de la figure
et plan de projection

non parallèles

rayons issus
d’une même lampe

(à une distance finie)
similitude projection centrale

rayons parallèles isométrie transformation affine

Étudions maintenant ces différents types de transformations.

Étude détaillée des isométries. On définit une isométrie de la façon suivante : on se donne
deux plans distincts et parallèles F (pour la figure) et S (pour le sol), et une direction d qui
n’est pas parallèle à S (pour la direction des rayons : voir figure 3). Pour tout x ∈ F , on note
dx la parallèle à la droite d passant par x. Alors la transformation

i : ensemble des parties de F −→ ensemble des parties de S
M 7−→ {dx ∩ S |x ∈M}

est une isométrie.

plan de la figure F

sol S

A

B

C

A′ C′

B′

FIGURE 3 – Isométrie.

Démonstration. On a trois points à examiner :
3 un point est envoyé sur un point (laissé au lecteur).
3 une droite est envoyée sur une droite (laissé au lecteur).
3 les longueurs sont conservées : soitA,B deux points de la figure F1,A′, B′ leurs images

par i. Dans le plan de A,B,A′, B′, ABB′A′ est un quadrilatère dont les côtés opposés
sont deux à deux parallèles. Donc c’est un parallélogramme, donc AB = A′B′. Autre-
ment dit, les longueurs sont bien conservées d’une figure à l’autre.

�

Nombre de degrés de liberté d’une isométrie et d’une similitude. On revient ici sur les
résultats énoncés dans le paragraphe « Bilan provisoire pour la recherche de transformations
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géométriques » : une isométrie a exactement un degré de liberté et une similitude a exacte-
ment deux degrés de liberté.

Démonstration. On considère tout d’abord un type de transformation quelconque, dont on
cherche à déterminer le nombre de degrés de liberté. En général, si pour un certain entier k
on peut trouver des points A1, . . . , Ak en configuration générale et B1, . . . , Bk en configuration
générale tels qu’aucune transformation du type voulu n’envoieA1 surB1, . . . , Ak surBk, alors
ce type de transformations a un nombre de degrés de liberté strictement inférieur à k.

Ainsi, une isométrie permet toujours d’envoyer un pointA1 sur un pointB1 (prendre n’im-
porte quels plans parallèles distincts et la direction de rayons (A1B1)), donc a au moins un de-
gré de liberté. Mais on peut se donner des pointsA1, A2, B1, B2 tels queA1A2 6= B1B2 ; alors on
n’a pas d’isométrie envoyant A1 sur B1 et A2 sur B2, donc une isométrie a strictement moins
de deux degrés de liberté. Une isométrie a donc bien un degré de liberté.

De façon analogue, si on se donne A1, A2 dans un plan, B1, B2 dans un autre, on place
ces deux plans parallèlement l’un à l’autre de sorte que (A1A2) et (B1B2) soient coplanaires.
Alors, les droites (A1B1) et (A2B2) sont ou sécantes, auquel cas on place une lampe à leur
intersection, ou parallèles, auquel cas on se donne des rayons lumineux parallèles de direction
(A1B1). Dans les deux cas, on construit bien une similitude qui envoie A1 sur B1 et A2 sur B2.
Donc une similitude a au moins deux degrés de liberté. Mais on peut se donner des points
A1, A2, A3, B1, B2, B3 tels que A1A2

A1A3
6= B1B2

B1B3
; alors on n’a pas de similitude envoyant A1 sur B1,

A2 sur B2 et A3 sur B3. Donc une similitude a exactement deux degrés de liberté. �

Étude détaillée des transformations affines. On définit une transformation affine de la fa-
çon suivante : on se donne deux plans F et S sécants en une droite D, et une direction d
(voir figure 4). Pour tout x ∈ F , on note dx la parallèle à la droite d passant par x. Alors la
transformation

a : ensemble des parties de F −→ ensemble des parties de S
M 7−→ {dx ∩ S |x ∈M}

est une transformation affine.

A

B

C

A′

C′

B′
D

plan de la figure F

sol S

FIGURE 4 – Transformation affine.
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Quelles sont les grandeurs conservées par une transformation affine ?
3 un point est envoyé sur un point (preuve laissée au lecteur).
3 une droite est envoyée sur une droite (preuve laissée au lecteur).
3 une droite et son image sont ou parallèles àD, ou sécantes, auquel cas elles se coupent

sur D (preuve laissée au lecteur).
3 deux droites parallèles sont envoyées sur deux droites parallèles : soit d1, d2 deux

droites parallèles de F . Soit A1 un point de d1, et P1 le plan contenant d1 et dA1 . En
notant P2 le plan parallèle à P1 contenant d2, on a a(d1) = P1 ∩ S et a(d2) = P2 ∩ S.
Comme P1 et P2 sont parallèles, a(d1) et a(d2) sont parallèles.

3 si A,B,C sont trois points alignés, AC
BC

est conservé par a : soit d1 la droite contenant
A,B,C. On noteA′, B′, C ′, d′1 les images deA,B,C, d1 par a. Si d1 et a(d1) sont parallèles,
CBB′C ′ et ACC ′A′ sont des parallélogrammes, donc AC = A′C ′ et BC = B′C ′, et a
fortiori AC

BC
= A′C′

B′C′
. Sinon, soit Z = d1 ∩ d′1. L’intersection de la figure 4 et du plan

de d1, d
′
1 est représentée sur la figure 5. Comme (AA′), (BB′) et (CC ′) sont parallèles,

d’après le théorème de Thalès, AC
A′C′

= ZC
ZC′

= BC
B′C′

, d’où AC
BC

= A′C′

B′C′
. Dans tous les cas, les

rapports de longueurs sont donc conservés.
3 si [AB] et [CD] sont deux segments parallèles de F , le rapport AB

CD
est conservé par a

(conséquence des deux points précédents).
7 en revanche, une transformation affine ne conserve en général pas les rapports de lon-

gueur.

Z

A A′

B

C

B′

C′

FIGURE 5 – Intersection de la figure 4 et du plan de d1, d
′
1.

Une transformation affine a exactement trois degrés de liberté (admis).

Exercice d’application. Redémontrons à l’aide des transformations affines le résultat de géo-
métrie du triangle suivant : dans un triangle ABC, si MA est le milieu de [BC] et G le centre
de gravité du triangle, AG

GMA
= 2.

Démonstration. Comme une transformation affine a trois degrés de liberté, on peut consi-
dérer a une transformation affine qui envoie ABC sur un triangle équilatéral A′B′C ′. Alors,
comme les rapports de longueur sur un segment sont conservés, MA est envoyé sur le milieu
de [B′C ′] qu’on note MA′ , MB sur MB′ , MC sur MC′ et G sur G′ (voir figure 6). De même, le
rapport AG

GMA
est conservé.
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Par symétrie, A′G′ = B′G′ = C ′G′ et MA′G
′ = MB′G

′ = MC′G
′. Comme A′B′C ′ est équi-

latéral, la médiane et la bissectrice issues de A′ sont confondues, et la médiane et la hauteur
issues de C ′ aussi.

Donc AG
GMA

= A′G′

G′MA′
= A′G′

G′MC′
= 1

sin(30˚)
= 2.

A′ B′

C′

MC′

MA′

G′

FIGURE 6 – Triangle équilatéral A′B′C ′ obtenu après transformation affine.

�

Étude détaillée des projections centrales. On définit une projection centrale de la façon
suivante : on se donne deux plans F et S sécants en une droiteD, et un point L (voir figure 7).
Alors la transformation

p : ensemble des parties de F −→ ensemble des parties de S
M 7−→ {(XL) ∩ S |X ∈M}

est une projection centrale.

d∞

D

plan de la figure F

sol S

lampe L X

FIGURE 7 – Projection centrale.

On étudie maintenant les grandeurs conservées par une projection centrale.
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Droite à l’infini. Tout d’abord, un point est-il envoyé sur un point ? A priori, cette propriété
tombe en défaut : sur la figure 7, par exemple, la droite (XL) et le plan S sont parallèles, donc
p(X) = ∅.

Mais, intuitivement, que de passe-t-il si on considère un point de la figure Y un peu en
dessous de X , et qu’on le rapproche insensiblement de X ? La droite (Y L) existe à chaque
instant, et elle a toujours un point d’intersection avec le plan S. Mais plus Y s’approche de X ,
plus les pentes de (Y L) et du plan S sont proches, donc plus leur point d’intersection s’éloigne
dans la direction de (Y L). Ainsi, on peut dire que, d’une certaine manière, (XL) et S ont un
point d’intersection, mais que ce point d’intersection est à l’infini 4 . . .

Plus généralement, p envoie tous les points de la droite d∞ à l’infini 5. On peut donc consi-
dérer le plan S complété par une droite à l’infini∞S : on parle alors du plan projectif S. Ainsi,
si on définit une projection centrale comme une fonction

p : ensemble des parties de F ∪∞F −→ ensemble des parties de S ∪∞S
M 7−→ {(XL) ∩ S |X ∈M},

un point est finalement toujours envoyé sur un point.
Avec cette nouvelle définition, une droite est toujours envoyée sur une droite (éventuelle-

ment sur la droite à l’infini). De plus, une projection centrale a exactement quatre degrés de
liberté (admis).

Bilan provisoire pour l’étude des projections centrales. Pour l’instant, on sait qu’une pro-
jection centrale est une transformation qui envoie un plan projectif sur un autre plan projectif,
en envoyant les points sur des points et les droites sur des droites. Elle conserve donc le fait
que des points soient alignés et que des droites soient concourantes.

Ainsi, un énoncé qui ne concerne que des positions relatives de points et de droites peut
être ramené à un énoncé équivalent mais d’apparence plus simple par une projection (on
peut par exemple envoyer quatre points de la figure sur les sommets d’un carré 6, envoyer
une droite sur la droite à l’infini,. . . ). De cette manière, une projection centrale judicieusement
choisie permet de rendre la figure étudiée plus « régulière », et donc de simplifier certaines
démonstrations.

Cependant, il faut se garder des simplifications abusives : en appliquant une projection
centrale à une figure déjà assez « régulière », on perd beaucoup d’information ! En effet, une
projection centrale ne conserve en général ni les longueurs, ni les rapports de longueurs
(même pour des points alignés). Elle n’a notamment aucune raison d’envoyer un carré sur
un carré 7. En l’état actuel de nos connaissances, appliquer une projection centrale est donc
une opération hautement incertaine, qui demande un minimum de prudence. Mais la théorie
des projections centrales reste puissante, comme le montre la démonstration ci-dessous.

Théorème de Pappus. On prouve dans ce paragraphe un premier résultat de géométrie pro-
jective. Soit g, h deux droites, A,C,E trois points sur g et B,D, F trois points sur h. Les points
(AB) ∩ (DE), (BC) ∩ (EF ) et (CD) ∩ (FA) sont alignés (voir figure 8).

4. Dans la direction de (XL).
5. Mais tous dans des directions différentes !
6. Puisqu’on a quatre degrés de liberté.
7. Puisqu’elle peut envoyer n’importe quoi sur un carré, elle peut aussi envoyer un carré sur n’importe quoi !
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A

C

B D

E

F

J

K

I

FIGURE 8 – Théorème de Pappus.

Démonstration. Soit I = (FA) ∩ (CD), J = (AB) ∩ (DE), K = (BC) ∩ (EF ). Soit p la pro-
jection centrale qui envoie la droite (IJ) sur la droite à l’infini (voir figure 9). Pour tout point
X , on abrège p(X) en X ′. Comme p conserve l’alignement, il suffit de montrer que I ′, J ′, K ′

sont alignés, c’est-à-dire que K ′ est sur la droite à l’infini, ce qui revient à dire que (B′C ′) et
(E ′F ′) sont parallèles. Or, I ′ (respectivement J ′) étant sur la droite à l’infini, (F ′A′) et (C ′D′)
(respectivement (A′B′) et (D′E ′)) sont parallèles.

A′

C′

B′ D′

E′

F ′

Z

FIGURE 9 – Théorème de Pappus après la projection p.

Soit Z = g′ ∩ h′. D’après le théorème de Thalès, ZA
′

ZC′
= ZF ′

ZD′
et ZB′

ZD′
= ZA′

ZE′
. Donc ZB′

ZC′
= ZF ′

ZE′
,

d’où ZB′

ZF ′
= ZC′

ZE′
. D’après la réciproque du théorème de Thalès, (B′C ′) et (E ′F ′) sont donc bien

parallèles. �

Birapport de quatre points alignés. On a déjà mentionné le fait qu’une projection centrale
ne conserve pas les rapports de longueurs entre trois points alignés. Elle conserve cependant
une grandeur analogue définie pour quatre points alignés, et c’est ce qu’on étudie dans ce
paragraphe.

Soit A,B,C,D quatre points distincts alignés. On définit leur birapport �bABCD par la for-
mule :

�bABCD =
AC

BC
· BD
AD

.

La convention selon laquelle, pour A,B,∞ trois points alignés dont un à l’infini, A∞
B∞ = 1,

permet de définir le birapport dans un plan projectif.
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Montrons qu’une projection centrale conserve le birapport. On passe pour cela par le ré-
sultat intermédiaire suivant.

A BC

Z

FIGURE 10 – Lemme magique.

Lemme magique. Soit A,B,C trois points alignés, Z un quatrième point hors de la droite
(AB) (voir figure 10). Alors

AC

BC
=

aire de ZAC
aire de ZBC

=
1
2

sin(÷AZC) · ZA · ZC
1
2

sin(÷BZC) · ZB · ZC

=
ZA sin(÷AZC)

ZB sin(÷BZC)
.

Soit maintenant A,B,C,D quatre points alignés, p une projection centrale et A′, B′, C ′, D′

les images respectives de A,B,C,D par p. Soit L le centre de p. D’après le lemme magique,

�bABCD =
AC

BC
· BD
AD

=
LA sin(÷ALC)

LB sin(÷BLC)
· LB sin(÷BLD)

LA sin(÷ALD)

=
sin(÷ALC) sin(÷BLD
sin(÷BLC) sin(÷ALD

=
sin(◊�A′LC ′) sin(◊�B′LD′

sin(◊�B′LC ′) sin(◊�A′LD′

= �bA′B′C′D′ .

On a donc bien montré que p conserve le birapport.

Longueurs algébriques et points harmoniques. Trois points alignés, reliés par la donnée
d’un rapport de longueur, sont difficiles à visualiser. Il y a deux principales raisons à cela :

1. Le rapport ne détermine pas de façon unique la position relative de nos trois points (voir
figure 11).

A B C

1 2

A BC

1 1
et

FIGURE 11 – Deux façons de placer A,B,C tels que BC
AB

= 2.
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Pour y remédier, on introduit les longueurs algébriques : à chaque droite, on associe
un sens de lecture (traditionnellement de la gauche vers la droite), et la longueur d’un
segment sur la droite est comptée positivement si le segment se lit dans le sens de lecture
choisi, négativement sinon. La longueur algébrique du segment [AB] est notée AB. Par
exemple, sur la figure 11, on a à gauche AB = 1 et BC = 2, et à droite AB = 1 et
BC = −2. Donc les rapports de longueur algébriques ne sont pas conservés d’une figure
à l’autre.
On a montré auparavant que les similitudes, les transformations affines (respectivement
les projections centrales) conservent les rapports (respectivement les birapports). En fait,
on peut montrer un résultat un peu plus fort : les similitudes et les transformations
affines conservent les rapports de longueurs algébriques sur un segment, et les projections
centrales conservent les birapports algébriques.
On note donc dorénavant

�bABCD =
AC

BC
· BD
AD

.

2. On n’imagine pas facilement ce que signifie la donnée d’un rapport comme AC
BC

= π, géo-
métriquement parlant. . . Une des rares identités de rapport à laquelle on puisse donner
un sens est AC

BC
= −1 ; elle indique que C est le milieu de [AB].

De façon analogue, quand on étudie quatre points en termes de birapports, on distingue
une configuration spéciale, à laquelle on donne un nom. On dit que les points A,B,C,D
sont harmoniques si �bABCD = −1. Par exemple, si [AB] est un segment de milieu M , et∞
le point à l’infini de la droite (AB), A,B,M,∞ sont harmoniques.

Théorème du quadrilatère complet. Soit a, b, c, d quatre droites formant un quadrilatère
complet. Ce quadrilatère a trois diagonales

e reliant a ∩ b et c ∩ d,
f reliant a ∩ c et b ∩ d,
g reliant a ∩ d et c ∩ b.

Alors les points e ∩ a, e ∩ b, e ∩ f, e ∩ g sont harmoniques.

A BD C

FIGURE 12 – Théorème du quadrilatère complet
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Démonstration. Une projection centrale a quatre degrés de libertés. Il existe donc une projec-
tion centrale p qui envoie a, b, c sur un triangle 8 équilatéral et d sur la droite à l’infini.

On constate que

p(e) est la parallèle à c passant par a ∩ b,
p(f) est la parallèle à b passant par a ∩ c,
p(g) est la parallèle à a passant par c ∩ b,

De plus, p(B) est à l’infini, et d’après le théorème de la droite des milieux dans le grand
triangle équilatéral, p(A) est le milieu du segment d’extrémités p(C) et p(D).

p(A)p(C) p(D)

FIGURE 13 – Après la projection p. . .

Comme p conserve le birapport,

�bABCD = �bp(A)p(B)p(C)p(D)

= �bp(C)p(D)p(A)p(B) (petit calcul laissé au lecteur)
= −1.

�

Exercice d’application. Comment tracer le milieu d’un segment [AB] en utilisant unique-
ment une règle à bords parallèles ?

Analysons la situation. D’après le théorème du quadrilatère complet, il suffit de construire
a, b, c, d quatre droites telles que a ∩ b = A, c ∩ d = B pour trouver quatre points harmoniques
dont A et B sur la droite (AB). De ces quatre points, on veut que l’un soit le milieu de [AB].
Mais cela revient à imposer que le quatrième point soit à l’infini, c’est-à-dire que l’une des
diagonales du quadrilatère soit parallèle à (AB).

Finalement, on procède à l’envers (voir figure 14).

8. En toute rigueur, sur un trilatère.
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A B

m

M

C D

FIGURE 14 – Tracé du milieu M de [AB].

On trace un segment [CD] parallèle à (AB). Les droites (AC), (BD), (AD), (BC) forment
un quadrilatère complet, dont les diagonales sont (AB), (CD) et la droite reliant (AD)∩ (BC)
et (AC) ∩ (BD) (notons-la m). D’après le théorème du quadrilatère complet, A,B, (AB) ∩
(CD), (AB) ∩m sont harmoniques. Or (AB) ∩ (CD) est à l’infini, donc (AB) ∩m est le milieu
de [AB].

2 Groupe B

1 jeudi 25 matin : Vincent Bouis

Ce cours n’a pas encore été intégré.

2 jeudi 25 après-midi : Victor Vermès

Ce cours n’a pas encore été intégré.

3 Groupe C

1 jeudi 25 matin : Vincent Jugé

Groupes

Définition 66. (Groupe) Soit G un ensemble non vide, ∗ : G×G→ G une application et eG
un élément de G tels que, pour tous les éléments x, y et z de G :

1. (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z), (ASSOCIATIVITÉ)

2. x ∗ eG = eG ∗ x = x, (ÉLÉMENT NEUTRE)

3. x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = eG. (INVERSIBILITÉ)

Alors on dit que G est un groupe pour la loi ∗— ou que (G, ∗) est un groupe — et que eG est
l’élément neutre du groupe.
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Exercice 1 (Groupe ou non ?) Lesquels sont des groupes ? Lesquels n’en sont pas ?
(N,+) (Z,+) (Q,+) (R,+) (C,+) (D,+)
(R∗+,+) (Z,×) (N∗,×) (Q,×) (Q∗,×) (Q∗+,×)
(R∗,×) (R∗−,×) (C∗,×) (Z/nZ,+) (Z/nZ,×) ((Z/nZ)∗,×)

NB : D désigne l’ensemble des nombres décimaux.

Exercice 2 (Unicité de l’élément neutre) Soit (G, ∗) un groupe. Montrer qu’il admet un unique
élément neutre.

Exercice 3 (Groupe des permutations) Soit E un ensemble non vide, SE l’ensemble des bijec-
tions de E — ou ensemble des permutations de E. Montrer que (SE, ◦) est un groupe.

Exercice 4 (Groupe des isométries) Soit E une partie non vide de l’espace Rn et soit Iso(E)
l’ensemble des isométries de E. Montrer que (Iso(E), ◦) est un groupe.

Exercice 5 (Unicité de l’inverse) Soit (G, ∗) un groupe et x, y, z trois éléments de G tels que
eG = x ∗ y = z ∗ x. Montrer que y = z = x−1.

Exercice 6 (Inverse d’un produit) Soit (G, ∗) un groupe, et x, y deux éléments de G. Montrer
que (x ∗ y)−1 = y−1 ∗ x−1 et que (x−1)

−1
= x.

Définition 67. (Groupe commutatif) Soit (G, ∗) un groupe. On dit que (G, ∗) est commutatif
— ou abélien — si, pour tous les éléments x et y de G :

1. x ∗ y = y ∗ x (COMMUTATIVITÉ).

Exercice 7 (Permutations et commutativité) Montrer que le groupe (SE, ◦) est abélien si et
seulement si |E| ≤ 2.

Sous-groupes

Définition 68. (Sous-groupe) Soit (G, ∗) et (H, ∗) deux groupes tels queH ⊆ G. On dit que
H est un sous-groupe de G — ou que (H, ∗) est un sous-groupe de (G, ∗).
Exercice 8 (Neutre et sous-groupe) Soit (G, ∗) un groupe et H ⊆ G un sous-groupe de G.
Montrer que eG = eH .

Exercice 9 (Caractérisation des sous-groupes) Soit (G, ∗) un groupe et H ⊆ G une partie de
G. Montrer que H est un sous-groupe de G si et seulement si les deux propriétés suivantes
sont simultanément vérifiées :

1. H est non vide ;

2. pour tous les éléments x et y de H , x ∗ y−1 appartient à H .

Exercice 10 (Intersection de groupes) Soit I un ensemble, (Γ, ∗) un groupe et (Gi)i∈I une fa-
mille de sous-groupes de Γ indicés par I . Montrer que l’intersection

⋂
i∈I Gi est un sous-groupe

de Γ.

Exercice 11 (Sous-groupes de Z) Montrer que les sous-groupes de (Z,+) sont exactement les
ensembles de la forme dZ = {dk | k ∈ Z}, où d ∈ Z.

Exercice 12 (Réunion de sous-groupes) Soit (Γ, ∗) un groupe et G, H deux sous-groupes de Γ.
Montrer que G ∪H est un sous-groupe de Γ si et seulement si G ⊆ H ou H ⊆ G.
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Définition 69. (Sous-groupe engendré) Soit (G, ∗) un groupe et S ⊆ G une partie de G.
Le sous-groupe de G engendré par S est l’intersection de tous les sous-groupes H de G tels que
S ⊆ H . On le note couramment 〈S〉 — ou bien 〈s1, s2, . . . , sn〉 si S = {s1, s2, . . . , sn} est un
ensemble fini.
Exercice 13 (Sous-groupe engendré et PGCD) Soit S ⊆ Z une partie de Z. Montrer que le
sous-groupe dZ = 〈S〉, où d est le plus grand commun diviseur des éléments de S.

Exercice 14 (Invariance du sous-groupe engendré) Soit (G, ∗) un groupe, S ⊆ G une partie de
G, x un élément deG et s un élément de 〈S〉. Montrer que 〈S∪{x}〉 = 〈S∪{x∗s}〉 = 〈S∪{s∗x}〉.

Définition 70. (Partie génératrice) Soit (G, ∗) un groupe et S ⊆ G une partie de G telle que
〈S〉 = G. On dit que S est une partie génératrice de G — ou que S engendre G.
Exercice 15 (Groupe des éléments mous) Soit (G, ∗) un groupe. Un élément x de G est dit mou
si toute partie S ⊆ G de G telle que S ∪ {x} engendre G est elle-même une partie génératrice
de G. Montrer que l’ensemble des éléments mous forme un sous-groupe de G.

Exercice 16 (Petites parties génératrices de Z × Z) Trouver toutes les parties génératrices de
cardinal au plus 2 du groupe (Z2,+).

Morphismes de groupes

Définition 71. (Morphisme de groupes) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes, et ϕ : G → H
une application telle que, pour tous les éléments x, y de G :

1. ϕ(x ∗ y) = ϕ(x)~ ϕ(y). (LINÉARITÉ)

On dit alors que ϕ est un morphisme de groupes — ou endomorphisme de groupes si (G, ∗) =
(H,~).
Exercice 17 (Endomorphismes de Z) Trouver tous les endomorphismes du groupe (Z,+).

Exercice 18 (Endomorphismes de Z×Z) Trouver l’ensemble des endomorphismes du groupe
(Z2,+).

Exercice 19 (Composition et morphismes de groupes) Soit (G, ∗), (H,~) et (I,�) trois groupes
et ϕ : G→ H , ψ : H → I deux morphismes de groupes. Montrer que ψ ◦ ϕ est un morphisme
de groupes.

Exercice 20 (Image de l’élément neutre et de l’inverse par un morphisme) Soit (G, ∗) et (H,~)
deux groupes, ϕ : G → H un morphisme de groupes et x un élément de G. Montrer que
ϕ(eG) = eH et que ϕ(x−1) = ϕ(x)−1.

Définition 72. (Image d’un morphisme de groupes) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes,
H ′ ⊆ H un sous-groupe de H et et ϕ : G → H un morphisme de groupes. L’ensemble Im =
{y ∈ H | ∃x ∈ G, y = ϕ(x)} est appelé image de ϕ.
Exercice 21 (Image) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes et ϕ : G → H un morphisme de
groupes. Montrer que Im(ϕ) est un sous-groupe de H .

Définition 73. (Noyau d’un morphisme de groupes) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes et
ϕ : G → H un morphisme de groupes. L’ensemble Ker(ϕ) = {x ∈ G | ϕ(x) = eH} est appelé
noyau de ϕ.
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Exercice 22 (Noyau) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes et ϕ : G → H un morphisme de
groupes. Montrer que Ker(ϕ) est un sous-groupe de G.

Exercice 23 (Noyau et morphisme injectif) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes et ϕ : G→ H un
morphisme de groupes. Montrer que ϕ est injectif si et seulement si Ker(ϕ) = {eG}.

Définition 74. (Isomorphisme de groupes) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes et ϕ : G →
H un morphisme de groupes bijectif. On dit que ϕ est un isomorphisme de groupes — ou un
automorphisme de groupes si (G, ∗) = (H,~).
Exercice 24 (Groupe des automorphismes) Soit (G, ∗) un groupe et AutG l’ensemble des au-
tomorphismes de G. Montrer que (AutG, ◦) est un groupe.

Exercice 25 (Groupe et sous-groupe de permutations) Soit (G, ∗) un groupe. Montrer que
(G, ∗) est isomorphe à un sous-groupe de (SG, ◦).

Définition 75. (Conjugaison) Soit (G, ∗) un groupe et x un élément de G. L’application
ϕx : y → x−1 ∗ y ∗ x est appelée morphisme de conjugaison par x — ou automorphisme intérieur
induit par x.
Exercice 26 (Conjugaison et automorphisme) Soit (G, ∗) un groupe et x un élément de G.
Montrer que l’automorphisme intérieur ϕx est bien un automorphisme de G.

Exercice 27 (Groupe des automorphismes intérieurs) Soit (G, ∗) un groupe et IntG l’ensemble
des automorphismes intérieurs de G. Montrer que (IntG, ◦) est un groupe.

Produit direct et quotients

Définition 76. (Produit direct) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes. Alors l’ensemble G×H
est un groupe pour la loi � telle que, pour tous les éléments x, x′ de G et y, y′ de H :

1. (x, y)� (x′, y′) = (x ∗ x′, y ~ y′).

Ce groupe est appelé produit direct des groupes (G, ∗) et (H,~).
Exercice 28 (Produit direct) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes. Monter que leur produit direct
est bien un groupe.

Définition 77. (Sous-groupe distingué) Soit (G, ∗) un groupe et H ⊆ G un sous-groupe de
G tel que, pour tout élément x de G, ϕx(H) ⊆ H . On dit que H est un sous-groupe distingué
de G.
Exercice 29 (Noyau distingué) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes, et ϕ : G→ H un morphisme
de groupes. Montrer que Ker(ϕ) est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 30 (Sous-groupe distingué et produit) Soit (G, ∗) et (H,~) deux groupes, G′ ⊆ G
et H ′ ⊆ H deux sous-groupes distingués de G et H (G × H,�) le produit direct de G et H .
Montrer que G′ ×H ′ est un sous-groupe distingué de G×H .

Définition 78. (Quotient de groupes) Soit (G, ∗) un groupe,H ⊆ G un sous-groupe deG et
G/H l’ensemble {x∗H | x ∈ G} : c’est l’ensemble des parties de G de la forme {x∗h | h ∈ H},
où x est un élément de G. G/H est appelé quotient droit de G par H — ou quotient de G par H
si H est distingué.
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Remarque 79. Quand on travaille dans l’ensemble G/H , on note couramment x l’en-
semble x ∗H . Toutefois, si l’on travaille à la fois dans G, H et G/H , il est conseillé de toujours
réutiliser la notation x ∗H , qui prêtera moins à confusion.
Exercice 31 (Égalité des quotients) Soit (G, ∗) un groupe fini, H ⊆ G un sous-groupe de G et
x, y deux éléments de G. Montrer l’équivalence entre les propositions suivantes :

1. x ∗H = y ∗H ;

2. (x ∗H) ∩ (y ∗H) 6= ∅ ;

3. x−1 ∗ y ∈ H .

Exercice 32 (Quotient de groupes et cardinaux) Soit (G, ∗) un groupe fini, H ⊆ G un sous-
groupe de G et G/H le quotient droit de G par H . Montrer que |G| = |H| |G/H|.
Exercice 33 (Quotient par un sous-groupe distingué) Soit (G, ∗) un groupe et H ⊆ G un sous-
groupe distingué de G. Montrer que le quotient G/H est un groupe pour la loi ∗ telle que
X ∗ Y = {x ∗ y | x ∈ X, y ∈ Y }.
Exercice 34 (Isomorphisme entre image et quotient par le noyau) Soit (G, ∗) et (H,~) deux
groupes, et ϕ : G → H un morphisme de groupes. Montrer que les groupes G/Ker(ϕ) et
Im(ϕ) sont isomorphes.

Exercice 35 (Quotient et produit direct) Soit G = Z/4Z et H = 2Z/4Z. Montrer que H est un
sous-groupe distingué de G mais que G n’est pas isomorphe à H × (G/H).

Exercice 36 (Théorème chinois) Soit a, b, x et y quatre entiers tels que ax + by = 1. Montrer
que l’application ϕ : Z2 → Z/abZ telle que ϕ(u, v) = uby + vax est un morphisme de groupes
de noyau Ker(ϕ) = aZ× bZ.

Définition 80. (Ordre d’un élément) Soit (G, ∗) un groupe et g un élément deG et n le plus
petit entier strictement positif tel que gn = eG (si un tel entier existe). On dit que n est l’ordre
de g — et que g est d’ordre infini si un tel entier n’existe pas.
Exercice 37 (Sous-groupe monogène) Soit (G, ∗) un groupe et g un élément de G. Montrer
que l’application ϕg : Z → 〈g〉 est un morphisme de groupes, de noyau Ker(ϕg) = nZ si g est
d’ordre n fini, et Ker(ϕg) = {0} si g est d’ordre infini.

Exercice 38 (Groupe infini à ordres finis) Monter que le groupe (Q/Z,+) est un groupe infini
dont tout élément est d’ordre fini, et en déduire qu’il n’est engendré par nul ensemble fini.

Exercice 39 (Théorème de Lagrange) Soit (G, ∗) un groupe fini et g un élément de G. Montrer
que l’ordre de g divise |G|.
Exercice 40 (Petit théorème de Fermat) Soit p un nombre premier a un entier premier avec p.
Montrer que ap−1 ≡ 1 (mod. p).

Solutions des exercices

Solution de l’exercice 1 Sont des groupes : (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (D,+), (Q∗,×), (Q∗+,×),
(R∗,×), (C∗,×), (Z/nZ,+) et ((Z/nZ)∗,×). Ne sont pas des groupes :

. (N,+) : 1 n’est pas inversible.

. (R∗+,+) : il n’y a pas d’élément neutre
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. (Z,×) : 0 n’est pas inversible.

. (N∗,×) : 2 n’est pas inversible.

. (Q,×) : 0 n’est pas inversible.

. (R∗−,×) : (−1)× (−1) /∈ R∗−.

. (Z/nZ,×) : 0 n’est pas inversible.

Solution de l’exercice 2 Soit eG et e′G deux éléments neutres du groupe (G, ∗). Alors eG = eG ∗
e′G = e′G.

Solution de l’exercice 3 SE est bien stable par composition, la composition est associative, ad-
met IdE ∈ SE pour élément neutre, et chaque permutation τ ∈ SE admet une permutation
réciproque τ−1 ∈ SE , donc (SE, ◦) est bien un groupe.

Solution de l’exercice 4 Tout d’abord, la composée de deux isométries est une isométrie, et la
composition est associative. D’autre part, Iso(E) admet IdE pour élément neutre, et chaque
isométrie f ∈ Iso(E) est nécessairement bijective, de sorte que sa bijection réciproque est elle
aussi une isométrie. (Iso(E), ◦) est donc bien un groupe.

Solution de l’exercice 5 Il suffit de constater que z = z ∗ x ∗ x−1 = x−1 = x−1 ∗ x ∗ y = y.

Solution de l’exercice 6 (x ∗ y) ∗ (y−1 ∗ x−1) = x ∗ (y ∗ y−1) ∗ x−1 = x ∗ x−1 = eG donc y−1 ∗ x−1 =
(x ∗ y)−1. En outre, x = x ∗ x−1 ∗ x = x ∗ x−1 ∗ (x−1)−1 = (x−1)−1.

Solution de l’exercice 7 Si E est un singleton alors SE = {IdE} est bien abélien. Si E est un
ensemble contenant deux éléments x et y, alors SE =

{
IdE,

Ä
x y
y x

ä}
est abélien aussi.

Enfin, si |E| ≥ 3, considérons trois éléments distincts x, y, z de E. Alors
Ä
x y z
y x z

ä
et
Ä
x y z
x z y

ä
appartiennent à SE mais ne commutent pas, et E n’est donc pas abélien.

Solution de l’exercice 8 eH est le neutre de H donc eH ∗ eH = eH . Ainsi, en prenant les inverses
dans le groupe G, on observe que eH = eH ∗ eH ∗ e−1

H = eH ∗ e−1
H = eG.

Solution de l’exercice 9 Tout sous-groupe H ⊆ G de G vérifie évidemment les propriétés 1 et
2. Réciproquement, si H ⊆ G vérifie simultanément les propriétés 1 et 2, soit x et y deux
éléments de H . Alors

1. eG = x ∗ x−1 ∈ H donc x−1 = eG ∗ x−1 ∈ H et x ∗ y = x ∗ (y−1)−1 ∈ H : ∗ induit bien une
application ∗H : H ×H → H ;

2. ∗H est nécessairement associative, et on vient de voir que eG ∈ H et que x−1 ∈ H , donc
(H, ∗H) est bien un sous-groupe de (G, ∗).

Solution de l’exercice 10 eΓ appartient nécessairement à chaque sous-groupe Gi, donc à
⋂
i∈I Gi,

qui est non vide. En outre, si x et y sont deux éléments de
⋂
i∈I Gi, alors x ∗ y−1 appartient à

chaque sous-groupe Gi, donc à
⋂
i∈I Gi. Ainsi,

⋂
i∈I Gi est bien un sous-groupe de Γ.

Solution de l’exercice 11 Tout d’abord, tout ensemble dZ est clairement un sous-groupe de Z.
Réciproquement, si G est un sous-groupe de Z, alors

. si G est un singleton, puisque 0 ∈ G, on a G = {0} = 0Z ;

. sinon, soit d la plus petite différence (en valeur absolue) entre deux éléments deG et soit
x, y deux éléments de G tels que x− y = d ; alors d ∈ G, donc dZ ⊆ G et, par définition
de d, G ne contient aucun élément de Z\dZ, ce qui signifie en fait que dZ = G.
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Solution de l’exercice 12 SiG ⊆ H ouH ⊆ G, il est clair queG∪H ∈ {G,H} est un sous-groupe
de Γ. Réciproquement, si G 6⊆ H et si G ∪ H est un sous-groupe de Γ, soit x un élément de
G\H et y un élément de H ⊆ G ∪H . Alors x = (x ∗ y) ∗ y−1 /∈ H donc x ∗ y /∈ H , et x ∗ y ∈ G.
Puis y = x−1 ∗ (x ∗ y) ∈ G, ce qui prouve bien que H ⊆ G.

Solution de l’exercice 13 Soit δ le plus grand commun diviseur des éléments de S. Tout d’abord,
si dZ = 〈S〉, alors d divise tous les éléments de S, donc divise δ. Réciproquement, puisque
S ⊆ δZ, alors dZ = 〈S〉 ⊆ δZ, donc δ divise d. Ainsi, δ = d.

Solution de l’exercice 14 Soit H ⊆ G un sous-groupe de G tel que S ∪ {x} ⊆ H . Alors x ∗ s ⊆ H
et s ∗ x ⊆ H , donc S ∪ {x ∗ s} ⊆ H et S ∪ {s ∗ x} ⊆ H . Ceci étant valable quel que soit H ,
on en déduit que S ∪ {x ∗ s} ⊆ 〈S ∪ {x}〉 et que S ∪ {s ∗ x} ⊆ 〈S ∪ {x}〉. Puis, de même,
S ∪ {x} = S ∪ {(x ∗ s) ∗ s−1} ⊆ 〈S ∪ {x ∗ s}〉 et S ∪ {x} = S ∪ {s−1 ∗ (s ∗ x)} ⊆ 〈S ∪ {s ∗ x}〉, de
sorte que 〈S ∪ {x}〉 = 〈S ∪ {x ∗ s}〉 = 〈S ∪ {s ∗ x}〉.
Solution de l’exercice 15 Soit M l’ensemble des éléments mous. Tout d’abord, eG est mou, donc
M est non vide. De plus, si x et y sont deux éléments mous, soit S ⊆ G une partie de G telle
que S ∪ {x ∗ y−1} engendre G. Alors G = 〈S ∪ {x ∗ y−1, y}〉 = 〈S ∪ {x, y}〉 = 〈S ∪ {y}〉 = 〈S〉.
Cela prouve que x ∗ y−1 est mou également, donc que M est bien un sous-groupe de G.

Solution de l’exercice 16 Soit S = {a, b} une partie de Z2 que l’on suppose génératrice, et x, y, z,
t des entiers tels que xa+ yb =

Ä
1
0

ä
et za+ tb =

Ä
0
1

ä
. Alors (zy− xt)a =

Ä−t
y

ä
et (zy− xt)b =

Ä
z
−x

ä
.

Puisque l’on ne peut pas avoir simultanément x = y = z = t = 0, il s’ensuit que zy − xt 6= 0.
En outre, (zy − xt)2(a1b2 − a2b1) = xt− zy, donc (xt− zy)(a1b2 − a2b1) = 1. Puisque xt− zy et
a1b2 − a2b1 sont des entiers, il s’ensuit que a1b2 − a2b1 = ±1.

Réciproquement, si a1b2 − a2b1 = ε ∈ {−1, 1} alors, pour tous les entiers u et v,
Ä
u
v

ä
=

ε(b1v − b2u)a+ ε(a2u− a1v)b.
Enfin, si a = b, alors il est clair que a1b2 − a2b1 = 0 /∈ {−1, 1}. Il s’ensuit que les parties

génératrices de Z2 de cardinal au plus 2 sont les ensembles {a, b} ⊆ Z2 tels que a1b2−a2b1 = ±1.

Solution de l’exercice 17 Toutes les applications ϕd : x → dx, où d est un entier relatif, sont
bien des endomorphismes de Z. Réciproquement, si ϕ est un endomorphisme de Z, alors on
prouve par récurrence sur |n| que, pour tout entier relatif n, ϕ(n) = nϕ(1) : cela signifie que
ϕ = ϕϕ(1). Les endomorphismes de Z sont donc les fonctions linéaires de pente entière.

Solution de l’exercice 18 Toutes les applications ϕu,v :
Ä
x
y

ä
→ xu + yv, où u et v sont deux élé-

ments de Z2, sont bien des endomorphismes de Z2. Réciproquement, si ϕ est un endomor-
phisme de Z2, alors on prouve par récurrence sur |n| + |m| que, pour tout élément

Ä
n
m

ä
de Z2,

ϕ
Ä
n
m

ä
= nϕ

Ä
1
0

ä
+mϕ

Ä
0
1

ä
: cela signifie que ϕ = ϕϕ(1

0),ϕ(0
1)

.
Les endomorphismes de Z2 sont donc les fonctions linéaires en chacune de leurs variables.

Solution de l’exercice 19 Soit x et y deux éléments de G. Alors ψ ◦ ϕ(x ∗ y) = ψ(ϕ(x) ~ ϕ(y)) =
ψ ◦ ϕ(x)� ψ ◦ ϕ(y), donc ψ ◦ ϕ : G→ I est bien un morphisme de groupes.

Solution de l’exercice 20 eH = ϕ(eG) ~ ϕ(eG)−1 = ϕ(eG ∗ eG) ~ ϕ(eG)−1 = ϕ(eG) ~ ϕ(eG) ~
ϕ(eG)−1 = ϕ(eG) et eH = ϕ(eG) = ϕ(x ∗ x−1) = ϕ(x)~ ϕ(x−1), donc ϕ(x)−1 = ϕ(x−1).

Solution de l’exercice 21 Tout d’abord, eH = ϕ(eG) ∈ Im(ϕ), qui est donc non vide. Soit alors x
et y deux éléments de Im(ϕ), et z, t deux éléments de G tels que x = ϕ(z) et y = ϕ(t). Alors
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ϕ(z ∗ t−1) = ϕ(z) ~ ϕ(t−1) = ϕ(z) ~ ϕ(t)−1 = x ~ y−1 ∈ Im(ϕ), ce qui prouve bien que Im(ϕ)
est un sous-groupe de H .

Solution de l’exercice 22 Tout d’abord, eH = ϕ(eG) donc eG ∈ Ker(ϕ), qui ne peut être vide. Soit
alors x et y deux éléments de Ker(ϕ) : ϕ(x∗y−1) = ϕ(x)~ϕ(y−1) = ϕ(x)~ϕ(y)−1 = eH~e

−1
H =

eH donc x ∗ y−1 ∈ Ker(ϕ), ce qui prouve bien que Ker(ϕ) est un sous-groupe de G.

Solution de l’exercice 23 Tout d’abord, si ϕ est injectif, soit x un élément de Ker(ϕ) : ϕ(x) =
eH = ϕ(eG) donc x = eG, ce qui montre que Ker(ϕ) = {eG}.

Réciproquement, si Ker(ϕ) = {eG}, soit x et y deux éléments de G tels que ϕ(x) = ϕ(y).
Alors ϕ(x∗y−1) = ϕ(x)~ϕ(y)−1 = eH , donc x∗y−1 ∈ Ker(ϕ) = {eG} et y = eG∗y = x∗y−1∗y =
x : cela montre bien que ϕ est injectif.

Solution de l’exercice 24 Tout d’abord, IdG ∈ AutG ⊆ SG : AutG est donc une partie non vide
du groupe SG. En outre, si ϕ et ψ sont deux automorphismes deG, considérons deux éléments
x et y deG : ψ−1(x∗y) = ψ−1(ψ◦ψ−1(x)∗ψ◦ψ−1(y)) = ψ−1◦ψ(ψ−1(x)∗ψ−1(y)) = ψ−1(x)∗ψ−1(y).
Cela montre que ψ−1 est bien un endomorphisme de G, donc ϕ ◦ ψ−1 aussi. Ainsi, ϕ ◦ ψ−1 est
un automorphisme de G, ce qui montre que AutG est bien un sous-groupe de SG.

Solution de l’exercice 25 Pour tout élément x de G, soit πx : G → G l’application telle que πx :
y → x∗y. Soit alors deux éléments y et z deG tels que πx(y) = πx(z) : πx(x−1∗y) = x∗x−1∗y = y
et y = x−1 ∗ x ∗ y = x−1 ∗ πx(y) = x−1 ∗ πx(z) = x−1 ∗ x ∗ z = z. Cela montre bien que πx est
bijectif, donc que πx ∈ SG.

D’autre part, si a, b et c sont trois éléments de G, alors πa ◦ πb(c) = a ∗ b ∗ c = πa∗b(c), ce
qui montre que l’application π : G → SG telle que π(x) = πx est en fait un morphisme de
groupes. De surcroit, si πx = IdG, alors x = x ∗ eG = πx(eG) = IdG(eg) = eg, de sorte que
Ker(π) = {eG}, et donc que π est injectif. Ainsi, π induit un isomorphisme entre G et Im(π),
qui est un sous-groupe de SG.

Solution de l’exercice 26 Soit y et z deux éléments de G. Alors ϕx(y ∗ z) = x−1 ∗ y ∗ z ∗ x =
x−1 ∗ y ∗ x ∗ x−1 ∗ z ∗ x = ϕx(y) ∗ ϕx(z). Cela montre que ϕx est bien un endomorphisme
de G. De surcroit, ϕx−1 ◦ ϕx(y) = (x−1)−1 ∗ x−1 ∗ y ∗ x ∗ x−1 = x ∗ x−1 ∗ y ∗ x ∗ x−1 = y et
ϕx ◦ ϕx−1(y) = x−1 ∗ (x−1)−1 ∗ y ∗ x−1 ∗ x = x−1 ∗ x ∗ y ∗ x−1 ∗ x = y, donc ϕx et ϕx−1 sont deux
bijections réciproques de G sur G. Cela montre que ϕx est bien un automorphisme de G.

Solution de l’exercice 27 On a vu plus haut que IntG est une partie du groupe AutG. En outre,
ϕeG = IdG est bien un automorphisme intérieur, ce qui montre que IntG est non vide.

Soit alors x, y et z trois éléments de G : ϕx ◦ ϕ−1
y (z) = x−1 ∗ (y−1)−1 ∗ z ∗ y−1 ∗ x = ϕy−1∗x(z),

ce qui prouve que ϕx ◦ ϕ−1
y = ϕy−1∗x est bien un automorphisme intérieur de G, et donc que

IntG est en fait un sous-groupe de AutG.

Solution de l’exercice 28 Soit (a, x), (b, y) et (c, z) trois éléments de G×H . Alors
1. ((a, x)� (b, y))� (c, z) = (a∗ b, x~y)� (c, z) = (a∗ b∗ c, x~y~ z) = (a, x)� (b∗ c, y~ z) =

(a, x)� ((b, y)� (c, z)),
2. (eG, eH)� (a, x) = (eG ∗ a, eH ~ x) = (a, x) = (a ∗ eG, x~ eH) = (a, x)� (eG, eH) et
3. (a−1, x−1)� (a, x) = (a−1 ∗ a, x−1~ x) = (eG, eH) = (a ∗ a−1, x~ x−1) = (a, x)� (a−1, x−1).

Cela montre que (G×H,�) est bien un groupe.

Solution de l’exercice 29 Soit x un élément de G et y un élément de Ker(ϕ). Alors ϕ(ϕx(y)) =
ϕ(x−1 ∗ y ∗ x) = ϕ(x)−1 ~ ϕ(y) ~ ϕ(x) = ϕ(x)−1 ~ eH ~ ϕ(x) = ϕ(x)−1 ~ ϕ(x) = eH , donc
ϕx(y) ∈ Ker(ϕ). Cela signifie précisément que Ker(ϕ) est un sous-groupe distingué de G.
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Solution de l’exercice 30 Soit (x, y) un élément deG×H et (a, b), (c, d) deux éléments deG′×H ′.
Tout d’abord, (eG, eH) ∈ G′×H ′, qui est donc une partie non vide du groupe G×H . En outre,
(a, b) � (c, d) = (a ∗ c, b ~ d) ∈ G′ × H ′, et G′ × H ′ est donc un sous-groupe de G × H . Enfin,
ϕ(x,y)(a, b) = (x, y)−1 � (a, b)� (x, y) = (x−1 ∗ a ∗ x, y−1 ~ b~ y) ∈ G′ ×H ′, ce qui montre bien
que G′ ×H ′ est un sous-groupe distingué de G×H .

Solution de l’exercice 31 On montre que chacune des propositions 1 à 3 implique la proposition
qui la suit :

1. Si x ∗H = y ∗H , alors x = x ∗ eG ∈ x ∗H = y ∗H , donc (x ∗H) ∩ (y ∗H) 6= ∅.
2. Si (x∗H)∩(y∗H) 6= ∅, soit h et j deux éléments deH tels que x∗h = y∗j ∈ (x∗H)∩(y∗H).

Alors x−1 ∗ y = (y ∗ j ∗ h−1)−1 ∗ y = h ∗ j−1 ∗ y−1 ∗ y = h ∗ j−1 ∈ H .
3. si x−1 ∗ y ∈ H alors y−1 ∗ x = (x−1 ∗ y)−1 ∈ H aussi. Soit alors h un élément de H :
y ∗ h = x ∗ (x−1 ∗ y) ∗ h ∈ x ∗ H , donc y ∗ H ⊆ x ∗ H ; de même, x ∗ H ⊆ y ∗ H , ce qui
montre que x ∗H = y ∗H .

Solution de l’exercice 32 Soit X un élément de G/H , et x ∈ G tel que X = x ∗H . L’application
θ : H → X telle que θ(h) = x ∗ h est bijective. En effet, elle est trivialement surjective et, si h et
j sont deux éléments de H tels que θ(h) = θ(j), alors h = x−1 ∗x∗h = x−1 ∗ θ(h) = x−1 ∗ θ(j) =
x−1 ∗ x ∗ j = j, ce qui montre bien que θ est injective. Il s’ensuit que |X| = |H|.

De surcroit, tout élément x de G appartient à l’élément x ∗H de G/H , tandis que l’on a vu
à l’exercice précédent que deux éléments distincts X et Y de G sont d’intersection vide. Ainsi,
G/H est une partition de G, donc |G| = ∑

X∈G/H |X| =
∑
X∈G/H |H| = |G/H| |H|.

Solution de l’exercice 33 Soit x et y deux éléments de G et h, j deux éléments de H . Alors (x ∗
h) ∗ (y ∗ j) = x ∗ y ∗ y−1 ∗ h ∗ y ∗ j = x ∗ y ∗ ϕy(h) ∗ j ∈ (x ∗ y) ∗ H , tandis que (x ∗ y) ∗ h =
(x ∗ eG) ∗ (y ∗ h) ∈ (x ∗H) ∗ (y ∗H). Ainsi, (x ∗H) ∗ (y ∗H) = (x ∗ y) ∗H . Puisque (G, ∗) est un
groupe, on déduit immédiatement de cette identité que (G/H, ∗) est un groupe aussi.

Solution de l’exercice 34 Soit x et y deux éléments de G et h un élément de Ker(ϕ). ϕ(x ∗ h) =
ϕ(x) ∗ ϕ(h) = ϕ(x) ∗ eH = ϕ(x) : cela montre que ϕ est constante sur chaque ensemble X
appartenant à G/Ker(ϕ).

Soit alors ψ : (G/Ker(ϕ))→ Im(ϕ) l’application telle que ψ(x∗Ker(ϕ)) = ϕ(x). Notons que
ψ est bien définie. En outre, puisque Ker(ϕ) est un sous-groupe distingué de G, on sait que
ψ((x ∗Ker(ϕ)) ∗ (y ∗Ker(ϕ)) = ψ((x ∗ y) ∗Ker(ϕ)) = ϕ(x ∗ y) = ϕ(x)~ ϕ(y) = ψ(x ∗Ker(ϕ))~
ψ(y ∗Ker(ϕ)). Cela montre que ψ est un morphisme de groupes.

Enfin, ψ est clairement surjectif, tandis que si ψ(x ∗ Ker(ϕ)) = eH , alors ϕ(x) = eH donc
x ∈ Ker(ϕ) et x ∗ Ker(ϕ) = Ker(ϕ). Ainsi, Ker(ψ) = {Ker(ϕ)} et ψ est surjectif, ce qui montre
bien que ψ est un isomorphisme de groupes.

Solution de l’exercice 35 G et H sont des groupes abéliens, en tant que quotients de groupes
abéliens. De surcroît, tout élément de H appartient à G, donc H est un sous-groupe de G, et
H est même un sous-groupe distingué puisque G est abélien.

Toutefois, H et G/H sont de cardinal 2, donc les éléments de H × (G/H) sont d’ordre au
plus 2, tandis que 1 est un élément de G d’ordre 4. Ainsi, 1 n’appartient à l’image d’aucun
morphisme de groupes ϕ : H × (G/H) → G, ce qui montre bien que G et H × (G/H) ne sont
pas isomorphes.

Solution de l’exercice 36 Soit
Ä
u
v

ä
et
Ä
s
t

ä
deux éléments de Z2 : ϕ

ÄÄ
u
v

ä
+
Ä
s
t

ää
= ϕ

Ä
u+s
v+t

ä
= (u+s)by+

(v+ t)ax = (uby+ vax) + (sby+ tax) = ϕ
Ä
u
v

ä
+ϕ

Ä
z
t

ä
donc ϕ est bien un morphisme de groupes.
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En outre, il est clair que aZ× bZ ⊆ Ker(ϕ). Réciproquement, soit
Ä
u
v

ä
un élément de Ker(ϕ).

Alors 0 ≡ uby + vax ≡ u(1 − ax) + vax ≡ u (mod. a) et 0 ≡ uby + vax ≡ uby + v(1 − by) ≡ v
(mod. b) : cela signifie que

Ä
u
v

ä
∈ aZ× bZ, et prouve donc que Ker(ϕ) = aZ× bZ.

Solution de l’exercice 37 Soit n et m deux entiers. Alors ϕg(n + m) = gn+m = gn ∗ gm = ϕg(n) ∗
ϕg(m), donc ϕg est bien un morphisme de groupes.

Si g est d’ordre infini, alors Ker(ϕg) ⊆ {0}, donc Ker(ϕg) = {0}. Si g est d’ordre n fini, alors
n est le plus petit élément strictement positif de Ker(ϕg). Or, Ker(ϕg) est de la forme dZ, avec
d entier relatif. Il apparaît alors que n = |d| et donc que Ker(ϕg) = nZ.

Solution de l’exercice 38 Les ensembles 1
n

+ Z, pour n ∈ N∗, sont deux à deux disjoints, donc
Q/Z est infini. Toutefois, pour tout rationnel p

q
, on sait que q

(
p
q

+ Z
)

= p + Z = Z, donc que
p
q

+ Z est d’ordre fini.

En outre, soit S =
{
p1
q1
, . . . , pn

qn

}
une partie finie de Q/Z. Si on pose Q =

∏n
i=1 qi, alors tout

élément de 〈S〉 est de la forme k
Q

, où k est un entier relatif. Cela signifie en particulier que
1

Q+1
/∈ 〈S〉, donc que S n’engendre pas Q/Z. Ainsi, Q/Z n’est engendré par aucun ensemble

fini.

Solution de l’exercice 39 Soit n l’ordre de g. 〈g〉 est de cardinal n, donc |G| = |〈g〉| |G/〈g〉| est
divisible par n.

Solution de l’exercice 40 Le groupe (G,×) = ((Z/pZ)∗,×) a pour cardinal p − 1. Soit n l’ordre
de a dans G. Alors n divise |G| = p− 1, donc p− 1 ∈ Ker(ϕa) = nZ, ce qui signifie exactement
que ap−1 = 1 dans G, ou encore que ap−1 ≡ 1 (mod. p).

4 Groupe D

1 jeudi 25 matin : Matthieu Piquerez

Dénombrements des partitions entières

Définition 81. Une partition entière de taille n est une suite finie décroissante de nombres
positifs dont la somme fait n. On note p(n) le nombre de partitions de taille n. Si λ est une
partition, on note |λ| sa taille.

Exemple 82. Les partitions de 5 sont 1 + 1 + 1 + 1 + 1, 2 + 1 + 1 + 1, 2 + 2 + 1, 3 + 1 + 1,
3 + 2, 4 + 1 et 5. p(5) = 7.
Exercice 1 Montrer que p(n) ≤ 2n.

Exercice 2 Montrer que
+∞∑
n=0

p(n)xn =
+∞∏
k=1

1

1− xk .

Exercice 3 Montrer que la suite (p(n)/rn)n∈N tend vers 0 pour tout réel r > 1.

Théoréme 83. En réalité, nous avons le résultat dû à Hardy et Ramanujan

p(n) ∼ 1

4n
√

3
exp

(»
2n/3

)
.
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Exercice 4 Montrer que le nombre de partitions en parts distinctes (i.e. dont les termes sont
deux à deux différents) de taille n est égal au nombre de partitions en parts impairs (i.e. dont
les termes sont impairs) de taille n.

Il existe une solution combinatoire du dernier exercice mais elle est plus compliquée que
celle que nous présentons dans la partie correction.

Définition 84. On a l’habitude de représenter une partition selon le diagramme de Ferrers.
Par exemple, le diagramme correspondant à 4 + 3 + 3 + 1 est

• • • •
• • •
• • •
•

Exercice 5 Montrer que la série génératrice du nombre de partitions dont le diagramme de
Ferrers est symétrique par rapport à la diagonale est

∏+∞
k=1 1 + x2k+1.

Théorème des nombres pentagonaux

Il existe de très nombreux résultats sur les partitions entières. En voici quelques exemples.
Exercice 6 Calculer le nème nombre pentagonal pn i.e. le nombre de points dans un pentagone
de taille n. Voici un exemple de pentagone de taille 4

Par exemple p4 = 22.

Notation 85. On note, pour une variable q fixée et une variable x pouvant dépendre de q,
la q-série

(x)∞ :=
+∞∏
k=0

(1− xqk).

Remarque 86. On a
∑+∞
n=0 p(n)qn = 1/(q)∞.

Nous allons démontrer le théorème suivant dû à Euler.
Théoréme 87. (Des nombres pentagonaux) On a l’égalité suivante

(q)∞ =
∑
n∈Z

(−1)nqn(3n+1)/2.
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Exercice 7 Etudier en quoi la fonction suivante est presque une involution dans les partitions
en parts distinctes.

• • • • • • �
• • • • • �
♠ ♠ ♠

←→
• • • • • �
• • • • ♠
• • •
� �

où les carrés et les piques désignent respectivement la diagonale la plus à droite et la rangée la
plus petite et où si le nombre de carrés est strictement inférieur au nombre de piques on place
la diagonale dans une nouvelle rangée et sinon on place la rangée pour former une nouvelle
diagonale (les points déplacés sont soulignés).

Déduire de cette étude le théorème précédent.

Exercice 8 Montrer que
p(n) =

∑
k∈Z∗

(−1)k+1p(n− pk).

Identité du triple produit de Jacobi

Exercice 9 (Représentation de Frobenius) Trouver une bijection entre les partitions de taille n
et les couples de partitions de parts distinctes (λ, µ) avec le même nombre de parts, où l’on
autorise µ à avoir une part de taille nulle et où |λ|+ |µ| = n.

Lemme 88. (Identité du triple produit de Jacobi) On a l’identité

(q)∞(−x)∞(−q/x)∞ =
∑
k∈Z

xkqk(k−1)/2.

Exercice 10 Démontrer le lemme précédent en fixant q, en appelant F (x) le membre de gauche
et en calculant F (x)/F (qx) puis en travaillant.

Exercice 11 Retrouver le théorème des nombres pentagonaux grâce à l’identité de Jacobi.

Exercice 12 (une relation due à Ramanujan) Nous allons montrer que p(5n + 4) est divisible
par 5 pour tout n ∈ N.

. Calculer (q)3
∞,

. montrer que [q5n+4] ((q)4
∞) est divisible par 5 pour tout n ∈ N,

. montrer que 1−q5
(1−q)5 ≡ 1 (mod 5),

. en déduire la relation cherchée.

Partitions planes

Définition 89. Une partition plane Π = (Πi,j)i,j∈N∗ est une matrice bidimensionnelle infinie
d’entiers positifs, décroissante le long de chaque ligne et le long de chaque colonne, et telle
que la taille de Π : |Π| = ∑

i,j Πi,j soit finie.
Exemple 90. Voici un exemple de partition plane.

Π =

Ö
3 1 1
2 1
1

è
.
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Remarque 91. On peut représenter une partition plane comme un empilement de cubes
dans un coin ou encore par un modèle de dimères dans un réseau hexagonal (pavage d’un
hexagone par trois types de losanges).

Exemple 92. Voici la représentation en trois dimensions de la partition plane précédente.

y

z

x

Exemple 93. Voici la représentation en modèle de dimères de la partition plane Π.

Théoréme 94. (dû à MacMahon) La série génératrice des partitions planes est
+∞∏
k=1

1

(1− xk)k .

Remarque 95. Actuellement, la généralisation de cette série génératrice aux dimensions
supérieures reste un problème ouvert.

Définition 96. On définit un ordre sur les partitions entières : si λ = (a1, a2, a3, . . . ) et
µ = (b1, b2, b3, . . . ) sont deux partitions, on dit que λ et µ sont entrelacées, et on note λ < µ, si

a1 ≥ b1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an ≥ bn ≥ an+1 ≥ · · · .
Proposition 97. On a une bijection entre les partitions planes Π et les suites (λn)n∈Z de

partitions où la suite est nulle à partir d’un certain rang dans les deux sens et · · · 4 λ−2 4
λ−1 4 λ0 < λ1 < λ2 < · · · . De plus |Π| = ∑

n∈Z |λn|.
Exercice 13 Soient λ, µ, ν trois partitions et k ∈ N tels que µ < λ 4 ν. Associer naturellement
à ce triplet une partition λ′ telle que µ 4 λ′ < ν et |λ′| = |µ|+ |ν|+ k − |λ|.

Définition 98. On appelle grille d’entiers une matrice carrée, représentée penchée, d’en-
tiers naturels non tous nuls sur les cases n’ayant pas de voisins en-dessous à la vertical.

Exemple 99. Voici un exemple de grille d’entiers.

02 0

0

0
00

50

246



VII. DERNIÈRE PÉRIODE 4. GROUPE D

Exercice 14 Trouver une bijection entre les grilles d’entiers et les partitions planes. Calculer
par exemple la partition plane associée à la grille précédente et la grille associée à la partition
plane ci-dessus. Calculer la taille d’une partition en fonction de sa grille associée. En déduire
la série génératrice des partitions planes.

Remplissages de boîtes et modèles de dimères sur réseaux hexagonaux.

Nous allons maintenant compter le nombre ra,b,c de façons de mettre des cubes dans une
boîte a × b × c en plaçant les cubes dans le coin i.e. le nombre de partitions planes dont la
matrice est de taille a× b et dont les valeurs sont majorés par c.

L’idée est d’associer à un modèle de dimères un ensemble de chemins qui ne s’intersectent
pas puis de compter le nombre de ces chemins.

Théoréme 100. (Formule de MacMahon) On a l’égalité suivante

ra,b,c =
a∏
i=1

b∏
j=1

c∏
k=1

i+ j + k − 1

i+ j + k − 2
.

Nous n’allons pas détailler ici les calculs, nous laissons le lecteur se référer au cours (peu
détaillé donc qui vous fera faire de l’exercice) de Xavier Viennot à l’adresse suivante

http://coursiitm2015.xavierviennot.org/Ch_2_files/IITM_Ch2b.pdf

Quelques notions de déterminant pourront être utiles...

Correction des exercices

Solution de l’exercice 1 Si n > 0, 2n−1 est le nombre de partitions ordonnées de taille n (i.e. une
partition entière sans la contrainte de décroissance). Cela se montre en choisissant où placer
des traits horizontaux entre n points : par exemple pour 7 points la configuration • • •| • | • •|•
correspond à la partition ordonnée 3 + 1 + 2 + 1. Clairement il y a moins de partitions entières
que de partitions ordonnées ce qui conclut.

Solution de l’exercice 2 On a

+∞∏
k=1

1

1− xk =
+∞∏
k=1

+∞∑
lk=1

xlkk

=
∑

l1,l2,···∈N
xl1+l2·2+l3·3+... ((li) à support fini)

=
+∞∑
n=0

anx
n

où an désigne le nombre de façons d’écrire n sous la forme l1 + l2 · 2 + . . . , i.e. le nombre de
partitions de n.
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Solution de l’exercice 3 Si pour un réel r, (p(n)/rn)n∈N ne tend pas vers 0, alors
∑+∞
n=0 p(n)r−n

diverge. Or, si r > 1,

log

(
+∞∏
k=1

1

1− r−k
)

=
+∞∑
k=1

− log(1− r−k)

≤M
+∞∑
k=1

r−k

par concavité où M = | log(1 − r−1)|/r−1. Le dernier membre est une série géométrique qui
converge, donc log

Ä∏+∞
k=1

1
1−r−k

ä
converge donc

∏+∞
k=1

1
1−r−k et

∑+∞
n=0 p(n)r−n aussi donc (p(n)/rn)n∈N

tend vers 0.

Solution de l’exercice 4 Clairement, la série génératrice des partitions en parts distinctes est

+∞∏
k=1

Ä
1 + xk

ä
=

+∞∏
k=1

1− x2k

1− xk

=
+∞∏
k=1

1− x2k

(1− x2k−1)(1− x2k)

=
+∞∏
k=0

1

1− x2k+1
.

Le dernier produit correspond bien à la série génératrice des partitions en parts impairs.

Solution de l’exercice 5 On a la bijection vers les partitions de parts impaires distinctes illustrée
par le diagramme suivant

• • • •
• � �
• � ♠
•

←→
• • • • • • •
� � �
♠

.

Or clairement
∏+∞
n=1(1 + x2n+1) correspond clairement aux partitions de parts impaires dis-

tinctes.

Solution de l’exercice 6 On ajoute à chaque fois trois nouveaux côtés soit en tout 3n + 1 points.
On en déduit facilement que pn = n(3n+1)

2
.

Solution de l’exercice 7 Les seuls problèmes sont lorsque la diagonale atteint la dernière rangée
et lorsque la taille de la diagonale est égale à la taille de la plus petite rangée éventuellement
moins 1.

• • • • •
• • • •
• • •

• • • •
• • •

Dans tous les autres cas, la fonction est une involution qui envoie une partition avec un
nombre pair de parts sur une autre avec un nombre impair de parts et inversement. Le pre-
mier cas concerne des partitions de taille n(n+ 2n− 1)/2 et le deuxième cas des partitions de
taille n(n+1+2n)/2. Or [xn](q)∞ est clairement égal au nombre de partitions de parts distinctes
avec un nombre pair de parts moins ceux avec un nombre impair de parts. Notre involution
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nous montre ainsi que presque tous les termes sont nuls sauf ceux d’ordre n(3n − 1)/2 et
n(3n+ 1)/2 qui ont pour valeur (−1)n. D’où le théorème.

Solution de l’exercice 8 En utilisant le théorème, on obtient, en posant p(n) = 0 si n < 0,

+∞∑
n=0

p(n)xn
∑
k∈Z

(−1)kxpk = 1,

+∞∑
n=0

Ñ∑
k∈Z

p(n− pk)(−1)k

é
= 1,

∀n ∈ N,
∑
k∈Z

p(n− pk)(−1)k = 0,

∑
k∈Z∗

(−1)k+1p(n− pk) = p(n).

Solution de l’exercice 9 La bijection est illustrée par la figure suivante.

� � � �
• � �
• • �
•
•

←→

Ö
� � � �
� �
�

;
• • • •
•
∅

è
.

On coupe en deux la partition juste en dessous de la diagonale (dont la taille correspond au
nombre de parts) puis on fait une symétrie de la partie basse selon la diagonale puis on justifie
à gauche.

Solution de l’exercice 10 On a

F (x)

F (qx)
=

(q)∞(−x)∞(−q/x)∞
(q)∞(−xq)∞(−q/(qx))∞

=
1 + x

1 + 1/x

= x.

On pose F (x) =
∑
k∈Z ak(q)x

k. On obtient

F (x) =
∑
k∈Z

ak(q)x
k = xF (qx) =

∑
k∈Z

ak(q)q
kxk+1

donc en identifiant ak(q) = ak−1(q)qk−1. Donc ak(q) = a0(q)qk(k−1)/2 (la formule reste vraie
pour k négatif). Reste à calculer a0(q). On a

[x0] ((q)∞(−x)∞(−q/x)∞) = (q)∞[x0] ((−x)∞(−q/x)∞) .

Comme (−1)∞ est la série génératrice (en q) des partitions entières à parts distinctes éventuel-
lement nulles et (−q)∞ celle des partitions entières à parts distinctes non nulles, [qn]

Ä
[x0] ((−x)∞(−q/x)∞)

ä
correspond au nombre de couples de partitions à parts distinctes, le premier avec des parts
éventuellement nulles, qui ont autant de parts et dont la somme des tailles vaut n. Or on a vu
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qu’avec la représentation de Frobenius cela correspondait exactement au nombre de partitions
de taille n. Donc [x0] ((−x)∞(−q/x)∞) = 1/(q)∞ donc a0(q) = (q)∞[x0] ((−x)∞(−q/x)∞) = 1.
Finalement, ak(q) = qk(k−1)/2 ce qui conclut.

Solution de l’exercice 11 Il suffit de poser q = z3, x = −z.

Solution de l’exercice 12
. On a

F (x) = (1 + x)(q)∞(−xq)∞(−q/x)∞,

F ′(x) = (1 + x)
d

dx

î
(q)∞(−xq)∞(−q/x)∞

ó
+ (q)∞(−xq)∞(−q/x)∞,

F ′(−1) = (q)3
∞.

(q)3
∞ =

∑
k∈Z

k(−1)k−1qk(k−1)/2,

=
+∞∑
k=1

(k(−1)k−1 + (−k + 1)(−1)−k+1−1)qk(k−1)/2,

=
+∞∑
k=1

(−1)k−1(2k − 1)qk(k−1)/2

(q)3
∞ =

+∞∑
k=0

(−1)k(2k + 1)qk(k+1)/2.

. On déduit du point précédent et du théorème des nombres pentagonaux que

(q)4
∞ =

+∞∑
k=0

∑
n∈Z

(−1)k+n(2k + 1)q
k(k+1)+n(3n+1)

2 .

Une simple étude de k(k+1)+n(3n+1)
2

modulo 5 nous donne que la fraction est congrue à
4 seulement si 2k + 1 est congru à 0.

. le kème terme, pour k ≥ 5 de la série de 1−x5
(1−x)5

vaut (−1)k
Ä−5
k

ä
− (−1)k−5

Ä −5
k−5

ä
donc vautÄ

k+4
4

ä
−
Ä
k−1

4

ä
. Or les deux termes sont clairement congrus modulo 5 donc leur différence

est divisible par 5. Pour k < 5, les termes valent
Ä
k+4

4

ä
à savoir 1, 5, 15, 35 et 70. On

obtient bien que 1−q5
(1−q)5 ≡ 1 (mod 5).

. Clairement à partir du point précédent on obtient
∏+∞
k=1

1−(qk)5

(1−qk)5
≡ 1 (mod 5). On a d’un

côté
1

(q)∞
·

+∞∏
k=1

(1− q5k) = (q)4
∞ ·

+∞∏
k=1

1− (qk)5

(1− qk)5
≡ (q)4

∞ (mod 5)

et de l’autre

1

(q)∞
·

+∞∏
k=1

(1− q5k) =
∞∑
k=0

p(k) + P (p(k − 5), p(k − 10), . . . )

où P est une combinaison linéaire infinie (mais fini lorsque seul un nombre fini de va-
riables sont non nulles). Par identification et en utilisant le deuxième point, on obtient
que 5|p(4) puis par une récurrence immédiate que 5|p(5n+ 4) pour tout n ∈ N.
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Solution de l’exercice 13 Il suffit de poser λ′(1) := max
Ä
µ(1), ν(1)

ä
+ k et, pour i ≥ 2, λ′(i) :=

min
Ä
µ(i− 1), ν(i− 1)

ä
+ max

Ä
µ(i), ν(i)

ä
− λ(i− 1) où λ(i) désigne le ième terme de λ.

Solution de l’exercice 14 On va associer à chaque intersection de la grille d’entiers une partition
entière. Les deux côtés du bas contiennent uniquement des partitions vides. Si l’on connaît
les trois partitions entières du bas d’une case, alors on peut calculer celle du haut grâce à la
bijection de l’exercice précédent.

kµ ν

λ

λ′

La partition plane obtenue se lit alors sur le haut de la grille. Le sommet supérieur de la grille
correspond à λ0, celui à sa droite à λ1 puis λ2, etc. et de l’autre côté à λ−1, λ−2, etc. Les λi
n’apparaissant pas dans la grille sont considérées comme vides.

En utilisant la formule de la taille de λ′, on obtient que la taille d’une partition entière
sur une intersection vaut la somme des entiers contenus dans le plus grand rectangle dont
cette intersection et le sommet supérieur. Pour obtenir la taille de la partition plane, ont fait
la somme des entiers de la grille où l’on compte k fois un entier s’il est dans la kème diagonale
horizontale la plus haute. Par exemple la taille de la partition entière associée à la grille donnée
en exemple vaut 3 · 2 + 4 · 5 = 26. Il s’agit de la partitionÖ

5 5 5
5 2
2 2

è
La grille associée à la partition plane donnée en exemple est

01 1

0

1
01

00

Vu la formule de la taille de la partition plane, on peut associer à chaque case de la grille
d’entiers une série génératrice dont le produit donne bien la série génératrice des partitions
planes. Ce qui donne le résultat escompté.

1
1−q3

1
1−q3

1
1−q3

1
1−q5

1
1−q1

1
1−q2

1
1−q2

1
1−q4

1
1−q4
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2 jeudi 25 après-midi : Louise Gassot

Introduction

En général, les gens sont habitués aux dimensions entières. On connait bien la 1D, la 2D,
la 3D, on essaye d’imaginer la 4D, voire même des dimensions plus grandes. Mais alors, com-
ment visualiser des dimensions non entières ?

Pour commencer, nous allons voir que la distinction entre deux dimensions, même en-
tières, n’est pas si évidente que cela.

La diagonale de Cantor
Pour repérer un point sur une ligne, on n’a besoin que d’une seule coordonnée. Pour repé-

rer un point sur un plan, on utilise en général deux coordonnées.
Mais Cantor a montré qu’il était possible de se repérer dans le carré unité avec un seul

paramètre de la façon suivante :
Si (0, a1a2 . . . ; 0, b1b2 . . . ) sont les coordonnées du point, on peut le repérer par : (0, a1b1a2b2 . . . ).

Pour retrouver les deux coordonnées du point à partir du réel, il suffit de prendre les coor-
données impaires après la virgule (la première, la troisième, etc.) pour retrouver l’absisse et
les coordonnées paires pour retrouver l’ordonnée.

•
0, a1a2 . . .

•0, b1b2 . . .

•
1

•1

•0

•0, a1b1a2b2 . . .

Ainsi, Cantor a prouvé que le carré avait le "même cardinal" que l’intervalle.
On pourrait faire de même en dimension quelconque d. La distinction entre les dimen-

sions, une chose pas si évidente que ça ?
Une ligne qui remplit un carré
En 1890, Peano découvre une courbe (fractale) qui remplit le carré. Pour la construire, on

part d’un motif élémentaire (cf figure). Ensuite à chaque itération, on découpe le carré en neuf
petits carrés, puis on met dans chaque carré avec une copie (parfois retrournée) de l’image à
l’itération précédente, puis on fait de même avec le nouveau motif pour obtenir la génération
suivante. La courbe obtenue "en passant à la limite" est une fractale qui remplit le carré.

En 1891, Hilbert propose une variante à la courbe de Peano, avec un nouveau motif élé-
mentaire (cf figure). Dans sa construction, il n’y a besoin de découper le carré qu’en quatre au
lieu de neuf.

Un outil : le logarithme
Pour parler de la dimension fractale, nous aurons besoin d’utiliser des logarithmes. Cet

outil a été inventé par John Napier (1550-1617) pour simplifier la multiplication. Voici les
principales opérations utiles que l’on peut faire avec des logarithmes : si x, y > 0, r > 0,

log(xy) = log(x) + log(y)
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FIGURE 15 – Les deux premières itérations de la construction de la courbe de Péano.

FIGURE 16 – Les quatre premières itérations de la construction de la courbe de Hilbert

log(x/y) = log(x)− log(y)

log(xr) = r log(x)

log( r
√
x) = log(x)/r

(ici, log fait référence au logarithme en base 10, mais ce n’est pas très important pour la
suite.)

Calculer une dimension d’habitude

Observation avec des carrés
Périmètre du segment de côté a : 1

a
; dimension : 1.

Aire du carré de côté a : 1
a2

; dimension : 2.
Volume du cube de côté a : 1

a3
; dimension 3.

Si notre objet est de dimension d, et qu’on fait un changement d’échelle de facteur a, on
devrait avoir un volume qui est multiplié par 1

ad
.

La formule qui relie le nombre de fois n où il faut dupliquer le "cube" de base pour obtenir
le cube unité, l’échelle a et la dimension d est alors : n =

Ä
1
a

äd
.

Si on passe l’égalité au logarithme, cela donne :

log n = log
1

ad
= d log

1

a
.

Pour calculer la dimension, il suffit donc de dire :

d =
log n

log 1
a

.

Essai avec des fractales autosimilaires
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FIGURE 17 – Construction du flocon de Koch

FIGURE 18 – Courbe de Koch et similitudes

Définition 101 (Objet autosimilaire). Si F est un ensemble, on dit que F est autosimilaire
s’il existe des similitudes S1, . . . , Sn telles que

F =
n⊔
i=1

Si(F ).

Les objets autosimilaires constituent une certaine famille de fractales, mais on considère
que cette définition est trop restrictive pour englober tous les types de fractales.

Pour calculer la dimension, on se sert des "formes de base" de la fractale pour remplacer la
notion de "cube" précédente. Pour se familiariser avec la notion, supposons dans un premier
temps que toutes les similitudes soient de rapport a. Si n est le nombre de similitudes, et d la
dimension, on alors toujours la relation :

n =

Ç
1

a

åd
,

ou
d =

log n

log 1
a

.

Le flocon de Koch
On construit le flocon de Koch par itérations successives comme sur la figure. On part

d’un triangle équilatéral. Ensuite, à la génération n, on découpe chaque segment en trois. On
dessine un triangle équilatéral basé sur la partie du milieu vers l’extérieur et on remplace
le segment du milieu par la ligne polygonale formée par les deux autres côtés du triangle
équilatéral.

La courbe de Koch originelle ne consiste en ne prendre qu’un des trois côtés du triangle
de départ.

La courbe de Koch est une fractale autosimilaire (4 similitudes).
Si on veut calculer la dimension de la courbe de Koch, on utilise la relation :

4 =

(
1
1
3

)d
= 3d,
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FIGURE 19 – Quelques fractales de Sierpinski

ce qui donne

d =
log 4

log 3
≈ 1, 26

On peut remarquer que, comme la courbe de Koch a une dimension strictement plus
grande que 1, son périmètre est en fait infini. On peut le vérifier : à la génération n (géné-
ration 1 un segment tout seul), on a tracé 4n−1 segments de longueur 1

3n−1 . Le périmètre de
la courbe de Koch K serait donc égal, en passant à la limite, à :

P (K) = lim
n→∞

4n

3n
= +∞.

Fractales de Sierpinski
Pour construire le triangle de Sierpinski, on part d’un triangle équilatéral. On lui retire le

triangle équilatéral central formé par les points milieux des trois côtés du triangle de départ.
On fait de même pour les trois triangles équilatéraux obtenus, et ainsi de suite.

On peut faire de même en partant d’un carré et en enlevant le carré central. Si on fait ceci
en partant d’un cube et en enlevant le cube central, on obtient l’éponge de Menger.

Si on part d’un pentagone et que l’on enlève le pentagone central inversé au centre, on
obtient le pentagone de Dürer.

En partant d’un hexagone, la figure obtenue s’appelle "napperon de Koch".
On peut faire de même avec un polygone régulier quelconque de n côtés.

Exercice 1 Calculer les dimensions de toutes les fractales précédentes.

Solution de l’exercice 1
. Triangle de Sirepinski : log(3)

log(2)
≈ 1.58

. Tapis de Sierpinski : log(8)
log(3)

≈ 1.89

. Éponge de Menger : log(20)
log(3)

≈ 2.73 (Sa surface : log(12)
log(3)

≈ 2.26)

. Pentagone de Sierpinski : log(5)
2 log(ϕ)

≈ 1.67 où ϕ = 1+
√

5
2

est le nombre d’or (un peu de
géométrie...)

. Hexagone de Sierkpinski/Napperon de Koch : log(6)
log(3)

≈ 1.63

Exercice 2 Si n est un entier quelconque, définir un n-gone de Sierpinski, trouver le rapport
d’homothétie r entre deux générations, puis en déduire une expression de la dimension frac-
tale.
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Solution de l’exercice 2 On obtient un n-gone de Sierpinski en remplissant un n-gone régulier
par n n-gones réguliers plus petit, chacun placé au niveau d’un des sommets du grand po-
lygone, de façon à ce que deux petits polygones consécutifs se touchent. On itère ensuite le
processus avec chaque petit polygone.
Calcul du rapport d’homothétie r :
On suppose que le polynôme d’origine est un n-gone régulier de côté 1. Les nouveaux po-
lygones à la génération suivante sont donc de côté r. Deux polygones adjacents se touchent
soit sur un sommet (si 4 ne divise pas n), soit sur un côté. Il faut alors calculer les angles
α1, α2, . . . , α[n4 ] comme sur la figure.

En faisant un peu de géométrie élémentaire, on trouve α1 = 2
n
180◦, α2 = 2 2

n
180◦, etc., puis par

récurrence αk = k 2
n
180◦.

Par conséquent, en projettant les longueurs sur le côté du grand polygône, on obtient

1 = 2

Ö
r +

[n4 ]∑
k=1

r cos(αk)

è
soit

r =
1

2

Ç
1 +

∑[n4 ]
k=1 cos(2k

n
180◦)

å
La dimension vaut alors log(n)

log(r)
.

r
r

r

rr

r

r
1

α3

α2

α1

Mesurer une côte
Lewis Fry Richardson (1881-1953) ; son métier ? Météorologiste !
Un problème : en général, les longueurs des frontières des pays ne sont pas les mêmes

d’une encyclopédie à l’autre ; pourquoi ? Fractales, nous revoilà...
En fonction de l’étalon choisi pour mesurer la longueur d’une côte, on n’obtient pas le

même résultat : plus l’étalon est petit, plus la côte est grande ! Et la longueur de la côte peut
aller jusqu’à l’infini...

Néanmoins, si on trace la courbe qui relie log(périmètre mesuré) en fonction de log(étalon choisi) =
log(1/s) où s est l’échelle (la précision de la règle), on obtient une droite : la pente correspond
à une dimension fractale.

Avec cette méthode, on peut retrouver la dimension fractale de la courbe de Koch.
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La dimension de boîte (Box-counting)

Une dimension pratique à calculer
La dimension de boîte, ou dimension de Minkowski, est la plus pratique à calculer. Elle

permet de calculer des dimensions d’objets non définis par une formule exacte ou de forme
très irrégulière.

Pour la calculer, recouvre l’objet à mesurer par des "cases" (des carrés, ou des boules -ici,
on prendra des carrés) de même diamètre ε, et on essaye d’obtenir des propriétés particulières
lorsque ε tend vers 0.

Comme une suite quelconque n’a pas forcément de limite, on se sert des outils "limite
inférieure" et "limite supérieure" définis de la façon suivante :

Définition 102 (Liminf, limsup). Soit (un)n∈N une suite de réels. On définit la limite infé-
rieure lim inf et la limite supérieure lim sup de la façon suivante :

lim inf un = lim
n→∞

inf
p≥n

up

lim supun = lim
n→∞

sup
p≥n

up

Ces deux quantités sont toujours définies dans R ∪ {−∞,+∞} (ce sont des limites d’une
suite croissante et décroissante respectivement), et on a toujours lim inf un ≤ lim supun. De
plus, la suite (un)n converge vers une limite l ∈ R ∪ {−∞,+∞} si, et seulement si lim inf un =
lim supun = l.

Définition 103 (Dimension de Minkowski). SoitF la fractale à mesurer. SoitN(ε) le nombre
de cases de côté ε nécessaires pour recouvrir F . On définit les dimensions de Minkowski infé-
rieure et supérieure de la façon suivante :

dimlowerbox F = lim inf
ε→0

log(N(ε))

log
Ä

1
ε

ä
dimupperbox F = lim sup

ε→0

log(N(ε))

log
Ä

1
ε

ä
Si les deux dimensions précédentes sont égales, la dimension de Minkowski de S est alors
définie par :

dimbox F = dimlowerbox F = dimupperbox F

Exemples
Définition 104 (Ensemble triadique de Cantor). Pour construire l’ensemble, on prend l’in-

tervalle [0, 1] et on le divise en trois parties égales, puis on retire le tiers central (soit l’intervalle
]1
3
, 2

3
[). Remarquons que les extrémités restent dans l’ensemble. Ensuite, il enlève le tiers cen-

tral de chacun des nouveaux segments et ce indéfiniment. On obtient l’ensemble triadique de
Cantor C(3).
Exercice 3 Calculer les dimensions de Minkowski des objets suivants : un point, l’intervalle
[0, 1], les rationnels dans [0, 1], l’ensemble triadique de Cantor C(3).

Solution de l’exercice 3
. dimbox(point) = 0
. dimbox([0, 1]) = 1
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FIGURE 20 – Construction de l’ensemble de Cantor

. dimbox(Q ∩ [0, 1]) = 1 (Q ∩ [0, 1] est dense dans [0, 1])

. dimbox(C(3)) = log(2)
log(3)

C’est surprenant quand on pense que C(3) est non dénombrable et a une dimension
plus petite que Q ∩ [0, 1]...
Pour calculer la dimension de l’ensemble de Cantor, on prend εn = 1

3n
et on compte

le nombre de segments de longueur εn nécessaire pour recouvrir l’ensemble. Or, à la
génération n de la construction de l’ensemble de Cantor, on dispose de 2n segments
de longueur 1

3n
, et les extrémités de tous ces segments se retrouveront dans l’ensemble

de Cantor. Il y a donc besoin de 3n segments de taille εn pour recouvrir l’ensemble de
Cantor.
On peut donc écrire :

N(εn) = 2n,

puis
log(N(εn))

log
Ä

1
εn

ä =
log(2)

log(3)
.

La dimension de l’ensemble de Cantor est donc log(2)
log(3)

.

Exercice 4 Calculer la dimension de Minkowski de la courbe de Koch.

Solution de l’exercice 4 On peut déjà remarquer que le nombre de côtés de la n-ième génération
dans la construction de la courbe de Koch est 4n−1.

De plus, la partie centrale de la courbe de Koch (à peu près un triangle équilatéral) tient
dans un carré de côté 1

3
.

Avec ε1 = 1
3
, on peut alors recouvrir la courbe avec 3 carrés de taille ε1 : N(1

3
) = 3. En

continuant les calculs, on remarque que N( 1
32

) = 3 · 4, puis N( 1
3n

) = 3 · 4n−1.
On a alors (K est la courbe de Koch) :

dimboxK = lim
n→∞

log
Ä
N( 1

3n
)
ä

log
Ä

1
3n

ä
dimboxK = lim

n→∞

(n− 1) log(4) + log(3)

n log(3)

dimboxK =
log(4)

log(3)
.

On retrouve la même valeur qu’avec la dimension définie pour les fractales autosimilaires.

On peut aussi prouver que la dimension de boîte de Aα = {0} ∪ { 1
nα
, n ≥ 1} pour α > 0 est

dimbox(Aα) = 1
α+1
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La dimension de Hausdorff-Besicovitch

Définition 105 (Mesure de Hausdorff s-dimensionnelle). Soit F l’objet fractal à mesurer.
Pour ε > 0, on dit qu’une partie dénombrable (Ai)i∈N est un ε-recouvrement de F si pour tout
i, diamAi ≤ ε, et

F ⊂
+∞⋃
i=0

Ai.

Si s ≥ 0, on introduit la quantité :

Hs
ε (F ) = inf{

+∞∑
i0

(diamAi)
s, (Ai)i∈N ε-recouvrement de F}.

À s fixé, la fonction ε ∈ R∗+ 7→ Hs
ε (F ) ∈ [0,+∞] est une fonction décroissante de ε, donc elle

admet une limite quand ε tend vers 0 :

Hs(F ) := lim
ε→0

Hs
ε (F ).

Cette limite, éventuellement infinie, est appelée mesure de Hausdorff s-dimensionnelle de F .
On remarque que Hs(F ) est une fonction décroissante de F . De plus, si Hs(F ) est fini pour

un certain s, alors pour tout t < s, H t(F ) = 0 et pour tout t > s, H t(F ) = +∞. Il existe
donc une valeur particulière s séparant les s pour lesquels Hs(F ) = 0 et ceux pour lesquels
Hs(F ) = +∞. Ce nombre est la dimension de Hausdorff.

Définition 106 (Dimension de Hausdorff). On appelle dimension de Hausdorff la quantité
suivante :

dimH(F ) = inf{s,Hs(F ) = 0} = sup{s,Hs(F ) = +∞}.
On ne peut néanmoins pas garantir que, pour s = dimH(F ), la quantité Hs(F ) soit non nulle
ou finie.

Voici quelques propriétés élémentaires :
Exercice 5 Montrer que, si A ⊂ B, dimH(A) ≤ dimH(B).
Montrer que, si A et B sont disjoints, Hs(A tB) = Hs(A) +Hs(B).
Montrer que Hs(λF ) = λsHs(F ).

Solution de l’exercice 5 Vérifications élémentaires.

La dimension de Hausdorff possède des propriétés plus sympathiques que la dimension
de Minkowski, dont notamment :
Exercice 6 La dimension de Hausdorff d’un ensemble dénombrable est nulle.

Solution de l’exercice 6 Soit F = {a0, a1, . . .}. Soit s > 0. Si ε > 0, on peut considérer pour tout i
la boule Ai centrée en ai et de rayon ε

2i
. Les (Ai) forment un ε-recouvrement de F , et

+∞∑
i=0

diamAsi =
∞∑
i=0

Å ε
2i

ãs
= εs

1

1− 1
2s

.

Par conséquent,

Hs
ε (F ) ≤ εs

1

1− 1
2s
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donc
Hs(F ) = lim

ε→0
Hs
ε = 0,

ceci pour tout s > 0.

Exercice 7 Montrer que
dimH

⋃
i≥0

Ai = sup
i≥0

dimH Ai.

Solution de l’exercice 7 On sait déjà : pour tout i,

dimH

⋃
i≥0

Ai ≥ dimH Ai.

Soit s > supi dimH Ai.
Soit ε > 0, δ > 0. Pout tout i, il existe un ε-recouvrement (Ei,j)j de Ai tel que∑

j≥1

diam(Ei,j)
t ≤ δ · 2−i ( car H t(Ai) = 0).

(Ei,j)i,j∈N est alors un ε-recouvrement de
⋃
i≥0Ai et∑

i≥1

∑
j≥1

diam(Ei,j)
t ≤

∑
i

δ2−i = δ.

Donc Hs
ε (
⋃
i≥0Ai) ≤ δ pour tout δ, soit Hs

ε (
⋃
i≥0Ai) = 0. On en déduit que dimH(

⋃
i≥0Ai) ≤ s.

En prenant l’inf sur les s > supi dimH Ai, on obtient le résultat voulu.

On a également le théorème suivant, pour les ensembles autosimilaires :
Théoréme 107. Soit F un ensemble autosimilaire. Soient S1, . . . , Sn des similitudes telles

que

F =
n⊔
i=1

Si(F ).

On suppose les similitudes contractantes, c’est-à-dire que leurs rapports d’homothétie r1, . . . , rn
sont strictement inférieurs à 1. On suppose de plus qu’il existe un ensemble ouvert borné O
tel que

n⋃
i=1

Si(O) ⊂ O.

Alors, si d = dimH(F ),
rd1 + · · ·+ rdn = 1.

La condition étrange "On suppose de plus qu’il existe un ensemble ouvert borné O tel que⋃n
i=1 Si(O) ⊂ O" permet de montrer que, si d est solution de l’équation rd1 + · · · + rdn = 1, la

mesure de Hausdorff d-dimensionnelle de F Hd(F ) est non nulle et finie : 0 < Hd(F ) < +∞.
On ne démontrera pas ce point ici.

En supposant 0 < Hd(F ) < +∞, soit s > 0. Comme les ensembles Si(F ) sont disjoints
deux à deux,

Hs(
n⊔
i=1

Si(F )) =
n∑
i=1

Hs(Si(F )).
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Or
Hs(Si(F )) = rsiH

s(F ),

donc on a la relation :
Hs(F ) = (rs1 + · · ·+ rsn)Hs(F ).

Pour s = d, comme 0 < Hd(F ) < +∞, on obtient la relation voulue.
On peut remarquer que l’on a en fait calculé la dimension de Hausdorff lors du calcul des

dimensions des ensembles autosimilaires.
Comparaison avec la dimension de Minkowski
La dimension de Minkowski peut être vue comme la façon dont on peut recouvrir un en-

semble avec de petits objets de même taille alors que la dimension de Hausdorff considère des
recouvrements par des petits objets de taille variant, peut-être, de manière très significative.

Les dimensions de Minkowski et de Hausdorff sont égales pour de nombreux exemples
de fractales, mais elles ne sont pas égales en général.

Théoréme 108. On a : dimH ≤ dimbox .

Les inégalités peuvent être strictes, comme le montrent les ensembles ci-dessous.
Exercice 8 Calculer la dimension de Hausdorff de Q ∩ [0, 1] et de Aα = {0} ∪ { 1

nα
, n ≥ 1},

comparer avec la dimension de Minkowski.

Solution de l’exercice 8
Q est une union dénombrable de points donc

dimH Q ∩ [0, 1] = 0 < dimboxQ ∩ [0, 1] = 1.

Aα est une union dénombrable de points donc

dimH Aα = 0 < dimboxAα =
1

α + 1
.

Pour montrer cette proposition, nous aurons d’abord besoin de creuser un peu la définition
de la dimension de Minkowski.

Proposition 109. Si F est l’ensemble à mesurer,

dimlowerbox F = inf{s, lim inf
ε→0

N(ε)εs = 0}

et
dimupperbox F = inf{s, lim sup

ε→0
N(ε)εs = 0}.

En effet, soit s > inf{s, lim supε→0N(ε)εs = 0}. Alors pour tout δ > 0, il existe un ε > 0 tel
que pour tout

ε < ε0, N(ε)εs = 0.

Du coup, en passant au logarithme,

log(N(ε)) + s log(ε) < log(δ),

donc
s >

log(δ)− log(N(ε))

log(ε)
.
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Par conséquent,

s > lim sup
ε→0+

log(δ)− log(N(ε))

log(ε)
= lim sup

ε→0+

− log(N(ε))

log(ε)
.

Comme c’est vrai pour tout s > inf{s, lim supε→0N(ε)εs = 0}, on a donc :

inf{s, lim sup
ε→0

N(ε)εs = 0} ≥ lim sup
ε→0+

− log(N(ε))

log(ε)
= dimupperbox F.

Maintenant, soit s < inf{s, lim supε→0N(ε)εs = 0}.
Alors lim supε→0N(ε)εs 6= 0 donc il existe une suite (εj) → 0 et δ > 0 tels que pour tout j,

N(εj)ε
s
j ≥ δ. On a donc :

log(N(εj)) + s log(ε) ≥ log(δ).

Donc
s ≤ lim sup

εj→0

log(N(εj))− log(δ)

log(ε)
≤ lim sup

ε→0

log(N(ε))

log(ε)
= dimupperbox F.

En prenant le sup sur les s < inf{s, lim supε→0N(ε)εs = 0}, on en déduit que

inf{s, lim sup
ε→0

N(ε)εs = 0} ≤ dimupperbox F.

On a bien montré les deux inégalités.
Passons maintenant à la preuve du théorème.
On commence par montrer la relation :

Hs
ε (F ) ≤ N(ε)εs.

En effet, si A1, . . . , AN(ε) sont les boîtes de côté ε qui recouvrent la fractale F , alors elles
forment aussi un ε-recouvrement de F . De plus, on a :

Hs
ε (F ) = inf{

+∞∑
i0

(diamAi)
s, (Ai)i∈N ε-recouvrement de F}

donc

Hs
ε (F ) ≤

N(ε)∑
i=1

(diamAi)
s = N(ε)εs.

Soit maintenant s < dimH(F ). Alors

0 < Hs(F ) = lim
ε→0+

Hs
ε (F ) ≤ lim

ε→0+
N(ε)εs,

soit
log(Hs(F )) ≤ lim

ε→0+
log(N(ε)εs).

Par conséquent, pour tout ε > 0 suffisamment petit,

log(Hs(F ))− 1 < log(N(ε)) + s log(ε).

Ceci se réécrit :

s ≤ − log(N(ε)) + log(Hs(F ))− 1

log(ε)
pour tout ε suffisamment petit.
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On peut donc passer à la limite en ε :

s ≤ lim inf
ε→0+

− log(N(ε)) + log(Hs(F ))− 1

log(ε)
= lim inf

ε→0+

− log(N(ε))

log(ε)
= dimlowerbox F.

En prenant le sup sur les s < dimH(F ), on obtient l’inégalité voulue.
Même si la dimension de Hausdorff a des avantages par rapport à celle de Minkowski,

pour mesurer des objets fractals, on a tendance à utiliser la dimension de Minkowski parce
qu’elle est plus facile à calculer.

En fait, il y a encore d’autres définitions de dimensions, comme la dimension de packing
et la dimension topologique. Mais la dimension de Minkowski et celle de Hausdorff sont les
plus connues et les plus utilisées.

Et pour finir, d’autres jolies fractales !

On s’est jusqu’ici contentés d’objets simples et de fractales autosimilaires, mais il existe en
fait de très nombreux types de fractales.

Julia
Les ensembles de Julia sont obtenus par des itérations du polynôme zn+1 = z2

n + c dans le
plan complexe. On fixe une valeur particulière de c. La frontière de l’ensemble des points z
pour lesquels la suite (zn) est bornée forme l’ensemble de Julia rempli J(c) associé au point c.

Pour certains nombres c, l’ensemble J(c) est connexe, mais pour d’autres valeurs il est
formé de points isolés, donc non connexe.

Mandelbrot
L’ensemble de Mandelbrot est défini à partir des ensembles de Julia de la façon suivante :

M = {c ∈ C, J(c) connexe }

Il a été prouvé que l’ensemble de Mandelbrot pouvait aussi être généré comme suit : on
étudie le comportement de la suite définie par zn+1 = z2

n + c et z0 = 0. Si cette suite est bornée,
on dit que c est dans l’ensemble de Mandelbrot.

Théoréme 110. La frontière de l’ensemble de Mandelbrot a pour dimension de Hausdorff
2.

Maintenant que nous avons calculé plein de dimensions fractales, il serait peut-être temps
de définir ce qu’est un objet fractal... Il existe plusieurs définitions. Sur Wikipédia, on peut lire
notamment : "Une fractale est un objet mathématique, tel une courbe ou une surface, dont la
structure est invariante par changement d’échelle." Ce n’est pas très précis...

En général, on admet trois types de construction pour les fractales : les fractales autosi-
milaires, définies plus haut, les fractales limites, définies à partir d’une relation de récurrence
sur tous les points de l’espace, comme pour l’ensemble de Mandelbrot, et les fractales proba-
bilistes.
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FIGURE 21 – La frontière de l’ensemble de Mandelbrot
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1 mercredi 17 : Qu’est-ce qu’une preuve ?

Si une preuve avait pour vocation de persuader, on pourrait la définir comme "un blabla
informel pour arriver à un consensus". Or, horreur, Matthieu Lequesne a failli nous prouver
de cette manière-là que 1 + 1 = 0 ! On comprend donc que cette première définition naïve
n’est absolument pas adaptée. Plutôt que d’utiliser l’intelligence supposée de l’auditoire, on
voudrait au contraire pouvoir confier la vérification d’une preuve à un opérateur ignorant
qui vérifie étape par étape si des règles symboliques définies préalablement ont été bien utili-
sées, comme l’expliquent les logiciens Bertrand Russell et Alfred Whitehead dans les Principia
mathematica au début du vingtième siècle.

Néanmoins, cela suppose de fixer un certain nombre (fini) de règles à l’avance... peut-on
toujours établir un tel formalisme ? En 1930, Bourbaki propose une première tentative de for-
malisation générale des mathématiques par la théorie des ensembles mais définir le nombre
1 nécessiterait dans ce cas pas moins de quatre millions de livres de 400 pages remplis de
symboles !

Dans les années 1950 apparaissent les premiers ordinateurs et grâce à la correspondance
de Curry-Howard entre preuve et calcul (1958), on peut les utiliser pour faire des preuves.
Actuellement, on dispose par exemple des assistants de preuve actuels HOL-Isabelle et Coq,
qui ont déjà permis de prouver 87 des "100 théorèmes mathématiques les plus importants"
(dont le fameux théorème des quatre couleurs).

Comment se convaincre de la nécessité des preuves formelles ? D’abord parce que cer-
taines démonstrations récentes sont bien trop longues pour que les mathématiciens puissent
les vérifier en se passant de l’outil informatique (par exemple la classification des groupes
simples, qui nécessite plus de 10 000 pages). Ensuite parce que les "assistants de preuve" sont
utilisés également pour la vérification des logiciels ou programmes. Par exemple, on peut
prouver qu’un ascenseur fonctionne correctement si on peut prouver que quelle que soit la
situation, un incident n’arrivera pas.

Sources :
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. Du rêve à la réalité des preuves, Jean-Paul Delahaye, https://interstices.info/
jcms/int_63417/du-reve-a-la-realite-des-preuves

. La vérité et la machine, Benjamin Werner, https://interstices.info/jcms/c_
42623/la-verite-et-la-machine

2 jeudi 18 : Les Olympiades de Mathématiques

jeudi 18 août : la présentation des olympiades par Lucie Wang

Le but de la soirée était de présenter aux élèves les différentes olympiades auxquelles la
France participe, et la démarche à suivre pour pouvoir y participer.

Les compétitions présentées :
En olympiades, il y en a pour tout le monde, comme en témoigne la liste des compétitions

auxquelles il est possible de participer :
. les IMO (International Mathematical Olympiad), la compétition de référence, la plus

ancienne et la plus prestigieuse des olympiades. Elle réunit chaque été des élèves d’une
centaine de pays, qui viennent plancher deux matinées consécutives sur six problèmes
de type olympique.

. les BMO (Balkan Mathematical Olympiad), une version régionale des IMO à laquelle
la France participe en tant que pays invité. À la différence des IMO, le format des
épreuves aux BMO est d’une matinée avec quatre exercices à résoudre.

. les JBMO (Junior Balkan Mathematical Olympiad), olympiade ouverte aux plus jeunes
(moins de 15 ans et demi le jour de l’épreuve, habituellement en juin), sur le môme
format que les BMO.

. les EGMO (European Girls Mathematical Olympiad), création récente. Il s’agit d’une
olympiade 100% féminine, les délégations nationales étant composées de quatre filles.
L’idée capitale est d’encourager davantage les filles à faire des mathématiques à un
niveau avancé, dans un milieu où les inégalités de représentation se font malheureuse-
ment toujours sentir.

. le RMM (Romanian Master of Mathematics), compétition réservée à une vingtaine de
pays seulement dans le monde, se déroulant chaque année en Roumanie.

. le MYMC (Mediterranean Youth Mathematical Championship), compétition en équipe
très différente des olympiades, organisée en Italie pour les pays du bassin méditerra-
néen. Les délégations, constituées de deux garçons et deux filles, s’affrontent dans la
résolution de problèmes appelant à la malice des participants plutôt qu’à des preuves
formelles, contrairement aux olympiades.

La démarche à suivre pour y participer :
L’OFM (Olympiade Française de Mathématiques) est la préparation française à toutes les

compétitions mentionnées ci-dessus. Elle se fait par correspondance, avec des envois men-
suels, i.e. des feuilles d’exercices à faire et à renvoyer. Cette préparation est complétée par un
stage pendant les vacances d’hiver, ainsi que quelques tests au cours de l’année qui visent à sé-
lectionner les équipes pour les différentes olympiades. Pour y participer, rien de plus simple :
il suffit de s’inscrire en ligne au test d’entrée qui a lieu chaque année début octobre !
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En complément à l’OFM, il existe des clubs de mathématiques dans différentes villes. Ras-
semblant matheux et matheuses de France et de Navarre, ils donnent un cadre extra-scolaire
pour suivre des cours régulièrement, afin de préparer aux olympiades, mais pas que. Pour ne
citer que les principaux, il existe :

. le club de Parimaths

. le club de mathématiques de Lyon

. le cercle Sofia Kovalevskaïa à Toulouse

. le cercle mathématique à Strasbourg.

Quoi qu’il en soit, l’adresse à retenir : celle du site d’Animath (www.animath.fr), pour
les informations relatives aux olympiades et aux clubs, comme pour l’inscription au test d’en-
trée de l’OFM.

3 dimanche 21 : TFJM2

Cette conférence de présentation du TFJM2 (Tournoi français des jeunes mathématiciennes
et mathématicens) était destinée à proposer aux stagiaires une approche assez différente des
mathématiques : plus axée sur la recherche.

Le tournoi existe depuis 2011, il a débuté à l’Université Paris-Sud, organisé par Animath. Il
était alors conçu comme la branche française de la compétition internationale “International
Tournament of Young Mathematicians” (ITYM), crée pour sa part en 2009. Le TFJM2 s’est
développé en 5 ans et compte aujourd’hui une phase de sélection régionale organisée à à
Lille, Lyon, Paris, Rennes, Strasbourg et Toulouse suivie d’une finale organisée à Palaiseau
suur le campus de l’École polytechnique.

Il s’agit d’une compétition destinée aux élèves de lycée mais la présence d’un collégien
motivé dans une équipe n’est en aucun cas un prooblème. Le TFJM2 de distingue des autres
compétitions mathématiques en proposant des problèmes ouverts qui n’admettent pas, à la
connaissance du jury, de solution complète, et qui sont cherchés en équipes. Ces dernières pos-
sèdent des encadrants qui sont destinés à éviter les sorties de piste, coordonner les recherches
et fournir aux participants les connaissances théoriques dont ils poourraient avoir besoin.

Le tournoi en lui-même compte une phase en temps libre dédiée à la recherche et à la
rédaction : elle commence en décembre-janvier pour s’achever une semaine avant les tournois
régionaux, en avril. Et ensuite, une phase de présentation des résultats qui a lieu pendant deux
jours lors du tournoi (régional comme national). Les tournois régionaux et la finale utilisent
la même liste de problèmes.

Ces problèmes sont innhabituels pour les élèves et leur donnent une première approche de
la recherche : traiter les petits cas, faire des essais, conjecturer, faire preuve d’esprit critique,
etc. Les questions abordées recoupent les domaines de théorie des nombres, algèbre, analyse,
combinatoire et géométrie.

Pour illustrer le déroulement du TFJM2, les élèves ont eu droit à un tour blanc fait par
d’anciens participants. Ils ont même pu poser leurs questions aux différents acteurs pour se
mettre dans la peau du jury.

Pour plus d’informations, le site officiel http://www.tfjm.org/
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4 lundi 22 : Tresses et treillis

Tresses et treillis

Vincent Jugé

Stage Animath 2016

22/08/2016
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Tresses positives et permutations

Qu’est-ce qu’une tresse positive ?
1 Une tresse avec uniquement des échanges de la forme σi

3 7 3

Qu’est-ce qu’une permutation ?

2 Une tresse où l’on ne sait pas quel brin passe au premier plan
pσi “ σ´1

i q
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Divisibilité et tresses positives

Divisibilité dans les entiers positifs ou nuls : a | b
Un entier a divise un entier b si et seulement s’il existe un entier c tel que
b “ aˆ c .

3 | 12, 2 | 14, 7 | 0 et 0 | 0 mais 4 - 7

Divisibilité dans les tresses positives : α ď β et β ě α

1 Une tresse α divise une tresse β à gauche si et seulement s’il existe
une tresse γ telle que β “ αˆ γ.

2 Une tresse α divise une tresse β à droite si et seulement s’il existe
une tresse γ telle que β “ γ ˆ α.

σ1 ď σ1σ2σ1, σ1 ď σ2σ1σ2, σ1σ2σ1 ě σ1 et σ2 ď σ2σ1 mais σ1 ę σ2σ1
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Diagrammes de divisibilité : PGCD et PPCM

Dans les entiers naturels : PGCDp4, 7q “ 1 et PPCMp3, 5q “ 15

1

2 3 5 7 . . .

4 6 9 10 15 25 . . .

0
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Diagrammes de divisibilité : PGCD et PPCM

Dans les tresses positives à 4 brins (division à gauche) :
PGCDpσ1σ3σ2, σ3σ3q “ σ3 et PPCMpσ1, σ2q “ σ1σ2σ1

ε

σ1 σ2 σ3

σ1σ1 σ1σ2 σ1σ3 σ2σ1 σ2σ2 σ2σ3 σ3σ2 σ3σ3

σ1σ3σ2 σ1σ2σ1 σ2σ1σ3 σ2σ3σ2 σ3σ2σ1 . . .
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Montrer qu’il existe des PGCD et de PPCM : tresses simples

Que sont les tresses simples ?
Les tresses dont deux brins ne se croisent jamais deux fois.

ε σ1 σ2 σ1σ2 σ2σ1 σ1σ2σ1

L’ensemble des tresses simples est :

1 clos par division à gauche et à droite.
2 en bijection avec les permutations.

1
2
3
4

1
2
3
4
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Divisibilité des tresses simples
Pour chaque tresse simple β, on note Lpβq l’ensemble

tpi , jq : i ă j ,briniÑ croise brinÑju.

Théorème
Pour toutes les tresses simples β et γ, on a β ď γ ssi Lpβq Ď Lpγq.

ď
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Comment obtenir des PGCD et des PPCM ? 1/3
S’il vous plaît . . . dessine-moi un Lpβq
Un ensemble S est de la forme Lpβq si et seulement si

pi , jq P S et pj , kq P Sñ pi , kq P S, et
pi , jq P S et i ă k ă j ñ pi , kq P S ou pk , jq P S.

1 Choisir un pi , i ` 1q dans S

et le supprimer.

2 Échanger les i et les i ` 1.
3 Construire une tresse γ par récurrence sur |S|.
4 On a S “ Lpσiγq !

S “ tp1, 2q, p1, 4q, p3, 4quS1 “ tp1, 4q, p3, 4quS2 “ tp2, 4q, p3, 4quS2 “ tp2, 4q, p3, 4quS “ tp1, 2q, p1, 4q, p3, 4qu
Bonus :

σi ď β ssi pi , i ` 1q P Lpβq

Vincent Jugé (Stage Animath 2016) Tresses et treillis
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Comment obtenir des PGCD et des PPCM ? 2/3
Des PGCD et des PPCM pour les tresses simples

1 Les tresses simples ont des PPCM.

:
LpPPCMpβ, γqq “ clpLpβq Y Lpγqq.

2 Les tresses simples ont des PGCD :
PGCDpβ, γq “ PPCMptδ | δ ď β et δ ď γuq.

_ “

p3, 4q

p2, 4q

p1, 2q

p3, 4q

p2, 4q

p1, 4q

p1, 2qε

β

γ
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1 Présentation

Une muraille de 142 exercices était affichée dans la bibliothèque - la plus petite des cinq
salles à notre disposition. Les exercices 1 à 42 sont de niveau 1, 43 à 96 de niveau 2, 97 et
au-delà de niveau 3. Un exercice est décoré de n étoiles lorsqu’il est resté sans solution à la
muraille de n stages.

Les élèves du groupe A cherchent les exercices de niveau 1 (ou au dessus). Les élèves du
groupe B, les exercices de niveau 2 et les exercices étoilés de niveau 1 (ou au dessus). Les
élèves du groupe C, ceux de niveau 3 et ceux étoilés de niveau 2 (ou au dessus). Les élèves
du groupe D, ceux de niveau 3. Certains exercices ont été résolus avant la constitution des
groupes lundi soir.

Une fois un exercice résolu, la solution doit etre rédigée et donnée à une animatrice ou un
animateur. La première solution correcte d’un exercice est reproduite dans ce polycopié. Il est
possible de résoudre les exercices à plusieurs. Le but est d’avoir tout résolu à la fin du stage !

Tous les deux exercices résolus (individuellement ou bien par équipe d’au plus deux per-
sonnes), une glace est offerte. La distribution des glaces a été retardée car les premiers jours
nous n’avions pas accès au frigidaire. A la fin du stage, quatre Grands Prix Mystère seront
décernés aux quatre élèves ayant obtenu le plus de points en résolvant des exercices de la mu-
raille, dans chacun des quatre groupes A, B, C, D. Un autre Grand Prix Mystère est décerné à
l’équipe (constituée d’au moins deux élèves et d’au plus quatre élèves) ayant obtenu le plus
de points en résolvant des exercices de la muraille.

Barème : un exercice à x étoiles résolu rapporte x+1 points (sauf pour les élèves du groupe
B qui résolvent des exercices étoilés de niveau 1 et les élèves du groupe C qui résolvent des
exercices étoilés de niveau 2, pour lesquels un exercice à x étoiles rapporte x points).

2 Énoncés

Exercice 1 Montrer que pour tout entier n ≥ 1, 32n − 2n est divisible par 7.
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Exercice 2 Soient a et b deux entiers relatifs non nuls tels que les fractions a
600

et b
700

soient
deux fractions irréductibles. Quel est le plus petit dénominateur possible de la fraction 7a+6b

4200
?

Exercice 3 (?) Soit ABC un triangle équilatéral et P un point à l’intérieur de ce triangle.
Soient D,E et F les pieds des perpendiculaires de P sur [BC], [CA] et [AB] respectivement.
Montrer que :

1. AF +BD + CE = AE +BF + CD et que

2. |APF |+ |BPD|+ |CPE| = |APE|+ |BPF |+ |CPD|,
où |XY Z| désigne l’aire du triangle XY Z.

Exercice 4 Soient x, y deux entiers relatifs et p un nombre premier. Montrer que si l’on a
x ≡ y [p] , alors on a xp ≡ yp [p2].

Exercice 5 Sofia dépose des grains de riz sur les cases d’un échiquier 8× 8 de telle sorte
qu’il y ait au plus un grain de riz sur chacune des 64 cases. Déterminer le nombre maximum
de grains de riz qu’elle peut placer de la sorte sans qu’il n’y ait plus de 4 grains de riz sur une
même ligne, sur une même colonne ou sur une même diagonale.

Exercice 6 On se donne 7 entiers, deux à deux distincts, strictement positifs, dont la
somme vaut 100. Montrer que l’on peut en trouver trois dont la somme est au moins 50.

Exercice 7 Dans la pièce du milieu, 2016 torches sont entreposées, toutes éteintes. C’est
alors que Llawgad débarque, et décide de s’amuser avec. Alors, exubérant comme un gamin
des rues, il commence par allumer toutes les torches. Puis il éteint les torches de numéro pair.
Puis il change l’état de toutes les torches portant un numéro multiple de 3, puis de toutes
celles au numéro multiple de 4, et ainsi de suite jusqu’à changer l’état de toutes les lampes de
numéro multiple de 2016. À la fin de son massacre, quelles lampes seront encore allumées ?

Exercice 8 (?) Trouver tous les entiers relatifs x et y tels que

x2y + 7x = x2 + 3xy + 3y + 4.

Exercice 9 Les nombres de 1 à n sont écrits au tableau. À chaque étape, on choisit deux
nombres a et b distincts du tableau, on les efface puis on les remplace par ab + a + b, et on
réitère ce processus. Quel sera le dernier nombre écrit au tableau ?

Exercice 10 (???) Soit [EF ] un segment inclus dans le segment [BC] tel que le demi-cercle
de diamètre [EF ] est tangent à [AB] en Q et à [AC] en P . Prouver que le point d’intersection
K des droites (EP ) et (FQ) appartient à la hauteur issue de A du triangle ABC.

Exercice 11 Soient a et b deux nombres réels et f la fonction de R dans R qui à x associe
x2 + ax + b. On suppose qu’il existe un réel t tel que f(t) = f(f(f(t))) = 0. Montrer que
f(0)× f(1) = 0.

Exercice 12 Combien y a-t-il d’entiers positifs n tels que

n2016

n− 2016

soit un nombre entier ?
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Exercice 13 (?) Soit ABC un triangle. Soit I un point du segment [AB]. Montrer que la
droite (CI) est la bissectrice intérieure issue de C si et seulement si CA/CB = IA/IB.

Exercice 14 (??) Montrer que
√

2 +
√

5 +
√

13 est irrationnel.

Exercice 15 (?) Montrer que tous les termes de la suite (an) définie para1 = a2 = a3 = 1

an+1 = 1+an−1an
an−2

sont des entiers.

Exercice 16 On considère 101 points, placés à l’intérieur d’un carré 10×10. Montrer qu’il
existe un triangle parmi les 101 points avec une aire inférieure ou égale à 1.

Exercice 17 (?) Existe-t-il une suite (un)n≥1 d’entiers naturels non nuls telle que pour tous
entiers m,n ≥ 1 un et um sont premiers entre eux si et seulement si |n−m| = 1 ?

Exercice 18 Soit ABC un triangle isocèle en A et D le pied de la bissectrice intérieure
issue de B. On suppose que BC = AD +DB. Combien vaut ÷BAC ?

Exercice 19 20 enfants sont attendus par leurs grands-pères à la sortie de l’école primaire.
On suppose que deux enfants quelconques choisis parmi les 20 ont au moins un grand-père
en commun. Montrer qu’il y a au moins un grand-père qui attend au moins 14 de ses petits-
enfants.

Exercice 20 (??) Trouver les entiers naturels n tels que n4 + 4n soit premier.

Exercice 21 Athalie et Bérénice jouent à un jeu. Elles prennent un cube, et tour à tour,
elles en choisissent trois arêtes qu’elles colorient (Athalie en rouge, Bérénice en bleu). Le but
de chaque joueuse est de colorier avant l’autre quatre arêtes d’une même face.

Athalie commence. A-t-elle une stratégie gagnante ?

Exercice 22 (???) Trouver les entiers strictement positifs a et b tels que a2b+1b−1
a+1

et baa+1
b−1

soient des entiers.

Exercice 23 Matthieu fabrique des puzzles de forme carrée. Malheureusement, il ne
sait découper que des pièces carrées. Pour chaque puzzle, il prépare une boîte contenant les
pièces nécessaires à la reconstitution du puzzle, et sur chaque boîte, il indique le nombre de
pièces qu’elle contient.

Quel est l’ensemble des nombres qu’on peut lire sur les boîtes ?

Exercice 24 (???) Soient m,n des entiers positifs. À quelle condition existe-t-il un entier
positifN tel que pour tout entier r ≥ N il existe deux entiers positifs a et b tels que r = am+bn ?
Estimer la valeur minimale de N aussi précisément que possible.

Exercice 25 SoitABCD,ECGF deux carrés tels queB,C,G sont alignés etA,D,E, F sont
du même côté de la droite (BC). Soit M l’autre point d’intersection des cercles circonscrits à
ABCD et à ECGF .

Donner une autre construction du point M , n’utilisant qu’une règle non graduée.

Exercice 26 Quel est le reste de la division euclidienne de 201620172018 par 11 ?

Exercice 27 Alice et Bob jouent au jeu suivant : Alice part du nombre 2 et les joueurs
jouent chacun leur tour. A chaque tour, en notant n le nombre atteint par le joueur précédent,
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on ajoute un nombre m tel que m divise n, m 6= n, et m + n ≤ 2016. Le premier joueur à ne
plus pouvoir jouer a perdu. Quel joueur peut s’assurer la victoire ?

Exercice 28 (????) Soit ABC un triangle isocèle en C. On considère un point P sur le cercle
circonscrit au triangle ABC situé entre A et B (et P n’est pas du même côté que C par rapport
à la droite (AB)). Soit D un point de la droite (PB) tel que les droites (CD) et (PB) soient
perpendiculaires. Prouver que

PA+ PB = 2 · PD.

Exercice 29 (????) Soient x, y > 0, et soit s = min(x, y+ 1
x
, 1
y
). Quelle est la valeur maximale

possible de s ? Pour quels x, y est-elle atteinte ?

Exercice 30 Soit f : R 7→ R une fonction telle que f(x+ y) ≥ f(xy) pour tous les réels x,
y. Montrer que f est constante.

Exercice 31 Soit ABC un triangle isocèle en B, puis F un point sur la bissectrice de ÷ABC
tel que (AF ) soit parallèle à (BC). Enfin, soit E le milieu de [BC], et soit D le symétrique de
A par rapport à F . Calculer le rapport des distances EF/BD.

Exercice 32 (????) Soit P = A1 . . . A2n un 2n−gone convexe dans le plan. Soit P un point
intérieur à P , non situé sur une diagonale. Prouver que P est contenu dans un nombre pair
de triangles à sommets parmi les Ai.

Exercice 33 On écrit dans l’ordre croissant l’ensemble des entiers naturels dont l’écri-
ture en base 10 ne comprend que les chiffres 2, 0, 1 et 6. Par exemple, cette suite commence
par 0, 1, 2, 6, 10, 11, 12, . . .. En quelle position se trouve l’entier 2016 ? Quel entier se trouve en
2016ème position ?

Exercice 34 On divise la figure

en morceaux de forme et .

Combien a-t-on utilisé de morceaux de forme ?

Exercice 35 Alice a dessiné quatre pentagones, comme ci-dessous, puis a placé chacun
des entiers 1, 2, . . . , 20 sur un sommet d’un des pentagones, de manière à ce que deux entiers
distincts soient placés en deux sommets distincts. Montrer qu’il existe nécessairement deux
entiers i et j placés en deux sommets voisins l’un de l’autre et tels que |i− j| ≥ 4.

Par exemple, dans le cas ci-dessous, les entiers 1 et 5 sont placés en deux sommets voisins,
et on a bien |1− 5| ≥ 4.

1

13

14

8

5 2

3

19

11

4 6

9

7

12

20 15

10

16

18

17
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Exercice 36 Soit ABC un triangle, I le centre du cercle inscrit dans ABC, D le pied de
la hauteur de ABI issue de B, et E le pied de la hauteur de BCI issue de B. Montrer que
AB = BC si et seulement si BD = BE.

Exercice 37 (????) Soit ABC un triangle isocèle en A tel que ÷BAC < 60◦. Les points D et E
sont des points du côté [AC] tels que EB = ED et ÷ABD = ÷CBE. Soit O le point d’intersection
des bissectrices des angles ÷BDC and ÷ACB. Trouver la valeur de l’angle ÷COD.

Exercice 38 (????) Trouver tous les entiers positifs a, b, c tels que

2a3b + 9 = c2.

Exercice 39 (????) Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus. On note Γ son
cercle circonscrit. On suppose que La tangente en A à Γ coupe la droite (BC) en un point P .
Soit M le milieu de [AP ] et soit R le deuxième point d’intersection de la droite (BM) avec le
cercle Γ. La droite (PR) recoupe le cercle Γ en S.

Prouver que les droites (AP ) et (CS) sont parallèles.

Exercice 40 À Mathland, deux villes sont toujours reliées soit par avion soit par bateau.
Montrer qu’il est possible de choisir un moyen de transport qui permette d’aller de n’importe
quelle ville à n’importe quelle autre (éventuellement avec des escales).

Exercice 41 On considère un damier carré de côté 2n+ 1. Montrer qu’il est impossible de
trouver un chemin passant une unique fois sur chaque case (qui emprunte les côtés des petits
carrés) et finissant sur la case initiale.

Exercice 42 Combien vaut la fraction continue 1 +
1

2 +
1

2 +
1

· · ·

?

Exercice 43 (?) Existe-t-il un triangle rectangle ayant des côtés de longueur rationnelle et
dont l’aire vaut 1 ?

Exercice 44 (?) Soit P la parabole d’équation y = x2. Trouver une condition nécessaire et
suffisante pour que des points de P d’abscisse a, b, c et d soient cocycliques.

Exercice 45 (??) Pour quels entiers n ≥ 1 existe-t-il une bijection

σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n},

de sorte que |σ(i)− i| 6= |σ(j)− j| si i 6= j ?

Exercice 46 (???) Considérons un triangle ABC tel que AB = BC et ÷ABC = 80◦. Soit P le
point de l’intérieur de ABC tel que ÷PAC = 40◦ et ÷PCA = 30◦. Calculer l’angle ÷BPC.

Exercice 47 Quel est l’entier n minimal tel que, si on place n points sur le réseau
hexagonal, il existe forcément deux de ces points dont le milieu est sur le réseau hexagonal ?

Exercice 48 (???) On considère un triangle acutangle ABC avec “A = 60◦. Déterminer les
points M ∈ (AB) et N ∈ (AC) qui minimisent la somme

|CM |+ |MN |+ |BN |.
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Exercice 49 (?) Soit P un point de l’espace et r > 0. Montrer qu’il existe 8 sphères
disjointes de même rayon r qui cachent le point P , c’est-à-dire que toute demi-droite issue de
P rencontre au moins l’une des sphères. On supposera que les centres des sphères sont tous à
des distances > r de P .

Exercice 50 (?) Parmi les quadrilatères de côtés a,b,c,d caractériser géométriquement celui
qui a la plus grande aire.

Exercice 51 Achille et Briséis ont un tas de 2n + 1 jetons. Tour à tour, ils peuvent en
retirer un nombre au choix entre 1 et 2k+ 1, et ce jusqu’à épuisement du tas. Le but de chaque
joueur est de finir en ayant retiré, en tout, un nombre pair de jetons.

Achille commence. A-t-il une stratégie gagnante ?

Exercice 52 (?) Soit P un point à l’intérieur d’un cercle de rayon R, d une droite passant
par P et d′ la perpendiculaire à d en P . On fait tourner les droites d et d′ d’un angle φ autour
de P . Montrer que quelle que soit la position du point P , l’aire balayée par d et d′ à l’intérieur
du cercle (qui a la forme d’une croix) vaudra πR2 4φ

360
.

Exercice 53 (??) Trouver toutes les fonctions f : R→ R telles que pour tous réels x, y, z, t,

(f(x) + f(y))(f(z) + f(t)) = f(xz + yt) + f(xt− yz).

Exercice 54 (???) Soit ABC un triangle, D le milieu de [AB], M le milieu de [CD]. On
suppose que les droites (BM) et (AC) sont sécantes, en un point que l’on nomme N . Enfin,
soit Γ le cercle circonscrit au triangle BCN . Montrer que AB est tangente à Γ si et seulement
si

BM

MN
=

(BC)2

(BN)2
.

Exercice 55 Sophie choisit au hasard un polynôme P dont tous les coefficients sont des
entiers naturels. Thomas a le droit de demander à Sophie la valeur prise par P en un nombre a
donné, puis, en tenant éventuellement compte de la première réponse de Sophie, en un autre
nombre b. Thomas doit ensuite deviner le polynôme P . Comment faire ?

Exercice 56 Peut-on trouver deux rationnels a et b tels qu’un carré de côté a ait même
aire qu’un triangle équilatéral de côté b ?

Exercice 57 (?) Alice et Bob sont complices et opposés à Eve. Dans une salle est disposé un
échiquier avec sur chaque case une pièce de monnaie en position pile ou face. Au départ, seuls
Eve et Bob sont dans la pièce ; ce dernier observe Eve retourner l’une des pièces. Ensuite, Eve
s’en va et Bob a le droit de retourner au plus une pièce avant de partir lui aussi. Finalement,
Alice entre dans la salle. Elle observe l’échiquier et doit déterminer la pièce retournée par
Eve. Expliquer comment Alice et Bob peuvent se concerter à l’avance pour qu’Alice retrouve
à coup sûr la pièce retournée par Eve.

Exercice 58 (??) Soit ABC un triangle rectangle isocèle en C, D et E des points de [AC]
et [BC] tels que CE = CD. Les perpendiculaires à (AE) passant par D et C coupent (AB)
respectivement en K et L. Montrer que KL = LB.
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Exercice 59 (??) Démontrer que pour tout nombre réel x ∈]0, π/2[ on a l’inégalité suivante :Ç
1 +

1

cos10(x)

åÇ
1 +

1

sin10(x)

å
≥ 1089.

Exercice 60 (?) On considère n entiers a1, . . . an dans {1, . . . 2015} tels que le ppcm de deux
d’entre eux est toujours > 2015. Montrer que

1

a1

+ · · ·+ 1

an
< 2.

Exercice 61 (??) Déterminer tous les couples de polynômes non constants P et Q unitaires,
de degré n et admettant n racines positives ou nulles (non nécessairement distinctes) tels que

P (x)−Q(x) = 1.

Exercice 62 Dans un royaume, il y a n villages et n puits (non alignés). Le prince doit
attribuer à chaque village son puit, en vérifiant que le segment reliant chaque village à son
puit n’en croise pas d’autres. Montrer que le prince peut réussir.

Exercice 63 (??) On se donne un nombre entier n > 1. Deux joueurs R et B colorient tour
à tour des points sur un cercle, R coloriant en rouge et B en bleu. Une fois que chacun a placé
n points, le jeu s’arrête, et chaque joueur cherche sur le cercle l’arc de cercle le plus long ayant
pour extrémités des points de sa couleur, et ne contenant aucun autre point coloré. Le joueur
dont l’arc de cercle sélectionné est le plus long gagne (s’ils sont de même longueur, ou bien
s’il n’y a aucun tel arc, on dit que la partie est nulle). L’un des deux joueurs a-t-il une stratégie
gagnante ?

Exercice 64 (??) Pour chaque nombre premier p, trouver le plus grand entier k tel que (p!)k

divise (p2)!.

Exercice 65 (??) Soit a1, a2, . . . une suite infinie strictement croissante d’entiers naturels
telle que pour tout n, le terme an soit égal soit à la moyenne arithmétique, soit à la moyenne
géométrique des deux termes an−1 et an+1. Cette suite est-elle nécessairement toujours arith-
métique ou toujours géométrique à partir d’un certain rang ?

Exercice 66 (??) On partitionne un carré en un nombre fini (supérieur à 2) de rectangles de
côtés parallèles aux côtés du carré. Parmi les segments joignant les centres de deux rectangles
de la partition, en existe-t-il toujours un n’intersectant aucun autre rectangle ?

Exercice 67 Soit ABCD un carré et soient P,Q des points sur les segments [AB], [BC]
tels que AP = BQ.

À l’aide d’une règle non graduée, construire la perpendiculaire à (PQ) passant par D.

Exercice 68 (?) Soit x0, x1, x2, . . . une suite de nombres réels. On dit que la suite x0, x1, . . .
est convexe si :

xn−1 + xn+1

2
≥ xn pour tout entier n ≥ 0
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et qu’elle est log-convexe si :

xn+1xn−1 ≥ x2
n pour tout entier n ≥ 0

On suppose que pour tout nombre réel a > 0, la suite x0, ax1, a
2x2

2, a
3x3

3, . . . est convexe. Prou-
ver que la suite x0, x1, . . . est log-convexe.

Exercice 69 (?) Soient a, b et c les longueurs des côté d’un triangle. Montrer que

a2b (a− b) + b2c (b− c) + c2a (c− a) > 0

Quel est le cas d’égalité ?

Exercice 70 (?) Soit ABC un triangle équilatéral de côté a et P un point à l’intérieur de ce
triangle. On construit un triangle XY Z de côtés de longueur PA, PB et PC et on note F son
point de Fermat. Montrer que FX + FY + FZ = a.

Exercice 71 (???) Une droite passant par un point A coupe un cercle C en B et C. On
suppose que B est situé entre A et C. Les deux tangentes à C passant par A sont tangentes à C
en S et en T . On note P le point d’intersection de (ST ) et (AC). Montrer que AP

PC
= 2AB

BC

Exercice 72 (??) Trouver toutes les fonctions f de N dans N telles que pour tous entiers
m,n ≥ 0 on ait

f(m+ f(n)) = f(f(m)) + f(n).

Exercice 73 On considère l’ensemble {1, 2, . . . , n} dans lequel on choisit un sous-ensemble
X . On choisit ensuite un sous-ensemble Y de X ainsi qu’un sous-ensemble Z du complémen-
taire de X . Combient y a-t-il de choix possibles de triplets (X, Y, Z) ?

Exercice 74 (???) Soit ABC un triangle dont le cercle inscrit est noté ω. Soient I le centre
de ω et P un point tel que les droites (PI) et (BC) soient perpendiculaires et les droites (PA)
et (BC) parallèles. Soient finalement Q et R deux points tels que Q ∈ (AB), R ∈ (AC), les
droites (QR) et (BC) soient parallèles et finalement (QR) soit tangente à ω.

Prouver que ÷QPB = ÷CPR.

Exercice 75 Un carreleur a des carreaux de taille 2 × 1 (ou 1 × 2) de deux couleurs
différentes. De combien de manières possibles peut-il carreler un rectangle de taille 2× n ?

Exercice 76 On trace un grand triangle ABC, et on le pave avec des triangles. On
étiquette ensuite les sommets créés de la façon suivante : à chaque sommet appartenant au
côté [AB] du grand triangle est attribuée une lettre, A ou B ; à chaque sommet appartenant au
côté [BC] du grand triangle est attribué un B ou un C ; à chaque sommet appartenant au côté
[CA] du grand triangle est attribué un C ou un A. On étiquette les sommets situés strictement
à l’intérieur du grand triangle avec un A, un B ou un C au choix.

Montrer qu’on peut trouver un triangle (hormis le grand triangle) étiqueté ABC.

Exercice 77 (???) Trouver tous les polynômes P (x) à coefficients réels tels que

xP
Åy
x

ã
+ yP

Ç
x

y

å
= x+ y

pour tous nombres réels non nuls x, y.
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Exercice 78 Existe-t-il une suite d’entiers (un)n∈N? strictement croissante telle que pour
tous entiers naturels n,m on ait un×m = un + um ?

Exercice 79 (???) Trouver tous les nombres premiers p, q tels que p2 − pq − q3 = 1.

Exercice 80 Montrer que pour tous a, b, c réels strictement positifs on a :

(a+ 2b+ 3c)2

a2 + 2b2 + 3c2
≤ 6

.

Exercice 81 (?) Trouver tous les polynômes P à coefficients réels tels que, pour tout n ∈ N,
il existe un rationnel r tel que P (r) = n.

Exercice 82 (??) Soit (xn)n≥0 une suite de nombre réels telle que pour tout entier positif
n ≥ 0 on ait

n∑
i=0

x3
i =

(
n∑
i=0

xi

)2

.

Montrer que pour tout entier n ≥ 0, il existe un entier m ≥ 0 tel que

n∑
i=0

xi =
m(m+ 1)

2
.

Exercice 83 (?) Montrer que pour tous réels strictement positifs x, y et z,

x

x+ 2y + 3z
+

y

y + 2z + 3x
+

z

z + 2x+ 3y
≥ 1

2

Exercice 84 (???) Trouver tous les couples (p, n), où p est un nombre premier et n un entier
strictement positif, tels que pn divise (p− 1)! + 1.

Exercice 85 (??) On définit une suite un ainsi : u1 et u2 sont des entiers entre 1 et 10000 (au
sens large), et uk+1 est la plus petite valeur absolue des différences deux à deux des termes
précédents. Montrer que u21 = 0.

Exercice 86 (?) Soit ABC un triangle acutangle, avec AC > BC. On note H son ortho-
centre, O le centre de son cercle circonscrit et M le milieu de [AC]. Soit F le pied de la hauteur
issue de C, et P le symétrique de A par rapport à F . On note X l’intersection de (PH) avec
(BC), Y l’intersection de (FX) avec (OM), et Z l’intersection de (OF ) avec (AC). Montrer
que F,M, Y et Z sont cocycliques.

Exercice 87 Deux amis A et B s’envoient des messages chiffrés de la façon suivante :
. Ils fixent ensemble un grand nombre premier p > 2.
. Chacun de leur côté, A choisit un nombre a, 1 < a < p− 1 premier à p− 1, tandis que B choisit

nombre b, 1 < b < p− 1 premier à p− 1.
. A calcule l’inverse â de a modulo p− 1 et B calcule l’inverse b̂ de b modulo p− 1.
. A choisit un message m (un nombre modulo p) à envoyer à B.
. A calcule m1 = ma et l’envoie à B.
. B calcule m2 = (m1)

b et l’envoie en retour à A.
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. A calcule m3 = (m2)
â et l’envoie encore une fois à B.

. B calcule m4 = (m3)̂
b.

Montrer que le nombre m4 obtenu par B correspond bien au message m envoyé par A et
expliquer pourquoi un observateur extérieur, même s’il arrive à intercepter les messages, aura
du mal à retrouver m.

Exercice 88 Soit n un entier. Calculer la sommeú
n+ 1

2

ü
+

ú
n+ 2

4

ü
+

ú
n+ 4

8

ü
+ . . .

Exercice 89 (???) On considère un cercle C1 du plan, d’équation (x − 4)2 + y2 = 1, ainsi
qu’une droite l de pente positive qui passe par l’origine et qui est tangente à C1 en P1. Le cercle
C2 est tangent à l’axe des abscisse en P2, passe par P1 et son centre appartient à l.

Le cercle C3 est tangent à l en P3, passe par P2 et son centre appartient à l’axe des abscisses.
Le cercle C4 est tangent à l’axe des abscisses en P4, passe par P3 et son centre appartient à l.

On construit de la même manière les cercles C5, C6, etc. Pour n ≥ 1, on note Sn l’aire du
cercle Cn.

Lorsque N tend vers l’infini, vers quoi converge la somme
N∑
n=1

Sn ?

Exercice 90 Déterminer toutes les applications f : N→ N telles que f(1) > 0 et pour tout
(m,n) ∈ N2, on ait

f(m2 + n2) = f(m)2 + f(n)2

Exercice 91 (??) Al et Xandre communiquent via un réseau peu fiable : lorsqu’Al envoie
un message de n caractères, Xandre reçoit k d’entre eux (dans le même ordre). Sachant que
tant que certaines sous-suites du message original ne sont pas sorties, le réseau ne renvoie
pas une sous-suite déjà obtenue par Xandre, combien de fois Al doit-il envoyer son message
(dont tous les caractères sont distincts) pour être sûr que Xandre puisse le décoder ?

Exercice 92 On se donne un certain nombre de polynômes unitaires de degré 2 de
même discriminant. On suppose que la somme de deux quelconques de ces polynômes a
toujours deux racines réelles distinctes. Montrer qu’il en est de même de la somme de tous les
polynômes considérés.

Exercice 93 (??) Soit n ≥ 4 un entier. On considère des entiers strictement positifs a1, . . . , an
placés sur un cercle. On suppose que chaque terme ai (1 ≤ i ≤ n) divise la somme de ses deux
voisins, c’est-à-dire qu’il existe un entier ki tel que

ai−1 + ai+1

ai
= ki

, avec la convention a0 = an et an+1 = a1. Montrer que

2n ≤ k1 + k2 + · · · kn < 3n.
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Exercice 94 (?) Soit n ∈ N. Montrer que si 2 + 2
√

28n2 + 1 est un entier, alors c’est un carré
parfait.

Exercice 95 (?) On écrit un nombre premier p = akak−1...a0 en base 10 et on pose

Qp(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + ...+ a1x+ a0

Montrer que Qp n’a pas de racines entières sauf pour 4 valeurs de p que l’on déterminera.

Exercice 96 Soient a et b des entiers positifs. Montrer que

a∑
i=0

1

2b+i

(
b+ i

i

)
+

b∑
i=0

1

2a+i

(
a+ i

i

)
= 2.

Exercice 97 (?) Montrer que les droites rouges sur la figure ci-dessous sont concourantes
(on part de 5 points du plan formant un pentagone convexe) :

Exercice 98 (?) SoitABC un triangle d’orthocentreH . On prend un point P sur [BC] et on
appelleD le projeté orthogonal deH sur [AP ]. On trace la parallèle à (BC) passant parD : elle
recoupe (AB) en E, (AC) en F , le cercle circonscrit à ADB en X et le cercle circonscrit à ADC
en Y . Enfin, soit Z l’intersection de (XB) et (Y C). Montrer que ZE = ZF si et seulement si P
est le milieu de [BC].

Exercice 99 (?) Soit ABC un triangle, D, E, F les points de tangence du cercle inscrit
aux côtés [BC], [CA], [AB]. Soit ∆ la parallèle à (BC) (différente de (BC)) tangente au cercle
inscrit. La droite ∆ intersecte (AB) et (AC) respectivement en P et Q. Soit T l’intersection de
(BC) et (EF ), et M le milieu de [PQ]. Montrer que (TM) est tangente au cercle inscrit.

Exercice 100 (??) Soit n > 2 un entier naturel, T la transformation Rn → Rn, (x1, . . . , xn) 7→
(x1+x2

2
, x2+x3

2
, . . . , xn−1+xn

2
, xn+x1

2
). On part d’un n− uplet (a1, . . . , an) d’entiers deux à deux dis-

tincts. Prouver que pour k ∈ N assez grand, T k(a1, . . . , an) /∈ Nn.

Exercice 101 (??) Soit un le nombre de résidus différents, modulo n, des entiers de la forme
k(k + 1)/2 avec k ≥ 0. Calculer un.

Exercice 102 (??) Il y a 2014 députés dans une assemblée. Chacun d’eux déteste exactement
trois autres députés, sachant que le fait de détester n’est pas nécessairement réciproque : A
peut détester B sans que B déteste A. Quel est le plus petit n tel que l’on puisse repartir les
2014 députés en n comités, de sorte qu’aucun député ne se retrouve dans le même comité avec
quelqu’un qu’il déteste ?

Exercice 103 (???) Soit ABC un triangle dont le cercle circonscrit est noté ω, le centre du
cercle inscrit ω1 est noté I et le centre du cercle exinscrit ω2 tangent au côté [BC] est noté IA.
Les cercles ω1 et ω2 sont tangents à [BC] respectivement en D et en E. Soit finalement M le
milieu de l’arc B̄C qui ne contient pas A. On considère un cercle tangent à ω en un point T
et à la droite (BC) en D. Soit S l’intersection de (TI) avec Ω. Prouver que les droites (SIA) et
(ME) se coupent sur ω.

Exercice 104 (???) Soient a, b, c des réels strictement positifs tels que

a+ b+ c = a1/7 + b1/7 + c1/7.
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Prouver que
aabbcc ≥ 1.

Exercice 105 (?????) Alice et Bob jouent sur un échiquier plan infini. Alice commence
par choisir une case et la colorie en rouge, puis Bob choisit une case non encore coloriée et la
colorie en vert, et ainsi de suite. Alice gagne la partie si elle réussi à colorier en rouge quatre
cases dont les centres forment les sommets d’un carré de côtés parallèles à ceux des cases.

a) Prouver qu’Alice possède une stratégie gagnante.
b) Qu’en est-il si Bob a, lui, le droit de colorier deux cases en vert à chaque coup ?

Exercice 106 (?) Soit ABC un triangle et N son point de Nagel. Soit ∆ une droite qui
passe par N . La droite ∆ recoupe (BC), (CA) et (AB) en D, E et F respectivement. Soit X le
symétrique de D par rapport au milieu de [BC]. On définit de même Y et Z.

(i) Montrer que X , Y et Z sont alignés.

(ii) Montrer que la droite passant par XYZ est tangente au cercle inscrit de ABC.

Exercice 107 (??) Soit n un nombre parfait, c’est-à-dire un entier tel que∑
d|n
d = 2n.

On factorise n sous la forme d’un produit de nombres premiers :

n =
k∏
i=1

pαii ,

avec p1 < p2 < . . . < pk. Montrer que α1 est pair.

Exercice 108 (?) On place quatre points dans le plan, et on suppose que les six distances
qui les relient entre eux sont toutes entières. Montrer qu’alors au moins une d’entre elles est
divisible par 3.

Exercice 109 (???) Soit ABCD un quadrilatère tel que AC = BD. Soit P le point d’in-
tersection des diagonales (AC) et (BD). On note ω1 le cercle circonscrit de ABP . Soit O1 le
centre de ω1. On note ω2 le cercle circonscrit de CDP . Soit O2 le centre de ω2. On note S et
T les intersections respectives de ω1 et ω2 avec [BC] (autres que B et C). Soient M et N les
milieux respectifs des arcs S̄P (ne contenant pas B) et T̄P (ne contenant pas C). Prouver que
les droites (MN) et (O1O2) sont parallèles.

Exercice 110 (??) Soit P un point à l’intérieur d’un polygone régulier à n côtés tel que
quel que soit un côté du polygone, P se projette orthogonalement sur l’intérieur du côté. Ces n
projections orthogonales partagent les n côtés du polygone en 2n segments. On numérote ces
segments de 1 à 2n, en commençant par un segment arbitraire, puis en tournant dans le sens
direct le long du polygone. Prouver que la somme des longueurs des segments de numéros
pairs est égale à la somme des longueurs des segments de numéros impairs.

Exercice 111 (?????) L’ensemble {1, 2, . . . , 3n} est partitionné en trois ensembles A, B et C
de n éléments chacun.
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Montrer qu’il est possible de choisir un élément dans chacun de ces trois ensembles, tels
que la somme de deux d’entre eux soit égale au troisième.

Exercice 112 Soit f : R→ R telle que

f(x) =

 lim
n→+∞

tan(n!πx) si cette limite existe

0 sinon

Montrer que f est surjective sur tout intervalle de R non réduit à un point.

Exercice 113 (??????) Les élèves d’une classe sont allés se chercher des glaces par groupe
d’au moins deux personnes. Il y a eu k > 1 groupes en tout. Deux élèves quelconques sont
partis ensemble exactement une fois.

Prouver qu’il n’y a pas plus de k élèves dans la classe.

Exercice 114 (??) Soit m et n deux entiers naturels non nuls. On note φ(m,n) le cardinal
de l’ensemble {k : 1 ≤ k ≤ n,PGCD(k,m) = 1}. Trouver tous les entiers m ≥ 1 tels que
nφ(m,m) ≤ mφ(m,n) pour tout n ∈ N∗.

Exercice 115 (???) Trouver toutes les fonctions f : R+ → R+ telles que pour tous a > b >
c > d > 0 vérifiant ad = bc on ait

f(a+ d) + f(b− c) = f(a− d) + f(b+ c).

Exercice 116 (?) Trouver tous les entiers x et y tels que

y2 = x3 + (x+ 4)2.

Exercice 117 (????) On prend un quadrilatère convexe ABCD, et on divise chacun de
ses côtés en N portions égales. On relie ensuite ces différentes portions de façon à former
un quadrillage N × N , comme sur la figure. On sélectionne ensuite N quadrilatères de ce
quadrillage, de telle sorte qu’il n’y en ait pas deux sur la même ligne ou sur la même colonne
du quadrillage. Calculer l’aire totale de tous ces quadrilatères.

Exercice 118 (?????) Une suite croissante (sn)n≥0 est dite super-additive si pour tout couple
(i, j) d’entiers on a si+j ≥ si+ sj . Soient (sn) et (tn) deux telles suites super-additives. Soit (un)
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la suite croissante d’entiers vérifiant qu’un nombre apparaît autant de fois dans (un) que dans
(sn) et (tn) combinées.

Montrer que (un) est elle aussi super-additive.

Exercice 119 (??) Soient ABC un triangle, H le pied de la hauteur issue de B, M le
milieu de [AB] et N le milieu de [BC]. Les cercles circonscrits aux triangles AHN et CHM se
recoupent au point P . Prouver que la droite (PH) coupe le segment [MN ] en son milieu.

Exercice 120 Soit P (x) le polynôme ax2 + bx+ c. On suppose qu’il existe un entier z ∈ Z
tel que

P (z) ≡ 0 mod p et 2az + b 6≡ 0 mod p.

Montrez que, pour tout entier n ≥ 1, il existe un entier zn ∈ Z tel que

zn ≡ z mod p et P (zn) ≡ 0 mod pn.

Exercice 121 (??) Soit k ≥ 6 un entier et P un polynôme à coefficients entiers tel qu’il
existe k entiers distincts x1, . . . , xk tels que pour tout i ∈ {1, . . . , k}, P (xi) ∈ {1, . . . , k − 1}.
Montrer que P (x1) = . . . = P (xk).

Exercice 122 (??) Soient k ≥ 2 un entier et a ≥ k − 1 un nombre réel. Montrer que pour
tout n-uplet de nombres réels strictement positifs (x1, . . . , xn) on a

x1 + · · ·+ xn
1 + a

≤ xk+1
1

xk1 + axk2
+ · · ·+ xk+1

n

xkn + axk1
.

Exercice 123 (??) On considère une ligne de n carrés. On note S(n) le nombre minimal de
carrés à colorier en bleu tels que chacun des n − 1 traits séparant deux cases voisines soit à
égale distance de deux cases bleues. Montrer que

b2
√
n− 1c+ 1 ≤ S(n) ≤ b2√nc+ 1.

Exercice 124 (?) Soit n ≥ 3 un nombre entier et x1, . . . , xn des nombres réels strictement
positifs. Montrer que

x1

x2 + x3

+
x2

x3 + x4

+ ...+
xn

x1 + x2

≥ 5n

12
.

Exercice 125 (??) Soit k ≥ 1 un entier. Trouver tous les polynômes P à coefficients entiers
tels que P (n) divise (n!)k pour tout entier n ≥ 1.

Exercice 126 (??) Soit p un nombre premier congru à 2 modulo 3 et a et b des entiers tels
que p divise a2 + ab+ b2. Montrer que p divise a et b.

Exercice 127 (?????) On considère un ensemble de 2n + 1 droites du plan, deux jamais
parallèles ni perpendiculaires et trois jamais concourantes. Trois droites forment donc toujours
un triangle non-rectangle.

Déterminer le nombre maximal de triangles aigus qui peuvent ainsi être formés.
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Exercice 128 (???) Soit n un entier. Dans les lignes d’un tableau de 2n lignes et n colonnes
on place tous les n-uplets formés de 1 et de −1. Ensuite, on efface certains de ces nombres,
et on les remplace par des 0. Prouver que l’on peut trouver un ensemble de lignes dont la
somme est nulle (i.e., tel que, pour tout i, la somme des nombres appartenant à la colonne i
d’une ligne de notre ensemble soit nulle).

Exercice 129 (?) Soit X un point à l’intérieur du triangle ABC tel que

XA ·BC = XB · CA = XC · AB.

Soient I1, I2, I3 les centre des cercles inscrits respectifs de BXC, AXC et AXB. Montrer que
les droites AI1, BI2 et CI3 sont concourantes.

Exercice 130 On se donne 13 réels x1, . . . , x13 deux à deux distincts. Montrer qu’on peut
toujours en trouver deux, xi et xj , vérifiant

0 ≤ xi − xj
1 + xixj

≤ 2−
√

3

Exercice 131 (??) Soient a, b, c des nombres réels strictement positifs tels que a+ b+ c = 3.
Prouver que

a

1 + (b+ c)2
+

b

1 + (a+ c)2
+

c

1 + (a+ b)2
≤ 3(a2 + b2 + c2)

a2 + b2 + c2 + 12abc
.

Exercice 132 (??) Soit ABC un triangle non isocèle. Son cercle inscrit, de centre I , touche le
côté [BC] en D. Soit X un point de l’arc B̄C du cercle circonscrit de ABC tel que si E,F sont
respectivement les projetés orthogonaux de X sur (BI) et (CI) et M le milieu de [EF ], alors
MB = MC. Prouver que ÷BAD = ÷CAX .

Exercice 133 (?) On appelle I l’ensemble des points du plan tels que leur abscisse et leur
ordonnée soient des nombres irrationnels, et R celui des points dont les deux coordonnées
sont rationnelles. Combien de points de R au maximum peuvent se situer sur un cercle de
rayon irrationnel dont le centre appartient à I ?

Exercice 134 On considère trois nombres réels x, y, z qui ne sont pas tous égaux. On
suppose que

x+
1

y
= y +

1

z
= z +

1

x
= k.

Trouver toutes les valeurs possible de k.

Exercice 135 (????) Soient a, b, c > 0 des nombres réels tels que a+ b+ c = 3. Prouver que :

ab

b3 + 1
+

bc

c3 + 1
+

ca

a3 + 1
≤ 3

2
.

Exercice 136 (??????) Trouver toutes les fonctions continues f : C→ C vérifiant :

f(x+ y)f(x− y) = f(x)2 − f(y)2.
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Exercice 137 (?) Soit ABC un triangle, I son centre du cercle inscrit. Soient D, E et F
ses projetés sur les côtés de ABC. Soient P et Q les intersections de la droite (EF ) avec le
cercle circonscrit de ABC. Soient O1 et O2 les centres des cercles circonscrits de AIB et de
AIC. Montrer que le centre du cercle circonscrit de DPQ est sur la droite (O1O2).

Exercice 138 (???) Soient P,Q deux polynômes non nuls à coefficients entiers tels que
degP > degQ. On suppose que le polynôme p · P + Q possède une racine rationnelle pour
une infinité de nombre premiers p. Montrer qu’au moins une racine de P est rationnelle.

Exercice 139 (????) Soient P etQ deux polynômes à coefficients entiers, premiers entre eux.
Pour tout entier n, posons un = PGCD(P (n), Q(n)). Montrer que la suite (un) est périodique.

Exercice 140 (?????) On veut colorier certains des points de l’ensemble En = {(a, b)/a, b
entiers et 0 ≤ a, b ≤ n} de sorte que tout carré k × k dont les sommets sont dans En contienne
au moins un point colorié sur son bord. On notem(n) le nombre minimum de points à colorier
pour que la condition désirée soit satisfaite.

Prouver que

lim
n→+∞

m(n)

n2
=

2

7
.

Exercice 141 (??) Soit Γ le cercle circonscrit d’un triangle acutangle ABC. Le point D est
le centre de l’arc B̄C contenant A, et I est le centre du cercle inscrit de ABC. La droite (DI)
coupe (BC) en E et recoupe Γ en F . Soit P un point de la droite (AF ) tel que (PE) et (AI)

soient parallèles. Prouver que (PE) est la bissectrice de l’angle ÷BPC.

Exercice 142 (?) Soit ABC un triangle. On note D,E, F les points de tangence du cercle
inscrit de centre I de ABC avec les côtés de ABC. Soit X le point de [AB] tel que (XD) et
(EF ) soient perpendiculaires. Soit Y le second point d’intersection des cercles AEF et ABC.
Montrer que le triangle XY F est rectangle.

Exercice 143 Soit a ∈]2,+∞[. Considérons la suite réelle (an)n∈N définie par récurrence
en posant

a0 = 1, a1 = a et ∀n ∈ N∗, an+1 =

Ç
a2
n

a2
n−1

− 2

å
an

Montrer que, ∀n ∈ N∗,
n∑
k=0

1

ak
<

2 + a−
√
a2 − 4

2

3 Solutions des élèves

Solution de l’exercice 1 (Résolu par Matthias Schuller)
On a 32n = 9n, or 9 ≡ 2[7], donc pour tout n ∈ N, 9n ≡ 2n[7], donc 32n − 2n ≡ 0[7].

Solution de l’exercice 5 (Résolu par Loïc Chevalier) Il y a 32 grains au maximum car il y a au
plus 4 grains par ligne sur 8 lignes. Voici un exemple de distribution à 32 grains :
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Solution de l’exercice 13 (Résolu par Jules Bouton)

A

B
C

I

⇒ La loi des sinus donne AI

sin(‘ACI) = AC

sin(‘AIC)
et BI

sin(‘ICB)
= BC

sin(‘CIB)
, ce qui donne AI

AC
=

sin(‘ACI)
sin(‘AIC)

et BI
BC

= sin(‘ICB)

sin(‘CIB)
. Comme ’AIC et ’CIB sont supplémentaires, ils ont même si-

nus. Comme ’ACI = ’ICB par hypothèse, on déduit BI
BC

= AI
AC

, c’est-à-dire CB
CA

= IB
IA

.

⇐ La loi des sinus donne AI

sin(‘ACI) = AC

sin(‘AIC)
et BI

sin(‘ICB)
= BC

sin(‘CIB)
, ce qui donne AI

AC
=

sin(‘ACI)
sin(‘AIC)

et BI
BC

= sin(‘ICB)

sin(‘CIB)
. De CA

CB
= IA

IB
vient AI

AC
= BI

BC
, et en conséquence sin(‘ACI)

sin(‘AIC)
=

sin(‘BCI)
sin(‘BIC)

. Comme ’ACI et ’BIC sont supplémentaires, ils ont même sinus. On déduit

sin(’ACI) = sin(’ICB), donc les deux angles sont égaux (ils ne peuvent pas être supplé-
mentaires) et (CI) est la bissectrice intérieure de ÷ACB.

On peut aussi prouver le résultat comme suit : soient ABC un triangle acutangle, I un point du
segment [AB], a = AI

AC
, b = BI

BC
. De la loi des sinus on déduit AI

sin(‘ACI) = AC

sin(‘AIC)
et
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BI

sin(‘ICB)
= BC

sin(‘CIB)
, c’est-à-dire a = sin(‘ACI)

sin(‘AIC)
et b = sin(‘BCI)

sin(‘BIC)
. Comme ’ACI et ’BIC sont supplé-

mentaires, ils ont même sinus, d’où b
a

= sin(‘ACI)
sin(‘ICB)

.

Finalement, CA
CB

= IA
IB
⇔ a = b ⇔ ’ACI = ’ICB, le dernier point étant équivalent à "(CI) est la

bissectrice intérieure de ÷ACB"’.

Solution de l’exercice 22 (Résolu par Matthias Schuller) Le nombre a2b+1b−1
a+1

doit être un entier,
donc a+ 1 divise a2b+1b− 1. On a donc que a+ 1 divise

(a2b+1b− 1) + (a+ 1) = a(a2bb+ 1).

Or a + 1 n’a aucun diviseur en commun avec a car leur différence est 1, donc a + 1 divise
a2bb+ 1 et donc aussi

(a2bb+ 1)− (a+ 1) = a(a2b−1b− 1).

Par le même argument, on trouve que a + 1 divise a2b−1b − 1. On se retrouve alors avec la
formule du début, mais avec l’exposant de a diminué de 2. En particulier on retrouve toujours
un exposant impair. On peut alors refaire le même argument jusqu’à ce que l’exposant de a
soit égal à 1. On trouve alors que a+ 1 divise ab− 1 et donc aussi

(ab− 1) + (a+ 1) = a(b+ 1),

et donc a+ 1 doit diviser b+ 1.

Avec l’autre entier baa+1
b−1

on trouve que b− 1 divise baa+ 1. On a donc que b− 1 divise

(baa+ 1) + (b− 1) = b(ba−1a+ 1).

Toujours par le même argument, on obtient que b − 1 divise ba−1a + 1 (noter que b − 1 peut
diviser b si b = 2, mais alors b− 1 divise tout nombre). On se retrouve alors avec la formule du
début, mais avec l’exposant de b diminué de 1. Tout comme dans le cas précédent, on refait
l’argument jusqu’à ce que l’exposant de b soit 0, d’où on obtient finalement que b − 1 doit
diviser a+ 1.

On sait maintenant que (a+ 1)|(b+ 1) et que (b− 1)|(a+ 1), donc (b− 1)|(b+ 1). Alors b− 1
divise aussi

(b+ 1)− (b− 1) = 2,

ce qui nous dit que b = 2 ou b = 3.
. Si b = 2, alors nos deux conditions déviennent (a + 1)|3 et 1|(a + 1). Cela nous dit que
a = 2 et donc on trouve la solution (a, b) = (2, 2). On vérifie que dans ce cas on a bien
des entiers :

22·2+1 · 2− 1

2 + 1
= 21 et

22 · 2 + 1

2− 1
= 9.

. Si b = 3, alors les deux conditions déviennent (a + 1)|4 et 2|(a + 1). Cela nous dit que
a = 1 ou a = 3 et donc on trouve les solutions (a, b) = (1, 3), (3, 3). On vérifie aussi que
dans ces cas on a bien des entiers :

12·3+1 · 3− 1

1 + 1
= 1 et

31 · 1 + 1

3− 1
= 2.

32·3+1 · 3− 1

3 + 1
= 1640 et

33 · 3 + 1

3− 1
= 41.
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Solution de l’exercice 24 (Résolu par Jules Bouton)
Soit m,n ∈ N.n Notons d = PGCD(m,n). Deux cas sont à distinguer :
d 6= 1 Soit r ∈ N tel que d ne divise pas r. Alors il n’existe pas (a, b) ∈ Z2 tel que am+bn =
r, car sinon on aurait d divise a et b, donc d divise r. Ainsi il ne peut pas exister de tel
N .

d = 1 D’après le thérorème de Bezout, il existe (a0, b0) ∈ Z2 tel que a0m + b0n = 1. Soit
r ∈ N. On a alors a0mr + b0nr = r Notons a1 = a0m et b1 = b0n. Pour tout k ∈ Z on a
(a1 + kn, b1 − km) qui convient également. Il suffit ainsi d’avoir pour un certain k ∈ Z,
a1 + kn ≥ 0 et b1 − km ≥ 0, c’est-à-dire k ≥ − a

n
et k ≤ b

n
. Il suffit donc pour qu’un tel

k existe que − a
n

+ 1 ≤ b
m

, ce qui correspond á nm ≤ bn + am, soit nm ≤ r. N = nm
convient donc.

Solution de l’exercice 28 (Résolu par Andrei Barbu)

A B

C

P

D

ABC est isocèle en C et D est le projeté orthogonal de C sur (PB). On veut montrer que
PA+PB = 2PD. On peut supposer que PB > PA et montrerBD = PD−PA. SoitE ∈ (PB)
tel que EP = AP . On veut montrer que ED = BD, ie que ECB isocèle en C. Or, par chasse
aux angles, ÷APC = ÷ABC = ÷CAB = ÷CPB. Donc (CP ) est la bissectrice issue de P dans APE,
qui est isocèle en P , donc c’est aussi la médiatrice de [AE]. Cette médiatrice passant par C,
ACE est isocèle en C. Donc EC = AC = BC, donc ECB est bien isocèle en C.

Solution de l’exercice 29 (Résolu par Sébastien Labbé)
Soit s = min(x, 1

x
+ y, 1

y
). Pour x =

√
2 et 1

y
=
√

2, on a 1
x

+ y =
√

2, donc s =
√

2.
De plus, si x ≤

√
2 ou 1

y
≤
√

2, on a s ≤
√

2.
Sinon, on a x >

√
2 et 1

y
>
√

2, on a 1
x

+ y <
√

2, donc s <
√

2.
Ainsi la valeur maximale de s vaut

√
2.

Solution de l’exercice 34 (Résolu par Rodion Zaystev) On divise la figure

en morceaux de forme et .
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Celle-ci est constituée de 22 cases On note x le nombre de morceaux de 3 cases, et y celui
de ceux de 4 cases. On a alors 3x + 4y = 22, et x ≥ 0 et y ≥ 0, donc y ≤ 5. Or y est un entier,
donc il n’y a que 6 valeurs possibles de y :

y=0 : Impossible car 3x = 22 avec x entier
y=1 : 3x = 18 donc x = 6
y=2 : Impossible car 3x = 14 avec x entier
y=3 : Impossible car 3x = 10 avec x entier
y=4 : 3x = 6 donc x = 2
y=5 : Impossible car 3x = 2 avec x entier

Ainsi les seules valeures possibles de x sont 2 et 6. Réciproquement, les deux figures suivantes
montrent que ces 2 valeurs conviennent effectivement.

Solution de l’exercice 42 (Résolu par Maël Laoufi et Thibaut Desort)

Soit x = 1 +
1

2 +
1

2 +
1

· · ·

.

On remarque que x = 1 +
1

1 + 1 +
1

2 +
1

· · ·

, d’où

x = 1 +
1

1 + x

x− 1 =
1

1 + x
(x+ 1)(x− 1) = 1

x2 − 1 = 1

x2 = 2

D’où x =
√

2 puisque x est strictement positif.

Solution de l’exercice 53 (Résolu par Pierre-Marie Esmenjaud) Soit f une solution. On a, pour
tous réels x, y, z, t,(f(x) + f(y))(f(z) + f(t)) = f(xz + yt) + f(xt − yz). En posant x = y et
z = t = 0, on trouve 2f(x) ∗ 2f(0) = f(0) + f(0) = 2 ∗ f(0). Par conséquent, si f(0) 6= 0, on a
f(x) = 1

2
.

On suppose dans la suite que f(0) = 0. En posant dans t = y = 0 on obtient

f(x)f(z) = f(xz) (IX.1)
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et notamment

f(x2) = f(x)2 (IX.2)

En posant dans x = t = 0, il vient

f(y)f(z) = f(−yz) (IX.3)

En posant x = z et y = t, on trouve

0 ≤ (f(x) + f(y))2 = f(x2 + y2) (IX.4)

En posant dans IX.1 et IX.3, toutes les variables égales à x, on trouve f(x2) = f(x)2 = f(−x2) ;
tout réel positif étant un carré, f est paire. On s’aperçoit dans IX.4, qu’avec y = 0, x =

»
(b),

b ≥ 0, on a f(b) ≥ 0 et par parité f est positive. L’équation est en somme une équation de
"Cauchy multiplicative", dont, pour des raisons similaires à celle de Cauchy additive, (consi-
dérer l’application g : x 7−→ ln(f(exp(x)))) les solutions croissantes sur R+∗ sont les fonctions
puissances et la fonction nulle.
S’il existe y > 0 tel que f(y) = 0, alors, pour x > 0, f(x) = f(y)f(x

y
) = 0 donc par parité f est

nulle. Sinon, f est strictement positive sur R+∗ et pour b > 0 et t > 0, f(b+ t) = f(
√
b

2
+
√
t
2
) =

(f(
√
b) + f(

√
t))2 > f(

√
b)2 = f(b) (cf IX.4), d’où la croissance de f , et f(x) = xa pour tout

x > 0, pour un réel a strictement positif. En posant dans l’équation IX.4 x = y > 0 il vient
(2f(x))2 = f(2x2), d’où 4x2a = 2ax2a, d’où 4 = 2a et a = 2.
Réciproquement, on vérifie que les fonctions constantes égales à 1

2
et 0, ainsi que la fonction

carré sont des solutions.

Solution de l’exercice 53 (Résolu par Barthélémy Pelletier et Gaël Gallot) L’aire du carré est a2.
L’aire du triangle est

√
3

4
b2.

On veut a2 =
√

3
4
b2, soit a =

4√3
2
b car a et b sont strictement positifs.

Or
4√3
2

est un nombre irrationnel. Ainsi, si b est rationnel, alors le produit
4√3
2
b sera aussi

irrationnel et a sera irrationnel.
Par conséquent, a et b ne peuvent pas être tous les deux rationnels.

Solution de l’exercice 59 (Résolu par Théodore Fougereux et Timothée Roquet)
Soit, pour 0 < x < π

2
, f(x) =

(
1 + 1

(cosx)10

) (
1 + 1

(sinx)10

)
. f est dérivable et sa dérivée est

f ′ : x 7−→ 10 sin(x)
(cos(x))11

(
1 + 1

(sin(x))10

)
− 10 cos(x)

(sin(x))11

(
1 + 1

(cos(x))10

)
.

Si 0 < x < π
2
, f ′(x) = 10

(sin(x))11(cos(x))11
((sin(x))12 + (sin(x))2 − ((cos(x))12 + (cos(x))2)), donc

f ′(x) a le signe de g(sin(x))− g(cos(x)), où g : x 7−→ x12 + x2 qui est strictement croissante sur
R+, et par conséquent f décroît avant π

4
et croît après. Par conséquent, f est minimale en π

4
et

on calcule f
Ä
π
4

ä
= 1089, ce qui conclut.

Une autre preuve est possible : pour x > 0, on note f(x) = ln
Ä
1 + 1

x5

ä
, f est dérivable et pour

x > 0, f ′(x) =
−5

x6

1+ 1
x5

= −5
x6+x

, et en conséquence f ′ est croissante, donc f est convexe. On a, pour
0 < x < π

2
,

ln

ÇÇ
1 +

1

(cos(x))10

åÇ
1 +

1

(sin(x))10

åå
= f((cos(x))2)+f((cos(x))2) ≥ 2f

Ç
(cos(x))2 + (sin(x))2

2

å
= 2 ln(33) = ln(1089).
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Solution de l’exercice 62 (Résolu par Vincent Geffroy) On cherche à relier n puits à n villages
sans que deux segments ne se croisent. On remarque tout d’abord que lorsque deux chemins
sont croisés et qu’on les décroise, par inégalité triangulaire, la longueur des segments décroit
strictement.

V1 V2

P1 P2

V1 V2

P1 P2

On sait qu’il n’existe qu’un nombre fini de manières de relier les n puits aux n villages (avec
ou sans croisements), à chacune de ces manières, on associe la longueur totale des segments de
la configuration. Il existe donc une configuration qui minimise cette longueur totale. Montrons
que dans celle-ci, aucun segment ne se croise. En effet, si deux chemins se croisent, alors en les
décroisant, on obtient une configuration de longueur plus petite, ce qui contredit la minimalité
de la configuration précédente. Ainsi le prince peut réussir.

Solution de l’exercice 64 (Résolu par Humbert Tristan)

Si p!k|(p2)!, kvp(p!) = vp(p!
k) ≤ vp((p

2)!). Or, la formule de Legendre donne vp(p!) = p, et
vp((p

2)!) = p+ 1. En conséquence, si p!k|p2!, k ≤ p+ 1.
On va montrer que p!p+1|p2!. Soit q un premier divisant p! et distinct de p (le résultat du pa-
ragraphe est, on l’a vu, vrai pour p), soit i ∈ N, écrivons p = aqi + r, avec 0 ≤ r < qi, et a, r
entiers. Par primalité de p, r > 0, on a alors⌊
p2

qi

⌋
=
⌊
a2q2i+2arqi+r2

qi

⌋
= a2qi + 2ar +

⌊
r2

qi

⌋
≥ a(aqi + r + r) ≥ (p + 1)

⌊
p
qi

⌋
. En sommant, on

obtient, pour tout premier q < p, (p+ 1)vq(p!) ≤ vq(p
2!).

On a alors p!p+1|p2!, et tel n’est pas le cas pour p!p+2.

Solution de l’exercice 66 (résolu par Baptiste Serraille)
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X5

X1

X2

X3

X4

On considère la j-ème ligne du rectangleABCD. Nous allons montrer que
−−−→
X1X2 =

−−−−→
XiXi+1

pour tout 0 ≤ i ≤ n. En effet en identifiant les points à des vecteurs on pose :

X ′i =
j
(
iD+(n−i)A

n

)
+ (n− j)

(
iC+(n−i)B

n

)
n

X ′i =
i
(
jD+(n−j)C

n

)
+ (n− i)

(
jA+(n−j)B

n

)
n

Ainsi X ′i = Xi car il appartient aux deux droites s’intersectant en Xi. On en déduit que−−−→
X1X2 =

−−−−→
XiXi+1.

A présent il suffit de montrer que si l’on considère 4 carrés comme suit, alors |AX1Z1X2|+
|Z3X1CY2| = |XZ4Y D|+ |Y3BX3Z2|

En effet (n− 1)2|X2Y1Z1| = |Z1X3Y |, et on en déduit que :

(n− 1)2(|AX1Z1X2|+ |Z3X1CY2|) = |AY3Z3X|+ |Z1X3CY |

(n− 1)2(|XZ4Y D|+ |Z2X3BY3|) = |X2Z2Y2D|+ |Y1BX1Z4|

On en déduit le résultat car :

((n− 1)2 − 1)(|AX1Z1X2|+ |Z3X1CY2|) = ((n− 1)2 − 1)(|AY3Z3X|+ |XZ4Y D|+ |Y3BX3Z2|)
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A

C

B

C

X3

Y3

Y4
X2

X

Y Y2

Y1

Z1

Z2

Z4

Z3

On applique cette opération pour montrer que l’aire de nos cases est la même que l’aire
des cases de chaque diagonale, ainsi on a une aire de |ABCD|

n

Solution de l’exercice 67 (Résolu par Joris Leroy-Savin et Étienne Massart et d’autre part par
Thomas Grenier)

Soit E l’intersection de (AQ) et (PC). Montrons que (DE) et (PQ) sont perpendiculaires.
On se place dans le repère orthonormé (D;C;A). Soit 0 < y < 1 tel que P (y; 1), et donc

Q (1; 1 − y). L’équation de (AQ) est : (AQ)(x) = −yx + 1, et de façon analogue : (PC)(x) =

− 1
1−yx+ 1

1−y . On en déduit les coordonnées deE :
Ç
− y
y−y2−1

; y2

y−y2−1
+1

å
, d’où (DE)(x) = y−1

y
x.

On calcule aussi l’équation de (PQ) : (PQ)(x) = − y
1−yx+ 1− y2

1−y . Comme le coefficient direc-
teur de (PQ) est l’opposé de l’inverse de celui de (DE), (PQ) et (DE) sont perpendiculaires.

Autre méthode En gardant la même définition du pointE, il s’agit de montrer queE est l’ortho-
centre du triangleDPQ. Montrons donc que (AQ) est perpendiculaire à (DP ) et (PC) à (DQ).
Or, comme AP = BQ, tan(÷ADP ) = tan(÷BAQ). Ce sont des angles aigus, donc ÷ADP = ÷BAQ.
Soit M le point d’intersection de (AP ) et de (BQ). On a ◊�AMD = 180˚−÷ADP − (90˚−÷BAQ) =
90˚. Donc (DP ) et (AQ) sont perpendiculaires, et on procède de même pour l’autre hauteur.

Solution de l’exercice 69 (Résolu par Pierre-Marie Esmenjaud Thibaut Maron)
Soit a, b, c les longueurs des côtés d’un triangle. Montrons que l’on a toujours a2b(a− b) +

b2c(b− c) + c2a(c− a) ≥ 0.
On utilise la substitution de Ravi, il existe x, y, z positifs tels que a = x+ y,b = y+ z, c = z+ x.
En développant l’inégalité et en la simplifiant, on obtient alors 2(x3y+y3x+z3y−x2yz−y2xz−
z2xy) ≥ 0, c’est-à-dire x3y+y3x+z3y ≥ x2yz+y2xz+z2xy Or les suites (x2, y2, z2) et (yz, xz, xy)
sont dans l’ordre opposé, donc par l’inégalité de réordonnement, on a x2xy + y2yz + z2zy ≥
x2yz + y2xz + z2xy, ce qui correspond à l’inégalité initiale.

Solution de l’exercice 73 (Résolu par Guillaume Chyzak) Considérons le nombre de choix pos-
sibles pour X . Il y a

Ä
n
i

ä
possibilités de réaliser un sous-ensemble X à i éléments. Or le nombre
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d’éléments peut aller de 0 à n. Il y a donc
∑n
i=0

Ä
n
i

ä
possibilités.

Considérons maintenant le nombre de choix possibles pour Y . Chacun des i éléments peut
être pris ou non dans le sous-ensemble Y , ce qui donne 2i possibilités.

Enfin, considérons le nombre de choix possibles pour Z. C’est un ensemble de n − i élé-
ments, donc par le même argument que pour Y il y a 2n−i possibilités pour Z.

En mettant tout cela ensemble, on voit que le nombre de triplets (X, Y, Z) est égal à

n∑
i=0

(
n

i

)
· 2i · 2n−i = 2n ·

n∑
i=0

(
n

i

)
= 22n.

Solution de l’exercice 75 (Résolu par Dario Shariatan)
Déterminons d’abord de combien de manières différentes il est possible de carreler un

rectangle de taille 2× n avec des carreaux incolores. Notons F (n) ce nombre.
Pour les rectangles de taille 2× 1 ou 2× 2 on voit aisément que :
. Il n’y a qu’une seule façon de carreler le rectangle 2× 1
. Il y a deux façons de carreler le rectangle 2× 2 (carreaux horizontaux ou verticaux)

Pour carreler un carreau de taille 2× (n+ 1) il n’y a qu’une seule manière de s’y prendre :
. Soit on commence par un carreau 2× 1 au début du rectangle et on carrele le rectangle

de taille 2× (n− 1) restant, il y a F (n− 1) possibilités
. Soit on commence par deux carreaux 1× 2 et on a F (n− 2) possibilités pour compléter

le rectangle.
On a donc la relation de récurrence F (n) = F (n− 1) + F (n− 2).
Étudions maintenant l’influence des couleurs. Pour carreler un rectangle, on utilise n car-

reaux, qui peuvent chacun être colorés de deux manières différentes. Considérons un carre-
lage incolore donné, comme la position des carreaux est importante, il y a 2n manières de
colorier cette disposition.

Ainsi, le nombre de manières de carreler un rectangle 2 × n est 2n × F (n) où F (n) est le
(n+ 1)-ième terme de la suite de Fibonacci.

Solution de l’exercice 78 (Résolu par Paul Rax)
Supposons par l’absurde qu’il existe une suite (un)n∈N∗ telle que pour tout n,m ∈ N∗, on

ait unm = un + um. Prenons le 2u3-ième élément. On a alors u2u3 = u2 + uu3 .
Par ailleurs, la suite est une suite d’entiers strictement croissante, et u2u3 et uu3 sont séparés de
u3 rangs, donc on a u2u3 ≥ uu3 + u3, donc u2 + uu3 ≥ uu3 + u3, donc u2 ≥ u3, ce qui contredit la
stricte croissance de la suite.
Ainsi il n’existe pas de telle suite.

Solution de l’exercice 79 (Résolu par Timothée Roquet et Théodore Fougereux)
Si p = 2, l’équation devient 3 = q(2 + q2), donc q divise 3 et, comme q est premier q = 3,

ce qui est absurde. De même, si q = 2, l’équation devient p(p − 2) = 9, donc p divise 9, puis
p = 3, ce qui est aussi absurde. On sait donc que p et q sont des nombres premiers impairs.

On réécrit alors l’équation p2 − pq − q3 = 1 sous la forme (p − 1)(p + 1) = q(p + q2), ou
encore sous la forme p(p − q) = (q + 1)(q2 − q + 1). Puisque q | p − 1 ou q | p + 1, on sait que
q ≤ p+1

2
. Par conséquent, si p | q + 1, on a p ≤ q+1

2
≤ p+3

4
, c’est-à-dire p ≤ 1, ce qui est absurde.

On sait donc que p | q2 − q + 1.
Si q | p + 1, soit n l’entier tel que p + 1 = nq. Puisque p et q sont impairs, n est pair,

donc n ≥ 2. Alors nq − 1 = p ≤ q2 − q + 1, donc n ≤ q − 1 + 2
q
< q, et n ≤ q − 1. Puis
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0 ≡ q2 − q + 1 ≡ q2 − q + 1 + (nq − 1) ≡ q(q + n− 1) (mod nq − 1). Puisque q est premier avec
q < 2q − 1 ≤ nq − 1, les entiers q et nq − 1 sont premiers entre eux, donc nq − 1 | q + n− 1. Or,
on a nq − n − q + 1 = (q − 1)(n − 1) ≥ 2, donc 0 < q + n − 1 < nq − 1, et nq − 1 ne peut pas
diviser q + n− 1.

Il faut donc que q | p − 1. Soit n l’entier tel que p − 1 = nq. Comme précédemment,
nq+ 1 = p ≤ q2− q+ 1, donc n ≤ q− 1. Puis 0 ≡ q2− q+ 1 ≡ q2− q+ 1− (nq+ 1) ≡ q(q− 1−n)
(mod nq + 1). Comme q est premier avec q < nq + 1, les entiers q et nq + 1 sont premiers entre
eux, donc nq + 1 | q − 1 − n. Puisque 0 ≤ q − 1 − n < nq + 1, il faut nécessairement avoir
q − 1− n = 0, c’est-à-dire n = q − 1 et p = q2 − q + 1.

L’équation de départ, qui est p(p−q) = (q+1)(q2−q+1), est donc équivalente à p−q = q+1,
ou encore à q(q − 1) + 1 = q2 − q + 1 = p = 2q + 1. Il faut donc nécessairement avoir q = 3,
puis p = 7, et alors on a bien p2 − pq − q3 = 49 − 21 − 27 = 1. L’unique solution du problème
est donc obtenue pour p = 7 et q = 3.

Solution de l’exercice 80 (Résolu par Maël Laoufi et Joris Leroy-Savin)
Soit a, b, c des réels positifs. On a par inégalité de Cauchy-Schwarz,

(a × 1 + b × 1 + b × +c × 1 + c × 1 + c × 1)2 ≤ (a2 + b2 + b2 + c2 + c2 + c2)(6 × 12), donc
(a+ 2b+ 3c)2 ≤ 6(a2 + 2b2 + 3c2)

Solution de l’exercice 82 (Résolu par Thimotée Roquet et Théodore Fougereux) Pour n ∈ N,
notons Sn =

∑n
i=0 xi. On démontre par récurrence l’affirmation

Pn : il existe un entier m tel que Sn = m(m+1)
2

.

Initialisation Pour n = 0, on a par hypothèse x2
0 = x3

0, ce qui est équivalent à x2
0(x0 − 1) = 0,

donc x0 = 0 ou x0 = 1. Dans les deux cas, on voit qu’en posant m = x0 on a S0 = x0 = m(m+1)
2

,
ce qui conclut dans ce cas.

Hérédité On suppose que l’on a la propriété Pn, donc Sn = m(m+1)
2

pour un certain entier m.
On doit trouver un entier m′ tel que Sn+1 = m′(m′+1)

2
. Par hypothèse, on sait que

x3
1 + · · ·+ x3

n = S2
n et x3

1 + · · ·+ x3
n+1 = S2

n+1.

De cela on déduit

x3
1 + · · ·+ x3

n+1 − (x3
1 + · · ·+ x3

n) = S2
n+1 − S2

n = (Sn + xn+1)2 − S2
n,

et donc finalement,
x3
n+1 = xn+1(2Sn + xn+1).

Supposons d’abord que xn+1 = 0. Alors dans ce cas on a Sn+1 = Sn = m(m+1)
2

d’après Pn
et alors Pn+1 est vérifiée pour l’entier m′ = m. Sinon, on peut diviser la dernière équation par
xn+1 pour trouver x2

n+1 = 2Sn + xn+1, ou encore Sn = xn+1(xn+1−1)
2

.
Posons X = xn+1 − 1. Alors Sn = X(X+1)

2
, mais aussi Sn = m(m+1)

2
d’après Pn, donc

X2 +X = m2 +m,

et alors

0 = X2 +X −m2 +m =

Ç
X2 +X +

1

4

å
−
Ç
m2 +m+

1

4

å
=

Ç
X +

1

2

å2

−
Ç
m+

1

2

å2

,
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et finalement
(X +m+ 1)(X −m) = 0,

ce qui nous dit que X = m ou X = −m− 1. Et en rappelant que X = xn+1 − 1, on trouve que
xn+1 = m+ 1 ou xn+1 = −m.

Si xn+1 = m + 1, alors Sn+1 = Sn + xn+1 = m(m+1)
2

+ m + 1 = (m+1)(m+2)
2

, donc Pn+1 est
vérifiée pour l’entier m′ = m+ 1.

Si xn+1 = −m, alors Sn+1 = Sn + xn+1 = m(m+1)
2
−m = (m−1)m

2
, donc Pn+1 est vérifiée pour

l’entier m′ = m− 1.

Solution de l’exercice 83 (Résolu par Timothée Roquet et Théodore Fougereux) On a

x

x+ 2y + 3z
+

y

y + 2z + 3x
+

z

z + 2x+ 3y
=

x2

x2 + 2xy + 3xz
+

y2

y2 + 2yz + 3xy
+

z2

z2 + 2xz + 3yz
,

et en appliquant l’inégalité des mauvais élèves au terme de droite on trouve

x

x+ 2y + 3z
+

y

y + 2z + 3x
+

z

z + 2x+ 3y
≥ (x+ y + z)2

x2 + y2 + z2 + 5(xy + xz + yz)
.

Il suffit alors de montrer
(x+ y + z)2

x2 + y2 + z2 + 5(xy + xz + yz)
≥ 1

2
,

ce qui est équivalent à

2(x+ y + z)2 ≥ x2 + y2 + z2 + 5(xy + xz + yz)

2x2 + 2y2 + 2z2 + 4xy + 4xz + 4yz ≥ x2 + y2 + z2 + 5(xy + xz + yz)

x2 + y2 + z2 ≥ xy + xz + yz.

Sans perte de généralité, on peut supposer que x ≥ y ≥ z. La dernière inégalité correspond
alors à l’inégalité de réordonnement, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 97 (Résolu par Baptiste Serraille)
On veut montrer que cinq droites rouges sont concourantes. Comme le problème est défini

de manière cyclique, il nous suffira de montrer que trois droites consécutives le sont.
On va montrer ceci par la méthode dynamique de géométrie projective suivante : on définit

une transformation projective d’un espace unidimensionnel projectif sur lui-même (comme
composée de transformations projectives élémentaires). Si l’énoncé final est vrai, cette trans-
formation devrait être l’identité (elle est construite dans cette optique). Or, étant une transfor-
mation projective, il suffira de montrer qu’elle est bien l’identité pour trois points distincts de
l’espace de définition pour montrer qu’elle est bien l’identité sur tout l’espace.

En pratique, on fixe les points B, F, I, Y, H, J, E et donc les cercles circonscrits à IYFB, IYHJ et
les droites (IY), (IHE), (JHFB), (BCE) et (IFC). On fait varier un point P1 sur la droite (IY). Les
projections suivantes sont des transformations projectives : P1 est envoyé sur X, X est envoyé
sur A, A est envoyé sur G, G est envoyé sur Z et Z est envoyé sur P2 (point d’intersection de
(JZ) et (IY)).

Il suffit maintenant de montrer que P1 = P2 pour 3 positions distinctes de P1. Or P1 = I et
P1 = (BFHJ) ∩ (IY ) sont des cas faciles. La troisième position qui correspond à A = ∞ (de
la droite (IFC)) se montre en réitérant la même méthode projective que précédemment.

Solution de l’exercice 99 (Résolu par Baptiste Serraille)
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A

B C

E

F

DT

H GM
T1

La solution utilise deux résultats de géométrie projective avancés :
i) Pour un point et un cercle donnés, les deux points de contact avec les tangentes par ce

point et deux points sur une sécantes sont en division harmonique
ii) Le birapport de quatre points sur un cercle est égal au birapport des tangentes en ces

points
iii) Soient A,B des points et M le milieu de [AB]. Alors A,B,M,∞ sont harmoniques.

Réciproquement, si A,B,M,∞ sont harmoniques, alors M le milieu de [AB].
Début de la solution :
Soit T1 le point de contact de la tangente (autre que (TC)) au cercle inscrit. Et soit M1 le

point d’intersection de TT1 avec (GH). Montrons que M1 est le mileu de (GH).
D’après i) T1FED sont en division harmonique
D’après ii)

−1 = bT1,D,F,E = bT1M1,DB,FH,EG = bM1,∞,H,G

Donc, d’après iii), M1 est bien le milieu de [HG].

Solution de l’exercice 100 (Résolu par Pierre-Alexandre Bazin)
Pour tout k ≥ 0, on note (ak,1, . . . , ak,n) les coefficients du n-uplets T k(a1, . . . , an). Soit Mk

le maximum des réels ak,1, . . . , ak,n, Ak le nombre d’indices i tels que ak,i = Mk, et Xk la
moyennne des réels ak,1, . . . , ak,n. Il est clair que Xk = Xk+1 pour tout k ≥ 0. On suppose
maintenant que, pour tout entier k ≥ 0, les entiers ak,1, . . . , ak,n ne sont pas tous égaux et sont
tous entiers. D’autre part, on considèrera les indices i modulo n (on pourra donc noter n + 1
pour l’indice 1, etc).

Montrons que, pour tout k ≥ 0, on a soit Mk+1 < Mk, soit Mk+1 = Mk et Ak+1 < Ak. En
effet, on a 2ak+1,i = ak,i + ak,i+1 ≤ 2Mk pour tout i, donc Mk+1 ≤Mk. Puis, si Mk+1 = Mk, alors
on doit avoir ak,i = ak,i+1 = Mk pour tout i tel que ak+1,i = Mk. Par conséquent, si les ak,i ne
sont pas tous égaux, il existe un entier i tel que ak,i = Mk > ak,i+1, donc ak+1,i < Mk. Il s’ensuit
que Ak+1 < Ak.

La suite (Mk)k≥0 est décroissante, à valeurs entières, et minorée par X0, donc elle converge
en une valeur Mκ. Puis la suite (Ak)k≥κ est strictement décroissante, et à valeurs entières po-
sitives, ce qui est impossible. Sous réserve que les ak,i soient tous entiers quels que soient k et
i, il existe donc un entier κ tel que aκ,1 = . . . = aκ,n = Mκ. Sans perte de généralité, quitte à
soustraire Mκ à tous les entiers ai, on suppose que Mκ = 0.
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Maintenant, intéressons-nous aux n-uplets (x1, . . . , xn) tels que T (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0).
On a toujours xi + xi+1 = 0 = xi+1 + xi+2. Par conséquent, si n est impair, on a x1 = x3 = . . . =
xn = x2 = x4 = . . . = xn−1 = 0. Le n-uplet (0, . . . , 0) n’a donc d’autre antécédent par T que
lui-même, et puisque les entiers a1, . . . , an sont deux à deux distincts, il est impossible d’avoir
T k(a1, . . . , an) = (0, . . . , 0), quel que soit l’entier k considéré.

Si n est pair, en revanche, tout antécédent de (0, . . . , 0) est de la forme (x,−x, x,−x, . . . , x,−x),
où x est un réel. Puis tout antécédent de (x,−x, x,−x, . . . , x,−x) est nécessairement de la
forme (y, 2x−y, y−4x, 6x−y, y−8x, . . . , nx−y), où y est un réel tel que 2nx = 2x. Puisque n > 2,
un tel antécédent n’existe que si x = 0, mais lui-même est de la forme (y,−y, y,−y, . . . , y,−y).
Par conséquent, là aussi, puisque les entiers a1, . . . , an sont deux à deux distincts, il est impos-
sible d’avoir T k(a1, . . . , an) = (0, . . . , 0), quel que soit l’entier k considéré.

Notre supposition selon laquelle les ak,i soient tous entiers quels que soient k et i était donc
fausse, ce qui conclut l’exercice.

Solution de l’exercice 102 (Résolu par Olivier Garçonnet) On va montrer que n = 7. On montre
d’abord, par récurrence sur le nombre k de députés, que séparer les députés en 7 groupes
(éventuellement vides) est toujours faisable. Si k ≥ 7, c’est évident. Ensuite, si k ≥ 8, un
député étant détesté par 3 collègues en moyenne, il existe nécessairement un député détesté
par au plus 3 collègues. Appelons-le X, et excluons-le temporairement.

Par hypothèse de récurrence, on peut répartir les k − 1 députés restants en 7 groupes. Au
plus 6 de ces groupes contiennent un député qui déteste ou est détesté par X. On peut donc
mettre X dans le groupe restant (ou un des groupes restants), ce qui montre bien que l’on
peut en fait répartir convenablement n’importe quelle famille de k députés. Cela conclut la
récurrence, montrant que n ≥ 7.

D’autre part, considérons six députésX0, . . . , X6. Supposons que chaque députéXi déteste
les députés Xj avec j − i ∈ {1, 2, 3} (mod 6). Alors on ne peut jamais mettre deux députés
dans un même groupe, donc il nous faut au moins 7 groupes. Cela montre que n ≥ 7, donc
que n = 7.

Solution de l’exercice 105 (Résolu par Yakob Kahane)
On va montrer que Alice gagne dans le deuxième cas, et donc dans le premier. Pour ce

faire, elle va peindre en rouge des motifs particuliers sur les deux diagonales {(n, n) | n ∈ Z}
et {(n, 1− n) | n ∈ Z}.

Soit k ≥ 1 un entier. Supposons qu’il existe deux abscisses x et x + k telles qu’Alice ait
colorié en rouge les quatre cases (x, x), (x+ k, x+ k), (x, 1− x) et (x+ k, 1− x− k) : on dit que
la paire (x, x + k) est une k-abscisse. De même, s’il existe deux ordonées y et y + k telles que
les quatre cases (y, y), (y + k, y + k), (1− y, y) et (1− y − k, y + k) soient rouges, on dit que la
paire (y, y + k) est une k-ordonnée.

Supposons maintenant que (x, x + k) est une k-paire et que (y, y + k) est une k-ordonnée,
avec x ≥ k + 2, y ≥ k + 2 et |x− y| ≥ k + 2. Alors les entiers x, 1− x, x+ k, 1− x− k, y, 1− y,
y + k et 1− y − k sont distincts deux à deux. On note alors Dkx,y et Ekx,y les ensembles de cases
définis comme suit :

Dkx,y = {(x, y), (y, x), (1− y, 1− x)} et Ekx,y = Dkx,y ∪ Dkx+k,y ∪ Dkx,y+k ∪ {(x+ k, y + k)}.

Si Bob n’a colorié en vert aucune case deDkx,y, alors Alice colorie en rouge la case (x, y). Bob
doit empêcher les deux carrés (x, y), (x, x), (y, y), (y, x) et (x, y), (x, 1−x), (1−y, y), (1−y, 1−x)
de devenir entièrement rouges : il doit donc jouer tout de suite en (y, x) et en (1 − y, 1 − x).
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Alors Alice joue en (x + k, y) : Bob répond alors en (y, x + k) et en (1− y, 1− x− k). Puis elle
joue en (y+ k, x) : Bob répond en (y+ k, x), (1− y− k, 1−x). Enfin, Alice joue en (x+ k, y+ k)
pour obtenir un carré rouge et ainsi gagner. Bob doit donc nécessairement avoir déjà colorié
une case en bleu de l’ensemble Dkx,y, sous peine de perdre.

(3, 4) = 1-ordonnée

(6, 7) = 1-abscisse

D1
6,3

L’idée de la stratégie d’Alice est la suivante : si elle réussit, pour deux entiers k donnés et
K donnés, mais pour un entier n arbitrairement grand, à créer en Kn coups n paires (x, x+ k)
qui soient des k-abscisses et n paires (y, y + k) qui soient des k-ordonnées, alors Bob aura dû
colorier, durant ces Kn coups que joue Alice (donc 2Kn coups que joue Bob), des cases parmi
n2 ensembles Dkx,y deux à deux disjoints. Pour n suffisamment grand, à K fixé, Alice pourra
donc gagner.

Soit donc n un entier naturel non nuls, arbitrairement grand. On pose R = 306(n + 1),
Q = 12R + 1 et P =

Ä
15
5

ä
Q.

Tout d’abord, Alice procède en P étapes. Lors de chaque étape, elle joue 6 coups, comme
suit. Alice choisit un entier positif a ≥ 1 tel que nulle case de l’ensemble Fa = {(x, x) | 16a ≤
x ≤ 16a + 15} ne soit encore coloriée. Puis, lors des 6 prochains coups, elle colorie une des 16
cases de cette ensemble, en commençant par la case (16a, 16a). Au moment de jouer le dernier
coup, au plus 15 cases de l’ensemble auront été coloriées en rouge ou en bleu, donc Alice peut
bien se débrouiller pour colorier 6 cases parmi celles de Fa.

D’après le principe des tiroirs, après avoir effectué ces P étapes, il existera nécessairement
un ensemble S ⊆ {0, 1, . . . , 16} de cardinal 6 tel que 0 ∈ S et tel que, pour (au moins)Q valeurs
de a, Alice a colorié les cases {(x, x) | x− 16a ∈ S}. On note A l’ensemble de ces Q valeurs de
a.

Puis, quitte à translater le repère (et donc l’ensemble A), on suppose que nulle case de la
seconde diagonale {(x, 1 − x) | x ∈ Z} n’a encore été coloriée, et que A ⊆ N∗. On appelle

308



IX. LA MURAILLE

cet instant « instant critique » de la stratégie d’Alice. Alice procède ensuite en R étapes. Pour
chaque valeur non nulle s ∈ S, elle initialise un compteur C(s) à la valeur 0.

Lors de chaque étape, Alice joue 2 coups, comme suit. Elle choisit un entier a ∈ A tel que
nulle case de l’ensemble {(x, 1−x) | x−16a ∈ S} ne soit encore coloriée. Au plus 6R cases ont
été coloriées depuis l’instant critique, et puisque 6R < Q, il existe bien un tel entier a. Alors
Alice colorie en rouge la case (16a, 1 − 16a), puis Bob colorie en bleu 2 cases, et alors il reste
au moins 3 entiers s ∈ S tels que la case (16a + s, 1 − 16a − s) ne soit pas coloriée. Parmi ces
entiers, Alice en choisit un tel que le compteur C(s) soit minimal, elle colorie en rouge la case
(16a+ s, 1− 16a− s), et elle incrémente la valeur de C(s).

Par conséquent, après R étapes, nul compteur C(s) ne peut dépasser la valeur R
3

, et il y a
donc au moins 3 valeurs non nulles de s ∈ S telles que C(s) ≥ R

9
= 34(n + 1). En particulier,

pour chacune de ces 3 valeurs de s (disons s1, s2 et s3), Alice vient de créer au moins 34(n+ 1)
paires (16a, 16a+ s) qui sont des s-abscisses.

Alice procède une dernière fois en R nouvelles étapes, de manière analogue, mais en se
concentrant sur les ensembles {(1 − x, x) | x − 16a ∈ S}. Là encore, au plus 12R cases ont
été coloriées depuis l’instant critique, et puisque 12R < Q, des entiers a convenables existent
bien. À la fin de ces R nouvelles étapes, il existe au moins 3 valeurs de s (disons s4, s5 et s6)
telles qu’Alice a créé au moins 34(n + 1) paires (16a, 16a + s) qui sont des s-ordonnées. On
atteint alors l’instant « final » de la stratégie d’Alice.

Les deux ensembles {s1, s2, s3} et {s4, s5, s6} sont inclus dans S \{0}, donc s’intersectent. Il
existe donc une valeur non nulle s ∈ S telle qu’au moins 34(n+1) de nos s-abscisses et 34(n+1)
de nos s-ordonnées ont été créées. Puisque l’on sait que s + 2 ≤ 17, on peut sélectionner n de
nos s-abscisses, par exemple (x1, x1 + s), . . . , (xn, xn + s), et n de nos s-abscisses, par exemple
(y1, y1 + s), . . . , (yn, yn + s), telles que l’on ait xi ≥ s+ 2, yi ≥ s+ 2 et |xi− yj| ≥ s+ 2 pour tous
i, j.

Mais alors chaque choix des paires (xi, xi+s) et (yj, yj +s) satisfait les conditions mention-
nées en début de solution, et les ensembles Dsxi,yj sont deux à deux disjoints. Or, cet instant
final a été atteint après qu’Alice a joué 6P + 4R = 6

Ä
15
5

ä
(76 · 306n + 312) coups, et pour éviter

une défaite assurée il faut que Bob ait colorié des cases dans chacun des n2 ensembles Dsxi,yj .
Il n’a eu le temps de colorier qu’un total de 12

Ä
15
5

ä
(76 · 306n+ 312) cases, ce qui est strictement

plus petit que n2 quand n est suffisamment grand.
Il s’ensuit qu’Alice dispose bien d’une stratégie gagnante, même si Bob s’autorise à jouer

2 coups après chacun des coups d’Alice.

Solution de l’exercice 113 Nous présentons deux preuves, la première par Théodore Fougereux
et par Andrei Barbu (qui a énormément plu aux Animatheurs, qui la jugent digne de figurer
dans le polycopié sans modification), la seconde par Yakob Kahane.
"On suppose par l’absurde par l’absurde qu’il y a plus de m élèves. On va procéder par récur-
rence sur m et montrer à chaque cas qu’il y ait plus d’élèves implique une absurdité.
Initialisation : m = 3. On traite tous les cas, on note E1, E2, E3 les différents groupes. Selon
l’inégalité des mauvais élèves, qui est un dérivé de Cauchy-Zchwartz, on déduit que pour
a1, a2, a3 3 élèves, il y a : a1, a2, a3, a1, a3, a2. On constate qu’il n’y a pas d’autre possibilités.
Cependant on sait que m + 1 ≤ 1 + m. Vrai pour k, mq vrai pour k + 1 : on se demande si
k+1+

∏k+1 ai ≥ m+1, or k+1+
∏k+1 ai ≥ m+1+1−∏k ki+

∏k+1 ai. On pose bi = ai ∀i ≤ k−1
et bk = ak′ + ak + 1, on a donc 1−∏k bi +

∏k+1 ai = 1 +
∏k−2 ai(akak + 1− ak − ak+1).

Hérédité : on va procéder par disjonction de cas :
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. Cas 1 : Le jour J, il faisait trop chaud donc les glaces ont fondu.⇒ Problème insoluble.

. Cas 2 : Les élèves jouaient au foot et ont tiré un ballon dans la tête du marchand de
glaces, celui-ci a glissé sur des oranges empilées en pyramides et est parti aux urgences.
Résultat : les élèves n’ont pas pu avoir de glaces.⇒ problème insoluble.

. Cas 3 : Les élèves ont pris l’avion au lieu de l’ascenceur et ne sont pas arrivés au bon
endroit.⇒ Problème insoluble.

. Cas 4 : Il n’y avaut plus de glaces. Les élèves se sont donc reportés sur des gauffres
dont le nutella était perrimés et ont demandé à Matthieu "Qu’est-ce qu’une nourriture
saine ?".⇒ Problème insoluble.

Ce blabla littéraire pour convaincre ses amis jusqu’au consensus est une preuve, par consé-
quent il s’agit d’un calcul." (Note de l’Animatheur : pour comprendre, se reporter aux trans-
parents de la conférence de Matthieu Lequesne et aux citations mémorables).

Voici la preuve de Yakob :
On note A1, . . . , An les élèves, et B1, . . . , Bk les groupes, qu’on range dans un graphe bipar-
tite G dont ils sont les sommets, de sorte que Ai et Bj sont reliés si et seulement si l’élève
Ai était dans le groupe Bj . On a avant tout besoin d’un petit lemme : si Ai et Bj sont non
reliés, deg(Ai) ≥ deg(Bj). En effet, notons K1, . . . , Kl les groupes auxquels Ai a participé, et
E1, . . . , Em les élèves de Bj . Chaque Et est parti chercher exactement une fois des glaces avec
Ai donc est exactement dans l’un des Ks. Si deux des Et sont dans le même Ks, ils sont partis
chercher deux fois des glaces ensemble (dans Ks et dans Bj , qui sont distincts car Ai est dans
l’un et pas dans l’autre). Ainsi, l’aplication qui à chaque Et associe l’unique Ks dans lequel il
a été est bien définie et injective, d’où l ≥ m et donc deg(Ai) ≥ deg(Bj).
Un double comptage des arêtes du graphe donne :

n∑
i=1

deg(Ai) =
k∑
j=1

deg(Bj)

On construit par algorithme glouton une fonction φ injective des élèves dans les groupes de
domaine de définition maximal telle que pour tout i tel que φ(Ai) soit défini, Ai et φ(Ai) sont
non reliés (en clair, tant qu’on peut trouver Ai et Bj non reliés, on associe par φ Bj à Ai et on
les retranche de G). On obtient à la fin un graphe G′ dans lequel tout Ai est relié à tout Bj

(sinon on peut prolonger φ). Reste à distinguer plusieurs cas :
. G′ ne contient aucun Bj . On a alors tous les Bj atteints par φ. Dans ce cas (les degrés

sont pris dans G)

n∑
i=1

deg(Ai) =
∑
Ai∈G′

deg(Ai) +
∑
Ai /∈G′

deg(Ai) ≥
∑
Ai∈G′

deg(Ai) +
∑
Ai /∈G′

deg(φ(Ai)),

donc

n∑
i=1

deg(Ai) ≥
∑
Ai∈G′

deg(Ai) +
k∑
j=1

deg(Bj) =
n∑
i=1

deg(Ai) +
∑
Ai∈G′

deg(Ai),

et donc
∑
Ai∈G′ deg(Ai) = 0, donc G′ est vide. Par conséquent, φ est une bijection de

l’ensemble des élèves sur les groupes, et on a n = k.
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. G′ contient deux Bj , par exemple Bα et Bβ : alors si G′ contient les élèves As et At, As
et At sont reliés à Bα et Bβ donc sont partis chercher deux fois des glaces ensemble, ab-
surde. Donc G′ contient plus de groupes que d’élèves. Comme il y a autant de groupes
que d’élèves qui n’appartiennent pas à G′, G contient plus de groupes que d’élèves et
n ≤ k.

. G′ contient exactement un groupe et au plus un élève : on conclut comme ci-dessus.

. G′ contient exactemment un groupe Bb et au moins deux élèves Ax et Ay. Comme il y
a au moins deux groupes, Bb ne contient pas tous les élèves de G (sinon avec Bb seul
chaque paire serait allée chercher une glace simultanément eton ne pourrait rajouter
de groupe) et on choisit un élève Az (hors de G) non relié à Bb. Comme Ax et Ay sont
partis chercher des glaces ensemble dans le groupe Bz, ils ne sont pas partis ensemble
dans le groupe φ(Az) (qu’on note Bz), et quitte à renommer Ax et Bz sont non reliés.
On modifie alors φ en posant φ(Az) = Bb et φ(Ax) = Bz. φ satisfait alors toujours les
propriétés souhaitées, et dans le graphe G′ correpondant, il n’y a plus de groupe : on
est ramené au premier cas qui donne n ≤ k.

Dans tous les cas, on a moins d’élèves que de groupes, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 116 (Résolu par Martin Rakovsky et Savinien Kreczman) Si x ≤ −5, on a

y2 = x3 + (x+ 4)2 < x3 + x2 = x2(x+ 1) < 0,

ce qui est absurde. Par un calcul direct, on trouve aussi y2 < 0 pour x = −4,−3,−2. Enfin,
pour x = −1, on trouve y2 = 8, ce qui est aussi absurde.

Pour x = 0, on trouve y2 = 16, ce qui donne les premiers couples de solutions (0, 4) et
(0,−4). On peut alors supposer désormais que x ≥ 1.

En regardant l’équation modulo 2, on découvre que y doit être pair. En passant le (x+ 4)2

de l’autre côté et en factorisant, on trouve

x3 = (y − x− 4)(y + x+ 4). (1)

Si x est une puissance de 2, alors y − x− 4 et y + x+ 4 sont aussi des puissances de 2. Il existe
alors a, b ∈ N tels que

x = 2
a+b
3 , y + x+ 4 = 2a, y − x− 4 = 2b.

Alors,

(y + x+ 4)− (y − x− 4) = 2x+ 8,

2a − 2b = 2 · 2a+b
3 + 8,

2a = 2
a+b
3

+1 + 2b + 8.

Si b ≥ 6, on a
2a = 2

a+b
3

+1 + 2b + 8 ≥ 2
a
3

+3 + 26 + 8,

qui est un multiple de 8. Donc

2a = 23(2
a+b
3
−3 + 2b−3 + 1).
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Or, 2
a+b
3
−3 + 2b−3 + 1 est impair, sauf si a = 3 et b = 6, mais là on obtient 8 = 80, ce qui est

absurde. On obtient alors une contradiction pour b ≥ 6. Et par des calculs directs, on vérifie
que pour 1 ≤ b ≤ 5 on n’obtient pas des solutions non plus.

On peut alors supposer que x admet un diviseur impair. Soit p un nombre premier impair
divisant x. Alors p|x3 et donc p|(y − x − 4) ou bien p|(y + x + 4). Mais si p divise les deux
nombres en même temps on trouve que p divise leur somme qui est égale à 2x + 8, donc p
divise 8 et p = 2, ce qui est absurde. Donc tout diviseur premier q de x divise soit y − x − 4
ou y + x + 4 mais pas les deux. D’après l’équation (1), il existe alors a, b, c, d ∈ N, avec c et d
impairs et premiers entre eux, tels que

x = 2
a+b
3 cd, y + x+ 4 = 2ac3, y − x− 4 = 2bd3.

Alors,

(y + x+ 4)− (y − x− 4) = 2x+ 8,

2ac3 − 2bd3 = 2
a+b
3

+1cd+ 8. (2)

On va montrer maintenant que 2ac3 et 2bd3 sont tous les deux des cubes. Autrement dit, on va
montrer que 3|a et 3|b. Or, on a évidemment que 3|(a + b) car sinon x n’est pas un entier. On
regarde alors différents cas :

. Si a+ b = 0, alors a = b = 0 et on a conclu.

. Si a + b = 3, alors le côté droit de (2) est un multiple de 4, mais pour les 4 différents
choix de a et b on voit que le côté gauche ne l’est pas, ce qui est absurde.

. Si a + b = 6, alors le côté droit de (2) est un multiple de 8. Pour que le côté gauche le
soit aussi il faut alors a = b = 3, ce qui conclut dans ce cas.

. Si a+ b ≥ 9, alors le côté droit de (2) est congru à 8 mod 16. De plus, on a que l’un des
nombres a et b est ≥ 5. Pour avoir un côté gauche congru à 8 mod 16 il faut alors que
l’autre nombre soit égal à 3. On retrouve alors que tous les deux sont des multiples de
3, ce qui conclut dans ce dernier cas.

D’après ce qui précède, il existe m,n ∈ N tels que m3 = 2ac3 et n3 = 2bd3, donc l’équation
(2) devient

m3 − n3 = 2mn+ 8.

Or, on a m > n, sans quoi 0 = mn+ 8, ce qui est absurde. Donc

m3 − n3 = (m− n)(m2 +mn+ n2) = 2mn+ 8,

avec m− n ≥ 1. Mais m2 +mn+ n2 > 3mn d’après l’inégalité arithmético-géométrique. Donc
si mn ≥ 8 on obtient

m3 − n3 = (m− n)(m2 +mn+ n2) > 3mn ≥ 2mn+ 8,

ce qui est absurde. Sinon, des calculs directs pour mn ≤ 7 et m > n (qui font en tout 7 cas à
vérifier à la main) montrent qu’il n’y pas de solutions non plus dans ces cas. Donc l’équation
n’a pas d’autres solutions que (0, 4) et (0,−4).

312



IX. LA MURAILLE

Solution de l’exercice 119 (Résolu par Baptiste Sérail et Ilyes Hamdi)

A

B
C

f

H
M

N

g

N ′

P

h

X

M ′

On définit les points X ,N ′,M ′ comme apparent sur la figure. On rappelle que le cercle de dia-
mètre [AB] passe par H et donc MA = MH , et de même NH = NC. On rappelle enfin que
(MN) et (BC) sont parallèles.
X est sur (PH), axe radical des cercles circonscrits à BMH et à ANH , et donc XM.XM ′ =
XN.XN ′ = p. Puisque AHNN ′ est un trapèze inscriptible, il est isocèle. Comme AM = MH ,
la droite liant M et le milieu de [AH] est la médiatrice de [AH] et est alors un axe de symétrie
du trapèze. Il s’ensuit queM est le milieu de [NN ′]. De même, commeMHCM ′ est un trapèze
inscriptible et NH = NC, N est milieu de [MM ′], d’où il suit N ′M = MN = NM ′ et donc
XN + XN ′ = NN ′ = NM + NM ′ = MN + MN ′ = MM ′ = XM + XM ′ = s. Par suite,
XM,XM ′ et XN,XN ′ sont deux paires de racines du polynôme X2 − sX + p : on a en consé-
quence ou bien XM = XN ′ et XN = XM ′, ou bien XM = XN et XM ′ = XN ′. Le premier
cas est clairement impossible, parce que XM < MN = MN ′ < XN ′. Ainsi, XM = XN et X
est le milieu de [MN ].

Solution de l’exercice 126 (Résolu par Joachim Studnia)
Notons p = 3k + 2 avec p premier divisant a2 + ab + b2. Supposons par l’absurde que p ne

divise pas a. Alors clairement p ne divise pas b.
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) donc p|a3 − b3 et a3 ≡ b3 (mod p) (I).
D’après le petit théorème de Fermat, ap−1 ≡ bp−1 ≡ 1 (mod p), d’où a3k+1 ≡ b3k+1 (mod p).

(II)
D’après (I), a3k ≡ b3k (mod p) donc (a3k)−1 ≡ (b3k)−1 (mod p), c’est-à-dire a−3k ≡ b−3k

(mod p).
D’après (II), on en déduit que a ≡ b (mod p), donc a2 + ab+ b2 ≡ 3a2 (mod p).
On a donc p|3a2 par hypothèse, donc soit p|3, ce qui est exclu car p ≡ 2 (mod 3), soit p|a, ce

qui est en contradiction avec l’hypothèse de départ.
Ainsi, p divise a et b.

Solution de l’exercice 130 (Résolu par Thibaut Maron)
Soit x1, x2, . . . , x13 13 réels deux à deux distincts.

La fonction tangente réalise une surjection (en fait une bijection) de ] − π
2
, π

2
[ dans R, donc

il existe 13 réels a1, a2, . . . , a13 appartenant tous à ] − π
2
, π

2
[ (intervalle de largeur π), vérifiant

∀i ∈ [[1, 13]], tan(ai) = xi.
Or, par le principe des tiroirs, il existe i et j distincts tels que 0 ≤ ai − aj ≤ π

12
Or la fonction

tangente est croissante sur ]− π
2
, π

2
[, donc on peut composer l’inégalité précédente par tangente,

on obtient ainsi tan(0) ≤ tan(ai − aj) ≤ tan( π
12

),
en appliquant une formule de trigonométrie,
on a donc 0 ≤ tan(ai)−tan(aj)

1+tan(ai) tan(aj)
≤ 2−

√
3
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Or ∀i ∈ [[1, 13]], tan(ai) = xi,
ainsi 0 ≤ xi−xj

1+xixj
≤ 2−

√
3, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 133 (Résolu par Yakob Kahane)
Si on a deux points sur un cercle, alors le centre dudit cercle se trouve sur la médiatrice des

deux points. Si lesdits deux points sont à coordonnées rationnelles, leur médiatrice possède
une équation à coefficients rationnels.
On suppose dès lors qu’il existe A, B, C trois points à coordonnées rationnelles sur un même
cercle Γ dont le centre n’est pas à coordonnées rationnelles. On note L1, L2 des équations
respectives des médiatrices de [AB] et [AC] à coefficients rationnels :

L1 : a1x+ b1y = c1

L2 : a2x+ b2y = c2

Leur point d’intersection est la solution d’un système de deux équations à deux inconnues
à coefficients rationnels ; le calcul de la solution (ie du point d’intersection) se fait en restant
dans Q ; or ce point O d’intersection est le centre d’un cercle circonscrit à ABC donc de Γ, ce
qui contredit l’hypothèse.
Il reste à trouver deux points rationnels sur un cercle de centre de coordonnées irrationnelles.
Le lecteur vérifiera qu’un cercle de centre O(

√
2; 1 −

√
2) passe par A(0; 0) et B(1; 1),ce qui

conclut.
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X. Citations mémorables

- Matthieu L "Le problème c’est pas qu’il y a un problème"
- "C’est un peu en mode fakir"
- Étienne M "L’arithmétique c’est plus simple quand c’est facile"
- Lucie W "Ça existe la notion d’angles pointus ?"
- Victor "Vous pouvez l’utiliser pour les brouillons. . . comme ce cours"
- Antoine : "Si tu es la reine d’Angleterre, je suis le premier ministre. Tu es la reine d’Angle-
terre ?" Olivine : "oui !"
- Matthieu L : "Un avion, c’est comme un ascenseur en un peu plus compliqué"
- Noémie : "François, vous avez combien d’oreilles ?"
- "Est-ce que François a une oreille coupée ?"
- Victor : "Clara ? C’est une des deux chinoises en bas ?"
- Clara B : "Il y a deux joueurs qui ne jouent pas"
- Antoine : "Dieu a créé le monde et la décomposition en nombres premiers"
- Savinien : "Soient a1, a2, . . . , a4 des réels"
- Thomas : "Il faut vérifier que ça marche avec n’importe quelle valeur de 2016"
- Mathias : "

√
4 ≡ 3[5]" (convaincu de ce qu’il affirme)

- Clara : "Je veux bien vivre toute ma vie avec Lucie mais pas avec un enfant"
Lucie : "Moi avec un enfant oui mais pas avec Clara"
- Clément : "Moi je connais pas les chevaliers de la table ronde, à part D’Artagnan"
- Clara B : "Mon cercle a un rayon de 0 et je suis supposé mettre 4 points distincts dessus"
- Rémi : "Le cercle bleu a sept points d’intersection avec la droite rouge"
Pierre-Alexandre : "Laquelle ? Celle avec les boucles ?"
- Lucie W : "Qui est-ce qui est motivé pour boire du Toblerone ?"
- Lucie W : "La photo sans nous est sans intérêt"
- Savinien, dans une copie : "On choisit l’extrémité du côté de l’autre côté du côté du triangle
quel le 3e sommet du triangle"
- Vincent J : "Bezout, c’est celui qui a inventé les bezounours"
- Vincent J : "Est-ce que nous dans notre groupe on a suisse ? Non ? Donc nous ne sommes pas
un groupe parce qu’on n’a pas de neutre"
- Vincent J (pendant sa conférence) : "Qu’est-ce que c’est qu’une tresse positive, à part une tresse
qui a participé au tour de France ?"
- Sébastien : "Il nous montre à démontrer que"
- Tanguy : "C’est trivialong"
Clément : "Ah ouais, c’est un peu comme triathlon"
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