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Avant-propos
Le stage olympique de Montpellier 2014 a été organisé par I’association Animath.

Son objet a été de rassembler 80 collégien-ne-s et lycéen-ne-s de sixieme a premiere,
de 10 a 18 ans, passioné-e-s de mathématiques

sélectionnés parmi les 315 candidats a la COUPE ANIMATH

dont certains représenteront la France aux compétitions internationales :
Olympiades Internationales de Mathématiques,

Olympiades Balkaniques Junior de Mathématiques (JBMO),

Olympiades Européennes de Filles de Mathématiques (EGMO).

Cing stagiaires ont déja participé a I’Olympiade Internationale de Mathématiques,
plusieurs autres aux JBMO et EGMO.

Nous tenons a remercier l'internat d’excellence de Montpellier pour son excellent
accueil.






Les Animatheux

Martin Andler Samuel Bach Margaret Bilu Thomas Budzinski

Guillaume Alix Deleporte Pierre-Antoine Vincent Jugé
Conchon-Kerjan Guiheneuf

g

Igor Kortchemski ~ Joon Kwon  Matthieu Lequesne Frangois Lo Jacomo Baptiste Louf

AN

il ™

Jean-Frangois Martin ~ Arséne Pierrot Nicolas Ségarra Jean-Louis Tu



Les éleves

]

Etienne Apers Pierre Ayanides Henry Bambury Pierre-Alexandre Bazin ~Maxime Benrubi

4

Vincent Bouis Slavik Bourguignon Félix Breton Pablo Bustillo Aurélia Ca’ Zorzi

Joseph Cabrita Marjorie Cayatte =~ Mayeul Cayatte Su-Yeon Chang Marius Chaouat

Clément Charmont  Louis Charnavel Yuehua Chen Pierre Clarou Baptiste Collet



s

Morine Delhelle Hugues Depres  Albertine Devillers

Colin Davalo

Enguerrand Dezerces Clara Ding Maximilien Dupont ~ Michel Escrig Nicolas Fabiano
de Dinechin

i

Thibauld Feneuil Baptiste Fievet Thomas Fusellier Damien Galant  Olivier Gar¢onnet

Louis Géraud Damien Girault Pierre Godfard Arnaud Golfouse Soléne Gomez

Clément Grindel Ilyes Hamdi Octave Hazard Léo Heidelberger Nicolas Huynh



- (-

Axel Kugelmann Maxence Lagarde Martin Lainée Marc Lamberet  Adrien Lemercier

S

Jérémy Lengelé Théo Lenoir Rémi Lesbats Clément Lezane Adrien Lopez

Charles Madeline-Derou Eve Mattatia Emmanuel Memmi  Arthur Nebout Florent Noisette

Hugo Olivier Pierre Ollivier Hugo Panchaud Alexandre Polo Julien Portier

Juraj Rosinsky Raphaél Rozenberg Hugo Sancho Léo Schelstraete  Thomas Sépulchre



Rubing Shen  Corentin Simon  Gabriel Stark  Alexandre Thiault

Wassim Trabelsi Victor Vermes Lucie Wang Emilie Ying =~ Raymond Zhang


Stamp

Rectangle

Rectangle





Table des matieres

I  Déroulement du stage

II  coupe Animath et évaluation initiale
1 Présentation . . . ... .. ... .. ...
2 Enoncés . . . . . . ... e
3 Solutions . . . . . . . . ... e
4 Evaluationinitiale . . . . . . .. ... ... ... ... .. ...

III Premiere période
1 Groupe A :stratégiesdebase . . . . .. ... ... .o L.
1 mardi 19 matin : Francois Lo Jacomo . . . ... ... ... ..
2 mardi 19 aprés-midi : Cécile Gachet . . . . . . ... ... ...
3 mercredi 20 matin: JoonKwon . . ... ... ... .. ....
2 Groupe B:logique et stratégiesdebase . . . . . . ... ... ....
1 mardi 19 matin : logique, JoonKwon . . . . . ... ... ...
2 mardi 19 apres-midi : Arsene Pierrot . . . ... ... ... ..
3 mercredi 20 matin : Alix Deleporte . . . ... ... ... ...
4 mercredi 20 apres-midi : MargaretBilu . . . . ... ... ...
3 GroupeC:géométrie . ... ... ... .. ... ... ......
1 mardi 19 matin : Jean-Francois Martin . . . . . ... ... ..
2 mardi19 aprés-midi : SamuelBach . . . ... ... ......
3 mercredi 20 matin : Thomas Budzinski . . . . ... ... ...
4  mercredi 20 apres-midi : Jean-Louis Tu . . . . ... ... ...
4 Groupe D :arithmétique . .. ... ... .. ... ..........
1 mardi 19 matin : Baptiste Louf . . . . ... ...........
2 mardi 19 apreés-midi : Pierre Bertin . . . . ... ... ... ..
3 mercredi 20 matin : Igor Kortchemski . . . . . ... ... ...

IV Deuxiéme période
1 Groupe A :algeébreetlogique ... ..................
1 mercredi 20 aprés-midi : Alix Deleporte . . . . ... ... ..
2 jeudi2l matin:MargaretBilu . ... ... ... ... .....
3 jeudi2l apreés-midi: logique, JoonKwon . . . . ... ... ..
2 GroupeB:algebre . . . . ... ... ... oo L
1 jeudi 21 matin : Jean-LouisTu . . . .. ... ... .. .. ..
2 jeudi2l apres-midi: Baptiste Louf . ... ...........

11



3 GroupeC:polyndbmes. . . .. .. ...................
1 jeudi?2l matin: Igor Kortchemski . . ... ... ........
2 jeudi 21 apres-midi : Guillaume Conchon-Kerjan . . . . . ..
4 GroupeD:géométrie . . ... ... ... ... ... ... ..
1 mercredi 20 aprés-midi : Baptiste Louf . . ... ... ... ..
2 jeudi 21 matin : Jean-Frangois Martin . . . . . ... ... ...
3  jeudi2l aprés-midi:Jean-LouisTu . ... ...........

V  Vendredi 22 matin : Test de mi parcours

1 Groupe A . . . . ...
1 Enoncé . . ... . . . ...
2 Solution . . . . . . ... e
2 GroupeB ... ...
1 Enoncé . . ... . . . ... e
2 Solution . . . . . . . ..
3 GroupeC . . .. ... e
1 Enoncé . . .. . . . . ..
2 Solution . . . . . . ... e
4 GroupeD . ... ... ..
1 Enoncé . . .. . . . . .. e
2 Solution . . . . . . ... e

VI Troisieme période

1 Groupe A:géométrie . . . . ... ... ... L.
1 samedi 23 matin : Francois Lo Jacomo . . ... ... ... ..
2 samedi 23 apres-midi : Cécile Gachet . . . .. ... ... ...

3 dimanche 24 matin : Pierre-Antoine Guiheneuf . . .. . . ..
2 GroupeB:géométrie . . ... ... ... ... . L.

1 samedi 23 matin : Jean-Francois Martin . . . . . .. ... ...
2 samedi 23 apres-midi : Nicolas Ségarra . . . . ... ... ...
3 dimanche 24 matin : Alix Deleporte . . . . . .. .. ... ...
3 Groupe C:arithmétique . ... ... ... ... ... .......
1 samedi 23 matin : Pierre Bertin. . . . . . ... ... ... ...

2 samedi 23 aprés-midi : Thomas Budzinski . . . ... ... ..
3 dimanche 24 matin : Frangois Lo Jacomo . . . . . . ... ...

4 Groupe D:combinatoire . . ... ... ... ... ... ...
1 samedi 23 matin : Guillaume Conchon-Kerjan . . . . . . . ..
2 samedi 23 aprés-midi : MargaretBilu . . . .. ... ... ...
3 dimanche 24 matin : Thomas Budzinski . ... ... ... ..

VII Quatrieme période

1 Groupe A :arithmétique . . ... ... ... ............
1 dimanche 24 apres-midi : Matthieu Lequesne . . . . ... ..
2 lundi 25 matin : Nicolas Ségarra . . . . ... ..........
3 lundi 25 apres-midi : Arséne Pierrot. . . . .. ... ... ...

2 Groupe B:arithmétique. . . . .. ...................



1 dimanche 24 aprés-midi : Margaret Bilu . . .. ... ... .. 340

2 lundi 25 matin : Frangois Lo Jacomo . . ... ... ... ... 345

3 lundi 25 aprés-midi : Matthieu Lequesne . . . . . .. ... .. 350

3 Groupe C:inégalitésetéq.fonct. . . . ... ... ... ... .... 352
1 dimanche 24 apres-midi : inégalités, Vincent Jugé . . . . . . . 352

2 lundi 25 matin : Pierre-Antoine Guiheneuf . . . . . . ... .. 370

3 lundi 25 apres-midi: Pierre Bertin . . . . ... ......... 380

4 Groupe D:éq. fonct. etinégalités . . . . . ... ...... ... .. 385
1 dimanche 24 apres-midi : Guillaume Conchon-Kerjan . . . . 385

2 lundi 25 matin : inégalités, Jean-Frangois Martin . . . . . . . 391

3 lundi 25 apres-midi : inégalités, Vincent Jugé . . .. ... .. 400
VIIIMardi 26 matin : Test de fin de parcours 401
1 Groupe A . . . . ... 401
1 Enoncé . .. ... ... ... 401

2 Solution . . ... ... ... 402

2 GroupeB ... ... 402
1 Enoncé . ... ... .. 402

2 Solution . . . . . . ... 403

3 GroupeC . ... ... 404
1 Enoncé . .. ... ... .. ... 404

2 Solution . . . . ... ... 405

4 GroupeD .. ... ... 407
1 Enoncé . ... ... .. ... ... 407

2 Solution . . . . ... ... 407

IX Derniére période 409
1 GroupeA . . ... .. 409
1 mercredi 27 matin : graphes, Guillaume Conchon-Kerjan . . 409

2 mercredi 27 apres-midi : combinatoire, Arséne Pierrot . . . . 415

2 GroupeB . ... ... 417
1 mercredi 27 matin : suites réelles, Nicolas Ségarra. . . . . . . 417

2 mercredi 27 aprés-midi : combinatoire, Joon Kwon . . . . .. 426

3 GroupeC . . ... ... 430
1 mercredi 27 matin : dénombrabilité, Matthieu Lequesne . . . 430

2 mercredi 27 apres-midi : calculabilité, Vincent Jugé . . . . . . 434

4 GroupeD . . ... .. ... 447
1 mercredi 27 matin : analyse complexe, Pierre Bertin . . . . . 447

2 mercredi 27 apres-midi : Cauchy Lipschitz, Thomas Budzinski447

X Les soirées 455
1 lundi 18 :les Médailles Fields, Martin Andler . . .. ... .. ... 455
2 mardi 19 : algébre linéaire, Nicolas Ségarra . . . . . ... ... ... 458
3 mercredi 20 : noms de famille, Thomas Budzinski . . . . .. .. .. 474
4 samedi23: Les Olympiades de Mathématiques . . . .. ... ... 479
5 dimanche24:ITYMetle TEIM? . . . . .. ... .. ... ...... 481



XI La muraille
1 Présentation . . . .
2 Enoncés . . . . . ..
3 Solutions des éleves

XII Citations mémorables



I. Déroulement du stage

C’est la troisieme fois qu’Animath organise son stage a I'Internat d’Excel-
lence de Montpellier, pendant dix jours (du 18 aofit vers midi au 28 aott vers
midi), mais c’est la premiere fois que nous accueillons 80 stagiaires, grace a des
subventions de Cap” Maths et de la DGESCO. Cette derniére n’est pas encore at-
tribuée a la date du stage, bien qu’elle finance également d’autres actions olym-
piques qui ont déja eu lieu, notamment le voyage en Afrique du Sud pour la
participation aux Olympiades Internationales de Mathématiques.

Parmi les 315 candidats au test de sélection, nous en avons retenu 80 de
10 a 18 ans (4ge moyen 15,9 ans), dont 11 filles (en prévision des Olympiades
Européennes de Filles : moins que l'an passé), 13 jeunes nés en 2000 ou apres
(en prévision des Olympiades Balkaniques Junior). Nous avons fixé des quotas
par classe, de sorte que nous avions plus d’éléves de premiere que 1’an passé
(50% au lieu de 40%), et moins d’éleves des Académies de Paris et Versailles
(41%). 19 animateurs, pour la plupart d’anciens stagiaires, mais aussi quelques
nouveaux qui n’avaient jamais participé aux activités olympiques, ont assuré
les 168 heures de cours, les soirées, les tests, la muraille, le polycopié...

Le stage était structuré comme celui de ’an dernier : deux périodes de quatre
jours (19 - 22 aotit et 23 - 26 aout), trois de cours / exercices (nous avons aban-
donné la différence entre "cours" et "travaux dirigés"), un test le matin du qua-
trieme jour (8h30 a 12h30 pour le groupe D, 9h a 12h pour les autres) et une
apres-midi libre et improvisée (sans visite planifiée). Le vendredi 22, par exemple,
un groupe de dix éléves est allé a la piscine, une quinzaine d’autres au bowling,
d’autres encore au lasergame. Enfin, le mercredi 27 aout, dernier jour du stage,
était consacré a des cours non sanctionnés par un test, sur des sujets plus larges
que la stricte préparation olympique. C’est la journée d” "ouverture". Les tests
étaient corrigés le soir méme, les soirées étaient libres les veilles de tests ainsi
que le dernier jour (soirée spéciale sans contrdle d’heure de coucher). Méme les
autres soirs, I'heure de coucher n’était guere respectée.

Le premier soir, Martin Andler, président d’Animath, a remis la coupe Ani-
math aux 9 lauréats, puis a présenté une conférence sur les médailles Fields.
Puis les 19 et 20 aofit ont eu lieu deux conférences, 'une d’algebre linéaire,
'autre intitulée : "votre nom de famille est-il voué a disparaitre ?". Les 23 et
24 aott, la présentation des différentes Olympiades Internationales et la soirée
ITYM - TEJM. Comme ’an passé, 'horaire des repas était : petit déjeuner a 8 h,
déjeuner a 12 h 30, diner a 19 h, les soirées commengcaient soit a 20 h 30 soit a 20
h. Les éleves devaient étre couchés a 23 h 30, mais ce n’était guere respecté, nous

15



I. DEROULEMENT DU STAGE

n’étions pas suffisamment nombreux pour assurer une véritable surveillance.

Le lundi 18 aofit, jour de I'arrivée, apres la présentation du stage (14 h) au
cours de laquelle nous n’avions pas de tee-shirts Animath a distribuer, en raison
des restrictions budgétaires (exceptionnellement, les animateurs ont accepté de
travailler bénévolement... et on a failli ne pas imprimer le présent polycopié),
les éleves ont répondu a un questionnaire d’évaluation en une heure et demie,
afin d’étre répartis dans quatre groupes de niveaux équilibrés et autant que pos-
sible homogenes. Les groupes valaient pour I’ensemble du stage, mais quelques
éleves ont demandé de changer de groupe et cela leur a été accordé. Ce n’est
que plus tard dans la semaine que leur ont été distribués les bics Animath ainsi
que les DVD Dimensions et Chaos. Comme 1’an passé, des cours autres que les
chapitres habituels ont été proposés.

Quelques liens utiles pour poursuivre le travail réalisé pendant ce stage :

— Le site d’Animath : http :/ /www.animath.fr

— Le site MathLinks : http ://www.mathlinks.ro

— Les polycopiés de stages olympiques précédents :
http :/ /www.animath.fr/spip.php ?article260

— Les cours de 'Olympiade Frangaise de Mathématiques :
http :/ /www.animath.fr/spip.php ?article255
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I. DEROULEMENT DU STAGE

Groupe A \ Groupe B | GroupeC [  GroupeD
Lundi 18/08 Arrivé, accueil des éleves et premiére évaluation
20h30 -21h30 Remise de la coupe Animath et conférence : Les médailles Fields (Martin)
9h -12h stratégies de base logique géométrie arithmétique
(Frangois) (Joon) (Jean-Francois) (Baptiste)
Mardi 14h - 17h+-e stratégies de base | stratégies de base géométrie arithmétique
(Cécile) (Arsene) (Samuel) (Pierre)
20h30 -21h30 Conférence : Algebre linéaire (Nicolas)
9h -12h stratégies de base | stratégies de base géomeétrie arithmétique
(Joon) (Alix) (Thomas) (Igor)
Mercredi 14h - 17h+-e algebre stratégies de base géomeétrie géométrie
(Alix) (Margaret) (Jean-Louis) (Baptiste)
20h30 -21h30 Conférence : votre nom de famille est-il voué a disparaitre ? (Thomas)
%h - 12h algébre algebre polynomes géométrie
(Margaret) (Jean-Louis) (Igor) (Jean-Frangois)
Jeudi 14h - 17h+e logique algebre polynomes géométrie
(Joon) (Baptiste) (Guillaume) (Jean-Louis)
20h30 - 21h 30 Soirée libre
9h - 12h Test
Vendredi Aprés-midi Sorties improvisées (piscine, bowling, laser game)
20h30 - 21h 30 Correction du Test
9h - 12h géométrie géométrie arithmétique combinatoire
(Frangois) (Jean-Frangois) (Pierre) (Guillaume)
Samedi 14h - 17h+-€ géométrie géométrie arithmétique combinatoire
(Cécile) (Nicolas) (Thomas) (Margaret)
20h15 - 21h Présentation des différentes olympiades internationales
9h -12h géomeétrie géométrie arithmétique combinatoire
(Pierre-Antoine) (Alix) (Frangois) (Thomas)
Dimanche 24/08 | 14h-17h+e arithmétique arithmétique Inégalités éq. fonctionnelles
(Matthieu) (Margaret) (Vincent) (Guillaume)
20h - 21h Conférence : ITYM et le TFJM (Matthieu etc...)
9h - 12h arithmétique arithmétique éq. fonctionnelles inégalités
(Nicolas) (Frangois) (Pierre-Antoine) (Jean-Frangois)
Lundi 14h - 17h+-e arithmétique arithmétique éq. fonctionnelles inégalités
(Arsene) (Matthieu) (Pierre) (Vincent)
20h - 23h30 Anniversaire Pierre-Alexandre + Soirée libre
9h - 12h Test
Mardi Aprés-midi Sortie
20h30 - 21h 30 Correction du Test
%h - 12h théorie des graphes suites réelles dénombrabilité | analyse complexe
(Guillaume) (Nicolas) (Matthieu) (Pierre)
Mercredi 14h - 17h+-e combinatoire combinatoire calculabilité Cauchy Lipschitz
(Arsene) (Joon) (Vincent) (Thomas)
20h - 23h30 +¢ Soirée /nuit libre
Jeudi Matinée Brunch puis départ
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II. coupe Animath et évaluation
initiale

1 Présentation

La "coupe Animath" organisée le 3 juin 2014 vient se substituer au test de
sélection du stage olympique. C’est une compétition de 3 heures pour les col-
légiens, 4 heures pour les lycéens, qui sert notamment a sélectionner les sta-
giaires, mais pas uniquement. Les résultats de la coupe Animath sont publiés
sur notre site. Pour la sélection au stage, on applique des bonifications qui mo-
difient quelque peu le classement : les filles, les trois premiers de leur Acadé-
mie a I’'Olympiade Académique et les dix premiers de Kangourou ainsi que les
nouveaux entrants bénéficient de 22,5% de bonification, ceux classés entre la
quatrieme et la sixieme place de leur Académie a I'Olympiade Académique,
d’une bonification de 10%, le cumul étant limité a deux bonifications. Ceci afin
de favoriser I'égalité des chances. Malheureusement, cela n’a pas suffi a nous
donner un nombre suffisant de filles, et nous avons favorisé les filles sur la liste
d’attente pour compenser.

Pendant la premiere soirée du stage, le Président d’Animath, Martin Andler,
a remis une coupe aux meilleurs éleves de chaque catégorie :

Quatrieme : Pierre-Alexandre BAZIN

Troisieme : Ilyes HAMDI

Seconde : Adrien LEMERCIER et Lucie WANG

Premiére : Vincent BOUIS, Nicolas FABIANO, Jérémy LENGELE, Arthur
NEBOUT et Florent NOISETTE.

2 Enoncés

Instructions

> Rédigez les différents problemes sur des copies distinctes. Sur chaque
copie, écrivez en lettres capitales vos nom et prénom en haut a gauche
ainsi que votre classe, et le numéro du probleme en haut a droite.

> On demande des solutions complétement rédigées (sauf pour 1'exercice
1), ot toute affirmation est soigneusement justifiée. La notation tiendra
compte de la clarté et de la précision de la copie.
Travaillez d’abord au brouillon, et rédigez ensuite au propre votre solu-
tion, ou une tentative, rédigée, de solution contenant des résultats signifi-
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II. COUPE ANIMATH ET EVALUATION INITIALE

catifs pour le probleme.
Ne rendez pas vos brouillons : ils ne seraient pas pris en compte.

> Une solution complete rapportera plus de points que plusieurs tentatives
inachevées. Il vaut mieux terminer un petit nombre de problemes que de
tous les aborder.

> Regles, équerres et compas sont autorisés. Les rapporteurs sont interdits.
Les calculatrices sont interdites, ainsi que tous les instruments électro-
niques.

Les collégiens traitent les exercices 1 a 4. Les lycéens traitent les exer-
cices4a’.
L’exercice 1 est noté sur 5 points, les autres sont notés sur 10 points.
Merci de bien vouloir respecter la numérotation des exercices. Rédigez les différents
problemes sur des copies distinctes. Sur chaque copie, écrivez en lettres capitales vos
nom et prénom en haut a gauche ainsi que votre classe, et le numéro du probléme en
haut a droite.

Enoncés college

Exercice 1 Dans cette question, et uniquement cette question, on demande une réponse
sans justification.

Sachant que le petit carré est de coté x et que les triangles sont équilaté
déterminer la longueur du co6té du grand carré.

Exercice 2 Trouver tous les couples de chiffres (a,b) tels que 'entier dont les
quatre chiffres sont ab32 est divisible par 99.

Exercice 3 Deux cercles de centres O et O’ et de rayons respectifs R < R’ sont
tangents extérieurement en B. Soit (T) la tangente commune passant par B.

On mene une tangente commune (M N) (ot M appartient au premier cercle
et N au second). Cette tangente coupe (7') en A. Les droites (OA) et (O'A)
coupent BM et BN en C et D. Les droites (OO') et (M N) se rencontrent en
E.

(1) Démontrer que (C'D) est parallele a (MN).

(2) Prouver que OAQ’ est rectangle en A.

(3) Calculer la longueur EO en fonction de R et R'.

(4) Calculer la longueur C'D en fonction des rayons des cercles.

Enoncé commun
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II. COUPE ANIMATH ET EVALUATION INITIALE

Exercice 4 a) Est-il possible de répartir les nombres 1,2, 3, ..., 10 en cinq paires
de sorte que les cinqg sommes par paires donnent cinq nombres premiers diffé-
rents ?

b) Est-il possible de répartir les nombres 1,2, 3, ..., 20 en dix paires de sorte
que les dix sommes par paires donnent dix nombres premiers différents ?

Enoncés lycée

Exercice 5 Lors d'un tournoi de football, chaque équipe rencontre exactement
deux fois chacune des autres. Il n'y a pas de match nul, une victoire rapporte
deux points et une défaite ne rapporte rien. Il se trouve qu’'une seule équipe a
remporté le tournoi avec 26 points, et qu’il y a deux équipes derniéres ex-aequo
avec 20 points chacune. Déterminer le nombre d’équipes, et donner un exemple
de tournoi ot de tels résultats se produisent.

Exercice 6 Etant donnés un point P et un cercle C du plan, on appelle distance de
P aClalongueur minimale PM entre P et un point M du cercle C. Par exemple,
si P appartient au cercle alors la distance de P a C est nulle, et si P est le centre
du cercle alors la distance de P a C est égale au rayon de C.

Etant donnés quatre points A, B, C, D non cocycliques, combien y a-t-il au
maximum de cercles qui passent a égale distance de ces quatre points ?

Exercice 7 Déterminer tous les entiers x4, z3, - - - , g, 19 tels que
D<o <29 <+ < a9 < Ty €t T919 < 2($1+£L‘2+£L’9)

3 Solutions

Enoncés college

Exercice 1 Dans cette question, et uniquement cette question, on demande une réponse
sans justification.

Sachant que le petit carré est de coté = et que les triangles sont équilaté
déterminer la longueur du c6té du grand carré.

Solution de l'exercice 1
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II. COUPE ANIMATH ET EVALUATION INITIALE

. s A ) L V3
La hauteur & d’un triangle équilatéral de coté = est égale a T

En effet, d’apres le théoréme de Pythagore on a z* = h* + (z/2)?, donc h? =
1? — (z/2)? = 322

Le coté du grand carré vaut donc = + 2h = z(1 + \/3)

Exercice 2 Trouver tous les couples de chiffres (a,b) tels que I'entier dont les
quatre chiffres sont ab32 soit divisible par 99.

Solution de I'exercice 2 Soit n 1’entier formé par les deux chiffres ab. On cherche
a et b de sorte que 100n + 32 soit divisible par 99.

Or, 100n 4 32 = n + 32 4 99n, donc la condition équivaut au fait que n + 32
soit divisible par 99.

Or, 0 < n <99, donc 32 < n + 32 < 131. L'unique entier entre 32 et 131 qui
est divisible par 99 étant 99, la seule solution est n = 99 — 32 = 67, c’est-a-dire
a=6etb="1.

Exercice 3 Deux cercles, I'un de centre O et de rayon R, 1’autre de centre O’ et
derayon R’ avec R < R/, sont tangents extérieurement en B. Soit (7') la tangente
commune passant par B.

On meéne une autre tangente commune (M M’) (ott M appartient au premier
cercle et M" au second). Cette tangente coupe (7') en A. Les droites (OA) et (O’ A)
coupent BM et BM' en D et D'. Les droites (O0’) et (M M’) se rencontrent en
E.

(1) Démontrer que (DD’) est parallele a (M M').

(2) Prouver que OAQ’ est rectangle en A.

(3) Calculer la longueur EO en fonction de R et R'.
(4) Calculer la longueur DD’ en fonction de R et R'.

Solution de l'exercice 3
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Notons C et C' les deux cercles.

1) Les deux tangentes a C menées a partir de A étant (AM) et (AB), leurs
points de contact M et B sont symétriques par rapport a (A0), donc D est le
milieu de [M B]. De méme, D’ est le milieu de [M'B]. D’apres le théoreme des
milieux dans le triangle BA/M’, (DD’) est parallele a (M M").

2) Ona 180° = MAO + OAB + BAO' + O'AM’ = 2(0AB + BAO') = 20A0/
donc OAO’ = 90°.

Autre méthode.

(OA) et (O'A) sont les médiatrices de [M B| et [M'B] donc AM = AB = AM'.
On en déduit que le triangle M/ BM' est rectangle en .

Alors le quadrilatere ADBD' a 3 angles droits : c’est un rectangle donc DAD'
est aussi un angle droit et OAQO’ est aussi un triangle rectangle.

3) (OM) et (O'M') sont paralleles puisque perpendiculaires a (M M’). D’apres
le théoréme de Thales, on a

R OM EO EO

R~ OM' ~ EO EO+R+R
En multipliant membre a membre par R'(EO + R+ R’), on obtient R(EO + R+
R') = EO x R donc (R' — R)EO = R(R + R'). Finalement,
R(R+ R))

EO =
R —R

4) Les diagonales du rectangle DAD'B ont la méme longueur donc DD’ =
AB.

D’apres le théoréme de Pythagore, on a
AO* = R+ AB’
AO0” = R*+ AB?
On additionne terme a terme :
00" = R*+ R”+2AB
(R+R)? = R*+R’+24B°
2RR = 2AB>
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Il vient AB? = RR' donc DD’ = AB = Vv RR'.

Autre méthode.
D’apreés le théoreme de Pythagore dans le triangle rectangle EMO, on a

2 /)2 \2
EM? = EO*- MO? = R“(f +]§2) ~R?=R?x <E£/+ ZZ;Q - 1>
_ Ry (R+R)*—(R—-R)? _ 2 (R+RR+R—-R)R+R —-(R-R))
(R R (R R
4R?*RR

S woRp
On en déduit que EM = %=V RR'.
Comme EM' = £EM, ona EM' = 28-+/RR'. 1l vient

/_
MM =EM' — EM = 22/ — ngR’ =2V RR.

Comme D et D' sont les milieux de [BM] et [BM'], on en déduit que DD’ =
RR.

Autre solution. On a BOA = 90° — OAB = BAOQ'. On en déduit que les
triangles rectangles OB A et ABO' sont semblables, donc 42 = 9B ce qui s'écrit

, OB = AB’
aussi 42 = 4. ou encore AB = VRR'.
Or,ona AM = AB et AM' = AB, donc MM' = 2v/RR'. Comme D et D’

sont les milieux de [BM] et [BM'], on en déduit que DD’ = vV RR'.

Enoncé commun

Exercice 4 a) Est-il possible de répartir les nombres 1,2, 3, ..., 10 en cinq paires
de sorte que les cinq sommes par paires donnent cinq nombres premiers diffé-
rents ?

b) Est-il possible de répartir les nombres 1,2, 3, ..., 20 en dix paires de sorte
que les dix sommes par paires donnent dix nombres premiers différents ?

Solution de l'exercice4 a) Oui : 1 +4 =5,34+8 =11,5+2 =7,7+6 = 13,
9+ 10=19.

b) Les nombres premiers sommes de deux entiers distincts parmi 1,...,20
sont compris entre 3 et 39, donc figurent parmi 3,5, 7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37.
La somme de ces nombres premiers vaut 195, qui est strictement plus petite
que 1 + 2+ --- + 20 = 210. Par conséquent, il n’est pas possible d’effectuer le
regroupement comme dans 1'énoncé.

Enoncés lycée

Exercice 5 Lors d’un tournoi de football, chaque équipe rencontre exactement
deux fois chacune des autres. Il n’y a pas de match nul, une victoire rapporte
deux points et une défaite ne rapporte rien. Il se trouve qu'une seule équipe a
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remporté le tournoi avec 26 points, et qu’il y a deux équipes dernieres ex-aequo
avec 20 points chacune. Déterminer le nombre d’équipes, et donner un exemple
de tournoi ot de tels résultats se produisent.

Solution de I’exercice 5 Notons n le nombre d’équipes.

Chaque équipe gagne un nombre de matchs compris entre 10 et 13. Comme
il y a n(n — 1) matchs, chaque équipe gagne en moyenne n — 1 matchs. L'équipe
victorieuse et les deux derniéres ex-aequo gagnent en moyenne 11 matchs, tan-
dis que les autres équipes gagnent en moyenne entre 11 et 12 matchs. Par consé-
quent, le nombre moyen de matchs gagné par équipe est > 11 et < 12. Comme
n — 1 est un entier, on a nécessairement n — 1 = 11, c’est-a-dire n = 12.

Montrons qu'un tel tournoi est possible. Pour se fixer les idées, disons que
les 12 équipes appartiennent a 12 villes différentes. Chaque paire de villes joue
deux matchs, 'un dans la ville de I'une des équipes et 1’autre dans la ville de
'autre équipe. On dira qu'une équipe joue a domicile si le match se déroule
dans sa ville, et a I’extérieur sinon.

Voici un exemple de tournoi qui convient : lorsque deux des équipes 2, . . ., 12
se rencontrent, celle qui joue a domicile gagne. De plus, I'équipe 1 gagne tous
ses matchs contre les équipes 2 et 3, et gagne seulement a domicile contre les
équipes 4, ...,12.

Autre solution pour la premiére partie. Notons a le nombre d’équipes qui
gagnent 11 matchs et b le nombre d’équipes qui gagnent 12 matchs. Le nombre
total d’équipes est n = 3 + a + b. D’autre part, le nombre de matchs gagnés est
nn—1)=10x2+1la+120+13 =33+ 1la+ 120 = 11(3+a+b)+ b= 11n+b.

On en déduit que b = n(n — 1) — 11n = n(n — 12). Comme 0 < b < n,ona
0 < n(n — 12) < n. En divisant par n, on obtient 0 < n — 12 < 1, d’oun = 12.

Exercice 6 Etant donnés un point P et un cercle C du plan, on appelle distance de
P aClalongueur minimale PM entre P et un point M du cercle C. Par exemple,
si P appartient au cercle alors la distance de P a C est nulle, et si P est le centre
du cercle alors la distance de P a C est égale au rayon de C.

Etant donnés quatre points A, B, C, D non cocycliques, combien y a-t-il au
maximum de cercles qui passent a égale distance de ces quatre points ?

Solution de l'exercice 6 Soit C un cercle passant a égale distance de A, B,C, D.
Les quatre points ne peuvent pas étre tous intérieurs au cercle, sinon ils seraient
équidistants du centre, donc seraient cocycliques. De méme, ils ne peuvent pas
étre tous extérieurs.

Déterminons le nombre de cercles C passant a égale distance de A, B,C, D
tels que A, B, C' soient du méme c6té du cercle. Supposons A, B, C' non alignés.
Soit €2 le centre du cercle circonscrit a A, B, C' et R son rayon. Notons r le rayon
de C et d = QD. Le fait que A, B, C, D soient équidistants de C s’écrit |r — R| =
|r — d|. De plus, r — R et r — d ne peuvent pas étre égaux, sinon on aurait d = R
et A, B,C, D seraient cocycliques. L'égalité |r — R| = |r — d| équivaut donc a

d

r—R=d-—r,ouencorear =

, ce qui prouve 1’existence et l'unicité du
cercle Cp tel que A, B, C soient d'un c6té et D de 1’autre coté du cercle.
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(Si A, B,C sont alignés, aucun point n’est équidistant de A, B,C, donc il
n’existe pas de cercle passant a égale distance de A, B, C tel que A, B, C soient
tous du méme coté du cercle.)

On définit de méme les cercles C4, Cp et Co s’ils existent.

Déterminons le nombre de cercles C passant a égale distance de A, B,C, D
tels que A, B soient d'un c6té et C, D de 'autre. Le centre de C est nécessaire-
ment équidistant de A et B, donc se situe sur la médiatrice de [AB]. De méme,
il se situe sur la médiatrice de [C'D)].

Supposons que (AB) et (C'D) ne sont pas paralleles. Alors les médiatrices
de [AB] et de [C'D] se rencontrent en un point (2. Soient Ry = QA et Ry, = QC.
Alors Ry # R, car A, B, C, D ne sont pas cocycliques. Comme dans le cas pré-

: R+ R
cédent, on voit que le cercle de centre ) et de rayon — 2

est 'unique cercle

équidistant de A et B tel que A et B sont d'un coté et C, D de 1'autre. Notons-le
Cap.

Supposons que les médiatrices de [AB] et [C'D] sont paralléles non confondues.
Alors il n’existe pas de cercle équidistant de A, B, C, D tel que A, B soient d'un
coté et C, D de l'autre.

Supposons que les médiatrices de [AB] et [C'D] sont confondues. Si A, B, C, D
ne sont pas alignés, alors les médiatrices de [AB] et de [AC] se coupent en un
point  qui est équidistant de A, B, C, D, ce qui contredit le fait que A, B,C, D
ne sont pas cocycliques.
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Supposons que A, B, C, D sont alignés tels que les milieux de [AB] et de [C D]
sont confondus. Il y a alors une infinité de cercles passant a égale distance de
A, B, C, D, les centres étant sur la médiatrice commune.

La discussion qui précede montre que, sauf dans le cas particulier ou les
quatre points sont alignés de sorte que le milieu de deux points est égal au mi-

lieu des deux autres, |il y a au plus 7 cercles | passant a égale distancede A, B,C, D :

il s’agit de C4, Cp, Cc, Cp, Cap, Cac, Cap. L'égalité a lieu lorsque deux quel-
conques des six droites déterminées par A, B, C, D ne sont pas paralléles.

Exercice 7 Déterminer tous les entiers z;, o, - - - , g, 21 tels que
O< T <x9 <+ <29 < T19 €t TY210 <2([L'1+1172++£B9)

Solution de I'exercice 7 On vérifie immédiatement que x; = 1,29 = 2,..., 210 =
10 est une solution. Montrons qu’il n’y en a pas d’autre.
Premiére méthode. Notons a = zg et b = x, pour abréger. On a

ala+1)<ab<2((a—8) +---+(a—1)+a)=18a — 72,

donc 72 < 18a — a(a + 1) = a(17 — a). Ceci prouve que a < 16. De plus, comme
0 <23 <29 < -+ <29 =aonaa > 9. En essayant toutes les valeurs de a
comprises entre 9 et 16, on voit que la seule valeur qui satisfait 1'inégalité est
a =9.0n a alors

90 =a(a+1) <ab < 18a— 72 =90,

donca(a+1) =ab,doub=a+1=10.Comme0 <2y <x3 <--- <29 =09,0n
a nécessairement x;, = k pour tout £ =1,2,...,10.

Remarque : si on ne veut pas essayer toutes les valeurs de a comprises entre
9 et 16, on peut remarquer que

72<a(l7T—a) <= a®*—17a+72<0 <= (a—8)(a—9) <0 <= 8<a<9.

Deuxieme méthode. On sait que pour tout entier naturelnona 1l +2+---+
n(n+1)
2
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OnalEgl’lo < 2(1+2+3+ : —|—(ZL’9— 1)—|—x9) = [Eg(l’g—f—l), donc T19 < 5(79+1
Comme on a d’autre part x;y > zy, on en déduit que ;o = x9 + 1 et que

T1+ 2o+ -F+x9=14+24 -4 x9.

Par conséquent, tous les entiers entre 1 et zg figurent dans la liste x4, ..., zy, ce
qui entraine que x, = k pour toutk =1,2,...,10.

4 Evaluation initiale

Le premier jour du stage est consacré a répartir les stagiaires en quatre groupes
de niveaux, équilibrés. Ceci sur la base d'un questionnaire d” "évaluation ini-
tiale" présenté ci-dessous :

GEOMETRIE

As-tu déja utilisé le théoréeme de 'angle inscrit? OUI? NON ?

Sais-tu ce que sont des triangles semblables ? OUI? NON ?

Sais-tu ce qu’est une homothétie ? OUI? NON ?

As-tu déja utilisé le théoreme de Céva? OUI? NON?

Connais-tu la loi des sinus ? OUI? NON ?

Si oui, écris-la :

Résous l'exercice suivant :

Soient ABC' un triangle, P €|ABJ, () €]BC|et R €]CA|. Les cercles circons-
crits & APR et BP(Q se coupent en P et X. Montrer que X est sur le cercle
circonscrit a CQR.

COMBINATOIRE

As-tu déja utilisé le principe des tiroirs ? OUI? NON ?

Sais-tu ce qu’est un coefficient binomial ? OUI ? NON ?

Si oui, combien vaut : (Z) + (kil) ?

Sais-tu ce qu’est une démonstration par récurrence ? OUI? NON ?

Si oui, résous 1’exercice suivant :

On trace dans le plan n droites, dont deux ne sont jamais paralleles et trois ne
sont jamais concourantes. Montrer que ces n droites partagent le plan en %

régions.
ALGEBRE

Sais-tu effectuer une division euclidienne de polynémes? OUI? NON ?

Si oui, écris la division euclidienne de X3 + X + 1 par X — 2.

Connais-tu 1'inégalité arithmético-géométrique ? OUI? NON ?

Si oui, écris-la :

Trouve toutes les fonctions f telles que pour tous z et y réels, on ait : f(z +

y—flx) =y
ARITHMETIQUE
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Sais-tu ce qu’est le PGCD de deux entiers ? OUI? NON ?
Si oui, quel est le PGCD de 21 et 917

As-tu déja utilisé le théoreme de Bézout? OUI? NON ?
Sais-tu manipuler les congruences ? OUI? NON ?

Si oui, combien vaut : 20142014 modulo 7?

Connais-tu le théoreme chinois ? OUI? NON ?

Si oui, écris-le :

S’il te reste du temps, voici deux exercices a résoudre (directement sur la
feuille) :

1) Dans la ville de Bagdad, le bon Calife vient d’inventer un nouveau jeu :
on dispose de vingt cailloux et chacun des deux joueurs a tour de rdle peut
prendre un, deux ou cinq de ces cailloux. Le gagnant est celui qui prend le ou
les derniers cailloux. Le bon Calife adore ce jeu : comme il est Calife, il joue le
premier et gagne toujours. Comment fait-il ?

2) Soit ABC' un triangle dont I’angle en A vaut 60°, I le centre de son cercle
inscrit, F' le point de [AB] tel que (I F') soit parallele a (AC') et P le point de [BC|
tel que BC' = 3BP. Montrer que I'angle BFP = ABC.
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ITII. Premiere période

1 Groupe A : stratégies de base

1 mardi 19 matin : Frang¢ois Lo Jacomo

Les stratégies de base désignent traditionnellement des stratégies utilisées
dans de nombreux domaines des mathématiques. Le présent cours se limitera a
deux d’entre elles : le principe des tiroirs, et les invariants. On terminera, si l’'on
a le temps, par quelques exercices de pavage.

Principe des tiroirs

Le principe des tiroirs semble élémentaire, mais il n’a été utilisé en mathé-
matiques qu’a partir du 19-éme siecle :

Si 'on range au moins n + 1 objets dans n tiroirs, 'un des tiroirs au moins
contiendra au moins deux objets. Et plus généralement, si 1'on range au moins
kn + 1 objets dans ces mémes n tiroirs, 'un des tiroirs au moins contiendra au
moins k + 1 objets. Par exemple : sachant qu'un humain a moins de 250 000
cheveux et qu’il y a 2 500 000 Parisiens, au moins deux Parisiens ont le méme
nombre de cheveux. On peut méme préciser qu’il existe 10 Parisiens au moins
ayant le méme nombre de cheveux. S’il existait 2 500 001 Parisiens ayant chacun
moins de 250 000 cheveux, on pourrait affirmer qu’il en existe au moins 11 parmi
eux ayant le méme nombre de cheveux.

Exercice 1

Chacun des 80 stagiaires connait un certain nombre d’autres stagiaires. On
admet que si A connait B, B connait A. Montrer qu’il existe au moins deux
stagiaires qui connaissent précisément le méme nombre de stagiaires.

Exercice 2
Montrer que quel que soit n, parmi (n + 1) entiers quelconques ay, a; ... a,,
on peut en trouver deux q; et a; tels que a; — a; soit divisible par n.

Exercice 3
Montrer que pour tout n, il existe un multiple de n d’au plus n chiffres, tous
égauxaOou 1.

Solution de l'exercice 1
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Les tiroirs seront le nombre de stagiaires connus. Il peut varier de 0 a 79, ce
qui fait 80 tiroirs pour 80 stagiaires, c’est un tiroir de trop. Mais on remarque
que si un stagiaire connait les 79 autres stagiaires, alors tous les stagiaires le
connaissent, donc le nombre de stagiaires connus ne peut pas prendre la valeur
0 s’il prend la valeur 79. Il prend donc au plus 79 valeurs, et le principe des
tiroirs s’applique.

Solution de I'exercice 2

Sin = 2, cela revient a dire que parmi trois entiers donnés, il y en a au moins
deux qui ont méme parité. On répartit les nombres dans deux tiroirs (pair et
impair), et I'un des tiroirs contient au moins deux nombres. On peut faire la
méme chose si n = 3, en répartissant les nombres dans trois tiroirs : ceux qui
sont divisibles par 3, ceux de la forme 3% + 1 et ceux de la forme 3% + 2, et plus
généralement on classe les nombres dans les n classes modulo n : {kn}, {kn +
1}..{kn+ (n —1)}. Aumoins une classe contient au moins deux entiers : kn + r
et k'n + r, et leur différence (k — k')n est bien divisible par n.

Solution de 'exercice 3

On utilise ce premier résultat avec la suite : ap = 0,a; = 1,a9 = 11, a3 = 111
etc... : a; est I'entier formé de i chiffres tous égaux a 1. Deux d’entre eux ont une
différence multiple de n, et cette différence a au plus n chiffres tous égaux a 0
ou 1.

Historiquement, la premiére utilisation véritablement mathématique du prin-
cipe des tiroirs est la démonstration que voici, qui date du milieu du XIX" siecle.

Exercice 4
Soit x un nombre irrationnel positif. Montrer qu’il existe une infinité de frac-
tions £ telles que |z — 2| <

Solution de l'exercice 4

On choisit un nombre 7, et on place les parties décimales de 0z, 1z, 2z, - - - nx
dans les n intervalles [%, k—f[ : deux au moins iz et jr seront dans le méme
intervalle. On pose ¢ = |i — j|, et si l’on fait la différence : partie décimale de
liz — jz| = qv — p, avec |qz — p| < % < %. D’ou l'existence d’une fraction g.
Maintenant, pour prouver qu’il en existe une infinité, il faut raisonner par ’ab-
surde, c’est-a-dire prouver que si ¢’était faux, nous aurions une contradiction :
supposons en effet qu’il en existe un nombre fini, et considérons la plus petite
valeur ¢ prise par les |gz — P| pour toutes les fractions vérifiant la condition
de I’énoncé. En choisissant n tel que 1 < ¢, avec le raisonnement précédent on
construira une nouvelle fraction vérifiant elle aussi la condition de 1’énoncé et
pour laquelle |gz — p| sera plus petit que pour toutes les fractions précédem-
ment listées, preuve que cette liste n’était pas exhaustive. D’ou la contradiction
qui achéve la démonstration.

IIn'y a pas qu’en arithmétique qu’on fait appel au principe des tiroirs. Voici
deux exercices simples de géométrie qui l'utilisent.
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Exercice 5

Les points du plan sont coloriés arbitrairement en rouge et en noir. Montrer
qu’on peut trouver deux points de méme couleur situés a exactement 1 m de
distance.

Solution de 'exercice 5
Il suffit de considérer les trois sommets d"un triangle équilatéral de 1 m de
cHté. Deux au moins d’entre eux sont de méme couleur.

Exercice 6

On place 51 points au hasard sur un carré de c6té 1. Montrer qu’on peut en
trouver au moins 3 a l'intérieur d’un cercle de rayon 1 (ce cercle peut déborder
les cotés du carré).

Solution de 'exercice 6
Pour appliquer le principe des tiroirs, il faut strictement moins de 3 tiroirs,
soit au plus 25. Couvrir un carré avec 25 cercles est moins facile que le couvrir

avec 25 carrés, de coté :. Mais la diagonale d’un tel carré mesure ? < 2, de
sorte que chacun de ces carrés est inclus dans un cercle de rayon 1. Les trois
points qui se trouvent a l'intérieur d'un méme carré se trouvent a fortiori a
l'intérieur d"un méme cercle.

Invariants

Un invariant est une caractéristique d’une situation qui ne peut pas chan-
ger pour un probleme donné, quels que soient les choix arbitraires que 1’'on
fait. On étudie un processus qui se déroule selon certaines régles, et on montre
que quelle que soit le maniere dont se déroule le processus conformément aux
regles, une caractéristique (un invariant) ne change pas, et aura donc toujours
la méme valeur, ce qui prouve certaines impossibilités. Exemple :

Exercice 7

On dispose d’un tas de 2013 billes noires et 2014 billes blanches, et d"une
réserve d’autant de billes blanches que I'on veut. On tire deux billes : si elles
sont de la méme couleur, on remet dans le tas une bille blanche, sinon on remet
la bille noire. On recommence jusqu’a ce qu'il ne reste qu'une seule bille. Quelle
est sa couleur ?

Solution de 'exercice 7

L’'invariant est la parité du nombre de billes noires dans le tas. En effet, si a
un moment donné, le tas contient NV billes noires, au tirage suivant il en contien-
dra soit N, soit N — 2, en tout cas un nombre de méme parité que N. Car sil’on
tire deux billes noires et remet une bille blanche, il en contiendra N — 2, si I’on
tire deux billes blanches et remet une blanche, il en contiendra N, et de méme si
I’on tire une bille blanche et une bille noire et remet une bille noire. Comme au
premier tirage, il y a un nombre impair de billes noires (2013), il y aura toujours
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un nombre impair de billes noires, donc il n'y en aura jamais zéro. La derniere
bille est donc nécessairement une bille noire.

Exercice 8

16 ampoules sont disposées en carré, quatre par ligne et quatre par colonne.
Sur chaque ligne et sur chaque colonne, un interrupteur permet de changer
I'état de toutes les lampes de la ligne ou de la colonne. On part d’un état ot
une seule lampe est allumée. Peut-on les éteindre toutes ?

Solution de I'exercice 8

Non! car la parité du nombre de lampes allumées est invariante quand on
actionne n’importe quel interrupteur, il y en aura donc toujours un nombre im-
pair (donc non nul) d’allumées.

Exercice 9

On écrit sur le tableau les entiers de 1 a 2014. A chaque étape, on en efface
deux et on écrit a la place leur différence. Le nombre d’entiers diminue donc de
1. Le dernier entier obtenu a la deux mille treiziéme étape peut-il étre égal a 0?
Peut-il étre égal a 1?

Solution de I'exercice 9

Les deux questions sont trés différentes : pour 1'une, la réponse est "non", on
utilise un invariant pour le prouver. Pour l’autre, la réponse est "oui", on le dé-
montre en construisant explicitement la solution. Dans le cas de I'impossibilité,
c’est encore un argument de parité qui permet de conclure. Comme la différence
de deux entiers a méme parité que leur somme, la somme de tous les entiers sur
le tableau conserve, a chaque étape du processus, la méme parité. Or au départ
elle vaut: 1+ 2+ ... + 2014 = 2M4X201% qyj est impair. Cette somme restera donc
toujours impaire, et le dernier nombre obtenu sera un nombre impair, ce ne peut
pas étre 0.

Pour prouver que ce peut étre 1, il faut un tout autre raisonnement. On
groupe les nombres ainsi: (1,2, 3,4), (5,6,7, 8), ...(2009, 2010, 2011, 2012), (2013, 2014).
Chacun des quadruplets peut étre ramené a 0, en remplagant (4n+1,4n +2) par
1, (4n+ 3,4n +4) par 1, puis (1, 1) par 0. Il reste (2013,2014) qu’on ramene a 1.

Prouver que la réponse est "oui" ou que la réponse est "non" nécessite donc
des raisonnements totalement différents, il est donc impératif de deviner le plus
vite possible la bonne réponse car on perd beaucoup de temps lorsqu’on part
dans la mauvaise direction.

Exercice 10

6 arbres se trouvent aux 6 sommets d"un hexagone régulier. Sur chaque arbre
se pose un oiseau. Toutes les minutes, deux oiseaux simultanément vont de leur
arbre a I'un des deux arbres voisins. Peut-on avoir, aprés un certain nombre de
minutes, tous les oiseaux regroupés sur un méme arbre ?

Solution de I'exercice 10
Si la réponse était "oui", il faudrait décrire une suite de déplacements abou-
tissant a la solution. Pour prouver que la réponse est "non", on peut faire appel
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a un invariant. Considérons un triangle équilatéral formé de trois arbres non
voisins. Ce triangle contient au départ 3 oiseaux. Si tous les oiseaux sont sur le
méme arbre, le triangle contiendra 0 ou 6 oiseaux. Or il est facile de voir que
chaque déplacement laisse invariante la parité du nombre d’oiseaux perchés
sur le triangle : comme chaque arbre du triangle a ses voisins hors du triangle
et inversement, soit les deux oiseaux qui s’envolent étaient sur le triangle et
le nombre d’oiseaux sur le triangle diminue de 2. Soit aucun n’était sur le tri-
angle et le nombre augmente de 2. Soit I'un était sur le triangle et I’autre hors
du triangle, auquel cas le nombre d’oiseaux reste inchangé. Dans tous les cas, le
nombre d’oiseaux sur le triangle restera impair et ne vaudra jamais 0 ni 6.

Exercice 11

On dispose de trois tas de pieces, contenant au départ respectivement 51, 49
et 5 pieces. A chaque étape, on a le droit soit de réunir deux tas en un seul, soit
de diviser en deux moitiés égales un tas contenant un nombre pair de pieces.
Peut-on faire avec ces opérations trois nouveaux tas de 52, 48 et 5 pieces ?

Solution de I'exercice 11

Non! car a la premiere opération, on est obligé de réunir deux tas, aucun
n’ayant un nombre pair de pieces. On obtiendra soit un tas de 100 piéces et un
de 5 pieces, mais alors, par la suite, tous les tas obtenus auront un multiple de 5
de pieces; soit un tas de 54 et un de 51, et tous les tas suivants seront multiples
de 3; soit un tas de 56 et un de 49, et tous les suivants seront multiples de 7.
Jamais on n’obtiendra un tas de 52 pieces car 52 n’est multiple ni de 3, ni de 5,
nide?7.

Pavages

Nous conclurons par des problemes un peu différents : peut-on paver telle
surface avec des objets de telle forme ? La encore, il faut distinguer clairement
le cas ol la réponse est oui (il suffit alors de montrer un exemple de pavage
solution) du cas ot1 la réponse est non : souvent, on a alors recours a un coloriage
pour montrer que, si 'on pouvait paver, le nombre de cases de telle couleur ne
serait pas ce qu’il est effectivement. Ci-dessous trois exemples typiques :

Exercice 12
On consideére un échiquier, dont on découpe la case en haut a gauche et la
case en bas a droite. Peut-on paver les 62 cases restantes avec des dominos ?

Solution de I'exercice 12

Probleme tres classique : chaque domino couvre une case blanche et une
case noire, donc quelle que soit la maniére de disposer les dominos, on couvrira
autant de cases blanches que de cases noires. Or si l’on découpe les deux cases
en haut a gauche et en bas a droite de I'échiquier, il s’agit de deux cases de
méme couleur, toutes deux noires ou toutes deux blanches. Il restera donc soit
30 cases noires et 32 cases blanches soit 32 noires et 30 blanches. Si I’on parvient
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a placer 30 dominos (ce qui reste a prouver, mais c’est facile), les deux dernieres
cases seront obligatoirement de méme couleur, et on ne pourra pas y placer un
domino de plus : il n’est donc pas possible de paver tout 1’échiquier ainsi.

Exercice 13

Peut-on paver un triangle équilatéral de coté 6 avec des "sphinx" de forme
ci-dessus (angles de 60°, 120° ou 240°) ?

Solution de l'exercice 13

Le triangle équilatéral de coté 6 peut étre divisé en 36 triangles de co6té 1, dont
15 = 14243 +4+5 sont "pointe en bas" (colorions-les en gris) et 21 = 14+2+3+
4+ 5+ 6 "pointe en haut" (blancs). Or un sphinx est composé de 6 triangles (qui
est bien un diviseur de 36, ce n’est pas la que se situe l'impossibilité), mais parmi
ces 6 triangles, 4 sont dans un sens et 2 dans 'autre. Quelle que soit 1’orientation
de mon sphinx, celui-ci couvrira donc soit 2 cases grises et 4 cases blanches,
soit 2 cases blanches et 4 cases grises. Des lors, avec un nombre quelconque de
sphinx on ne pourra couvrir quun nombre pair de cases blanches et un nombre
pair de cases grises. En particulier, on ne couvrira jamais 15 cases grises et 21
cases blanches : il restera un nombre impair de cases grises non pavées et un
nombre impair de cases blanches non pavées.
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Exercice 14

Combien peut-on placer au maximum de parallélogrammes de cotés 1 et 2,
d’angles 60° et 120°, dans un hexagone régulier de coté 3 ?

Solution de l'exercice 14

Appelons s l'aire d’un triangle équilatéral de coté 1. L’hexagone régulier
peut étre découpé en 6 triangles équilatéraux de cotés 3, donc d’aire 9s : son
aire totale est 54s. Or les parallélogrammes ont chacun pour aire 4s : comme
515 > 13, on devrait pouvoir en placer 13. Mais une fois encore, ce n’est pas
possible : il suffit de colorier I'hexagone comme ci-dessous en 12 triangles noirs
et 42 triangles blancs de sorte qu'un parallélogramme, quelles que soient les
quatre cases qu’il occupe, couvre obligatoirement un et un seul triangle noir.
On peut donc placer au maximum 12 parallélogrammes, mais il faut encore
prouver qu’on peut effectivement en placer 12, ce qui est relativement facile (en
ne couvrant pas du tout I'hexagone blanc du centre par exemple).
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2 mardi 19 aprés-midi : Cécile Gachet

Introduction. La récurrence est un principe de raisonnement mathématique,
utile dans de nombreux domaines, notamment en combinatoire et en arithmé-
tique.

Elle s’appuie sur 1'idée que 1’on peut parcourir I’ensemble des entiers natu-
rels N de la maniere suivante : on part de 0, puison vaen 0 + 1 = 1, puis en
1+1=2 puisen2+ 1 = 3.. et ainsi de suite, a chaque fois qu’on se trouve
en un entier donné n (autrement dit, a chaque fois qu’on se place au rang n), on
peut aller a I’entier suivant, qui sera n + 1.

Définitions et notations. Ce qui est alors intéressant, c’est qu’on peut définir
des objets qui dépendent de notre entier n. Par exemple, on peut procéder ainsi :
a chaque fois qu’on se place en un entier n, on choisit un nombre et on dit qu’on
I'associe a notre entier n. Pour bien souligner cette association entre le nombre
choisi et I'entier n sur lequel on était placé lorsqu’on a choisi le nombre, on note
u, le nombre associé a 1’entier n.

Quand on regarde u, puis u;, puis u,,. .., et ainsi de suite tous les u,, que 'on
a définis, on définit en fait une suite de nombres, notée en I’occurrence (u,). Il ne
faut pas confondre la suite, notée (u,,), qui est la succession de tous les nombres,
et le terme de la suite au rang n, noté u,, qui n’est qu'un seul nombre.

Enfin, on peut aussi procéder ainsi : a chaque fois que l'on se place en un
entier n, on choisit non pas un nombre, mais une propriété; autrement dit, on
associe a chaque entier n une propriété. On note alors P, la propriété associée a
I'entier n.
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Principe de récurrence. Considérons une propriété dépendant d’un entier n,
notée P,,.

Pour montrer que P, est vraie pour tout n , on peut s’appuyer sur la des-
cription précédente de N. Ainsi, on peut représenter la situation par un escalier,
dont la n-iéme marche correspond a la propriété P,,.

> On commence par vérifier que la propriété F; est vraie (I'escalier repose

sur un sol ferme!).

> Ensuite, on démontre que : si la propriété est vraie pour un entier donné

n, alors elle est encore vraie pour l'entier suivant n + 1 (d'une marche a
l'autre, il n'y a qu’un pas. .. a franchir!).

Po

P1

Po
FIGURE.— Escalier de récurrence

Plus formellement, un raisonnement par récurrence se rédige ainsi :

On considere, pour n € N, la propriété P, : « ... ».

Montrons par récurrence que P, est vraie pour tout n € N.

> Initialisation : on vérifie que la propriété P, est vraie.

> Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel n tel que la propriété

P,, est vraie. On montre qu’alors la propriété P,,,, est aussi vraie.

Exercice 1

Soit n un entier naturel. Donner une formule explicite de la somme 0 + 1 +
24 ... +n.

Indication. Essayer une formule du type : 0+ 1+ 2+ ... +n = an® + bn + ¢, oil
a, b, c sont trois constantes.

Exercice 2 Une suite arithmético-géométrique est une suite (u,,),cn définie par
son premier terme u et la relation : u,41 = au, + b pour toutn € N,otta et b
sont deux réels fixés.

On prend ici (uy,)nen une telle suite, avec a # 1.

Montrer que, pour tout n € N,

a—1

a—1"

Uy = a"ug + b
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Exercice 3

Montrons que toute boite de crayons de couleur ne contient que des crayons
de la méme couleur.

On fait l'initialisation pour n = 1 : une boite contenant un seul crayon de
couleur ne contint forcément que des crayons de la méme couleur.

Pour I'hérédité, supposons qu’il existe un entier n tel que toute boite conte-
nant n crayons ne contienne que des crayons de la méme couleur.

Prenons alors une boite de n + 1 crayons. Les n premiers crayons de cette
boite sont tous de la méme couleur, et les n derniers crayons sont aussi tous de
la méme couleur. Donc tous les crayons de notre boite sont de la méme couleur.

Par principe de récurrence, on peut bien conclure que, pour tout entiern > 1,
n’importe quelle boite contenant n crayons ne contient en fait que des crayons
de la méme couleur; autrement dit, n'importe quelle boite de crayons de cou-
leur ne contient que des crayons de la méme couleur.

Maintenant, trouvez l’erreur!!

Remarques.

(i) L'entier n dont on parle dans I'hérédité est fixé arbitrairement : ce n’est pas
un entier naturel explicite comme 0,1 ou 42, mais un entier naturel pour
lequel on sait uniquement que la propriété P, est vraie (c’est ainsi qu’on
le définit).

(ii) Il existe de nombreuses variantes du raisonnement par récurrence. No-
tamment :

e Récurrence a partir d’un certain rang.
Pour montrer qu'une propriété P, est vraie pour tout n supérieur ou
égal a un entier £ donné (qui ne vaut pas forcément 0) :
> Initialisation : on vérifie que la propriété P, est vraie.
> Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel n > k tel que la
propriété P, est vraie. On montre qu’alors la propriété P, est aussi
vraie.
e Récurrence finie.
Pour montrer qu’une propriété P, est vraie pour tout n tel que 0 < n <
N (ou N € N est un rang fixé) :
> Initialisation : on vérifie que la propriété P, est vraie.
> Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel n < N —1tel quela
propriété P, est vraie. On montre qu’alors la propriété P, est aussi
vraie.
e Récurrence forte.
Pour montrer qu'une propriété P, est vraie pour tout n, quand P, ne
suffit pas a prouver P, 1, on peut aussi procéder ainsi :
> Initialisation : on vérifie que la propriété P, est vraie.
> Hérédité : on suppose qu'il existe un entier naturel n tel que les pro-
priétés Py, P1, ..., P, sont toutes vraies. On montre qu’alors la pro-
priété P, est aussi vraie.
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e Récurrence descendante.

On préfere ce type de récurrence quand la propriété est difficile a initia-

liser en O : voir pour exemple 1’exercice 7.

Pour montrer qu’une propriété P, est vraie pour tout n tel que 0 < n <

N (ou N € N est un rang fixé) :

> Initialisation : on vérifie que la propriété Py est vraie.

> Hérédité : on suppose qu'il existe un entier naturel 1 < n < N tel
que la propriété P, est vraie. On montre qu’alors la propriété P,_; est
aussi vraie.

(iii) Parfois, on a intérét a montrer une propriété un peu plus générale que ce
que demande 1’énoncé : voir pour exemple 1'exercice 6. Il faut alors penser
a initialiser la récurrence en conséquence !

Exercice 4
Soit z un nombre réel non nul tel que z + 1 soit un entier. Montrer que pour
toutn e N, 2™ + fn est un entier.

Exercice 5

Soit n > 1 un entier. On trace n cercles dans le plan. Montrer qu’on peut
colorier chaque région du plan ainsi délimitée avec exactement deux couleurs
(bleu et rouge en I'occurrence) de maniére a ce que deux régions séparés par un
arc de cercle soient toujours de couleur différente.

1127777777 727777777 27727777777 Ty
IIIII I I I I I I 1777777777777 777
77

FIGURE.— Exemple de coloriage possible pour n = 3 cercles

Exercice 6

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On place 2n points dans l'espace, et
on trace n* + 1 segments entre ces points. Montrer que 1’on a tracé au moins un
triangle.

Exercice 7

Déterminer tous les entiers strictement positifs n pour lesquels le nombre
Up =143+ 3+ ...+ —5 + - estentier.

Indication. Pour n pair, exprimer u,, en fonction de w,. Pour n impair, utiliser
le fait que up iy = (1+3+.. . +2)+(G+5+. . +39)
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Exercice 8
Montrer que pour tout entier N > 2,

\/2\/3\/4\/...\/m <3,

Indication. Montrer, par récurrence sur m, que pour tout N > 2 et pour tout m
tel que2 <m < N,

\/m\/(m—l—l)v...\/ﬁ<m+1.

Solution de lexercice 1
Comme souvent lorsqu’une récurrence est en jeu, nous allons procéder en
deux temps : tout d’abord, nous conjecturons une formule explicite grace aux
petites valeurs de n, puis nous montrons qu’elle est valable pour tout n.
Sil’onnote u,, :==0+ 1+ ...+ (n — 1) + n pour toutn € N,ona:

n|0]1]2]3,4|5|6/|7]8]9/10
u, (0] 1[3]6]10|15 21|28 36|45 |55

A priori, on peut commencer par chercher u, comme fonction affine de n,
i.e. u, = an + b pour tout n, avec a, b fixés (dans la vraie vie, on n’a pas toujours
d’indications...). On aurait alors ug = ax0+b = 0,d’oub =0,etu; = ax1+0 =1,
d’otta =1.Or uz # 1 x 2+ 0. Donc il faut essayer autre chose...

Ensuite on cherche u,, comme fonction polynA miale du second degré de
n, i.e wu, = an® + bn + ¢ pour tout n, avec a,b, ¢ fixés. On aurait alors uy =
ax0?+bx0+c=0dotuc=0,etuy=ax1+bx1+0=1doua+b=1,
etup =ax4+bx2+0=3 dotda+2b =3 Onendéduita =b= 1, ce qui

n’4+n _ n(ntl)

donnerait (si cela se confirme...) : u,, = "5 = =5,

D’ailleurs, cette formule est vérifiée sur toutes les valeurs calculées dans le
tableau. On est donc treés motivés pour montrer que u,, = @ pour toutn € N,
par récurrence.

L'initialisation pour n = 0 est déja faite (voir le choix judicieux de a, b, ¢).

Supposons maintenant qu'il existe un entier naturel n tel que u, = n{ntl),

2
Alors :

n(n+1) ] (n+1)(n—|—2)'

2 2
donc P, est vraie, ce qui conclut par principe de récurrence.

Upi1 = Up + (n+1) =

Solution de l’exercice 2
Soit, pourn € N, P, : «u,, = a™ug + b=
Comme cette propriété passe bien du rang n au rang n + 1, puisqu’on a une
ormule pour u,; qui ne dépend que de u,,, une récurrence classique devrai
f 1 n d d d 1 d t
marcher...
Pour l'initialisation, Py : « ug = a’ug + b

a¥—1

—— »est bien vraie.
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Pour I'hérédité, supposons qu’il existe n € N tel que P, est vraie, et mon-
trons qu’alors P, est aussi vraie. Par hypotheése de récurrence, on a u, =
a—

a"ug + b=, donc :

Upi1 = Uy + 0
"—1
:a(a”u0+ba >—|—b
a—1
att—a+a-1
a—1
an—i—l_l

= a"Mug + b

= a"Mug + b

Y

a—1

donc P, est vraie, ce qui conclut par principe de récurrence.

Solution de l’exercice 3

Le principe de cet exercice est le suivant : on veut obtenir 2”2 + W}H a partir
des z* + I précédents par des opérations, qui conservent le caractere entier des
nombres (addition, soustraction, multiplication).

Or, on constate que :

1 1 1 1
n+1 n+2 n
(x —l—nl><x+x>x T+t (%)

A partir de cela, il suffit de supposer que z" + — et 2" + —L+ sont des

entiers pour passer la méme propriété a z"+? + —15.

Donc on rédige notre récurrence ainsi : soit, pour tout n € N, la propriété
Pyt «x™ + - est un entier ».

L'initialisation doit étre faite pour n = 0 et n = 1. Or z° 4+ — = 2 est entier et
x4 1 aussi, par hypothese de 1’énoncé.

On passe donc a I'hérédité, en supposant qu’il existe n € N tel que P, et P, 4
sont toutes les deux vraies. Alors, d’apres (x), P, est aussi vraie. Ceci conclut
par principe de récurrence.

Remarque. D’un point de vue technique, il s’agit ici d'un schéma de récur-
rence double, qui est un cas simplifié de récurrence forte. C’est pourquoi il faut
initialiser au deux premiers rangs (avec un seul rang, on ne peut pas encore
déclencher 1'hérédité).

Solution de I'exercice 4

Sil'on n’a qu'un seul cercle, on colorie l'intérieur d"une couleur arbitraire,
'extérieur de ’autre couleur et c’est gagné.

Si on peut toujours colorier n cercles comme voulu, qu’en est-il de n + 1
cercles ? Pour colorier les régions comme voulu, on oublie tout d’abord un cercle :
il en reste alors n, et on peut colorier les régions correspondantes comme voulu,
par hypothese de récurrence. Puis on rajoute le cercle oublié. Il coupe en deux
certaines régions coloriées : on change alors la couleur de chaque région colo-
riée a l'intérieur de notre cercle, et on garde la couleur initiale pour les autres
régions.
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Alors, on a bien colorié toutes nos régions comme voulu! En effet, c’est ga-
gné quand on regarde deux régions séparées par un arc du cercle oublié (grace
au changement qu’on a fait), mais aussi quand on regarde deux régions sépa-
rées par un arc d'un autre cercle (par hypothese de récurrence).

Solution de I'exercice 5

L'initialisation se fait pour n = 2 : on a 4 points et 5 segments. Or, il existe
exactement 6 segments distincts reliant 4 points. Donc on a oublié de tracer
exactement un segment, notons-le [AB]. Si C' et D sont nos deux autres points,
les triangles AC'D et BC'D sont complets.

Maintenant, on fixe n € N,n > 2 et on se place dans une configuration a
2n + 2 points et (n + 1)? + 1 segments. Soit [AB] l'un de ces segments, et C; 1'un
des 2n points restants (avec 1 < i < 2n). Si, pour un certain i, les segments [AC;]
et [BC;] sont tous les deux tracés, alors on a tracé le triangle ABC; et c’est gagné.

Sinon, cela veut dire que, pour chaque valeur de ¢, au plus 'un des deux
segments [AC;] ou [BC;| est tracé. Cela donne au plus 2n segments reliant A ou
B a un des points restants. Si I'on efface alors les points A et B et tous les seg-
ments dans lesquels ces deux points interviennent, il nous reste alors au moins
(n+1)>4+1—(2n+1) = n*+1 segments et 2n points. Dans cette configuration, on
a tracé, par hypothese de récurrence, au moins un triangle, et donc c’est aussi

gagne.
Solution de l'exercice 6

On pose u, := 1+ 1 + ... + < pour tout entier naturel non nul n. On regarde
ce qui se passe pour de petites valeurs de n :

n 111213147 5
3 11 25 137
un | LV 151 2| %o

On remarque que u; est entier. De plus, on remarque que, pour les petites
valeurs de n, u,, peut s’écrire comme le quotient d’un entier impair par un en-
tier pair. Si nous réussissons a montrer cette propriété plus générale pour tout
n > 2, nous saurons aussi que u, n’est jamais entier quand n > 2, ce qui nous
permettra de résoudre 1'exercice.

Pour cela, on constate que, pour toutn > 2, u,41 = u, + %H Sion suppose

a

alors que u,, = 7%, avec a, un entier impair et b, un entier pair non nul, on aura:

an(n+1)+b,
(n+1)b,

Unt1 = (%)
Dans cette expression, le dénominateur est un entier toujours pair (comme b,
est pair). De plus, on remarque que le numérateur a,,(n + 1) + b, est toujours de
parité contraire a n (car b, est pair a, est impair). Dong, si n est pair, le résultat
voulu passe naturellement du rang n au rang n + 1; toutefois, si n est impair,
cette écriture est insuffisante, car la fraction n’est pas sous forme irréductible...
I faut donc procéder de maniere plus fine.
On procéde donc par récurrence forte :
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L'initialisation pour n = 2 a déja été faite (voir le tableau).
Supposons qu’il existe un entier n > 2 tel que, pour tout 2 < k < n, on peut
écrire : u, = ‘;—:, avec a; un entier impair et b, un entier pair non nul.
e sin est pair, alors la relation (x) permet d’obtenir le résultat au rang n + 1,
en suivant le raisonnement ci-dessus.
e sin estimpair, alors on posen = 2k—1, ou2 < k < n est un entier. On veut

calculer u,;; en regroupant les termes suivant la parité du dénominateur.

Ona:
1 1 1 1
B R I T g

—(1+1+1+ I )+<1+1+ +1>

S\ 35 0 T 2k—1) \2 47 2%
=2 (avec ¢ impair)

P 1( 1 1) p 1

=Sy (144 +2) =42

q+2 +2+ +l€ q+2uk
1

S par hypothése de récurrence,

q 2 b

_ 2pbi + qay,

Or, g et a; sont impairs, donc ga;, est impair, et 2pb, est pair : donc le nu-
mérateur est impair. De plus, le dénominateur 2¢b, est pair. On peut donc
poser a1 := 2pby, + qay, et b1 := 2¢by, et on a encore le résultat voulu au
rang n + 1.

Ceci conclut, par principe de récurrence.

Donc le seul n pour lequel u,, est un entier est 1.

Solution de l'exercice 7

Il est clair que l'indication propose de montrer un résultat plus général que
’exercice en lui-méme. Toutefois, la version généralisée a un avantage : elle
permet de jouer assez finement sur 'entier m.

Soit un entier N fixé. On note pour tout entier m tel que 2 < m < N : P, la

propriété : « \/m\/(m +D)V../N<m+1»

Une initialisation en m = 2 n’est pas envisageable (c’est la propriété qu'on
veut avoir a la fin), nous allons donc procéder par récurrence descendante. Pour
m = N, il s’agit de prouver que VN < N + 1.

Or, (N +1)? = N2+ 2N + 1 > N, d’oui l'initialisation.

Maintenant, supposons qu’il existe un entier m tel que 3 < m < N et que:

\/m\/(m+1)v...\/ﬁ<m+1.

Il s’agit de montrer que P,,_; est vraie, soit :

\/(m— 1)\/m\/(m+1)\/ﬁ< m.
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Comme m — 1 > 0, I'hypothese de récurrence donne :

(m—l)\/m\/(m+1)v...\/ﬁ< (m—1(m+1)=m?>—1<m?

d’ot1 ’on déduit :

\/(m—l)\/m\/(m+1)m<m<m—m

et donc c’est gagné pour I'hérédité !
Ainsi, par principe de récurrence, notre propriété est vraie pour tout N et
pour tout m € [2, N|. A fortiori, elle est vraie pour tout NV dans le cas ot m = 2.

3 mercredi 20 matin : Joon Kwon
Pra(©liminaires

On rappelle qu'un ensemble fini de nombres réels contient toujours un maxi-
mum et un minimum ; et qu'un ensemble éventuellement infini d’entiers natu-
rels contient toujours un minimum.

Le principe de I'extremum est une heuristique qui consiste a considérer un
objet pour lequel une certaine quantité associée est minimale ou maximale.

Exemple 1. On se donne n points du plan. On suppose que pour deux points
quelconques distincts, il en existe un troisieme aligné avec les deux premiers.
Montrer que tous les points sont alignés.

Démonstration. Pour chaque paire de points distincts, tragons la droite passant
par ces deux points. Supposons par l'absurde que tous les points ne sont pas
alignés. Autrement dit, tous les points ne sont pas sur une méme droite. Il existe
donc des distances entre les points et les droites qui sont strictement positives.
Considérons donc le point et la droite qui ont la plus petite distance strictement
positive. Appelons A ce point et d la droite. Par d, il passe par hypotheése au
minimum trois points B, C' et D, qu’on place comme sur la figure.

On voit alors que la distance de C' a la droite (AB) est strictement inférieure a
celle entre A et d, ce qui est absurde. Conclusion, tous les points sont alignés. [
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Exercices

Exercice 1 On se donne des points dans le plan tels que chaque point soit le
milieu de deux autres. Montrer que les points sont en nombre infini.

Exercice 2 On affecte une valeur entiére positive ou nulle a chaque point a co-
ordonnées entieres du plan de sorte que chaque valeur soit la moyenne de ses
quatre voisines. Montrer que toutes les valeurs sont égales.

Exercice 3 On considéere un ensemble fini de droites parmi lesquelles il n’existe
pas deux droites paralleles. On suppose également qu’en tout point d’intersec-
tion passe au moins trois droites. Montrer que toutes les droites se croisent en
un méme point.

Exercice 4 On se donne n points du plan. On suppose que chaque triplet de
points forme un triangle de surface inférieure ou égale a 1. Montrer que les n
points sont tous dans un triangle de surface < 4.

Exercice 5 On se donne 2n points du plan de sorte que trois ne soient jamais ali-
gnés. Exactement n de ces points sont des maisons M = {M;,...,M,} etlesn
points restants sont des puits P = {P,, ..., P,}. Montrer qu'il est possible d’as-
socier bijectivement les puits aux maisons de sorte qu’en reliant chaque puits
en ligne droite a sa maison, aucune des routes ainsi construites ne se croise.

Exercice 6 On considére un ensemble fini de personnes. Chacune de personnes
a au plus trois ennemis. Montrer qu’on peut séparer ces personnes en deux
groupes, de sorte que chaque personne ait au plus un ennemi dans son groupe.

Exercice 7 On place les n? entiers 1,2, ...,n* dans un tableau n x n (sans répé-
tition). On dit que deux cases sont voisines si elles ont au moins un point en
commun. Prouver qu’il existe deux cases voisines dont la différence des valeurs
vaut au moins n + 1.

Exercice 8 Dans un tournoi, chaque compétiteur rencontre chaque autre com-
pétiteur exactement une fois. Il n'y a pas de match nul. A l'issue de la compéti-
tion, chaque joueur fait une liste qui contient les noms des joueurs qu’il a battus,
ainsi que les noms des joueurs qui ont battu les joueurs qu’il a battus. Montrer
qu’il existe une liste qui contient les noms de tous les autres joueurs.

Exercice 9 On considére un ensemble fini de personnes E. Deux personnes
dans E ayant le méme nombre d’amis n’ont aucun ami commun dans E. Mon-
trer qu’il existe une personne dans £ qui possede exactement un ami dans F.

Exercice 10 On a placé n voitures identiques sur une piste circulaire. Elles ont
juste assez d’essence a elles toutes pour faire un tour complet. Montrer qu'une
des voitures peut réaliser ce tour complet en prenant 1’essence des voitures
qu’elle rencontre.
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Solutions des exercices

Solution de I'exercice 1 On suppose par 'absurde qu’il n’y a qu'un nombre fini
de points. On considere un couple de points (A, B) tel que la distance AB soit
maximale. B est par hypothése le milieu de deux points qu’on nommera C et
D. On a alors AC' > AB ou AD > AB, ce qui contredit la maximalité de AB.
Conclusion, les points sont bien en nombre infini.

»C

D

Solution de l'exercice 2 Les valeurs étant des entiers naturels, on peut considérer
m la plus petite de ces valeurs. On se place un point ayant cette valeur. On note
a, b, c et d les valeurs de ses voisins.

d

On a par hypothese m = (a + b+ c+ d)/4, et m étant la valeur minimale, elle est
inférieure ou égale aux quatre autres. Si I'une des quatre valeurs, disons a, est
strictement supérieure a m, on a:

a+b+c+d m+b+c+d_ m+m+m+m
m = > Z =m,

4 4 4

et doncm > m, ce qui est absurde. On a donc nécessairementm = a = b = c = d.
En chacun des voisins peut s’appliquer ce méme raisonnement, et on prouve de
proche en proche que les valeurs sont égales a m en tout point.

Solution de l'exercice 3 1l s’agit d’une variante de 1’exercice donné en exemple.
On s’appuiera sur la méme figure. On suppose par 'absurde que toutes les
droites ne se croisent pas en un méme point. Il existe alors des points d’inter-
section a distance strictement positive d'une droite. On considere la plus petite
de ces valeurs, en notant A le point d’intersection et d la droite concernés. Par
hypothese, il passe en A trois droites non paralleles a d. Elles croisent donc d en
trois points B, C' et D. Deux de ces points, disons B et C, se trouvent du méme
ca’té du projeté orthogonal de A sur d. La distance de C' a la droite passant par
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A et B est alors strictement inférieure a la distance entre A et d, ce qui contredit
la minimalité de cette derniére. Conclusion, toutes les droites se croisent en un
meéme point.

Solution de l'exercice 4 On considere trois points A, B, C formant un triangle d’aire
maximale. On trace la droite parallele a un des ca’tés et passant par le troiseme
point.

On sait qu’il n'y a pas de point dans la zone grise. En effet, un tel point for-
merait avec les deux points du bas du triangle un triangle d’aire plus grande
que le premier (ils auraient la méme base, et une plus grande hauteur); cela
contredirait la maximalité de 1’aire du premier. Le méme raisonnement avec les
deux autres ca’tés laisse une zone autorisée triangulaire, formée de 4 triangles
semblables au premier, et donc d’aire inférieure ou égale a 4.

Solution de l'exercice 5 On considere un tracé de routes pour lequel la somme
des longueurs des routes est minimale. Montrons que les routes ne se croisent
alors pas. Supposons par 1'absurde que deux routes se croisent et notons C' le
point d’intersection.

B

My,

On peut alors modifier ces deux routes de la maniére suivante.
B

b
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Montrons que ces deux nouvelles routes sont de longueur strictement inférieure
aux deux routes initiales. L'inégalité triangulaire appliquée aux points M;, C' et
P, donne :

M;P, < M;C + CPh,

ou l'inégalité est stricte car C' n’est pas sur la droite (M;F)) (les maisons et les
puits n’étant pas hypothése jamais alignés). Le méme raisonnement appliqué
aux points M, C, P; donne :

M P; < M,C + CP;.
En additionnant ces deux inégalités, on obtient :
M,P, + MyP; < M;,C + CP, + M,C + CP; = M, P; + M}PF,.
Ainsi, cette modification diminue strictement la longueur totale des routes, contre-

disant la minimalité de la longueur du tracé initial des routes. Conclusion, le
tracé initial ne contient pas de croisement.

Solution de l'exercice 6 1l est sous-entendu dans 1’énoncé que la relation étre en-
nemi est réciproque. On consideére une répartition en deux groupes pour laquelle
le nombre de relations ennemies internes aux groupes est minimal. Montrons
que chaque personne a alors au plus un ennemi dans son groupe. Supposons
par I’absurde qu’il existe une personne ayant strictement plus de deux ennemis
dans son groupe. Il existe trois cas de figure.

(i) Elle a deux ennemis dans son groupe, et un dans l'autre ;
(ii) Elle a deux ennemis dans son groupe, et aucun dans d’autre;
(iii) Elle a trois ennemis dans son groupe.

Nous allons voir que dans chacun de ces cas, le fait de changer cette personne
de groupe réduit strictement le nombre total de relations internes aux groupes.
Dans la figure suivante, on représente la personne concernée et ses ennemis.

.\
(1) —f—" N [ —e—o
o« |
(ii) . — e
o« |
(iii) . — e—— e
__ =
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Dans chaque cas, le nombre d’ennemis que la personne concernée a dans son
groupe diminue strictement (de 1, 2 et 3 respectivement). Le fait de changer cette
personne de groupe ne modifie que les relations représentées sur les figures ci-
dessus. Ainsi, par cette modification, on obtient une nouvelle répartition ayant
un nombre total de relations internes strictement inférieur a la répartition ini-
tiale, ce qui est absurde. Conclusion, chaque personne a dans la répartition ini-
tiale au plus un ennemi dans son groupe.

Solution de I'exercice 7 On peut supposer que n > 2 (sin = 1, il n'y a pas de
cases voisines). On considére la case contenant 1 et celle contenant n?. Il existe
un chemin passant par au plus n cases voisines.

1

n2

Notons 1 = ¢1,¢,,...,04-1,¢, = n? les valeurs des cases successives par les-
quelles passe le chemin. Supposons par I'absurde que toutes les différences
entre deux cases voisines sont inférieures ou égales a n. On a alors :

n?—1

Cp — C1
= (cp—Co1) + (oot —Cpa) + -+ (2 — 1)
<en = Cnct| +len1 — cna| + -+ |ca — 1
<nt--+n

~——
n—1 fois

N

<n®—n,

ce qui est absude car n > 2. Conclusion, il existe deux cases voisines dont les
valeurs ont une différence supérieure ou égale a n + 1.

Solution de l'exercice 8 Appelons A le participant qui a battu le plus grand nombre
d’adversaires. Montrons qu’il a sur sa feuille les noms de tous les autres parti-
cipants. On suppose par I'absurde que ce n’est pas le cas. Il existe alors un par-
ticipant B qui a battu A. B a sur sa feuille le nom de A et de tous ceux que A a
battus. B a donc battu 1 adversaire de plus que A, ce qui est absurde.

Solution de I'exercice 9 Soit n le nombre maximal d’amis qu'une personne de E
possede et soit A une telle personne. Tous les amis de A ont A comme ami
commun, et ont donc tous un nombre d’amis différent. IlIs sont au nombre de n,
et ont chacun au moins un ami, 4, et au plus n. Nécessairement, ilsont1,2,...,n
pour nombres d’amis. En particulier, il existe une personne ayant exactement 1
ami.
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Solution de I'exercice 10 On place a un point arbitraire du circuit une voiture sup-
plémentaire avec un réservoir suffisamment plein. On lui fait faire un tour com-
plet en récupérant a chaque voiture 1’'essence qu’elle a. En le point ot le niveau
de son réservoir était le plus bas, il existe une voiture. Cette voiture pouvait
faire le tour complet.

2 Groupe B : logique et stratégies de base

1 mardi 19 matin : logique, Joon Kwon

Introduction

Nous passerons en revue la construction des assertions et les principes cou-
rants de démonstration. Nous n’aborderons pas la théorie des ensembles. On se
contentera de rappeler que I'on note + € F pour "z appartient a I'ensemble E".
Voici quelques exemples familiers au lecteur. N = {1,2,3,...} est I’ensemble
des naturels et Z = {—2,—1,0,1,2, ...} celui des entiers naturels. On peut dire
5€eN,-5¢N,-5cZetl/2¢Z.

On pourra également consulter 1’excellent cours de logique de Vincent Jugé,
dont la saveur est assez différente, et qui se trouve dans le polycopié du stage
de Montpellier 2013.

Assertions

Une assertion (ou proposition) est un énoncé mathématique qui peut a’tre
vrai ou faux. Voici quelques exemples :

> 5 € N (vrai);

> 2 < 15 (vrai);

> 0 =1 (faux);

> "(1+2)" n’est en revanche pas une assertion.

Dans la suite, A et B désigneront des assertions.

Négation Pour chaque assertion A, on définit une nouvelle assertion notée non A4,
appelée la négation de A, a I'aide de la table de vérité suivante.

A nonA
\Y% F
F \Y%

Si on définit, pour = € R, 'assertion (A : z > 0),ona (nonA: = <0).

Disjonction La disjonction de A et de B est définie de la maniere suivante.

A B AouB
V V \Y
V F \Y
F V \Y%
F F F
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Remarquons que l'assertion (A ou (non A)) est toujours vraie.

Conjonction La conjonction de A et de B est définie de la fagon suivante.

A B (AetB)
vV VvV \Y
V F F
F V F
F F F

L'assertion (A et (non A)) est toujours fausse.

Implication On définit "A implique B" par

A B A=1B
vV Vv \Y
V F F
F V \Y
F F \Y

Lorsque (A <= B) est vraie, on peut dire

> Aimplique B;

> si A, alors B;

> pour B, il suffit A;

> pour A4, il faut B;

> A est une condition suffisante pour B ;

> B est une condition nécessaire pour A.

Voici quelques exemples d’implications vraies.

> ABCD est un carré — ABCD est un rectangle.

>reEN = ze€l

> 14 1=2 = /2 est irrationnel.

Le troiseme exemple peut sembler plus étrange, car on se demande quel
est le rapport entre les deux assertions. Mais il n’est en fait pas nécessaire
qu’il existe un rapport ou une causalité, puisque qu'il suffit qu’A et B soient
deux assertions vraies (ou deux assertions fausses) pour que I'implication
A = B le soit également.

Equivalence On note (A <= B) pour ((A = B) et (B = A)). On peut voir
que cette assertion est vraie lorsque A et B sont toutes les deux vraies, ou
toutes les deux fausses. Autrement dit, lorsqu’elles sont les ma*mes d"un
point de vue de leur valeur logique. On dit alors qu’elles sont équivalentes,
ou encore que :
> A si, et seulementsi B;
> pour A, il faut et il suffit B;
> A est une condition nécessaire et suffisante pour B.

Voici quelques exemples d’équivalences vraies.

> non(non A) <= A.

> Le théoreme de Pythagore : si ABC' est un rectangle de cotés a,b, c ot1 a
est le coté opposé a A, ABC est rectangle en A si, et seulement si a? =
b+
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Quantificateurs Soit £ un ensemble et A(z) une assertion dépendant de = €
E. On peut par exemple définir, pour z € N, (A(z) : = > 0). Ou encore, pour
r €R, (B(z): z* > 5).

On définit 'assertion (Vo € E, A(x)) comme étant vraie si, et seulement si
A(x) est vraie pour tout élément x € E. Par exemple, (Vx € N, z > 0) est vraie.

On définit (= € F, A(x)) comme étant vraie si, et seulement si il existe au
moins un élément = € F pour lequel A(z) est vraie. Par exemple, (3z € R, 2* >
5).

On peut se convaincre que les négations de telles assertions peuvent se ré-
écrire de la fagon suivante.

non (Vz € B, A(x)) <= Jz € £, non A(x)
non (Jz € E, A(z)) <= Vz € E, non A(z)

Lorsque plusieurs quantificateurs sont emboa®tés, on ne peut les permuter
et obtenir une assertion équivalente que lorsqu’ils sont du ma®me type. Avec de
gros guillemets, V3 ¢ 3V en général.

Principes de démonstration

Preuve de (A = B) Le principe le plus courant consiste a supposer que A
est vraie puis a tenter de démontrer que B est alors vraie.

Exemple 2. Montrer que (ABC rectangle en A) = a = 5.
B

A 1 C

Démonstration. Supposons que ABC est rectangle en A. Montrons que a = 5.
Le théoreme de Pythagore donne a*> = 3> + 4% = 25. Donca = 5 ou a = —5.
Mais a est positif car il s’agit d’'une longueur. D’ot1 a = 5. Conclusion, on a bien
démontré (ABC rectangle en A) = a = 5. O

Preuve de (A <= B) Il peut a*tre tentant de procéder par équivalences suc-
cessives, mais ce n’est une bonne idée que dans de rares cas extra®mement
simples. La plupart du temps, on procédera par double implication. C’est-a -
dire qu’on démontrera une implication, (A = B) par exemple, avant de prou-
ver sa réciproque (B = A).

Raisonnement par contraposée Il existe une démarche alternative pour dé-
montrer une implication (A = B). Elle revient a remarquer que

(A= B) <= (non B = non A).

On prouve cette équivalence grace a la table de vérité suivante.
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A B A=—B nonA nonB nonB =— nonA
vV VvV \% F F Vv
V F F F \Y F
F V \% \% F Vv
F F \% \% \% Vv
Les colonnes de (A = B) et de (non B = non A) sont identiques, ce qui

signifie que les deux assertions sont bien équivalentes.
Plutot que de démontrer (A = B), il arrive qu'il soit plus facile de prouver
(non B = non A), qu’on appelle 'implication contraposée.

Raisonnement par 'absurde Pour démontrer que l’assertion A est vraie, on
peut supposer que A est fausse et tenter d’aboutir a une absurdité. On conclut
alors qu'il était absurde de supposer A fausse. Autrement dit, A est vraie.

On peut voir le raisonnement par 1’absurde comme une utilisation de la
contraposée. En effet, supposer A fausse et aboutir a une absurdité, revient a
prouver une implication (non A = B) ou B est un absurdité, c’est-a -dire une
assertion qu’on sait a®tre fausse. Cette implication est équivalente a son impli-
cation contraposée : (non B = A). Cette derniére est donc vraie, et on sait que
non B est vraie. On conclut donc que A est vraie.

Exemple 3. Soit n € Z. Montrer que n ne peut a’tre pair et impair a la fois.

Démonstration. On suppose par 'absurde que n est pair et impair a la fois.
Traduisons cette hypothese. n est pair, donc il existe k € Z tel que n = 2k. n est
impair, donc il existe [ € Z tel que n = 2[ + 1. On peut alors écrire

O=n—-n=20+1-2k=2(l—k)+1,

puis,
1
——=1-k
2
Or [ et k étant deux entiers, leur différence aussi. Donc —1/2 € Z, ce qui est
absurde. Conclusion, n ne peut pas atre pair et impair. O

Preuve de (Vz € E, A(x)) On procede de la fagon suivante. On se donne
un z € E quelconque, et démontre que A(z) est vraie. L'élement x qu’on s’est
donné étant quelconque, ce raisonnement est valable pour tout élément de F.
On a donc bien démontré que A(x) est vraie pour tout = € E.

Exemple 4. Montrer que (Vz € R, 2> + 2+ 1 > 0).

Démonstration. Soit € R. Montrons que 2 + = + 1 > 0. Cherchons a faire
apparaitre une identité remarquable.

1 1\* 3
2 2

1= 2. - —
vrrrlmeaLy $+<2) "1

3.3
= (z4+1/22+5>">0.

— > 474

>0
Conclusion, on a bien démontré (Vz € R, 2? + z + 1 > 0). 4

55



III. PREMIERE PERIODE 2. GROUPE B : LOGIQUE ET STRATEGIES DE BASE

Preuve de (3z € E, A(z)) Pour prouver (3z € E, A(x)), on peut soit utiliser
un théoreme qui assure 1'existence d'un x tel que A(z) soit vraie, ou bien exhiber
un tel z.

Exemple 5. Montrer (3z € R, 22 — 2z + 1 = 0).

Démonstration. = = 1 convient. En effet, 1> — 2-1 + 1 = 0. Conclusion, on a
démontré (3z € R, 2% — 2z + 1 =0). O

Exercices

Exercice 1 Soient A et B deux assertions. Montrer les équivalences suivantes :
1. non(A et B) <= (non A) ou (non B)
2. non(A ou B) <= (non A) et (non B).

Exercice 2 Montrer que l'assertion (A = B) est équivalente a (non A ou B).
Exercice 3 Soient A,B,C trois assertions. Montrer les équivalences suivantes.
1. Aet(Bou(C) <= (Aet B)ou (Aet()
2. Aou(Bet(C) <= (AouB)et(AouC).

Exercice 4 Les assertions suivantes sont-elles vraies ?
1. VxeR z>1
2. dreN zeR
3.VeeR, 2 >2=2>3
4. dneZ, Ve e R, n<x<n+ 1.

Exercice 5 Soit n € N. Démontrer que n? impair = n impair.

Exercice 6 Soit n € N*. On range (n + 1) paires de chaussettes dans n tiroirs
distincts. Montrer qu’alors qu’il existe un tiroir contenant au moins 2 paires de
chaussettes.

Solutions des exercices

Solution de l'exercice 1 11 suffit de dresser les tables de vérité.

Solution de 'exercice 2 A ’aide d’une table de vérité.

Solution de 'exercice 3 Avec les tables de vérité.

Solution de l'exercice 4

1. Montrons que cette assertion est fausse. Autrement dit, montons que sa
négation est vraie.

non(Ve eR, 2 > 1) <= xR, z <1

C’est le cas car z = 0 < 1 convient. Conclusion, (Vz € R, x > 1) est fause.
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2. Montrons que cette assertion est vraie. z = 0 convient, il s’agit bien d'un
entier naturel et d’un nombre réel. Conclusion, (3z € N, x € R) est vraie.

3. Montrons que cette assertion est fausse.

non (Ve € R, 2 >2=122>3) < Jr €R, non(zx >2 =1z > 3)
<= Jz € R, non(non(z > 2) oux > 3)
< dr eR, (xr >2etz < 3),

ol on a utilisé I'exercice 2 pour la seconde équivalence et 'exercice 1 pour
la troisieme. = = 2, 5 convient. Conclusion, on amontré que (Vz € R, z > 2 =z > 3)
est fausse.

4. Montrons que cette assertion est fausse.

non(in € Z, Ve e R, n<zx<n+1) <= Vne€Z, Ir € R, non(n<zxetx <n+1)
< VneZ JreR, (n>zouzx>n+1)

Soit n € Z. x = n+ 2 convient. Conclusion, on a montré que (In € Z, Vz €
R, n <z <n+1) est fausse.

Solution de I'exercice 5 Montrons la contraposée. On suppose n pair et montrons
que n? est pair. Il existe par hypothese k € N tel que n = 2k. Alors,

n? = (2k)* = 2(2k?),

et n? est bien un nombre pair. Conclusion, on a montré que (n? impair —
n pair) est vraie.

Solution de I'exercice 6 On suppose par I’absurde qu’il y a au plus une chaussette
par tiroir. Puisqu’il y a n tiroirs, il y a au plus n chaussettes au total, ce qui
contredit I’hypothése. Conclusion, on a bien montré qu’un tiroir contient au
moins deux chaussettes.

2 mardi 19 apres-midi : Arsene Pierrot

Introduction

Ce cours traite de deux stratégies de base particulierement utiles : le principe
de l'invariant et les démonstrations par coloriages.

Principe de I'invariant

Un invariant est une quantité qui ne change pas. Mais cette notion est évi-
demment peu intéressante dans un probleme ou rien ne peut varier. En appelant
au contraire " probleme dynamique ", un probleme dans lequel une ou plusieurs
transformations sont possibles - avec répétition -, on arrive a la définition sui-
vante :
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Définition 6. Un invariant est une quantité qui, dans un probléme dynamique,
ne varie jamais.

On reconnait alors un " probléme a invariant " grace aux conditions sui-
vantes : ¢’est un probleme dynamique, dans lequel on demande s’il est possible
de passer d’un état initial A & un état final 5. La réponse est alors systématique-
ment "non ", et la preuve consiste a trouver un invariant [ tel que I(A) # I(B).

Exemple 7. On a des piles de jetons. On peut prendre une pile et la diviser en
deux autres (pas forcément de méme taille), ou fusionner deux piles différentes.
Peut-on passer d'une pile de 2014 jetons a 2015 piles de 1 jeton ?

On identifie ici un probleme a invariant : on dispose de 2 transformations,
que l'on peut répéter autant de fois que 'on veut, et on se demande s’il est
possible de passer d'un état initial A (une pile de 2014 jetons) a un état final B
(2015 piles de 1 jeton). Il reste a trouver un invariant / tel que I(A) # I(B).

Dans cet exemple, c’est facile, I est tout simplement le nombre total de je-
tons. En effet, I ne change pas lorsque I'on fusionne deux piles ou que 1'on en
divise une, et I(A) = 2014 # 2015 = I(B).

Exemple 8. Un dragon a 100 tétes. Un chevalier tente de le tuer en lui coupant
13, 17 ou 6 tétes - mais il ne peut pas couper plus de tétes qu’il n’en reste au
dragon : si le dragon n’a plus que 5 tétes, il est invincible. Malheureusement,
dans chacun de ces cas, des tétes repoussent. Plus précisément, il en repousse 7,
11, ou 9 respectivement. Le chevalier peut-il effectivement tuer le dragon ?

Vérifions tout d’abord qu’on a bien un probléme a invariant. Le systéeme dy-
namique est n, le nombre de tétes du dragon. On peut lui appliquer autant de
fois que I'on veut - sous des hypothéses de positivité - les transformations sui-
vantes : (n <~ n —13+7), (n < n— 17+ 11), (n < n — 6 + 9). L'état initial
est A : n = 100 et I’état final B : n = 0. On peut donc chercher un invariant
intéressant. Il s’agit ici de / = n mod 3. En effet, I reste inchangé apres cha-
cune des transformations (par exemple, n — 13 +7 = n — 6 = n mod 3), et
I(A) =1#0=I(B).

Une question naturelle survient alors : comment savoir l'invariant qui per-
met de résoudre le probléme ? Il n'y a bien sa»r pas de méthode générale, mais
quelques invariants reviennent assez souvent :

- La somme ou la moyenne de certaines (souvent toutes) les quantités mises en
jeu

- La différence - ou sa valeur absolue - de deux quantités

- La congruence modulo n d’une certaine quantité, notamment avec n = 2 -
c’est-a -dire avec la parité de cette quantité -, ou avec n = 10 ou n = 9 lorsque
I'on travaille sur 1’écriture décimale d’un entier. Cette derniere congruence est
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d’ailleurs la clé de la fameuse " preuve par 9 ", affirmant qu'un entier est tou-
jours égal modulo 9 a la somme de ses chiffres en base 10.

- La somme des carrés de certaines quantité. Cela peut bien sa»r faire penser au
carré de la norme d’un certain vecteur, et implique en général une interpréta-
tion géométrique du probléme.

Enfin, il arrive parfois que la quantité intéressante ne soit pas un invariant
mais un "monovariant", c’est a dire une quantité ne faisant que croa®tre - ou
décroa®tre.

Démonstrations par coloriage

Tout comme comme le principe de l'invariant, une démonstration par co-
loriage permet de démontrer I'impossibilité d"une certaine configuration. Plus
précisément, il s’agit souvent de démontrer I'impossibilité d'un pavage en ex-
hibant une partition astucieuse de la figure a paver, que I’on représente par un
" coloriage ".

Exemple 9. On consideére un carré de taille 8 x 8 auquel deux coins opposés ont
été enlevés. Peut-on le paver avec des dominos de taille 2 x 17

La réponse est non. En effet, en coloriant le carré comme un échiquier en
noir et blanc, on voit que les deux cases enlevées ont la méme couleur, disons
noire. Ainsi, on doit recouvrir 30 cases noires et 32 blanches, alors que chaque
domino couvre 1 case noire et 1 case blanche. Cela est impossible.

Exercices

Exercice 1

On considere un rectangle composé de 5 x m carrés unitaires. Peut-il étre pavé
par le pentamino P dessiné ci-dessous ? On peut faire effectuer des rotations ou
des réflexions aux pentaminos P.

Exercice 2

Soient (u,,) et (v,,) deux suites définies par uy = Getvy = 4 et

Vn € Nyu,q = gun — %vn etv, 1 = %un + gvn. Existe-t-il k£ dans N tel que u, =7
etv, = 27?
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Exercice 3

Le sol de la salle de bain de Caribert est un rectangle pavé de carreaux de taille
2 x 2 et 4 x 1 (que l'on peut faire tourner). Caribert est maladroit et vient de
casser un de ses carreaux. Il ne lui reste plus en réserve qu'un seul carreau, de
I'autre type que celui qu’il vient de casser. Peut-il réparer son carrelage, quitte a
redéplacer tous les carreaux ?

Exercice 4

Sur une a®le se trouvent des moutons magiques. Il y en a 22 bleus, 18 rouges,
et 15 verts. Lorsque deux moutons de couleurs différentes se rencontrent, ils se
prennent tous les deux la derniére couleur. Aprés un certains nombre de ren-
contres, tous les moutons ont la méme couleur. Quelle est-elle ?

Exercice 5

Un carré de taille 5 x 5 contient une ampoule dans chacune de ses cases. Au
début, une seule ampoule est allumée. On peut changer 1’état des ampoules
dans tout carré de taille k x k, avec k£ > 1. Quelles sont les positions initiales de
I’'ampoule allumée permettant d’éteindre toutes les ampoules ?

Exercice 6

On écrit n fois le nombre 1. A chaque étape, on remplace 2 des nombres écrits a
et b par “¥* (a et b sont donc ensuite effacés). Aubout de n — 1 étapes, il ne reste
plus qu'un nombre, noté z. Montrer que z > %.

Exercice 7

On a un carré de taille 3 x 3 dans lequel des entiers relatifs sont écrits. On choisit
deux carrés voisins (i.e. qui ont un ca’té en commun), et on ajoute aux nombres
dans chacun de ces carrés un méme entier relatif. Peut-on passer de la position
de gauche a la position de droite ?

H
[\
w
-3
©
[\

I
ot
D
w
ot
D

Solutions

Solution de l'exercice 1
Pour m > 0 pair, il est clair que le pavage est réalisable. Pour m impair, on
adopte le coloriage suivant :
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Il y a au total m — 1 cases noires. Chaque pentamino P couvre alors 1 ou 2
cases noires. Si par l’absurde, la figure est pavable, alors on a besoin d’exacte-
ment m pentaminos P. Donc au minimum m X 1 cases noires sont couvertes.
D’oum — 1 > m, absurde. Finalement on ne peut pas paver le rectangle si m est
impair.

Solution de 'exercice 2
Soit I,, = u2 4+ v2. On vérifie par simple calcul que la suite (/,,) est constante. On
a donc trouvé un invariant I dont la valeur en l’état initial vaut 6 + 4% = 52 et

en 1’état final devrait valoir 7> + 2% = 53. C’est absurde. Il n’existe donc pas de
tel k.

Solution de I'exercice 3
Adoptons le coloriage suivant :

H HEE

Chaque rectangle 1 x 4 couvre un nombre pair de cases noires, et chaque carré
2 x 2 en couvre exactement une. Ainsi, il estimpossible de re-paver correctement
la salle de bain de Caribert.

Solution de 'exercice 4

Notons respectivement R, I/, B, le nombre de moutons rouges, verts, bleus. On
remarque que R—V mod 3 est invariant. En effet, si un mouton rouge rencontre
un mouton vert, alors R et V diminuent tout deux de 1; et si un mouton rouge
rencontre un mouton bleu, R diminue de 1 tandis que V augmente de 2; on
raisonne de méme si un mouton vert rencontre un mouton bleu. On a bien sur
de la méme facon que V — B mod 3 et B — R mod 3 sont des invariants du
probléme. Supposons par l'absurde que la couleur finale soit le rouge. On a
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alors R = 55 et V = 0. Mais alors R — V' = 1[3], ce qui n’est pas sa valeur
initiale. Absurde. De méme si la couleur finale est le vert. Finalement la couleur
cherchée est le bleu.

Solution de I'exercice 5
On colorie la grille comme suit :

Soit maintenant / la parité du nombre d’ampoules allumées et posées sur
une case rouge. On remarque - apres une étude un peu laborieuse des différents
cas possibles, en considérant tous les carrés de taille 2x2,3x 3,4 x4, et 5 x5 - que
I est un invariant du probleme. Ainsi, si l'ampoule allumée est initialement sur
une case rouge, il y aura toujours un nombre impair d’ampoules allumées sur
des cases rouges, t il sera donc impossible de toutes les éteindre. En considérant
de méme le coloriage obtenu par rotation d’angle 90 degrés du précédent, on
voit que I'ampoule initialement allumée doit étre en position centrale pour que
I'on puisse toutes les éteindre. Réciproquement, on voit facilement que cette
position permet bien d’éteindre toutes les ampoules.

Solution de l'exercice 6

Qn rappelle que V(a,b) € R*?, é%—% > P _(cette i_négalité se d'émontre al’aide d'e
simples équivalences et d'une inégalité arithmético-géométrique). On en déduit
alors que la somme des inverses des nombres écrits a I’étape k, notés Sy, ne peut
que diminuer : ¢’est un monovariant décroissant. Ainsi % =5,.1 <S5, =n.Dou

le résultat voulu.

Solution de I'exercice 7
On colorie notre carré comme sur la figure ci-dessous :

Appelons alors N la somme des nombres écrits sur des cases noires, et B celle
des nombres écrits sur des cases blanches. Puisque que deux nombres écrits
sur des carrés voisins sont toujours sur des couleurs différentes, et qu’ils sont
augmentés simultanément d’un méme entier relatif, ona que / = N — B est un
invariant du probleme. Il ne nous reste plus qu’a vérifier que pour la position
initiale, I = 5, et pour la position finale, I = 1 pour prouver l'impossibilité de
I'existence de la transformation demandée.
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3 mercredi 20 matin : Alix Deleporte

Ce deuxieme cours de stratégies de base contiendra une heure de TD a la fin
de la séance. Nous verrons le principe du maximum, le principe des tiroirs, et la
récurrence. Comme hier, dans ce cours, il n’'y aura pas de gros théoréme difficile
a appréhender. Ce sont des principes simples qui s’appliquent un peu partout.

Ce cours contiendra deux pauses de cinq minutes, délimitant trois séances
d’une heure.

Principe du maximum
Il faut dire en fait "les" principes du maximum, il y en a deux:

Théoréme 10 (Principes du maximum).

1. Tout ensemble fini de nombres réels contient un plus petit élément.

2. Tout ensemble d’entiers naturels contient un plus petit élément.

Pas besoin de démonstration. Deux remarques :
> Cela s’appelle "principe du maximum" alors qu’il n’y a que des minima !
Le premier item s’applique bien str aussi au plus grand élément.
> Iln’y a pas forcément unicité du minimum ! (Deux nombres de I’ensemble
peuvent étre égaux au minimum).
Voyons des cas d’application naturels de cet énoncé.
Exercice 1 Soit €2 un ensemble non vide de points du plan. On suppose que
tout point dans (2 est le milieu d'un segment formé par deux autres points de
2. Montrer que (2 est un ensemble infini.

Solution de l'exercice 1 Si (2 est fini, alors il existe deux points A et B qui maxi-
misent la distance entre les points de €2, car (2 contient au moins deux points. Par
définition, B est le milieu d’un segment [C'D]. On se convainc assez facilement
que, ou bien C, ou bien D, est plus loin de A que B.

Exercice 2 Soit f une fonction dont le domaine est les points a coordonnées
entieres du plan, a valeurs dans N. On suppose qu’en chacun de ces points, la
valeur de la fonction est égale a la moyenne des valeurs de la fonction en les
quatre voisins du point. Montrer que f est constante.

Solution de I'exercice 2 Considérons le minimum des valeurs prises par f, et un
point o1 ce minimum est atteint. Puisque cette valeur est la moyenne des va-
leurs des points voisins, toutes ces valeurs sont aussi égales au minimum. De
proche en proche, on en déduit que la valeur de la fonction en tout point est
égale au minimum, donc que f est constante.

Exercices

Exercice 3 On place les n? entiers 1,2, ...,n? dans un tableau n x n (sans répé-
tition). Prouver qu’il existe deux cases voisines (éventuellement en diagonale)
dont la différence des valeurs vaut au moins n + 1.

63



III. PREMIERE PERIODE 2. GROUPE B : LOGIQUE ET STRATEGIES DE BASE

Solution de I'exercice 3 Notons A la case dont la valeur est 1, et B la case dont la
valeur est n?. Il existe un chemin de longueur au plus n — 1 entre ces deux cases,
et si sur chaque passage on augmente au plus de n, alors on ne peut pas arriver
an®>1+n(n+1).

Exercice 4 Au stage olympique, chaque éleve connait exactement trois autres
éleves. Montrer qu’on peut partager les éleves en deux groupes, tels qu’au sein
de chaque groupe, chaque éleve en connaisse au plus un autre.

Solution de I'exercice 4 Choisissons le partage en deux groupes qui minimise le
nombre cumulé de connaissances a l'intérieur du groupe. Par I’absurde, si dans
l'un des groupes une personne en connait au moins deux autres, alors en le
changeant de groupe, il n’en connait plus qu’une seule et le nombre de connais-
sances cumulé a diminué.

Principe des tiroirs

Appelé également "principe du pigeonnier" ou "principe de Dirichlet", du
nom du mathématicien qui s’est rendu compte de 'intérét mathématique de ce
principe.

Théoréme 11. Si jai n tiroirs et n 4 1 cahiers, alors 1'un des tiroirs contient au
moins deux cahiers.

Démonstration. Par I’absurde, si chaque tiroir contenait un cahier ou moins,

j’aurais au plus n cahiers. 0
Quelques exemples simples :

Exercice 5 On se donne n entiers a,, . . . , a,. Prouver qu’il existe un sous-ensemble

de {as,...,a,} dont la somme des éléments est divisible par n.

Solution de l'exercice 5 Considérons S; = aq, So = a1 +ao, ..., S, =a1+...+ay,.

Si l'un de ces nombres est divisible par n, c’est fini. Sinon, les restes possibles
dans la division euclidienne par n vont de 1 a n — 1, donc deux des S; ont le
méme reste. Leur différence S; — S; = a;11 + ... + a; est divisible par n.

Exercice 6 Un grand maitre d’échecs joue au moins une partie par jour, mais
pas plus de dix par semaine. Montrer qu’il existe une période contigua« de jours
pendant laquelle il aura joué exactement 21 parties.

Solution de I'exercice 6 On appelle a; le nombre de parties disputées jusqu’au
jouri.Ona:

k
12a1<a2<...<ak210x{7J,
donc

k
2>a+21<a+21 <. . <ap+21>10x {7+21J.
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Pour k assez grand,

2>a1+2l<ay+21 <...<ap+ 21 < 2k.

I existe alors deux indices i et j tels que a; = a; + 21.

Exercices

Exercice 7 Dans un groupe de 2014 personnes, certaines se connaissent et d’autres
pas. (La connaissance est symétrique) Montrer qu’il existe deux personnes connais-
sant le méme nombre de personnes.

Solution de I'exercice 7 Ou bien quelqu'un connait tout le monde, auquel cas les
nombres possibles de connaissances vont de 1 a 2013, ou bien personne ne
connait tout le monde, auquel cas les nombres possibles de connaissances vont
de 0 a 2012.

Exercice 8 Montrer que le produit de cinq nombres entiers consécutifs ne peut
pas étre le carré d’un nombre entier.

Solution de I'exercice 8 Soit a, b, c,d, e sont des entiers consécutifs tels que abcde
soit un carré, et p un nombre premier plus grand ou égal a 5. Sil'un des nombres
est multiple de p, alors aucun des autres nombres ne 1’est, donc ce nombre est
multiple de p?. (Expliquer pourquoi)

Donc chacun de ces nombres appartient a I'une de ces catégories, selon le nombre
de facteurs 2 et 3 :

1. un carré;

2. deux fois un carré;
3. trois fois un carré;
4. six fois un carré.

Par le principe des tiroirs, une des catégories contient deux nombres. Si deux
nombres sont dans les catégories 2, 3 ou 4, alors leur différence vaut au moins
6. Si deux nombres sont des carrés, alors ce sont 1 et 4, ce qui ne laisse que
1 x2x3x4x5=120,quin’est pas un carré.

Principe de récurrence

Le principe de la récurrence est encore plus important que les deux autres
points de ce cours. On peut méme, d"une certaine maniere, réduire toutes les
constructions mathématiques a ce principe.

Théoréme 12 (Principe de récurrence). Soit P une proposition a démontrer pour
tout entier n. On suppose :

> que P est vraie pourn = 0;

> que si P est vraie pour n, alors P est vraie pourn + 1;
Alors P est vraie pour tout n.
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Remarque : on peut remplacer le second item par "si P est vrai pour tout
k <n, alors P est vrai pour n + 1, ¢a s’appelle la récurrence forte.
Exercice 9 Montrer que, pour tout n € N*,

Solution de I'exercice 9 On va raisonner par récurrence. Le résultat est vrai pour
n = 1 (on dit qu’on initialise la récurrence). S’il est vrai au rang n, alors :

1 1 1 1 1
b o <29
+4+ +712+(n—|—1)2_ n+(n—|—1)2 n+1

Donc par récurrence, pour tout n, le résultat est vrai.

Exercice 10 Soit n un entier naturel, et £ un ensemble de 2n + 1 entiers natu-
rels non nuls. On suppose que, en enlevant a £ un élément quelconque, il est
toujours possible de partitionner les éléments restants en deux parties de n élé-
ments, la somme des éléments constituant chaque partie étant la méme. Montrer
que tous les éléments de £ sont égaux.

Solution de I’exercice 10 On commence par remarquer que tous les éléments de
£ ont la méme parité, car pour z; et z; deux éléments de &, il existe deux entiers
S; et §; tels que x; +25; = ;4 25;. On peut alors simplifier : si tous les éléments
de £ sont pairs, on divise tout par 2, s’ils sont tous impairs, on ajoute 1 puis on
divise par 2. Formalisons cela :

On va prouver le résultat par récurrence forte sur le plus grand élément de £. Si
ce plus grand élément vaut 1, alors tous les éléments valent 1, et la proposition
est vérifiée. Si le résultat est vrai jusqu’au rang m, et que le plus grand élément
de £ vaut m + 1, alors soit m est impair, et on peut se ramener au cas ou le plus
grand élément est 5= < m, soit m est pair, et on peut se ramener au cas ot le
plus grand élément est "2 < m. Par récurrence forte, on en déduit le résultat.

Exercices

Exercice 11 Trouver tous les entiers n tels que 2" > n2.

Solution de l'exercice 11 On voit que 1,2 et 4 vérifient cette propriété, mais pas 3.
On va montrer le résultat par récurrence sur tous les entiers plus grands que 4.

Si le résultat est vrai pour n > 4, alors il est vrai pour n + 1, car dans le
facteur de gauche, on multiplie par 2, et dans le facteur de droite, on multiplie
par 1+ 2’;—?1 <1+ 25% < 2. Par récurrence, pour tout n > 4, le résultat est vrai.

Exercice 12 On considere n princes vénitiens habitant chacun dans un palais.
Chaque palais est relié a chaque autre, soit par une ruelle, soit par un canal (mais
pas les deux). Le prince Alfonzo décide de rendre visite a tous ses amis dans la
méme soirée, mais il ne veut pas se compliquer la tache et décide de n’utiliser
qu'un moyen de transport. Montrer qu’en choisissant bien, il peut rendre visite
a tous les autres princes.
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Solution de I'exercice 12 Avant de foncer dans le tas (on sait qu’on va le démon-
trer par récurrence!), il est utile de considérer des configurations pour n petite.
Sin = 2,les deux palais sont reliés soit par un canal, soit par une ruelle. Sin = 3,
on peut supposer par exemple que les palais A et B sont reliées par une ruelle,
auquel cas, soit C est relié a A ou a B par une ruelle, soit C' est relié a Aeta B
par un canal. Dans les deux cas, on conclut.

Essayons de généraliser cela en une preuve par récurrence. La proposition
a démontrer est "Si il y a n palais tous reliés entre eux, soit par des canaux,
soit par des ruelles, alors il existe un moyen de transport connectant tous les
palais." Cette propriété est vraie au rang 2. Supposons-la vraie au rang n et
considérons n + 1 palais. Le palais d’Alfonzo étant noté A, les n autres palais
sont interconnectés, par des ruelles par exemple. Si le palais d”Alfonzo est reliée
a au moins un autre palais par une ruelle, alors en choisissant de se déplacer
a pied, la propriété est vérifiée. Si le palais d’Alfonzo est relié a tous les autres
palais par des canaux, alors en se déplacant en gondole, il peut bien siir rendre
visite a tous ses amis par ce biais.

TD

Exercice 13 Montrer que, pour tout n € N,

1)(2n + 1
PR U s >6(”+ ) (ITL.1)

Exercice 14 A un tournoi, chaque compétitrice rencontre chaque autre compéti-
trice exactement une fois. Il n’y a pas de match nul. A I'issue de la compétition,
chaque joueuse fait une liste qui contient les noms des joueuses qu’elle a bat-
tues, ainsi que les noms des joueuses qui ont battu les joueuses qu’elle a battues.
Montrer qu’il existe une liste qui contient le nom de toutes les autres joueuses.

Exercice 15 Soit n un entier strictement positif. Prouver que, pour tout entier
strictement positif a > n!, il existe des entiers positifs d;, ds, ..., d;, avec k > n,
deux a deux distincts et divisant n!, tels que a = d; + dy + ... + di.

Exercice 16 Soient ag, as, ..., aio des entiers. Prouver qu’il existe des nombres
Qp, Qg ..., ap0 égaux a -1,0 ou 1, non tous nuls, tels que Z}go o;a; soit divisible
par 2014.

Exercice 17 Résoudre :
3 4 2y = 423, (II1.2)

ou z, y et z sont des entiers relatifs.

Exercice 18 Résoudre :
2y =32 + 13, (II1.3)

ou z, y, z et t sont des entiers relatifs.

Exercice 19 Soit un ensemble fini E de points du plan. On suppose que, si A et
B sont deux points de £, alors il existe un troisieme poit C' de E tel que A, B, C
soient alignés. Montrer alors que tous les points de E sont alignés.
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corrigé du TD

Solution de I’exercice 13 On peut par exemple démontrer le résultat par récur-
rence. Le résultat est vrai au rang 1. S’il est vrai au rang n, alors :

»  nn+1)(2n+1)+6(n+1)°
a 6
(n+1)(2n? + Tn + 6)
6
(n+1)(n+2)(2n+3)
6

l+4+...+n°+(n+1)

Solution de I'exercice 14 On applique le principe du maximum ! Soit A la joueuse
ayant gagné le plus de matches. S’il n’existe pas de liste contenant le nom de
toutes les autres joueuses, alors il existerait une joueuse B, ayant gagné contre A
et contre toutes les personnes battues par A, donc aurait gagné plus de matches
que A, absurde.

Solution de I’exercice 15 On va raisonner par récurrence sur n. En effet, si le ré-
sultat est vrai au rang n, soit « un nombre plus petit que (n + 1)!. Effectuons
alors une division euclidienne parn +1:a = g(n + 1) +r, avec ¢ > nl, etr > n.
On peut appliquer I'hypothese de récurrence a ¢ : il existek > n et cy,..., ¢y,
deux a deux distincts divisant n!, et telsque ¢ = ¢; + ... + ¢,.

Onaalors:a = (n+ 1)c; + ... (n+ 1)¢, + 1, et tous les nombres de cette
décomposition sont différentes et divisent (n + 1)!.

Solution de I’exercice 16 Commengons par regarder I'ensemble des coefficients
Bos - - -, B0, égaux a0 ou a 1, et les sommes Y f;a;. Il y a 2048 combinaisons pos-
sibles (qui forment éventuellement la méme somme, mais ce n’est pas ce qu'on
regarde). En appliquant le principe des tiroirs, il y a deux suites différentes de
coefficients, f; et (3!, tels que les sommes associées aient le méme reste dans la
division euclidienne par 2014. On pose alors o; = 3; — ;.

Solution de 'exercice 17 La solution fait appel a un principe contraposé de la ré-
currence, la descente infinie. Il s’agit de nier une proposition portant sur un indice
n entier naturel en le ramenant a cette proposition pour un indice k < n. La pro-
position est alors évidemment fausse pour n = 0, et devient fausse pour tout
n.

Ici, on veut montrer que la seule solution possible est (0, 0, 0).

Soit en effet un triplet non nul vérifiant I’équation. On sait que x est pair,
ainsi 2* est divisible par 8, donc 'équation devient 4p® + y* = 223, ainsi y est
pair a son tour, et z aussi. Finalement, I'équation est aussi vérifiée pour le triplet
(x/2,y/2, 2/2), qui est strictement plus "petit" que le précédent(on peut mesurer
la "taille" du triplet par |z| + |y| + |z| € N*). Par descente infinie sur la taille du
triplet, on démontre le résultat.

On remarque que c’est par une preuve similaire qu’on démontre que /2 est
irrationnel.
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Solution de I'exercice 18 C’est la méme méthode générale, mais il faut ruser. On
sait que z® + y* est divisible par 3. Or le reste d’un carré par une division eucli-
dienne est toujours 0 ou 1 (a démontrer!), donc = et y sont divisibles par 3.

Solution de I'exercice 19 On va appliquer le principe du maximum, en raisonnant
par l'absurde. Parmi tous les couples (A, A), ot A est une droite passant par des
points de E et A n’appartient pas a A, on prend celui qui minimise la distance
entre A et son projeté orthogonal sur A, noté P. Il y a alors au moins trois points
de E sur la droite A ; parmi ceux-ci, deux sont du méme ca’té de P, appelons B
le plus proche et C' le plus éloigné. Avec () le projeté orthogonal de B sur (AC),
ona BQ < AP, d’ou le résultat.

4 mercredi 20 aprés-midi : Margaret Bilu

Exercices

Exercice 1 30 équipes participent a un tournoi de maths. Chaque équipe dis-
pute au plus un match contre chacune des autres équipes. Montrer qu’a tout
moment du tournoi, il existe toujours deux équipes ayant disputé le méme
nombre de matchs.

Exercice 2 Les nombres 1 a 20 sont écrits au tableau. Une opération consiste a
en effacer deux, disons a et b, et écrire a + b — 1. Que peut-il y avoir écrit au
tableau au bout de 19 telles opérations ?

Exercice 3 Dans un polygone convexe a n > 4 sommets on trace des diagonales
de sorte que deux quelconques d’entre elles ne s’intersectent pas (sauf peut-étre
aux extrémités). Montrer qu’il existe deux sommets non adjacents du polygone
dont ne part aucune diagonale.

Exercice 4 6 enfants sont assis autour d’une table ronde. Au départ, deux d’entre
eux, séparés d'une personne, ont chacun un bonbon, les autres n’ont ayant au-
cun. IIs jouent a un jeu tel que a chaque coup du jeu, deux enfants assis cote a
coté récupeérent chacun un bonbon. A la fin du jeu, se pourrait-il que tous les
enfants aient le méme nombre de bonbons ?

Exercice 5 Dans une salle de classe, il y a 7 rangées de 10 places. Un groupe
de 50 stagiaires Animath y a cours le matin et ’aprés-midi. Montrer qu’il existe
deux personnes ayant été assises dans la méme rangée aussi bien le matin que
'apres-midi.

Exercice 6 Il y a 25 éleves dans une classe. Parmi 3 quelconques d’entre eux,
il y en a toujours au moins deux qui sont amis (la relation d’amitié étant réci-
proque). Montrer qu’il existe un éléve ayant au moins 12 amis.

Exercice 7 Parmi les nombres 1 a 2n, on en a choisi n + 1. Montrer que parmi
les nombres choisis, il en existe deux tels que le premier divise le deuxiéme.

Exercice 8 On se donne 7 droites dans le plan, deux quelconques d’entre elles
n’étant jamais paralleles. Montrer qu’il en existe deux tel que 1'angle qu’elles
forment soit inférieur ou égal a 26°.
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Exercice 9 On dispose de 2014 points dans le plan tels que parmi trois quel-
conques d’entre eux il y en a toujours deux a distance inférieure ou égale a 1.
Montrer qu’on peut recouvrir tous les points par deux disques fermés de rayon
1.

Exercice 10 Soit n > 1 un entier, et soient a4, ..., a, des entiers naturels non
nuls tels que pour tout i, a; < i, et tels que leur somme a; + ... + a, soit paire.

Monter qu’il existe un choix de signes dans l'expression
apxay£...£a,

tel que le total fasse 0.

Exercice 11 A un stage Animath, il se trouve que si deux éléves connaissent le
méme nombre d’éléves, alors il n’ont aucune connaissance en commun. Mon-
trer qu'il existe alors un éleve qui connaa®t exactement un seul autre éleve.

Exercice 12 Dans un tableau 15 x 15, on relie les centres de certaines cases adja-
centes par des segments, de sorte a obtenir une ligne fermée qui ne s’intersecte
pas elle-méme et qui est symétrique par rapport a I'une des grandes diagonales.
Montrer que la longueur de la ligne est inférieure ou égale a 200.

Exercice 13 On écrit au tableau les nombres 1, %, e % Une opération consiste

a effacer deux nombres, disons a et b, et a écrire a + b+ ab. Quel nombre reste-t-il
apres n — 1 opérations ?

Exercice 14 On considere un point P a I'intérieur d"un polygodne a 2n sommets,
et on trace tous les droites passant par P et par un sommet du polygone. Mon-
trer que 1'un des c6tés du polygone n’est intersecté par aucune de ces droites.

Solutions

Solution de I'exercice 1 A toutinstant, chaque équipe a disputé entre 0 et 29 matchs,
ce qui fait exactement 30 possibilités. Supposons qu’a un moment donné, il
n’existe pas deux équipes ayant disputé le méme nombre de matchs. Alors il
existe une équipe qui en disputé 0, et une autre qui en a disputé 29. Cette der-
niére a joué avec tout le monde, donc en particulier aussi avec celle qui a disputé

0 matchs, contradiction.

Solution de l'exercice 2 La somme totale des nombres écrits au tableau diminue
de un a chaque coup. Aubout de 19 opérations elle est doncde 1+4-...+20—-19 =
10x21—-19 = 191. Aubout de 19 opérations, il ne reste qu'un nombre au tableau,
et ce nombre sera 191.

Solution de I'exercice 3 Nous allons raisonner par récurrence sur le nombre de
sommets. Pour n = 4 c’est clair. Supposons que ce soit vrai pour tous les poly-
gones a n sommets, et considérons un polygone a n + 1 sommets. Si aucune dia-
gonale n’a été tracée, on a fini. Sinon, choisissons 1'une des diagonales tracées,
et appelons A et B ses extrémités. Elle coupe le polygone en deux polygones
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convexes de strictement moins de n 4 1 sommets, et chaque autre diagonale
choisie appartient a seulement un de ces deux polygones, vu qu’elle ne peut
intersecter la diagonale [AB]. Sil'un de ces deux polygones est un triangle, on a
déja un sommet non utilisé et il reste a en trouver un autre. Par hypothese de ré-
currence, dans chacun de ces deux polygones s’il n'y a pas de triangle (ou alors
seulement dans le polygone qui n’est pas un triangle), il existe deux sommets
non adjacents non utilisés. Or A et B sont des sommets adjacents dans chacun
de ces deux « petits »polygones. Donc par le principe des tiroirs, dans chaque
« petit »polygone, il existe au moins un sommet non utilisé différent de A et B,
et donc aussi non utilisé dans le grand polygone.

Solution de I'exercice 4 On numérote les enfants de 1 a 6, et on suppose sans perte
de généralité que les enfants 1 et 3 sont ceux qui ont un bonbon au départ. A
chaque tour, il y a un enfant parmi 1, 3, 5, et un enfant parmi 2, 4, 6 qui gagne un
bonbon. La différence entre le nombre de bonbons possédés par les enfants de
numéros impairs et le nombre de bonbons possédés par les enfants de numéros
pairs ne change donc pas. Or au début elle vaut 2, et si a un moment tous les
enfants ont le méme nombre de bonbons, elle vaut 0, contradiction.

Solution de I'exercice 5 Le matin, il y avait au moins une rangée avec 8 personnes.
En effet, sinon, il y aurait eu au plus 7 personnes par rangée, et donc au plus
7x 7T = 49 personnes dans la salle. Considérons donc 8 personnes ayant été dans
la méme rangée le matin. Puisqu’il n'y a que 7 rangées, il y en a nécessairement
deux qui vont encore se retrouver dans la méme rangée I’apres-midi.

Solution de I'exercice 6 On raisonne par 1’absurde, en supposant que tout le monde
a strictement moins de 12 amis. Soit A un éleve : comme il a au plus 11 amis, il
y a au moins 13 personnes qui ne sont pas amies avec lui. Soit B 1'une de ces
personnes. Alors B est ami avec les personnes qui ne sont pas amies avec A, qui
sont au moins au nombre de 12, contradiction.

Autre méthode : Si tout le monde est ami avec tout le monde, on a fini. Sinon,
soient A et B des personnes qui ne sont pas amies. Alors chacune des 23 autres
personnes est amie avec A ou B. Par principe des tiroirs, au moins 1'un des deux
a 12 amis.

Solution de I'exercice 7 On va raisonner par récurrence sur n. Si n = 1, la conclu-
sion est claire. Supposons que ce soit vrai pour n, et considérons un choix de
n + 2 nombres a; < ay < ... < a,4o dans 'ensemble {1,...,2n + 2}. Si a, 40 <
2n + 1, alors les n + 1 nombres a4, ...a,1 sont en fait inclus dans ’ensemble
{1,...,2n}, et on peut conclure par hypothese de récurrence. Nous pouvons
donc supposer que a,2 = 2n + 2 et que parmi a4, . . ., a,, on ne peut en trouver
deux se divisant I'un l'autre. Sin + 1 € {a4,...,a,}, on a fini car n + 1 divise
2n 4+ 2 = 2(n + 1). Sinon, cela veut dire que "ensemble {ay,...,a,,n + 1} est
un sous-ensemble de {1,...,2n} de cardinal n + 1, donc deux de ses éléments
se divisent I'un l'autre par hypothese de récurrence. Vu ce qu’on a supposé sur
ai,...,a,, I'un de ces éléments est nécessairement n + 1. Or il n’y a aucun mul-
tiple de n + 1 dans {1,...,2n} autre que lui-méme, donc 'autre nombre est
forcément un diviseur de n + 1. Il existe donc un diviseur de n + 1, et par la de
ant2 = 2n + 2, dans 'ensemble {q,, ..., a,}, ce qui conclut.
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Solution de I'exercice 8 On choisit un point A du plan, et pour chacune des 7
droites, on trace la droite qui lui est paralléle et qui passe par A. Ainsi, on ne
change pas les angles entre les droites, et on voit que les droites forment 14
angles de sommet A et de somme 14. Il y en a donc au moins un inférieur ou

égala 3 = 189 = 25 4 2 < 26 degrés.

Solution de I'exercice 9 Soient A et B des points qui sont a distance maximale.
S’ils sont a distance inférieure ou égale a 1, c’est que tous les points sont a dis-
tance inférieure égale a 1, et en particulier ils sont a distance < 1 de A, donc dans
ce cas le disque fermé de centre A et de rayon 1 suffit. Sinon, A et B étant a dis-
tance > 1, chaque autre point est a distance < 1 d’au moins I'un des deux points
A et B. Ainsi, les deux disques de centres A et B et de rayon 1 conviennent.

Solution de I’exercice 10 On va raisonner par récurrence double sur n. Pourn =1
il n'y a rien a vérifier. Pour n = 2, on a nécessairement a; = a; = 1, d’ott le ré-
sultat. Supposons que la conclusion soit vraie pour tous les entiers inférieurs ou
égaux a un certain n, et considérons des entiers a, ... a,+; vérifiant les condi-
tions de I’énoncé. Sion a a,, = a,4+1,la somme a; +. ..+ a,_; est paire, et on peut
appliquer I'hypothése de récurrence aux entiers a,...,a,_1. En combinant le
choix de signes obtenu avec +a,, — a4 on a le résultat. Supposons donc main-
tenant que a,, # a,11, et considérons la suite a1, ..., a,_1,|a, — an41| (la valeur
absolue est 1a afin que le dernier élément de la suite soit un entier naturel non
nul). La somme des éléments de cette suite est de méme parité que a;+. . .+ap41.
De plus, puisque 1 < a,, < netl < a,1 <n+1,0onala, — ans1| < n. Nous
pouvons donc appliquer I'hypothése de récurrence a cette suite, pour obtenir
un choix de signes annulant 'expression

apta;+...£a, £ |a, —a, 1|

. On adapte le dernier signe selon si |a,, —a,_1| est égal a a,, —a,—1 oua a,+1 —a,
pour conclure.

Solution de I'exercice 11 Soit A le stagiaire qui connait le plus de monde, et soit &
le nombre de personnes qu’il connaa®t. Alors chaque personne qui le connaa®)t
connad(®t entre 1 et k£ personnes. Or deux personnes connaissant A ont une
connaissance en commun, il ne peuvent donc pas connaa®tre le méme nombre
de personnes. Ainsi, parmi les personnes connaissant A, pour tout i entre 1 et k,
il existe une personne connaissant exactement i personnes.

Solution de l'exercice 12 La ligne passe nécessairement par une case de la diago-
nale qui sert d’axe de symétrie, appelons-la A. On parcourt la ligne dans un
sens a partir de A, jusqu’a tomber sur un second point de la diagonale, que 1'on
appelle B. Par symétrie, si on la parcourt dans 'autre sens a partir de A, c’est
en B qu’on recroisera pour la premiére fois la diagonale. Ainsi, vu que la ligne
est fermée, elle n’intersecte la diagonale qu’en A et B, il y a donc 13 cases non
atteintes sur la diagonale.

Colorions maintenant le tableau en noir et blanc comme un échiquier, et
supposons que la diagonale en question soit noire. La ligne traverse autant de

15241

cases blanches que de cases noires. Il y a =>5— = 113 cases noires, donc au plus
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100 cases noires sont atteintes. La ligne parcourt donc au plus 200 cases, ce qui
conclut.

Solution de I'exercice 13 On remarque que a + b+ ab = (a + 1)(b+ 1) — 1. Si les
nombres écrits au tableau a une certaine étape sont ay, ..., a,, cela suggere de
considérer le produit (a; + 1) ... (ax + 1), qui sera invariant d’'une opération a
I"autre. Au début, il vaut

ey () (B s f

i=1

la derniere égalité étant obtenue par télescopage. Donc le nombre restant est n.

Solution de I'exercice 14 Nous allons distinguer deux cas. Si P appartient a une
diagonale du polygone, il ne reste plus que 2n — 2 droites pour 2n cotés a inter-
secter, donc on peut conclure par le principe des tiroirs. Supposons donc main-
tenant que P n’appartient a aucune des diagonales du polygone. Tragons une
diagonale reliant deux sommets séparés de n cotés. Par hypotheése, P se trouve
d’un coté de cette diagonale. Ainsi, toute droite reliant P et un des n+1 sommets
situés de 'autre coté de la diagonale (y compris les extrémités de cette diago-
nale) recoupe nécessairement le polygone du c6té de P. Ainsi, il n'y a qu’au
plus n — 1 droites qui peuvent passer par un des n cotés situés de 'autre coté
de la diagonale par rapport a P. Par le principe des tiroirs, il y aura un co6té non
utilisé.

3 Groupe C: géométrie

1 mardi 19 matin : Jean-Franc¢ois Martin

Puissance dun point par rapport a un cercle

Théoréme 13. Soit I" un cercle, P un point du plan. On considere une droite A
passant par P. Elle coupe I' en A et B. Alors, le produit PA - PB (considéré avec
des longueurs algébriques) est indépendant de A.

Démonstration.

D

On se place dans la configuration de la figure. La bonne maniére de faire
serait de considérer des angles orientés, ce que le lecteur est invité a faire, ici
comme sur chaque exercice qu’il résoudra dans sa vie olympique...
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D’apreés le théoréeme de 1’angle inscrit, il est clair que PAC = PDB. En par-
ticulier, les triangles PAC et PD B sont semblables, d’ott PA/PD = PC/PB et
la conclusion. O

Définition 14. Cette quantité est la puissance du point P par rapport au cercle
', notée Pr(P).

On a différente maniere particuliere de calculer la puissance d"un point par
rapport a un cercle.

En prenant une droite passant par un diametre du cercle, et en notant O le
centre du cercle, on obtient (PO + r)(PO —r),i.e. Pr(P) = PO* — r2.

Si P est a I'extérieur du cercle et en notant 7' le point de tangence d'une
tangente passant par P, en faisant tendre A vers cette tangente et donc A et B
vers T, on obtient Pr(P) = PT>.

On a de plus une réciproque au théoreme de la puissance d'un point par
rapport a un cercle.

Théoréme 15. Soit P, A, B, C et D cinqg points du plan. Supposons qu’en terme
de longueurs orientées on ait PA- PB = PC'- PD. Alors ABCD est inscriptible.

Démonstration. La preuve du théoreme précédente était composée d’équiva-
lences. O

Définition 16. Etant donné deux cercles, on appelle axe radical de ces deux
cercles le lieu des points ayant méme puissance par rapport aux deux cercles.

Théoréme 17. L'axe radical de deux cercles non confondus est une droite per-
pendiculaire a la droite des centres.

Démonstration. Soit I'; et I'; deux cercles de centres respectifs O, et O,. Soit P
un candidat a I’axe radical, de projection sur (O,0,) Q. Alors, d’apres le théo-
reme de Pythagore PO} — r? = PO — r3 est équivalent & PQ* + PO? — r? =
PQ* + PO3 — r2. Ainsi donc, P est sur l’axe radical de I'; et I'y si et seulement
si QO? — Q032 = r? — r2. Or, cette fonction en @ € (0,0,) étant continue, stric-
tement monotone de limites + et —oo, il existe un unique point () vérifiant cette
conclusion. L'axe radical de I'; et I'y est donc la droite orthogonale a (0O,0)
passant par ce (), d’ot la conclusion. O]
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Remarque 18. Si I’y et I'; se coupent, on connait trés bien 1’axe radical : c’est la
droite passant par leurs deux points d’intersection. En effet, ces deux points ont
puissance nulle par rapport aux deux cercles.

Finalement, la question naturelle suivante est : que se passe-t-il quand nous
considérons trois cercles ?

Théoréme 19. Soit I'y, I'; et I'5 trois cercles deux-a -deux non confondus. Alors
leurs axes radicaux deux-a -deux sont soient confondus, soit paralléles, soit
concurrents. Dans ce dernier cas, le point de concurrence est appelé centre radi-
cal des trois cercles.

Démonstration.

Il suffit de montrer qu'un point a la fois sur deux axes radicaux est également
sur le troisiéme axe radical.

Soit P sur I'axe radical a I'; et I'; ainsi que celui a I'; et I's. Alors Pr, (P) =
Pr,(P) = Pr,(P),d’ou Pr,(P) = Pr,(P) et la conclusion. O

Remarque 20. Le lecteur est vivement encouragé, quand il rédige un exercice
dans un test ou autre truc du genre, a préciser un avertissement du type : nous
nous plagons dans le cas général, les cas particulier pathologiques pouvant étre
écartés par continuité de toutes les notions considérées. Cela sera implicite dans
tous nos exercices, et nous supposerons en particulier que nous sommes tou-
jours en présence d'un centre radical.

Exercice 1 Deux cercles I'; et I'; s’intersectent en A et B. Une tangente com-
mune a ces deux cercles les coupent respectivement en C' et D. Montrer que
(AB) coupe [C D] en son milieu.

Solution de l'exercice 1
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Soit M le point d’intersection de (AB) et (CD). LA seule maniere de com-
prendre simplement (AB) étant de dire qu’il est 'axe radical de I'y et I', la chose
naturelle a faire est de considérer la puissance de M par rapport aux cercles.
Donc Pr, (M) = Pr,(M), i.e. MC? = M D?,d’ot1 la conclusion.

Exercice 2 Montrer que les hauteurs d"un triangle sont concourantes.

Solution de I'exercice 2 1'orthocentre peut étre vue comme centre radical des trois
cercles de diametre chacun des cHtés, dont les axes radicaux deux-a -deux forment
les hauteurs.

Exercice 3 (IMO "95 / 1) Soient A, B, C' et D quatre points distincts dans cet
ordre. Soient I'y et I'; les cercles de diametre respectif [AC| et [BD], qui s’inter-
sectent en X et Y. On considére O un point arbitraire sur (XY') qui ne soit pas
sur la droite originelle. (CO) recoupe I'y en M, (BO) recoupe I'; en N. Montrer
que (AM), (DN) et (XY') sont concourantes.

Solution de l'exercice 3

L’énoncé invite clairement & démontrer (et est d’ailleurs équivalent a, comme
le lecteur est invité a s’en convaincre) la cocyclicité de A, M, N et D, ce qui
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conclurait puisque les trois droites considérées s’intersecteraient en le centre
radical de ce cercle, de I'; et de I's.
On a naturellement envie de faire une chasse aux angles. On calcule donc

les deux angles de ce cercle qui paraissent les plus sympathiques : MND =
90° + MNB et MAC = 90° — MCB. -
Il s’agit de montrer que ces deux angles sont supplémentaires, i.e. que MCB =

——

MN B, autrement dit que M, N, C' et B sont cocycliques.

Or, on reconnait la situation habituelle : O sera le centre radical de ce cercle,
deT'; etdel,.

On conclut donc de la fagon suivante (I'égalité entre les puissances découlant
de l'appartenance de O al’axe radical (XY) deI'; etI's): OM x OC = Pr,(0) =
Pr,(O) = OB x ON et la conclusion en utilisant la réciproque du théoréeme de
la puissance d"un point.

Exercice 4 Soit I'y et I'y deux cercles distincts de centre O; et O,. Une tangente
extérieure commune les touche en A et C respectivement, tandis que tangente
intérieure commune les coupe en B et D respectivement. Montrer que le point
d’intersection de (AB) et (CD) est sur (0103).

Solution de l'exercice 4

A

\

01

La premiere chose a remarquer est que cet exercice est littéralement infesté
d’angles droits (ce qui est évidemment intéressant puisque cela a une chance de
nous donner des points cocycliques et permettre donc une chasse aux angles ou
des arguments de puissance). En particulier, en notant P l'intersection des deux
tangentes considérées, (PO,) L (AB) et (POy) L (CD) par symétrie, ainsi que
(POy) L (PO,) en utilisant le fait que les bissectrices intérieures et extérieures
de deux angles sont égales.
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On obtient en particulier un rectangle en considérant les différents points
d’intersection, d’ot1 en particulier (AB) L (CD).

Le point d’intersection de ces droites peut alors étre vu comme une des inter-
sections des cercles de diametre respectifs [AC] et [BD]. Cela semble pertinent,
I'intersection de cercles étant mieux connue que celles de droites.

Il suffit maintenant de montrer que 1’axe radical de ces deux cercles est
(0103) (ce que dans le cadre d'une compétition il serait sage de vérifier sur
une figure juste...). Or, (O, A) est d’apres les différents angles droits tangent au
cercle de diametre [AC], donc la puissance de O par rapport a ce cercle est O1 A%
De méme, sa puissance par rapport au second cercle est O; B? et on en conclut
que ces deux puissances sont égales, donc que O, est sur 1’axe radical considéré.
De méme pour O, d’ou la conclusion.

Exercice 5 Soit ABC un triangle, D un point arbitraire sur le coté [BC]. La mé-
diatrice de [BD] coupe le coté [AB] en M, celle de [C'D] coupe le coté [AC] en N.
Montrer que le symétrique de D par rapport a (M N) est sur le cercle circonscrit
a ABC.

Solution de l'exercice 5

Raisonnons dans un premier temps dans le vague, pour trouver la démarche
a appliquer.

Faute d’idée géniale immédiate, il est naturel de se demander ce que devrait
étre le symétrique I'" de ce cercle circonscrit I' par rapport a la droite (M N), dont
on est censé montrer qu’il contient D. La droite (M N) devient plus compréhen-
sible : c’est 'axe radical de I et I'. Or, la puissance de M par rapport a I' est
facilement exprimable : c’est M A x M B. Par rapport a [, le seul point dont on
sait (en admettant 1’énoncé) qu’il est sur I". Il est donc tentant de considérer E le

78



III. PREMIERE PERIODE 3. GROUPE C : GEOMETRIE

deuxiéme point d'intersection de (DM ) avec I pour calculer M D x M E. L'éga-
litt MAXx MB = MD x ME,ie. MA = MFE permet de trouver concrétement
le point E.

On consideére donc la parallele A a (BC') passant par A ainsi que E et F ses
points d'intersection respectifs avec (DM) et (DN).

Comme ME x MD = MA x MB, M est sur I’axe radical de I' et du cercle
circonscrit a DEF. En raisonnant symétriquement, (A/N) est cet axe radical.

Or, les triangles ABC et DEF étant clairement isométriques, ces deux cercles
ont méme rayon et (M N) est leur axe de symétrie. En particulier, cette symétrie
envoie D sur un point du cercle circonscrit a ABC.

Remarque 21. Cet exercice est un des nombreux exemples ot une bonne figure
est bienvenue : I'identification du cercle I a celui circonscrit a DEF est alors
immédiate.

Exercice 6 Le cercle inscrit du triangle ABC touche les cotés [AC] et [AB] en E
et F. (BE) et (CF) se coupent en G. Les points R et S sont définis de sorte a ce
que BCER et BOSF soient des parallélogrammes.

Montrer que GR = GS.

Solution de l'exercice 6

La premiere remarque qu’on pourra faire sur cet exercice est qu’il n’est pas
absurde de tenter de le tuer calculatoirement au vu de la simplicité de la figure
et de la présence de ces parallélogrammes. Ce calcul, bien que tres loin d’étre
simple et indolore, est effectivement faisable. Ce ne sera pas notre point de vue
ici, mais dans une éventuelle compétition l'efficacité (toute relative) peut primer
sur 1'élégance.
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Elémentairement, comment démontrer une égalité telle que GR = G'S? On
peut essayer de calculer individuellement les longueurs considérées. Cela ne
parait ici pas chose aisée tant les points GG et R semblent indépendants. On peut
essayer de regarder si le cercle de centre G passant par R et S semble pertinent,
ce qui ne semble pas étre le cas ici. Finalement, on peut tenter de démontrer que
G est sur la médiatrice de R et S.

Comment bien comprendre cette médiatrice ? Le segment [RS] n’étant pas
naturel, il faut vraiment la voir de fagon intrinseque a R et S. Une idée natu-
relle a avoir est alors de la regarder comme axe radical de ces deux points vus
comme des cercles de rayon nul. L’exercice reviendrait alors a trouver un troi-
sieme cercle d’axe radical avec les deux autres points (BE) et (C'F') pour avoir
G centre radical. Cette démarche ne semble pas absurde puisque par exemple la
puissance de B et E par rapport a R est bien connu grace au parallélogramme :
elle vaut respectivement 2% et (y + 2)2.

Il suffit de trouver le dernier cercle, a distance de tangence z et (y + 2) de B
et E respectivement. On s’apercoit alors que le cercle exinscrit au triangle asso-
cié au point A convient d’apres les résultats habituels obtenus par chasse aux
tangentes concernant les z, y et z et le cercle exinscrit (que le lecteur est invité a
redémontrer). Par symétrie, son axe radical avec S est (C'F’), d’ott finalement la
conclusion.

2 mardi 19 apres-midi : Samuel Bach

Orthocentre, droite et cercle d’Euler

Soit H l'orthocentre d"un triangle ABC non plat, H; le symétrique de H par
rapport a la droite (BC'). On note aussi H 4, Hg, Hc les pieds des hauteurs. Alors
H, est sur le cercle C circonscrit au triangle ABC'.
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Démonstration. Comme souvent pour montrer une cocyclicité, on va montrer
une égalité d’angles entre les quatre points censés étre cocycliques. On com-

mence par utiliser la définition de H; qui donne par symétrie H,5C = HBC
or les triangles H BBC et H4AC sont rectangles respectivement en Hp et He et

partagent I'angle ACB donc ils sont semblables et HBC = Hz BC = HAAC =
H 1AC et finalement H 1BC H,AC, donc H,, A, B, C sont cocycliques. l

On vient de montrer que les symétriques de l'orthocentre par rapport aux
cOtés sont sur le cercle circonscrit.

De méme, soit H, le symétrique de H par rapport au milieu A’ du coté [BC.
Alors H, se trouve aussi sur le cercle C circonscrit a ABC.

Démonstration. Ici, on reconnait en tracant les segments [BC| et [H H,] deux
diagonales d"un quadrilatere BHC H, s’intersectant en leurs milieux respectifs,
d’ot 'on déduit que BHC H; est un parallélogramme.

Le parallélisme des cotés nous permet de constater que (H,C') est perpendi-
culaire a (AC') (puisque (BH) l'est en tant que hauteur), et de méme (H,B) est
perpendiculaire & (AB). De ces deux angles droits on déduit la cocyclicité de
A, B, C et Hy, et méme que [AH,] est un diametre du cercle C. O

Soit O le centre du cercle C circonscrit a ABC. On remarque que puisque O
et A’ sont des milieux dans le triangle AH H,, on a par le théoreme des milieux
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AH = 20A'. Soit alors G le point d’intersection de (AA’) et (OH). Comme les
droites (OA’) et (AH) sont paralleles, on a par le théoreme de Thales AG =
2G A’, donc G se situe aux deux-tiers de la médiane, et donc G est le centre de
gravité du triangle ABC. On a donc montré 'alignement du centre du cercle
circonscrit, du centre de gravité et de 1’orthocentre, et méme par le théoreme de
Thales la relation OH = 30G. On résume cela vectoriellement par la relation

d’Euler OT)[ = 30?.

Hy

Soit A’, B', C' les milieux des cotés du triangle ABC, Hs, Hg, Hc les pieds des
hauteurs, H',, Hj, H(, les milieux respectifs des segments [AH|, [BH|, [C H|. Alors
les neuf points définis ci-dessus sont sur un méme cercle C’' appelé le cercle
d’Euler du triangle ABC.

Démonstration. Pour une fois, nous allons étudier le cercle & proprement parler
plutdt que montrer de trop nombreuses cocyclicités par le théoreme de I’angle
inscrit.

La premiére remarque a faire sur le cercle C’ est qu'il est circonscrit au tri-
angle médian, le triangle des milieux de ABC'. C’est la définition que 1’on prend
de ce cercle, pour ensuite montrer que les six points restants sont dessus. Intui-
tivement, C’ doit étre la « moitié » du cercle C circonscrit a ABC. En effet, soit
H (G, —3) 'homothétie de centre G et de rapport —1. Elle envoie les sommets
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sur les milieux des coHtés, donc le cercle C sur le cercle C'. Soit O’ le centre de C/,
comme c’est I'image de O par I'homothétie, la relation d’Euler montre que O’
est le milieu de [OH].

Il suffirait maintenant de voir que H4 et H/; sont les images de points de C
par une transformation envoyant C sur C’. On s’apergoit rapidement que H’, est
I'image de A par 'homothétie de centre H et de rapport ; qui envoie O sur O/
et divise les longueurs par deux donc qui envoie bien C sur C'. L'antécédent de
H 4 par cette homothétie n’est autre que H;, le symétrique de H par rapport a
(BC), dont on a montré qu'il est sur C, ce qui conclut par symétrie. O

Coordonnées barycentriques

Les coordonnées barycentriques sont un moyen de repérer les points du plan
par rapport aux sommets d'un triangle ABC, en les exprimant comme bary-
centre des trois points A, B, C. On remarque qu’elles sont définies a un facteur
multiplicatif pres. Elles présentent 'avantage de posséder une certaine symé-
trie, contrairement a des coordonnées cartésiennes qui privilégient deux direc-
tions et un point du plan. De plus, les points remarquables du triangle ABC' ont
des coordonnées remarquables.

Montrons que si K est un point du plan, K est le barycentre de A, B, C avec
pour coefficients respectifs A(KBC'), A(KCA), A(KAB) ot A(XY Z) est l'aire
algébrique du triangle XY 7 (étant donné une orientation du plan, on donne a
l'aire le méme signe que l'angle XYZ ). Si K est a I'intérieur du triangle ABC,
on peut oublier les signes, ce que nous ferons pour simplifier.

Démonstration. On note K’ le barycentre
Bar(A, A(KBC)), (B, A(KCA)),(C, A(KAB))

Soit A’ I'intersection des droites (AK) et (BC'). Comme A’ est sur la droite (BC'),
et méme a l'intérieur du segment si on suppose K a l'intérieur de ABC, il est
le barycentre du systeme (B, A'C), (C, A’B). On va montrer que K’ est sur la
droite (AA’) en le voyant comme barycentre de A et A’, grace a la propriété
d’associativité des barycentres.
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Pour cela, on essaie de calculer le barycentre « partiel »
(B, A(KCA)), (C, A(KAB))

en espérant que ce soit A’. Soit B; et C; les projetés orthogonaux respectifs de B
et C'sur (AK), alors 2A(KAB) = BBy x AK et 2A(KCA) = CCy x AK or (BBy)
et (C'Ch) sont paralleles donc le couple (BB, CCy) est proportionnel au couple
(A'B, A’C), donc Bar(B, A(KCA)), (C, A(KAB)) = Bar(B,A'C), (C,A'B) = A,
d’ot K’ est un barycentre de A et A’ donc sur la droite (AA’) = (AK), et par
symétrie, il est aussi sur la droite (BK') donc K’ = K, ce qu'il fallait démontrer.

O

On a comme application immédiate que le centre de gravité G d'un tri-
angle ABC'le découpe en trois triangles d’aires (algébriques) égales, et que c’est
l"'unique point possédant cette propriété.

Calculons les coordonnées barycentriques de quelques points particuliers.

A

Si on considere O le
centre du cercle circonscrit a ABC, le triangle OBC est isocele en O de coté

R et d’angle QB/E, donc d’aire gsin(ZB/fE’, et de méme pour les autres tri-

angles ayant pour sommet O, donc les coordonnées barycentriques de O sont
(A,sin(2BAC)), (B,sin(2CBA)), (C,sin(2ACB)).
A s

Soit H l'orthocentre du triangle ABC, H,, Hp, Hc les pieds des hauteurs.
Alors H 4 est barycentre de (B, H4C'), (C, BH4) or les triangles ABH 4 et ACH 4
sont rectangles en H4 avec AH 4 pour c6té commun donc la trigonométrie nous

permet d’exprimer H 4 comme barycentre de (B, cotan(@)), (C, cotan(@),
ou encore en multipliant les coefficients par tan(ACB)tan(CBA),

H 4 = Bar(B, tan(CBA))(C, tan(ACB))
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On obtient des formules similaires pour les autres pieds des hauteurs, donc
en utilisant 1’associativité des barycentres, on voit que 1'orthocentre est bary-
centre de (A, tan(m\O)), (B, tan(@)), (C, tan(@)) (par le méme argument
que dans la démonstration ci-dessus).

Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. Le calcul des aires
donne immédiatement que I est barycentre de (A, BC), (B,CA), (C, AB).

Triangle orthique

Nous nous intéressons au probléme suivant : trouver le triangle de périmetre
minimal inscrit dans un triangle ABC' supposé acutangle.

Un argument topologique qui dépasse le niveau lycée permet de s’assurer
qu’il existe bien un tel triangle, mais pas qu’il est unique. La solution de ce
probleme s’appelle le triangle orthique.

Soit M € [AB], N € [BC], P € [AC], on cherche a minimiser M N+ N P+ PM.

Pour simplifier le probleme, on peut essayer de trouver le minimum en
fixant deux points, par exemple M et P. On cherche alors a positionner N de
fagon a minimiser M N + N P. Exprimer qu’une position de NV est optimale re-
vient a écrire une inégalité, or la seule inégalité géométrique simple que nous
connaissons est l'inégalité triangulaire, qui exprime que la ligne droite est le
plus court chemin entre deux points. L'idée consiste alors a trouver une ligne
brisée de longueur M N+ N P, d’extrémités fixées, qui puisse étre rectiligne pour
un certain N, qui atteindra donc le minimum.
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Les extrémités de la ligne brisée doivent étre fixées donc ne dépendre que
de M, N et (BC). Le plus simple consiste a garder la section [/ N] et remplacer
la section [N P], mais pour que les deux segments se recollent, il faut laisser N
invariant, qui varie sur 'axe (BC'), donc on applique la symétrie d"axe (BC') qui
envoie P en P, et on obtient la ligne brisée [M N|U[N P’| de longueur M N+NP,
qui est droite quand N est l'intersection de (A P’) et (BC). Autrement dit, N a
une position optimale quand (N P) est 'image de (M N) par une réflexion d’axe
perpendiculaire a (BC). C’est le trajet que suit un rayon lumineux dirigé vers
un miroir.

On en déduit que, si triangle minimal il y a, ses c6tés sont obtenus les uns des
autres par réflexion par rapport aux normales respectives aux cotés. Cet exer-
cice préparatoire peut servir a tenter de généraliser le raisonnement quand un
point est fixé et deux varient. Par exemple, on fixe cette fois N et on fait varier M
et P. S'inspirant de la démonstration précédente, on considére N; et N, les sy-
métriques de N par rapport respectivement a (AB) et (AC). Alors NM + M P +
PN = NyM+M P+PN,, minimal quand Ny, M, P, N, sont alignés. Le minimum
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est alors N1 N,.

Nous allons calculer ce minimum en fonction de N et en déduire la position
optimale de N. Par définition de NV; et N;, on a AN; = AN = AN, donc le
triangle AN; N, est isocele en A de co6té AN. On a par ailleurs que N, est 'image
de N, par la réflexion d’axe (AB) suivie de celle d’axe (AC), donc par la rotation

de centre A et d’angle 2@, donc m — 2BAC et la loi des sinus nous
donne alors Ny N, = sin(ZB/fE’)% = 2sin(BAC)AN.
Sm 3

On obtient ainsi que le périmetre est minimal quand AN est minimal, autre-
ment dit quand N est le projeté orthogonal de A sur [BC (on utilise ici I'hypo-
thése acutangle), et alors le triangle minimal est obtenu en construisant V; et
N, comme ci-dessus puis en définissant M et P comme les intersections respec-
tives de (IN1Ny) avec (AB) et (AC). Par symétrie, on a aussi que M et P sont des
projetés orthogonaux, autrement dit M N P est le triangle formé des pieds des
hauteurs, appelé triangle orthique. On en déduit en particulier que les hauteurs
sont les bissectrices du triangle orthique, puisque les cotés de ce triangle sont
obtenus par réflexion par rapport aux normales aux cdtés du triangle ABC, qui
sont ici les hauteurs.
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Droite de Simson

Soit ABC un triangle non aplati et P un point du plan, P, P, P; ses projetés
orthogonaux respectifs sur les droites (BC), (AC) et (AB). La question est de
savoir quand ces projetés sont alignés.

Pour cela, on cherche a calculer I'angle ]TQ}A\P;), pour voir a quelles conditions
il est plat. Calculer signifie réécrire en fonction de A, B, C, P d"une fagon exploi-
table. On constate préalablement que P;, P, P, C' sont sur un cercle de diametre
[PC] et P, P3, P, B sur un cercle de diametre [PB]. On écrit alors B, Py =
PQPlP + PP1P3 en angles orlentes et par coc cocychc1te P2P1P PQCP ACP
PP Py = PBP3 = PBA donc P2P1P3 ACP + PBA qui est aplati si et seule-
ment si A, B, C, P sont cocycliques (ils ne peuvent étre alignés) par le théoréme
de I’angle inscrit.

Ainsi, les projetés d'un point sur les cotés d'un triangle sont alignés si et
seulement si ce point appartient au cercle circonscrit au triangle.
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3 mercredi 20 matin : Thomas Budzinski

Résumé du cours :

Homothéties :

Définition 22. Soient O un point du plan et £ un réel non nul. L'homothétie de
centre O et de rapport k£ est la transformation qui a un point M associe le point

—
M’ tel que OM' = OM.

Proposition 23. Les homothéties conservent les angles, les rapports de lon-
gueurs, les droites, les cercles etc... De plus, 'image d’une droite (A) par une
homothétie est parallele a A.

Proposition 24. La composée de deux homothéties h; et h, de rapports k; et k,
est une translation si k; k; = 1, et une homothétie de rapport k&, sinon. Dans ce

cas, le centre de h o hy est aligné avec ceux de h; et de hs.

Proposition 25. Soient [AB] et [A’'B’] deux segments supportés par des droites
paralleles. Il existe une unique homothétie envoyant A sur A’ et B sur B'.

89



III. PREMIERE PERIODE 3. GROUPE C : GEOMETRIE

Rotations :

Définition 26. Soient O un point du plan et § un angle. La rotation de centre O
et d’angle 0 est la transformation qui a un point M associe le point M’ tel que
OM' = OM et ZMOM' = 0§, les angles étant orientés.

Proposition 27. Les rotations conservent les longueurs, les angles, les droites,
les cercles etc... De plus, si (A’) est I'image d’une droite A par un rotation
d’angle 6, alors I’angle entre les droites (A) et (A’) vaut 6.

Proposition 28. > La composée de deux rotations d’angles 6 et ¢’ est une
translation si § + 6" est un multiple de 27, et une rotation sinon.
> Soient (A;) et (Ay) deux droites se coupant en un point O et faisant entre
elles un angle 6. On note s; et s, les symétries par rapport a (A;) et (Ay).
Alors s1 o sy est la rotation de centre O et d’angle 260.

Proposition 29. Si [AB] et [A’B’] sont deux segments non paralleles de méme
longueur, il existe une unique rotation envoyant A sur A’ et B sur B’

Similitudes :

Définition 30. > Une similitude est une transformation qui conserve les rap-
ports de longueurs.
> On peut montrer qu’une similitude conserve les angles. Elle est dite directe
si elle conserve les angles orientés, et indirecte sinon.

Théoréme 31. > Une similitude directe est soit une translation, soit la com-
posée d'une rotation et d’'une homothétie positive de méme centre.
> Une similitude indirecte est la composée d'une homothétie et d"une symé-
trie axiale.

Proposition 32. Les similitudes conservent les droites, les cercles, les angles
etc... De plus, I'image d’une droite (A) par une homothétie est parallele a A.

Proposition 33. > La composée de deux similitudes est une similitude.
> La composée de deux similitudes directes est une similitude directe. De
plus, le rapport de la composée est le produit des rapports, et 'angle de la
composée est la somme des angles.

Théoréme 34. > Soient A, B, A’ et B’ quatre points du plan. Alors il existe
une unique similitude directe envoyant A sur A’ et B sur 5’
> De plus, soient P l'intersection de (AA’) et (BB’), I'; et I'y les cercles cir-
conscrits a PAB et PA'B’ et () la deuxiéme intersection de I'; et I'y. Alors
(Q est le centre de cette similitude directe.
> Soient ABC' et A'B'C" deux triangles. Alors il existe une similitude en-
voyant ABC sur A'B'C" ssi ABC' et A'B'C" sont semblables.
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B/

Remarque 35. Si () est le centre de la similitude directe qui envoie A sur A’ et B
sur B’, alors gf, = gg, et AQA’ = BQ B’ donc 8—2 = gg; et AQB = A’QB’, donc
() est aussi le centre de la similitude directe qui envoie A sur B et A’ sur B'.
Par conséquent, si on applique la construction du théoréme précédent en
cherchant a envoyer [AA’| sur [BB'], on obtiendra le méme point ), d’ou le

théoreme de Miquel :

Théoréme 36. Soient A, B, A’ et B’ quatre points, P, l'intersection de (AA’) et
(BB') et P, l'intersection de (AB) et (A’'B’). Alors les cercles circonscrits aux
triangles ABP,, A'B'P,, AA’'P, et BB'P, passent par un méme point.

Exercices traités en cours :

Exercice 1 Soit ABC un triangle. Construire (par exemple a la régle et au com-
pas) un carré ayant deux sommets sur [BC|, un sommet sur [AB] et un sommet
sur [AC].
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Solution de I'exercice I On commence par construire I'image de notre carré par
une homothétie bien choisie de centre A. On construit donc le carré BCDE tel
que les intérieurs de ABC' et BCDE soient disjoints. On note ensuite K l'inter-
section de (AD) avec (BC), et L I'intersection de (AE) avec (BC'). Pour complé-
ter notre carré. On choisit enfin I et J "au-dessus" de K et L tels que /JK L soit
un carré. Il reste a vérifier que i € [AB] et J € [AC].

On sait qu’il existe h une homothétie de centre A qui envoie (DE) sur (BC).
Comme K € (AD)et L € (AE),ona h(D) = K et h(E) = L. De plus, h envoie
un carré sur un carré, donc envoie BCDFE sur IJKL, donc B sur I et C sur J.
Ainsi, A, I et B sont alignés de méme que A, J et C. Comme h est de rapport
entre 0 et 1, ils sont méme alignés dans cet ordre.

Exercice 2 Soit ABC' un triangle équilatéral et M sur son cercle circonscrit, sur
I'arc entre B et C' ne contenant pas A.
Montrer que M B + MC = MA.

¢ B
M
N

Solution de I'exercice 2 En géométrie, il est plus facile de manipuler des sommes
de longueurs quand les points considérés sont alignés. Soit donc N le point
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de (M B) sur la demi-droite issue de M ne contenant pas B, tel que MN =
MC' : par chasse aux angles, ZCM N = 60°, donc CM N est équilatéral. On veut
maintenant montrer AM = BN. Or, soit r la rotation de centre C' et d’angle 60° :
elle envoie A sur B et M sur N, d’ou le résultat.

Exercice 3 Soient I'; et I'; deux cercles qui se coupent en deux points A et D. La
tangente a I'; en A recoupe I'; en B, et la tangente a I'; en A recoupe I'y en C.
Soit E € [AB) tel que BE = AB, et F' la deuxiéme intersection de [AC') avec le
cercle circonscrit {2 a ADE. Montrer que AC' = AF.

Solution de I'exercice 3 D’apres la construction du centre d'une similitude appli-
quée aux cercles I'; et I'y, D est le centre de la similitude directe s; qui envoie C
sur A et A sur B. En regardant les cercles I'; et (2, D est le centre de la similitude
directe qui envoie C' sur F' et A sur E, donc le centre de la similitude directe s
qui envoie C' sur Aet F'sur E.

Or, comme il existe une unique similitude directe de centre D qui envoie C

sur A (car le rapport est forcément g—é et I’angle forcément fTDTC), onas; = Sg,
donc on a une similitude qui envoie C sur A, A sur B et F' sur . Comme B est

le milieu de [AE], on en déduit que A est le milieu de [C'F].

Exercice 4 Soit ABC'D un quadrilatere convexe inscrit dans un cercle I' de
centre O. On note P l'intersection des diagonales de ABCD. Les cercles cir-

conscrits 8 PAB et PC'D se recoupent en (). Montrer que 1’angle OQP est droit.
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Solution de I'exercice 4 La premiere chose a remarquer est que () est le centre de
la similitude qui envoie A sur B et C sur D, et donc de celle qui envoie A sur C
et B sur D. On devra choisir celle qui nous intéresse plus tard...

Pour faire apparaa®tre des angles droits, on introduit les milieux M et N
des diagonales [AC] et [BD] : les angles OMP et ONP sont droits donc O, M,
N et P sont cocycliques sur le cercle de diametre [OP]. Pour pouvoir utiliser
M et N, on choisit la similitude s de centre ) qui envoie A sur B et C' sur D.
Elle envoie M sur N et A sur B, donc la construction du centre d’une similitude
montre que () est l'intersection des cercles circonscrits a M NP et ABP, donc )
est sur le cercle de diametre [OP], d’ot le résultat.

Exercices non traités en cours :

Exercice 5 Soit ABC un triangle, D le point de contact du cercle inscrit avec
[BC], J le centre du cercle A-exinscrit et M le milieu de la hauteur issue de A.
Montrer que M, D et I sont alignés.

Remarque 37. On rappelle que le cercle A-exinscrit au triangle ABC est le cercle
tangent au segment [BC|, et aux demi-droites [AB) et [AC).
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Solution de I'exercice 5 Soit Z le point "en bas" du cercle exinscrit : 'homothétie
de centre A qui envoie le cercle inscrit sur le cercle exinscrit envoie D sur Z,
donc A, D et Z sont alignés, donc il existe i de centre D qui envoie A sur Z. Elle
envoie (BC) sur elle-méme, donc la hauteur issue de A sur la droite (/7), donc
le pied H de la hauteur est envoyé sur le point de contact £ du cercle exinscrit
avec [BC], donc le milieu de la hauteur M est envoyé sur le milieu de [EZ],
c’est-a -dire /. D étant le centre de cette homothétie, on en déduit que D, M et I
sont alignés.

Exercice 6 Soit ABC un triangle, I' son cercle circonscrit et P un point variable
sur I'arc BC' ne contenant pas A. On note I et J les centres des cercles inscrits
a PAB et PAC. Montrer que quand P varie, la seconde intersection du cercle
circonscrit a PI.J avec I est fixe.
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Solution de I'exercice 6 Tout d’abord, on rappelle le théoreme dit du Pole Sud : la

bissectrice de ABC recoupe I' au milieu M de I'arc AC. De plus, M est le centre
d’un cercle passant par B, C et le centre du cercle inscrit 8 ABC. La démonstra-
tion de ce théoreme est une chasse aux angles simple, laissée en exercice.

Soient donc K et L les milieux des arcs AB et AC' : d’apres le théoréme du
pole Sud, P, I et K sont alignés de méme que P, J et L. De plus, KA = KB =
KIet LA = LC = LJ. D’aprés la construction du centre d'une similitude, le
second point qui nous intéresse, noté (), est le centre de la similitude directe qui
envoie K sur L et I sur J. Il suffit donc de montrer que la similitude qui envoie
K sur L et I sur J est toujours la méme.

Or l'angle de la similitude est ’angle entre les deux droites (/ K) et (JL), qui

vaut 180 — KPL = KAL; qui est fixe. De plus, le rapport vaut 22 = 4L fixe

aussi. Comme il n’existe qu'une similitude de rapport et d’angle fixé qui envoie
K sur L, la similitude qui nous intéresse est toujours la méme. En particulier,
son centre est fixe.

4 mercredi 20 aprés-midi : Jean-Louis Tu

Isogonalité
La symédiane

Soit ABC un triangle. On appelle la symédiane issue de A le symétrique de
la médiane par rapport a n'importe quelle bissectrice issue de A.

Proposition 38. Soient D et E les points du cercle circonscrit autres que A ap-
partenant respectivement a la médiane et a la symédiane issues de A. Alors
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(DE) est parallele a (BC).

Syl
§
Q

S
g
S|

Soit I le milieu de I’arc BC ne contenant pas A. Alors F est le milieu de l'arc
DE, donc E est le symétrique de D par rapport a la médiatrice de [BC], ce qui
prouve que (DFE) est perpendiculaire a la médiatrice de [BC].

La proposition qui précéde fournit donc un moyen de construire une symé-
diane d’un triangle. Voici une autre construction tres importante :

Théoréme 39. La symédiane issue de A passe par l'intersection des tangentes
en B et en C' au cercle circonscrit.

F/
A
A/
B C
E

Une démonstration rapide utilise les notions de birapport et de polarité par
rapport a un cercle mais d’autres démonstrations existent. Nous la donnons ci-
dessous; le lecteur pourra admettre le résultat en premiere lecture.

Soient F' et F' les milieux des arcs délimités par BC.

Soit D le point d’intersection des tangentes en B et en C. Le podle de (BC)
par rapport au cercle circonscrit est D, donc (D, A’, F, F') est une division har-
monique.

97



III. PREMIERE PERIODE 3. GROUPE C : GEOMETRIE

On projette a partir de A. Comme (AF') et (AF") sont perpendiculaires, ce
sont les bissectrices de (AA’) et de (AD), ce qui montre que (AA’) est la symé-
diane issue de A.

Théoréme 40. Soit S le pied de la symédiane issue de A. Alors

SB _ AP’
SC  AC?
A
S T

B C A

Ici encore, on pourra admettre le résultat en premiere lecture.

On reprend les notations précédentes. Soit 1" le point d’intersection entre
(BC) et la tangente en A au cercle circonscrit. Alors 7" appartient a la polaire de
D et ala polaire de A, donc T est le pole de la symédiane (AD). Par conséquent,
T est le conjugué harmonique de S par rapport a [BC]. On en déduit que
TB
re B TA AB

Or, TA('Z’ et TBA.sont semblables, donc T :. TC = 1c
deux premieres fractions est égal au carré de la troisieme :

SC

. Le produit des

T5 _ AB’
TC — AC?

ce qui conclut.

Théoréme 41. Soient X et Y les projetés orthogonaux d'un point S de la sy-

SX b
médiane issue de A sur les cotés (AC) et (AB). Alors v =G oub = AC et

c= AB.
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D’apreés le théoréme de Thales, on peut supposer que S est le pied de la symé-
diane. Soit & la hauteur du triangle issue de A. On a

1 1
ASB| = ShBS=SY xc
1 1

don S—Xxé—g—gd"la nclusion
OCSY = Bg " 2 ou la conclusion.

Exercice 1 Soient B’ et C' les points de [AC) et [AB) tels que AB’ = AB et
AC" = AC. Montrer que le milieu de [B’'C’] se trouve sur la symédiane de ABC
issue de A.

Solution de I'exercice 1 B’ et C' sont les symétriques de B et C par rapport a la

bissectrice de BAC, donc leur milieu est le symétrique du milieu de [BC].

Exercice 2 Sur les cotés [AB] et [AC] on construit des carrés a I'extérieur du tri-
angle ABC'. Montrer que les cotés des carrés opposés a (AB) et (AC) se coupent
en un point de la symédiane issue de A.

Solution de l'exercice 2
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Soient X et Y les projetés de A’ sur (AC) et (AB) et X’ et Y’ les sommets des
carrés, autres que C' et B, qui sont adjacents a A’. Alors A'Y = AY' car A’Y AY’
est un rectangle, donc A’X = AB et de méme A'Y = AC. On en déduit que
AX _AB donc A’ est sur 1 edi
1y = ac donc A est sur la symédiane.

Exercice 3 La symédiane issue de A d'un triangle ABC recoupe le cercle cir-
conscriten D. Soient P, @, R les projetés orthogonaux de D sur les cotés (BC), (C'A)
et (AB). Montrer que P() = PR.

Solution de l'exercice 3

On rappelle que P, Q, R sont alignés sur la droite de Simson associée au point
D.
En utilisant la loi des sinus dans le triangle PQD et la cocyclicité de PQCD,

PQ  sin Cjb\P sin ACB R PR sinCBA
on trouve que = — = et de méme = —.
QD sinDPQ sin DPQ RD  sin RPD
) PQ D@ sinC AC ¢
O déduit = > = - =1
n en dédui quePR DRXSinB ABXb
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Droites isogonales

Plus généralement, deux droites passant par A qui sont symétriques par rap-
port a n'importe quelle bissectrice de A sont dites isogonales. De méme que
pour la symédiane, on montre que si deux droites sont isogonales, la droite

reliant leurs seconds points d’intersection avec le cercle circonscrit a ABC est
parallele a (BC).

Théoréme 42. Soient M et N deux points tels que les droites (AM) et (AN)
soient isogonales. Notons P et () (resp. I et S) les projetés orthogonaux de M
(resp. N) sur (AC) et (AB). Alors P, @), R, S sont cocycliques. Le centre du cercle
passant par ces quatre points est le milieu de [M N].

AQM et ARN étant semblables, on a 4Q = AM A5 = j]\]\; E

effectuant le produit de ces deux égalités, il vient AQ - AS = AP - AR, donc
P,Q, R, S sont cocycliques.

Soit O le milieu de [M N]. En considérant le trapeze MQSN, on voit que
la droite passant par le milieu de [()S] qui est parallele a (N.S) passe par O,
autrement dit O appartient a la médiatrice de [QS]. De méme, O appartient a la
médiatrice de [PR], donc O est le centre du cercle.

Exercice 4 Montrer que le conjugué isogonal de la parallele a (BC) passant par
A est la tangente en A au cercle circonscrit.

Solution de I'exercice 4 Soit A la parallele a (BC') passant par A et 7" son conjugué
isogonal. On a (T, AB) = (AC,A) = (AC, BC) donc d’apres le cas limite du
théoreme de I'angle inscrit, T est la tangente en A au cercle ABC.

L’exercice suivant n’a pas été traité en cours.

Exercice 5 Soit ABC un triangle. Soient M un point de [BC] et N un point du
cercle circonscrit a ABC tels que (AM) et (AN) sont conjugués isogonaux l'un
de I'autre. Montrer que AM - AN = be.

Solution de l'exercice 5
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ABM et ANC sont semblables.

Points isogonaux

Théoréme 43. Soit ABC un triangle. Soit M un point quin’est ni sur le cercle cir-
conscrit, ni sur un c6té du triangle. Alors les conjuguées isogonales des droites
(AM), (BM) et (CM) sont concourantes. Le point commun s’appelle le conju-
gué isogonal de M.

Notons A 4 et Ap les bissectrices des angles Aet B.

Sisym, (AM)etsym, (BM) étaient paralleles, alors (AM) serait parallele
asym, sym, (BM) = Rot; s(BM) ou [ estle point d’intersection de A, et
de Ap, donc (BM, AM) = —C = (CB,CA), et M appartiendrait au cercle ABC.
Contradiction.

Notons alors N l'intersection de sym, (AM) et sym, (BM). Il n’est pas

situé sur un sommet du triangle car M n’est pas sur un coté.
Pour des raisons de symétrie, on a dM, AB) _ d(NV, AC) et d(M, BA) _
y PO A GM,AC) T dA(N,AB) < d(M,BC)
N,B M, B N, A
ZEN:B%' En effectuant le quotient, on obtient d(M, BC) _ d(N, AC) donc N
est sur le conjugué isogonal de (C'M).

d(M,AC) ~ d(N,BC)

Exemples : O et H sont conjugués isogonaux l'un de l'autre. Le conjugué
isogonal de G s’appelle le point de Lemoine, c’est le point d’intersection des
trois symédianes.

Théoréme 44. Soient M un point, et N son conjugué isogonal par rapport au
triangle ABC'. Alors les projetés orthogonaux de M et de N sur les cotés de
ABC sont cocycliques, et le centre du cercle est le milieu de [M N].

Notons M, le projeté de M sur le coté [BC]. On introduit de méme les no-
tations M, M., etc. D’apres le Théoreme 42, les points M,, M., N;, N. sont cocy-
cliques, le centre du cercle étant le milieu de [AM/ N]. On a de méme deux autres
familles de quatre points cocycliques, et il reste a montrer que ces trois cercles
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sont confondus. En effet, ces trois cercles ont tous le méme centre, et ils sont des
points communs deux a deux, donc ils ont également le méme rayon.

Exemple : il existe un cercle, centré au milieu de [O H| passant par les pieds
des hauteurs et les milieux des cotés. Il s’agit en fait du cercle d’Euler.

Problémes

Exercice 6 (Pologne 2000) Soit ABC' un triangle isocele en C, et P un point a
I'intérieur du triangle tel que PAB = PBC'. Montrer que si M est le milieu de
[AB], alors APM + BPC = 180°.

Solution de l'exercice 6

L’égalité PAB = PBC signifie que P appartient au cercle tangent en A et
B a (CA) et (CB) respectivement. D’apres une construction de la symédiane,
la droite (PC) est la symed1ane de PAB i B issue de P. P. Notons .5 le pled de cette

symédiane, on a par symétrie APM = SPB, donc APM = 180° — BPC.

Exercice 7 (OIM, shortlist 2003) On fixe trois points A, B, C' alignés dans cet
ordre sur une droite. Soit I' un cercle passant par A et C' dont le centre ne se
trouve pas sur (AC). On désigne par P l'intersection des tangentes a I' en A et
en C. On suppose que I' rencontre le segment [PB] au point (). Montrer que
I'intersection de la bissectrice de AQC et de la droite (AC) ne dépend pas du
choixdeT".

Solution de l'exercice 7
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AL

Par construction, B est le pied de la symédiane de QAC issue de @, et il faut

montrer que le pied D de la bissectrice de AQC ne dépend pas du choix de I'.

o , DA QA BA  [(QAN?
Ceci découle du fait que DC — OC et que 5= <QC> .

Les exercices suivants n’ont pas été traités en cours.

Exercice 8 (Test de sélection Vietnam 2001) Deux cercles du plan se coupent en
A et B, et une tangente commune intersecte les cercles en P et (). Les tangentes
en P et () au cercle circonscrit au triangle AP() se coupent en S. Soit H le symé-
trique de B par rapport a la droite (P(Q). Montrer que les points A, S et H sont
colinéaires.

Solution de l'exercice 8

(AS) est la symédiane issue de A du triangle APQ. On doit montrer qu’elle
contient le point H.

Soit A’ le milieu de [PQ]. Comme A’'P = A'Q, le point A’ est sur ’axe radical
des deux cercles, donc (AB) est une médiane du triangle APQ.

104



III. PREMIERE PERIODE 3. GROUPE C : GEOMETRIE

Soit A” le second point d’intersection de (AB) avec le cercle (AP(Q). Soit A
la médiatrice de [PQ)]. On sait que la symédiane passe par le symétrique H' de
A" par rapport a A. On doit donc montrer que H = H'. Or,

H =H < SA(H/)ZSA(H) g A”ZSA/(B),

donc il suffit de montrer que A’ est le milieu de [BA"].

Or, d’apres la puissance d’un point par rapport a un cercle,ona A’B - A’A =
AP?=—AP. - AQ=—-AA-AA", ce qui entraine bien A’B = —A’A".
Exercice 9 (Test de sélection USA 2007) Soit ABC' un triangle. Les tangentes en
B et C au cercle circonscrit a ABC' se coupent en 7. Soit S le point de (BC') tel
que (AS) L (AT). Les points B; et C se trouvent sur la droite (S7") de sorte que
By se trouve entre C et S, et BT = BT = C,T. Montrer que les triangles ABC
et AB;C, sont semblables.

Solution de l'exercice 9

Analysons le probleme. S'il est exact que ABC' et AB,C}; sont semblables,
alors l'angle de la similitude est égal a (BC, B;C,) = (SB,SB;) puisque la
similitude envoie (BC) sur (B;C). Mais il est aussi égal a (AB, AB;), donc
(SB,SB;) = (AB, AB,), ce qui montre que A, S, B, By sont cocycliques.

On va donc définir les points By et Cy appartenant a (S7') de sorte que
A,S,B,Byet A, S,C, Cy sont cocycliques. Le but est de montrer que

1) ABC et AB,C5 sont semblables;

2) Bl = Bg et Cl = CQ.

Montrons le premier point. D’apres la construction du centre de la similitude
directe s qui envoie B sur B; et C sur (', le centre de s est égal a A, donc s envoie
ABC sur AB,C;.

Montrons le deuxiéme point. Par symétrie des roles de B et C, il suffit de
montrer que BT = B,T, c’est-a-dire que BB,T est isocele en T'. On procede par
une chasse aux angles :
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(TB,TB,) = (TB,BC) + (SB,SB,) = (AB, AC) + (AB, AB,) (on a utilisé
le théoreme de I'angle inscrit dans les cercles ABC et ASB). Comme (AB, AB,)
est égal a I'angle de la similitude directe s, et que s envoie M sur T, on a

(I'B,TB,) = (AB,AC) + (AM, AT).

D’autre part, (BT, BoB) = (ByS, BoB) = (AS, AB) = § + (AT, AB).

Il vient
(BBy, BT) = (BB, BoT) + (BoT, BT) = g + (AB, AT) + (AT, AM) + (AC, AB)
g + (AB, AM) + (AC, AB)
™

= —+ (AT, AC) + (AC, AB) car (AT) est la symédiane issue de A

[\

= g + (AT, AB) = (BT, B, B).
Exercice 10 (USA 2008) Soit ABC un triangle acutangle scaléne, et soient M, N
et P les milieux respectifs de [BC|, [C'A] et [AB]. Les médiatrices de [AB] et
[AC] coupent la droite (AM) aux points D et E respectivement. Soit /' le point
d’intersection entre (BD) et (CE). Montrer que A, N, F' et P sont cocycliques.

Solution de l'exercice 10

Analysons le probleme. Il semble que le point F' se trouve sur la symédiane
issue de A. Supposons que ce soit vrai, alors F' est le point d’intersection de la
symédiane et du cercle APN. D’autre part, comme le triangle DAB est isocéle
enD,ona F'BA = BAD = BAM.

Remarquons également que (AN ) est une symédiane de APN puisque APN
est 'image de ABC par I'homothétie de centre A et de rapport 1/2.

Par conséquent, sil’énoncé de 'exercice est exact alors le lemme suivant doit
étre vrai :
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Lemme : soit APN un triangle. On note A’ le milieu de [PN]. Soit K le point
d’intersection entre le cercle APN et la symédiane issue de A, alors KBA =
PAA.

Montrons le lemme. On va démontrer que BPK est semblable a AA'P.
En effet, (PB,PK) = (AP,AK) + (KA, KP) = (AA,AN) + (NA,NP) =
(AA", A'P) et

PB PA sinAKP snANP AA  AA
PK  PK snPAK sinA'AN AN AP

ce qui démontre le lemme. On va maintenant conclure. Soit X comme dans
le lemme. II suffit de montrer que K se trouve sur les droites (BD) et (CE).
D’apres le lemme, on a (BK,BA) = (AB,AM) car (AM) est la médiane de
APN issue de A, donc (BK,BA) = (AB,AD) = (BD, BA) puisque ABD est
isocele en D, ce qui implique que B, K, D sont alignés. De méme, C, K, E sont
alignés.

4 Groupe D: arithmétique

1 mardi 19 matin : Baptiste Louf

Pour commencer

Exercice 1 (IMO 2009 Probléme 1)

Soit n € Net (ay, - ,a;) dans [1,n] tels que Vi # j,a; # a; etVi € [1,k—1],n |
a;(a;+1 — 1). Montrer que n { ax(a; — 1).

Solution de I'exercice 1 Sion se place modulo n, ¢a donne a;a;+1 = a,. Raisonnons

par I'absurde en supposant aa; = ay.
Pour k = 2, on aurait a,a2 = a; et asa; = ay donc a; = ay. Contradiction.
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Pour k = 3, ajas = a4, asas = ay et asa; = as. Donc ajasa3 = ajas = asas, donc
a1 = ae. Contradiction.
On applique le méme raisonnement pour tout k.

Exercice 2 (IMO 2011 Probléme 5)
Soit f : Z — N* telle que pour tous n, m entiers relatifs f(m —n) | f(m) — f(n).
Montrer que pour tous n, m tels que f(n) < f(m), f(n) | f(m).

Solution de I'exercice 2 On commence par tester les choses basiques.

Poser n = 0 donne f(m) | f(0) pour tout m.

Poser m = 0 donne f(n) = f(—n) pour tout n.

En remplacant m par (k+1)n et n par kn dans I’équation, on obtient f(n) | f((k+
)n) — f(kn), d’ou f(n) | f(kn) pour tous k,n. En particulier, on a f(1) | f(n)
pour tout n.

On remarque que f ne peut prendre quun nombre fini de valeurs. On va donc
raisonner par récurrence sur le nombre de ces valeurs.

S’iln’y en a qu'une, f est constante, c’est fini. Sinon, soit a le plus petit entier
positif tel que f(a) > f(1). On veut prouver que si a { n alors f(n) = f(1). 11
suffit pour cela de prouver f(n) = f(1) & f(n+a) = f(1).

Soit n tel que f(n) = f(1).Ona f(n+a) | f(n) — f(a) (car f est paire), donc
f(n+a) < f(a) donc directement f(n + a) = f(1). La réciproque se prouve de
maniére identique.

La fonction ¢ : n — f(an) vérifie les conditions de I"énoncé et prend une valeur
de moins que f, on a donc f(m) < f(n) = f(m) | f(n) pour tous les multiples
de a d’apres 'hypothese de récurrence. Or si a { n alors f(n) = f(1), on a donc
démontré ce qu’on voulait.

Exercice 3 (IMO 2010 Probleme 3).
Trouver toutes les g : N — N telles que (g(n) + m)(g(m) + n) est un carré parfait
pour tous n, m.

Solution de I'exercice 3 On veut chercher a prouver que les solutions sont du type
g(n) = n + c. On vérifie que ces fonctions sont solution.

Lemme 45. Soit p un premier tel que g(n) = g(m) mod p. Alors m = n mod p

Démonstration. On cherche k tel que p || g(n)+k (.e.p | g(n)+ketp® t g(n)+k)
etp || g(m) + k.

Sip > 2: choisir k; tel que p? | g(n) + ki et ky tel que p? | g(m) + ko.

Si ky + p = ko mod p? choisir k = ky + 2p, sinon choisir k = k; + p.

Sip=2:

-Cas1:4 | g(n) — g(m), on choisit k tel que 2 || g(n) + k et on aura aussi
2 g(m) +k

-Cas 2 :2 || g(n) — g(m). C’est un cas particulier (mais ¢a va marcher de la méme
maniere), il faut choisir & tel que 8 || g(n) + k et on aura aussi 2 || g(m) + k.

Or (g9(n) + k)(g(k) + n) est un carré parfait divisible par p, il 'est donc par p?. Et
comme p || g(n) + k, p | g(kn (dans le cas particulier, ca marche exactement de

la méme fagon, avec p? et p*). De méme, p | g(k) + m. Doncp | n — m. O
Si g(m) = g(n), alors pour tout p premier, p | m — n, donc m = n. Donc g est
injective.
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On pose m = n + 1, on obtient |g(n) — g(n+ 1)| = 1 pour tout n. Comme elle est
injective, elle doit étre forcément monotone. Et comme elle est a valeurs dans N,
elle doit étre croissante.

Donc g(n) =n + c.

Remarque 46. Si on trouve le lemme un peu trop difficile a prouver, on peut
tres bien se débrouiller sans le cas p=2.
Ordre d'un élément

Rappel 47. Soit n € N. Alors pour tout a premier avec n, a?™ = 1 mod n. En
particulier, si n = p premier, alors a”~! = 1 mod p.

Exercice 4 Soit un entier n > 1. Montrer que n t 2" — 1.

Solution de I'exercice 4 Soit p le plus petit diviseur premier de n. On a alors pgcd(n, p—
1) = 1. Donc d’apres Bezout, il existe z, y des entiers tels que zn + y(p — 1) = 1.
Raisonnons par I’absurde. On a alors p | 2"—1. Or 2 = 2e+¥(P—1) = (2n)z(2p=1)y
1 mod p. Contradiction.

Définition 48. Si a est premier avec n, on appelle ordre de @ modulo n le plus
petit entier £ > 0 tel que a* = 1 mod n. On le note ord,,(a).

Proposition 49. ord,(a) | ¢(n). En fait, pour tout k tel que a* = 1 mod n, on a
ord,(a) | k.

Démonstration. Soit d = pgcd(ord,(a), k). Alors d’apres Bezout, il existe des en-
tiers x et y tels que zord, (a)+yk = d. Alors a? = a®" @ D+vk = (a°rd,(a))*(a*)¥ =
1. Donc d = ord,(a), donc ord,(a) | k. O
Exercice 5 Soit p premier. Prouver que p” — 1 a au moins un diviseur premier
congru a 1 modulo p.

Solution de I'exercice 5 Pour tout diviseur premier ¢ de p? —1, p? = 1 mod q. Donc
ord,(p) = 1 ou p. S'il existe un q tel que ord,(p) = p, alors p | ¢ — 1 et on a fini.
Sinon, tout diviseur premier de p” — 1 divise p — 1. Donc tout diviseur premier
del+p+---+ pP~tdivise p — 1. Soit ¢ un tel diviseur. On a donc p = 1 mod g
donc1+p+---+pP~t = pmod g, contradiction.

Définition 50. On appelle racine primitive modulo n un élément g tel que ord,,(g) =
p(n).

Proposition 51. Une racine primitive génere les inversibles modulo n, i.e. pour
tout a premier avec n, il existe un unique k € [1, o(n)] tel que ¢* = a mod n.

Démonstration. Supposons par 1’absurde qu’il existe a premier avec netk < j
dans [1,¢(n)] tels que ¢* = ¢/ = a mod n. Alors ¢? % = 1 mod n, et donc g nest
pas une racine primitive, contradiction. Donc la fonction qui va de [1, p(n)] vers
les inversibles modulo n est injective, donc bijective par égalité de cardinaux. [
Exercice 6 Soit p un nombre premier. Montrer que pour touti € [1,p — 1] ona
'+ +(p—1)"=0mod p
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Solution de l'exercice 6 Soit S = 1 4+ -+ + (p — 1)" et g une racine primitive,
qui génere donc les inversibles modulo p. Soit d = pged(i,p — 1), ona S =

A0 g*). Or (g% — 1)S = ¢! — 1 = 0 donc S = 0.

Proposition 52. Soit p un nombre premier. Alors il existe ¢(p — 1) racines primi-
tives modulo p.

Démonstration.
Lemme 53. soit d midp — 1. Alors X? — 1 a exactement d racines modulo p.

Démonstration. D’apres Fermat, X?~! — 1 posseéde p — 1 racines. Or X?~! =
(X =1D)(A+ X4+ XD et (14 X+ + XP DD gqauplus (p—1)—d
racines. Donc X? — 1 a exactement d racines modulo p. 0

Montrons maintenant par récurrence qu'il existe exactement ¢(d) éléments
d’ordre d pour tout d | p — 1. Le cas d=1 est trivial. Supposons le résultat correct
pour tout d’ < d. Alors parmis les d solutions de X? — 1,ily en a Zgifdd(go(d’ )
qui ont un ordre inférieur a d. Or comme -, ,(¢0(d')) = d, il y a ¢(d) éléments
d’ordre d. O

Proposition 54. Soit m entier. S'il existe des racines primitives modulo m, il y
ena p(p(m)).

Proposition 55. Les entiers possédant des racines primitives sont 2, 4, p* et 2pF,
avec p premier impair.

Exercice 7 Soit n > 2. Montrer que 7>~ = 1 mod 2".

Solution de I'exercice 7 Comme n > 2, 2" ne possede pas de racine primitive - - -

Résidus quadratiques

Définition 56. Soit a premier avec m. On dit que a est un résidu quadratique
modulo m s'il existe x tel que a = 2. Autrement, on dit que a est un non-résidu
quadratique.

Définition 57. Soit p un premier impair et a premier avec p. Alors le symbole
de Legendre (%) vaut 1 si a est un résidu quadratique modulo p et -1 sinon.

Proposition 58 (Critere d’Euler). (%) = a2 mod p.

Démonstration. Sia = 22, aP~Y/2 = 2P~! = 1. Sinon, pour tout i € [1,p — 1],
il existe j € [1,p — 1] différent de i tel que a = ij. On peut donc faire (p — 1)/2
paires d’éléments de [1,p — 1]. En en prenant le produit, ona (p — 1)! = a?~1/2,
donc aP~V/2 = —1 d’apreés Wilson. O
Corollaire 59. (%) (%) = (2)

a
P/ \p p
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Exercice 8 Combien y a-t-il de résidus quadratiques modulo p? Solution de I'exercice 8

Xrt— 1= (XPD/2 _1)(XPD/2 1 1) donc XP~V/2 —1a (p—1)/2racines. Il y
a donc (p — 1)/2 résidus quadratiques modulo p.

Théoréme 60 (Lemme de Gauss). Soit p premier impair et a premier avec p.
On regarde les résidus modulo p de a, 2a, --- ((p — 1)/2)a, il y en a n qui sont
supérieurs a p/2. Alors (%) = (=1

Démonstration. On va évaluer le produit a - 2a - - - Z-a modulo p. I vaut d'une

part apT_l(%)!. D’autre part, définissons | z |= zsi0 < = < p/2, p — « sinon.

Alors le produit vaut (=1)" | a | - | 2a | -+ | 2%a |. Or on observe que les

| ka | sont tous différents et inférieurs a p/2, donc ils sont une permutation

de 1,2+ fracp — 12. Donc le produit est également égal a (—1)"(2;%)!, d’out le

résultat. O
-1

Proposition 61. (7) = 1 si et seulement si p = 1 mod 4.

Proposition 62. (2) = (—1)@*-1/8,

Démonstration. Utiliser le lemme de Gauss en distinguant selon la valeur de p
modulo 8. O
Exercice 9 Soit n impair. Prouver que tous les diviseurs de 2" — 1 sont congrus
a1lou-1modulo 8.

Solution de I'exercice 9 Soit p premier divisant 2" — 1. n = 2m + 1 donc 2(2™)? =
1 mod p, donc 2 = (27™)? mod p. Donc (%) =1, donc p equiv =1 mod 8. Donc tous
les diviseurs premiers de 2" — 1 sont congrus a 1 ou -1 modulo 8, c’est donc le
cas de tous ses diviseurs.

Théoréme 63 (Réciprocité quadratique). Soient p et ¢ deux premiers impairs
distincts. Alors (g) (%) = (-5 5

Exercice 10 Montrer qu'il n’existe pas p et ¢ premiers et m,n entiers tels que
(22 =p*)(2" = p*) = p"q".

Solution de ’exercice 10 On élimine les cas ol p ou ¢ vaut 2. Dans les autres cas,
on a forcément 2° — p? = ¢" et 2¢ — ¢*> = p™. En regardant la premiére équation
modulo ¢, on obtient 2”7 = p? donc (%) =1.0r (%) = (%)p donc (%) = 1.Dela
méme maniere (%) = 1. Regardons a présent la premiere équation modulo p :
¢" = 2.0rcomme (%) =1, (%) = 1. Supposons n pair. Alors 4 | 27 = p*+¢". Orla
somme de deux carrés impairs n’est jamais divisible par 4, contradiction. Donc
n est impair, (%) = 1. De la méme maniere, (5) = 1. Donc d’apreés la réciprocité
quadratique, p ou ¢ = 1 mod 4. Par symétrie, disons p = 1 mod 4. Donc p™ =
1 mod 4, or 29 — ¢?> = 3 mod 4, contradiction.
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Entiers de Gauss

Définition 64. Un entier de Gauss est un entier de la forme a+ib, avec a et b des
entiers. On noteZ[i] l'ensemble des entiers de Gauss

Remarque 65. -L'écriture a+ib est unique
-On peut définir la division dans les entiers de Gauss comme dans Z.
-On note |z|? = a? + b* le module carré de z=a+ib. C’est un entier naturel

Proposition 66. Soit n entier. Si z | n, alors Z | n.

Démonstration. Il existe a entier de Gauss tel que n = za. Donc n = Za. O

Proposition 67. Si z | 2’ alors |z|* | |2/|?

Démonstration. Il existe a un entier de Gauss tel que z=az’, donc |z|? = |a|?|2|.
U

Corollaire 68. Il existe des "premiers" dans les entiers de Gauss. Donc tout entier
de Gauss a une décomposition en premiers de Gauss, unique a mulitiplication
par -1,1iou -i pres.

Exercice 11 Soit p un entier premier. A quelle condition est-il somme de deux
carrés?

Solution de I'exercice 11 On va montrer que la condition est p = 1 mod 4, ou bien
p=2. Pour p=2 c’est évident, supposons p>2.

Si p est somme de deux carrés, comme un carré est congru a 0 ou 1 modulo 4,
on a forcément p = 1 mod 4.

Sip = 1 mod 4 alors comme on l'a vu, -1 est un carré modulo p. Donc il existe x
entier strictement inférieur & p tel que p | 2% + 1. Supposons que p est premier
de Gauss. Alors p divise x+i ou x-i. Or [z — i[> = 22+ 1 > (p—1)?+1 < p? = |p|?,
contradiction. Donc p n’est pas un premier de Gauss. Il existe donc a+ib avec
a,b # 0 divisant p. Or a-ib divise aussi p, donc a? + b* divise p. Or |a + ib|* | p?,
donc |a + ib|* = p, donc |a? + b*|* = p?, donc p = a* + b*.

Proposition 69. Si p est un premier congru a 3 modulo 4, alors p est un premier
de Gauss.

Démonstration. Par l’absurde, il devrait exister a+ib divisant p, donc p = a’® +
b?, contradiction. O

Remarque 70. Soit w une racine primitive n-iéme de 'unité. On peut définir

Z[w] comme l'ensemble des ay + a;w + -+ + a,_1w" !, on aura des propriétés
similaires. Le cas n=3 est parfois utile.
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2 mardi 19 apres-midi : Pierre Bertin
Equations Diophantiennes

Exercice 1 Trouvez toutes les solutions entiéres des équations suivantes :

1. 2-1=2
x Y
at bttt mt 4 nt =1599

2

Boyt=a+7

4. 3% 2741 =q?

5. a*> + v + ¢ = a®h?
6. vy +yz + zx = vyz + 2 (2, y, 2 strictement positifs)

7. (zy =72 =2+

8. 3(xy + yz + zx) = 4zyz (v, y, 2 strictement positifs)

Exercice 2 Soient a,b,c,d 4 entiers tels que ab = cd. Montrer qu’il existe des
entiers w, z,y, z tels que a = wz, b = yz, c = wy, d = zz.

Exercice 3 (UK Olympiades) Trouver tous les entiers positifs z, y, z tels que
1 1 1
<1+> <1+> <1+> =2
T y 2

Exercice 4 Soient a, b, c,d des entiers non nuls tels que ab = cd. Montrer que
a® + b* 4+ ¢ + d* n’est pas un premier.

Exercice 5 (IMO 86 exo 1) Soit z un entier positif. Montrer que parmi les trois
entiers 2z — 1, 5z — 1, 13z — 1 il y en a au moins un qui n’est pas un carré parfait.

Exercice 6 (UK Olympiades) Montrer que 1’équation suivante a une infinité de

solutions :

23 =2t 2

Exercice 7 (IMO 97 exo 5) trouver les entiers a,b > 1 tels que
L
Exercice 8 (IMO 01 exo 6) Soient a > b > ¢ > d > 0 des entiers tels que
ac+bd=(b+d—a+c)(b+d+a—c).

Montrer que ab + cd n’est pas un nombre premier.

Solutions
Solution de l'exercice 1
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1. On réécrit I'équation 5y — 7x = 2zy. Sous cette forme il est difficile de
voir comment il est possible de factoriser. Il suffit de tout multiplier par 2 :
10y — 142 = 4xy ou encore (2z—5)(2y+7) = —35. Les diviseurs de -35 sont
—35,—7,-5,—1,1,5,7,35. Le premier cas 2z —5 = —35 et 2y +7 = 1 donne
r = —15,y = —3. Les autres solutions sont: (—1, —1),(2, 14),(3, —21),(5, —=7),(6, —6)
et (20, —4). La solution x = y = 0 est bien str invalide.

2. On regarde modulo 16 : z* = 0 ou 1[16]. Ici on a une somme de 14 puis-
sance quatriémes, on peut donc obtenir 0, 1,2,. .., ou 14 modulo 16. Il est
donc impossible d’obtenir 1599 qui est congru a 15.

3. 1l faut regarder modulo 13 : y* = 0,1,3,9[13] et 2* = 0, 1,5,8,12[13]. On
voit qu’il n’y a aucun moyen d’obtenir y* = 23 + 7.

4. On commence par réécrire I’équation sous la forme 3 x 2% = (y —1)(y + 1).
Les seuls diviseurs de 3 x 2” sont de la forme 2” ou 3 x 291l y a deux cas
possibles:y —1=2Pety+1=3x270ouy—1=3x2%ety+1=2". Dans
les deux cas, = p + ¢. Ensuite, un peu de travail nous donne les seules
solutions (3,5), (0,2) et (4,7).

5. En regardant modulo 4, on voit qu’il faut que a, b et ¢ sont tous pairs. On
écrita = 2a’,b = 2/, c = 2¢. L'équation devient alors a’? + " + > = 4a"?b".
Encore une fois, en regardant modulo 4, on déduit que o', V', ¢’ sont pairs,
on les divise par 2 a nouveau. On peut continuer comme ¢a éternellement.
Par un argument de descente infinie, on peut prouver qu’il n'y a pas de
solutions non nulles. La seule solution est (0,0, 0).

6. Sans perdre de généralité, on peut supposer que z < y < z. On voit que
six > 3, alors zyz + 2 > 3yz alors que xy + yz + zx < 3yz. Les seules
solutions possibles sont # = 1 ou 2. Etudions ces deux cas.

Siz =1,onaalorsyz +y+ 2z = yz + 2, donc y + z = 2. Mais comme
1 =z <y < z, I'unique solution est (1, 1, 1).

Siz =2, alors yz + 2y + 2z = 2yz+ 2, donc 2y + 22 = yz + 2. Siy > 4,
alors yz + 2 > 4z, mais 2y + 2z < 4z, ce qui est impossible. Il y a donc
2 possibilités : y = 20u3.Siy = 2, ona 4+ 2z = 2z 4+ 2 qui n'a pas de
solutions. Siy = 3,ona 6 + 2z = 3z + 2 donc z = 4.

Pour conclure les solutions sont (1,1,1) et les différentees permutations
de (2,3,4).

7. On peut supposer que = < y.

8. On peut supposer que z < y < z.Six > 3, alors 4xyz > 12yz alors que
3(zy + yz + zx) < Yyz.

Six =1,alors 3(yz +y+ z) = 4yz donc 3y + 3z = yz. On vérifie facilement
que y < 6, ce qui nous donne les solutions (1,4, 12) et (1,6, 6).

Six = 2, alors 3(yz + 2y + 2z) = 8yz donc 6y + 6z = 5yz. On vérifie que
y < 3, donc la seule solution est (2, 2, 3).

En conclusion, les solutions sont (1,4, 12),(1,6,6), (2,2, 3) et leurs permu-
tations.
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Solution de I'exercice 2 Comme ab = cd, on a aussi ¢ = %. Soit Z la forme irréduc-
tible de cette fraction. Pour obtenir la forme irréductible d’une fraction il faut
diviser en haut et en bas par un méme entier, donc il existe un entier w tel que
a = wx et c = wy, et un entier z tel que b = yz et d = zz.

Solution de I'exercice 3 Sans perte de généralité, on suppose z <y < z.Six > 4,

alors (1 + %) (1 + i) (1 + i) < (%)3 < 2.Doncz = 1,20u3.Siz = 1, alors

(1 + i) (14 1) = 1 ce qui est impossible. En étudiant les autres cas on trouve
les solutions (2,6,7),(2,5,9), (2,4,15),(3,3,8) et (3,4, 5).

Solution de I'exercice 4 On utilise le résultat de 1'exercice 2 pour écrire a = wz,
b=yz,c=wy,d= zz. Donc

a® + b+ A+ d* = wia? + P w2 = (w2 (2 +yP)

Les deux termes (w? + 2?) et (z* + y?) sont au moins 2, donc le produit n’est pas
un premier.

Solution de l'exercice 5 Considérons le modulo 16. Les seuls carrés modulo 16
sont 0,1,4,9. 11 suffit ensuite de vérifier que quelque soit la congruence de = mo-
dulo 16, au moins un des entiers 2 — 1,52 — 1 ou 13z — 1 n’a pas la bonne
congruence.

Solution de I'exercice 6 On remarque que si I’on a une solutions (z,y, z,t), alors
pour tout entier k, (k*x, k*y, k*z, kt) est aussi solution. Il suffit donc de trouver
une solution pour en avoir une infinité.

Il y a plusieurs fagons de trouver une solution, par exemple si v+ = y = 27,
on veut 25"t = 2t — 2 = (2% — ¢)(2% + ¢). 1l faut trouver deux puissances de
2 qui s’écrivent 2* — t et z? + t. Un couple qui marche est 32 = 12? — 112 et
256 = 122 4 112. une solution est (16, 16,12, 112).

Solution de l'exercice 7 Soit d = pgcd(a,b) et écrivons a = du et b = dv avec u et
v premier entre eux. 'équation devient (du)™” = (dv)*. Etudions plusieurs cas
différents selon les valeurs de u et dv? :

Premier cas : dv? = u dans ce cas v|u et du coup v = 1, u = d et d** = d¢, donc
d =1.0n adonclasolutiona =1,b=1.

Deuxieme cas : dv? > u1'équation devient d?**~*u%* = v*. On a alors u|v donc
u = 1. Le cas d = 1 donne la méme solution (1, 1) que précédemment. Si d > 2,
d™* =1 > 22°~1 5 4 il n’y a pas de solution.

Troisieme cas : dv? < u1'équation devient u®™* = d*~%’y*. On a alors v|u donc
v =1.0nadonc

Ud — dufd

Rappelons que d = dv? < d, il faut donc que v — d > d, cad u > 2d. Soit p
un premier et o« = v,(u), 5 = v,(d) les valuations p-adiques. On a alors ad =
f(u — d), donc o« > 5. C’est vrai pour tous les nombres premiers donc u est un
multiple de d. Ecrivons u = kd, 'équation devient k = d*~2.

Onsaitque bk > 3caru > 2d.Sik =3, onad =3eta=27,b=3.51k =4,
onad=2eta=16,b =2.Si k > 5,alors d*? > 22 > L et on n’a plus de
solutions. En conclusion, les solutions sont (1, 1), (2, 16), (3, 27).
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Solution de I'exercice 8 En développant et réarrangeant ac + bd = (b +d — a +
¢)(b+d+ a— c¢), on obtient

b+ d®+bd=a’>+c —ac
Ainsi, calculons la quantité (ac + bd)(b* + d* + bd) :

(ac+bd)(b? + d* +bd) = ac(b® + d* + bd) + bd(a* + ¢* — ac)
= ach® + acd® + bda® + bdc?
= (ab+ cd)(ad + bc)

Ainsi, ac + bd divise (ab + cd)(ad + be).

Supposons maintenant que ab + cd est un nombre premier p, alors deux cas
sont possibles : ac + bd est divisible par p, ou il est premier avec p et dans ce
cas il divise ad + bc. Nais comme @ > b > ¢ > d, on voit facilement que :
ab + cd > ac + bd > ad + bc, donc les deux cas discutés demandent qu’un entier
soit divisible par un entier plus grand, ce qui est impossible.

On peut donc conclure que ab + cd n’est pas premier.

3 mercredi 20 matin : Igor Kortchemski

Ce cours présente des résultats concernant I'étude des facteurs premiers de
a" £+ b" autour de trois themes :

(i) le théoréme LTE (“Lifting The Exponent”), qui permet (sous certaines hy-
potheéses) de trouver la plus grande puissance d’un nombre premier divi-
sant a™ £ b",

(ii) les polyndmes cyclotomiques, qui interviennent en arithmétique en lien
avec la notion d’ordre d’un élément modulo un nombre premier,

(iii) et enfin le théoréme de Zsigmondy, qui s’intéresse aux facteurs premiers
de a™ — b™ qui ne divisent aucun des entiers o’ —V’ pour 1 < i < j. Ce théo-
réme s’énonce simplement, mais sa démonstration est délicate. Comme
celle-ci n’utilise que des notions élémentaires combinées avec (i) et (ii) et
qu’elle est instructive, nous avons jugé intéressant de la présenter dans sa
totalité.

Nous supposons ici acquis :

(i) lanotion d’ordre d’un entier modulo un nombre premier (on rappelle que
si a et n sont des entiers premiers entre eux, 'ordre de a modulo n est le
plus petit entier w > 1 tel que a® =1 (mod n). Cela entraine que si a* =
(mod n), alors w divise k).

(ii) lanotion de nombre complexe, en particulier I'écriture sous la forme re® et
la notion de module, et renvoyons a un cours sur les nombres complexes
pour ces prérequis.
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Théoréme LTE

Pour un entier n > 1 et un nombre premier p, on note v,(n) I'exposant de la
plus grande puissance de p divisant n.
On commence par le lemme suivant.

Lemme 71. Soient z, y des entiers relatifs et n > 1. Soit p un nombre premier ne
divisant pas n, tel que p | * — y mais tel que p { , p { y. Alors

vp(2" = y") = vp(xr — y).

Démonstration. On écrit 2" —y" = (z—y) (2" +yz" 2+ --+y" ). Commez =y
(mod p), on remarque que 2"t +yz" 2 + - +y" ! = na" ! (mod p). Comme
p ne divise ni z, ni y, il s’ensuit que nz""! # 0 (mod p). Donc p ne divise pas
2"ty 2 .. 4y et le résultat en découle. O

Théoréme 72 (Théoreme LTE). Soit p un nombre premier impair. Soient a, b des
nombres entiers relatifs et un entier n > 1. On suppose que p divise a — b mais
quepta,bty. Alors:

vp(a™ = 0") = vp(a — b) + vy(n).
Démonstration. Etape 1. On montre d’abord que
vp(2? —yP) = vp(z —y) + 1. (II1.4)

A cet effet, notons A = 27~ +yxP~2 4. +y?~!. Le méme raisonnement que dans
la preuve du Lemme 71 fournit A = pz?~! = 0 (mod p). Etudions maintenant A
modulo p?. Comme p divise = — y, il existe k € Z tel que y = z + kp. Alors, tout
entier0<:<p-—1,ona

yixpflfi _ ($+kp)ixp717i

_ (xz +ikpr Tt + 3 <]> (k‘p)jxi_j> 1=

=2 \!
= 2P ' 4 ikpr?™?  (mod p?).

Il en découle que

p—1
Z yzxp—l—z
=0

|
—

P

(277" + ikpz?™?)  (mod p°)

~
I
o

p—1 p—1

paP~t 4+ —5 kp*xP~%  (mod p?) (

est entier car p est impair)

pa?~t (mod p?)
Z 0 (mod p?) (car p 1 x).
Ceci établit (I11.4) .
Etape 2. Par une récurrence immédiate, on obtient que

vp(z? — ) = vy(x — y) + i (IIL.5)
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pour tout entier ¢ > 1. Ecrivons a présent n = p“N avec p ne divisant pas N.

Alors
n n o\ NV o\ N
(@ =y") = (@) = "))
vp (2P — ") (d’apres le Lemme 71)
= vlr—y) +a (d"apres (1IL.5)).
Ceci conclut la preuve. O

Lorsque n est impair, en changeant y en —y on en déduit immédiatement le
résultat suivant.

Théoréme 73 (Théoreme LTE bis). Soit p un nombre premier impair. Soient a, b
des nombres entiers (non nécessairement positifs) et un entier n > 1 impair . On
suppose que p divise a + b mais que p ne divise ni a ni b. Alors :

vp(a™ +b") = vpa +b) + vp(n).

Ce théoreme et son corollaire doivent étre connus. Insistons sur le fait que p
doit étre impair pour appliquer le théoreme LTE. On renvoie a
http :/ /www.artofproblemsolving.com /Resources /Papers/LTE.pdf

pour des extensions au cas p = 2 et de nombreux autres exemples d’applica-
tion. Nous ne pouvons qu’encourager fortement le lecteur a lire attentivement
ce dernier texte.

Voici un exemple d’application :
Trouver tous les nombres premiers p tels que (p — 1)? + 1 soit une puis-
sance de p.

Pour répondre a cette question, on exclut d’abord le cas p = 2 qui convient
bien, et on remarque qu’on peut alors appliquer le théoréeme LTE :

vp((p—1)P +1) =vp(p— 1+ 1) +v,(p) = 2.

Donc (p — 1)? +1 = p?, ouencore (p — 1)»"* =p+ 1. Donc p — 1 divise p + 1, et
donc p —1divise p+1— (p—1) = 2. Donc p > 3. On vérifie réciproquement que
p = 3 convient aussi.

- Exercices -
Exercice 1 Soient a,n deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
impair tel que a? = 1 mod p". Montrer que a = 1 mod p" .

Exercice 2 Soit k£ un entier strictement positif. Trouver tous les entiers stricte-
ment positifs n tels que 3 divise 2" — 1.

Exercice 3 Soit p un premier impair et m un entier tel qu’il existe des entiers
x,y > 1 vérifiant

xp_zi_yp _ (x—é—y)m
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Montrer que m = p.

Exercice 4 Trouver toutes les solutions entiéres de 2% 4 2009 = 7*,

Exercice 5 (IMO 1990/3) Trouver tous les entiers n > 1 tels que n? divise 2" + 1.

Exercice 6 (Bulgarie 1997) Pour un entier n > 0, 3" — 2" est la puissance d'un
nombre premier. Montrer que n est premier.

Exercice 7 Soit a un entier strictement positif. On suppose que 4(a” + 1) est le
cube d’un entier pour tout entier positif n. Trouver a.

Un lemme utile

On établit ici le lemme utile suivant (qui est probablement un résultat bien
connu lorsque b = 1) :

Lemme 74. Soient a # b des entiers relatifs premiers entre eux. Soient m,n > 1
des entiers. Alors

PGCD (an . bn) a™ — bm) — ‘aPGCD(m,n) . bPGCD(m,n) '

Démonstration. On montre que chaque terme de l'égalité divise 1'autre. Pour
simplifier les notations, posons V,, = a™ — b" pour n > 1. Tout d’abord, comme
PGCD (m, n) divise m, Veacp(m,n) divise V,,. De méme, Vegepm,n) divise V,,. On
en déduit que Vpeccepm,n) divise PGCD (V,,, V).

Ensuite, si m = n, il n’y a rien a faire. Sinon, supposons m > n. On vérifie
que

am_bm_(an _ bn) — an(am—n_bm—n)+(an_bn)(bm—n_l) — a® m_n+vn<bm—n_1)

Il en découle que PGCD (V,,,V,,) divise a"V,,_,. Comme a et b sont premiers

entre eux, PGCD (V,,,, V,,) divise V,,,_,,. Ainsi, PGCD (V,,,, V,,) divise PGCD (V,,_,,, V},).
Si m < n, on montre de méme que PGCD (V,,,, V;,) divise PGCD (V,,_,,, V).

Or on sait que PGCD (m — n,n) = PGCD (m,n — m) = PGCD (m, n). Par récur-

rence (par exemple sur m-+n) on en déduit que PGCD (V,,,, V,,) divise PGCD (m, n),

ce qui conclut. ]

Polyn6mes cyclotomiques

Avant d’introduire les polyndmes cyclotomiques, nous abordons d’abord les
racines primitives de 1'unité et la fonction de Mobius.

1) Racines primitives de 1'unité

Définition 75. Soit n > 1 un entier. Un nombre complexe z tel que 2" = 1 est
appelé racine n-ieme de l'unité. Il y a n racines n-iemes de l'unité : ce sont les
n nombres complexes e*™/" pour 0 < k < n — 1. On notera (2,, 'ensemble des
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racines n-iémes de 'unité. Si z € U,>1(2,,, on dit simplement que z est racine de
l'unité.

Si 2 est une racine de 'unité, le plus petit entier k£ > 1 tel que z* = 1 est ap-
pelé ordre de z, et est noté ordre(z). Si un nombre complexe z, racine de 1'unité,
est d’ordre k, on dit que z est une racine primitive k-iéme (de 1'unité).

On laisse la preuve de la proposition suivante en exercice, qui se démontre
comme la proposition similaire concernant I’ordre modulo un entier (ou, si on
préfere, découle du fait que les groupes (€2,,, X) et (Z/nZ, +) sont isomorphes).

Proposition 76. Soit z € €2,,. Alors :
(i) ordre(z) divise n.

(i) Siz* = 1, alors ordre(z) divise k.
Lemme 77. Soit z une racine primitive n-ieme. Alors Q,, = {z,22,..., 2"}

Démonstration. L'ordre de z étant égal a n, 'ensemble {z, 2%, ..., 2" '} est consti-
tué de n éléments distincts, et a donc le méme cardinal que €2,,. Il suffit donc de
montrer que {z,2%,...,2"'} C Q,.Soitdonc 1 < i < n. Comme (z)" = (") =
1, on bien 2* € Q,,. Ceci conclut. O

Proposition 78. Soit z une racine de 'unité. Alors ordre(z*) = #‘Zﬁe(z)). En

particulier, si z est une racine primitive n-iéme, alors 2* est une racine primitive
n/PGCD (k,n)-iéme.

Démonstration. Tout d’abord, on a bien (z*)"/PGEPKkn) — (;n)k/PGED(kn) — | En-
suite, si (2¥)™ = 1 pour un entier m > 1, ona 2*™ = 1 et donc n divise km d’apres
la Proposition 78. On écrit ensuite k = PGCD (k,n) - K et n = PGCD (k,n) - N,
avec K et N premiers entre eux. Comme n divise km, on en déduit que NN divise
Km et donc N, premier avec K, divise m. Donc n/PGCD (k, n) divise m, ce qui
montre que n/PGCD (k,n) divise ordre(z*) et conclut. O

Dans la suite, ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler. On rappelle que ¢(n)
est le nombre d’entiers compris au sens large entre 1 et n — 1 premiers avec n,
et que ¢(ab) = ¢(a)p(b) lorsque a et b sont des entiers premiers entre eux. Du
Lemme 77 et de la Proposition 78, il vient immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 79. Il existe ¢(n) racines n-iemes de 1'unité.
2) Fonction de Mobius
Définition 80. Soit p1: N — {—1,0, 1} la fonction définie comme suit :

(1 sin=1

p(n) = { (—=1)* sinn’est pas divisible par un carré et k est le nombre de facteurs premiers de n
11
(

sinon.

La fonction ;. est appelée fonction de Mobius, et on remarque que p(ab) =
p(a)u(b) sia et b sont premiers entre eux.
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Lemme 81. Soit n > 1. Alors

( .
1 sin=1
d) —
dz:n#() i() sin > 2.

Démonstration. Pour n = 1, c’est vrai. On suppose donc n > 2 et on note 7 le
produit des nombres premiers divisant n. Si d divise n, il est clair que p(d) = 0
si d ne divise pas T'. Soit ensuite p un nombre premier quelconque divisant 7" et
posons 1" = pT”. Alors

Sould) = wd)= > pld) = (uld)+ plpd) = > (u(d) — p(d) = 0.
d|n

a|T d|pT” alr a1
OJ

L'utilité de la fonction de Mobius provient, entre autres, grace au théoreme
d’inversion suivant.

Théoréme 82 (Inversion multiplicative de Mobius). Soient F), f : N — R* deux
fonctions telles que F(n) = ][ f(d) pour tout entier n > 1. Alors f(n) =
d|

(d)
IIF <E>M pour tout entier n > 1.
d| d
Démonstration. Posons
(d)
A=TIF ()" =TI T/ 0.
din ]

Or(d|nett|%)estéquivalenta (t | n,d | n,t | %). Donc

> uld)
A=TI I r@"? =T re "

tin dn,t| tin

Or, pour un diviseur ¢t den, (d | nett | §) est équivalent a d | %. Donc

> uld) = Y pld).

dln,t| g

D’apres le Lemme 81, cette somme est nulle sauf si t = n. En déduit que A =

f(n). O

3) Définition et premieres propriétés

Définition 83. Pour tout entier n > 1, on pose

B, (X) = 11 (X —2).

z est racine primitive n-iemedel’ unit
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Le polyndme ®,,, de coefficient dominant égal a 1, a priori a coefficients com-
plexes, est appelé n-ieme polyndome cyclotomique. Nous verrons plus loin que
® est en fait a coefficients entiers.

Théoréme 84. Pour tout entier n > 1, ona X" — 1 = [[ ®4(X).

dln

Démonstration. Pour simplifier les notations, posons P(X) = X" —let Q(X) =
[14n ®a(X). Comme P et () sont unitaires, que les racines de P sont toutes dif-
férentes et que les racines de () sont aussi toutes différentes, il suffit de montrer
que les racines de P et () sont les mémes. D’abord, si 2" = 1, soit d = ordre(z).
Alors d | n et z est racine primitive d-iem et donc ®4(2) = 0, de sorte que
Q(z) = 0. Réciproquement, si Q(z) = 0, on a bien 2" = 1 et donc P(z) = 0.
Ceci conclut. O

En prenant les degrés dans 'égalité du théoreme précédent, on obtient le
résultat suivant.

Corollaire 85. Pour tout entiern > 1,onan =Y _ ¢(d).
din

Un autre corollaire utile, qui est une conséquence immédiate, est le suivant.

Corollaire 86. Soient n > 1 un entier, a € Z et p un nombre premier. Si p divise
X™—1, alors il existe un diviseur d de n tel que p divise ®4(a).

On déduit aussi du théoréme 84 le résultat important qui suit.
Corollaire 87. Pour tout entier n > 1, le polyndme ®,, est a coefficients entiers.

Démonstration. On raisonne par récurrence forte sur n. Pour n = 1, on a bien
¢, (X) = X — 1. Supposons que ®;, € Z[X] pour tout 1 < k < n— 1. Posons alors

QX)= I (X)),

d|n,d#n

qui est a coefficients entiers, unitaire. Par division euclidienne de X" — 1 par
(), on en déduit l'existence de polynomes P, R € Z[X] tels que X" — 1 =
P(X)Q(X)+ R(X) avecdeg R < deg Q. En utilisant le théoreme 84, on en déduit
que

R(X) = Q(X) (P(X) = @,(X)).

Comme deg R < deg @), on a forcément R = 0 et ¢,,(X) = P(X) € Z[X]. O

Corollaire 88. Sin > 1 est impair, ona X" + 1 = J[ ®24(X).
dln

Démonstration. D’apreés le Théoréme 84, on a

(X"=1)(X"+1) = X1 = H Oy(X) = H(I)d(X)-H Doy(X) = (X”—l)-H Doy (X),
d2n dn djn dn

d’ot1 le résultat en divisant par X™ — 1. O
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Lemme 89 (Encadrement des polyndmes cyclotomiques). Soit a € Cetn > 1.
Ona
(la] = 1) < @y (a) < (|a] + 1))

De plus, lorsque n > 2, ces inégalités sont strictes.

Démonstration. En prenant le module dans la définition de ®,,(a), on a

®,(a) = H la — z|.

z est racine primitive n-iemedel’unit

Le résultat découle alors de 1'inégalité triangulaire. Lorsque n > 2, les racines
primitives n-iéme ne sont pas alignées, ce qui implique 1'existence d"une racine
primitive n-iéme z telle que |a| — 1 < |z — a] < |a| + 1. O

On va maintenant présenter quelques résultats permettant de calculer en
pratique les polyndmes cyclotomiques.

Théoréme 90 (Factorisation des polyndmes cyclotomiques). Pour tout entier
n>1,0ona
din

Compte tenu du Théoreme 84, ce théoreme est une conséquence immédiate
du théoréme 82. En prenant les degrés dans I'égalité du théoreme précédent, on
en déduit la formule suivante.

Corollaire 91. Pour tout entier n > 1,ona ¢(n) =y _ % p(d).
d|

Dans le cas ot n est un nombre premier, le théoréme 90 fournit
Corollaire 92. Soit p un nombre premier. Alors

XP—1
X -1

®,(X) = XP 4 XPTP 4 X+

Théoréme 93. Si p est un nombre premier et n > 1 un entiers, on a

.{Cbn(Xp) sip|n
() = { 2uX7)
L ©n(X) '

Démonstration. On pourrait prouver ce résultat en utilisant le Théoreme 90, mais
nous poursuivons ici une autre approche. Supposons d’abord que p divise n et
écrivons n = p* N avec p ne divisant pas N. On remarque que les racines du po-
lynome de gauche de I'égalité du Théoreme sont toutes différentes, et que c’est
également le cas pour celui de droite. Montrons que les deux polyndmes ont
méme degré. On a deg @, = ¢(p"™'N) = p*(p — 1)¢(N). De plus, deg ®,,(X?) =
pop(n) = pp(p"N) = p*(p — 1)¢(N). Pour montrer que ®,,,(X) = &, (XP), il suffit
donc de montrer que si ¢,,,(z) = 0 alors ®,,(2*) = 0. Pour cela, soit z une racine
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pn-iéme. D’apres la Proposition 78, z? est racine pn/PGCD (p, pn) = n-iéme de
I'unité, donc est racine de ®,,.

Si p ne divise pas n, on vérifie de méme que les degrés coincident. De plus,
si ®,,(z) = 0, alors z? est racine n-ieme de 1'unité et 2" # 1, de sorte que z est
bien racine de ®,,(X?)/®,(X). O

Par récurrence immeédiate, on obtient alors le résultat suivant.

Corollaire 94. Si p est un nombre premier et k,n > 1 sont des entiers, on a

(P, (X7") sip|n
) =) B0
tq)n kafl) p .

Corollaire 95. Sin > 1 est un entier impair, alors ®,,(X) = @, (—X).

Démonstration. D’apres le théoréeme 93, ona ®,(X) = ¢,,(X?)/®,(X).Or ¢,(X?) =
P,(X) - @,(—X). En effet, si 22 est racine n-ieme de 1'unité, on vérifie aisément
que soit z soit —z est racine n-ieme de 'unité. O

Exemples. Il est instructif d’utiliser les formules précédentes pour vérifier
que

By =X—1,0y = X+1,P5 = X°4+X+1, D, = X?+1,P; = X+ X34+ X2+ X2+ X1, &g = X2— X +1.

Théoréme 96. Si a,n > 1 sont des entiers premiers entre eux, alors ®,(X*) =

I ®na(X).
dla

Démonstration. En utilisant le corollaire 85, on vérifie que les degrés des deux
polyndmes unitaires de part et d’autre de 1'égalité sont les mémes. Il suffit donc
de montrer que si z* est une racine primitive n-ieme, il existe un diviseur d de a
tel que ®,,4(z) = 0. A cet effet, appliquons la Proposition 78 :

n - PGCD (a, ordre(z)) = ordre(z). (I1L.6)

En particulier, ordre(z) divise an. Puisque a et n sont premiers entre eux, on peut
donc écrire ordre(z) = dn’ avec d | a et n’ | n. En injectant dans (II1.6), on obtient
nd = dn’. Donc n = n/, et ordre(z) = dn. Ainsi, z est racine primitive dn-ieme
avec d | n, ce qui conclut. [

Remarque 97. 1l est possible de montrer que ®,,(X) est irréductible sur Q[X]

pour tout entier n > 1, de sorte que le Théoréme 84 fournit la décomposition en
polynomes irréductibles de X" — 1 sur Q[.X].
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4) Propriétés d’ordre

Lemme 98. Soient a,n > 1 des entiers et p un nombre premier. Supposons qu’il
existe un polyndme P € Z/pZ[X] tel que 1'égalité

X"—1=(X—a)* P(X)
ait lieu dans Z /pZ[X]. Alors p divise n.
Démonstration. On dérive 1'égalité apparaissant dans 1’énoncé du lemme :
nX" ! =2(X —a)P(X)+ (X —a)*P'(X).

On évalue en X = a pour obtenir que na"~! = 0 dans Z/pZ[X]. Donc p divise
na™ ' Or 0 n’est pas racine de X" —1 dans Z/pZ[ X ], donc p ne divise pas a. Donc
p divise n. [

On en déduit le résultat suivant, concernant les diviseurs premiers de deux
polyndmes cyclotomiques évalués au méme entier.

Lemme 99. Soient n > 1 un entier et p un nombre premier. Soit d un diviseur de
n avec d # n. On suppose que p | ®,,(a) et que p | P4(a). Alors p divise n.

Démonstration. Comme p divise ®4(a), cela signifie que a est racine de ¢, dans
Z/pZ|X]. Donc il existe un polynéme P, € Z/pZ[X] tel que ®4(X) = (X —
a)P;(X) dans Z/pZ[X]. De méme, il existe un polynéme P, € Z/pZ[X] tel que
®,(X) = (X — a)P»(X) dans Z/pZ[X]. D’apres le Théoreme 84, ona X" — 1 =
(X —a)*R(X) dans Z/pZ[X] pour un certain polyndme R € Z/pZ[X]. Le Lemme
99 implique alors que p divise n. O

Ce lemme va nous permettre d’établir les deux théoremes principaux sui-
vants concernant les polyndmes cyclotomiques évalués en des entiers.

Théoréme 100. Soient m,n > 1 des entiers, a € Z et p un nombre premier. On
suppose que p divise ®,,(a) et que p divise ®,,(a). Alors il existe k € Z tel que

— ="
n

De plus, PGCD (®,,(a), ®,(a)) est une puissance de p.

Démonstration. On écritm = p*M etn = p°’ N avecpt M et pt N.On va montrer
que M = N. Tout d’abord, p | ®,,(a) | a™ — 1, donc p ne divise pas a. Montrons
que p divise ®,;(a). On peut supposer o > 1 (car sinon m = M etiln’y arien a
faire). Alors, d’apres le Théoreme 93,

Donc p divise ®,/(a*"). Or a*” = a (mod p) d’apres le petit théoreme de Fermat.
Donc
0= dy(a") = Pp(a) (mod p).
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On montre de méme que p divise ®y(a).
Maintenant, raisonnons par l’absurde en supposant M # N. Sans perte de
généralité, supposons que M > N et posons g = PGCD (M, N).On a

p|®rp(a) —1|a -1, p|®yx(a) —1|a" —1.

Donc
p| PGCD (™ —1,a"V — 1) |af — 1

d’apres le Lemme 74. Le Corollaire 86 forunit alors "existence d"un diviseur d de
gtelquep | ®4(a). Orp| @p(a)etonad | M,d # M. D’apres le Lemme 99, ceci
implique que p divise M, ce qui est absurde. Le fait que PGCD (®,,,(a), ®,(a))
soit une puissance de p est une conséquence immédiate de la premiere assertion.

O

On peut remarquer que le Lemme 99 est un cas particulier du théoreme 100.

Théoréme 101. Soit p un nombre premier, n > leta € Z.
(i) Sip| ®u(a), alorsp =1 (mod n)oup | n.

(ii) Sin = p*N avec p premier avec N et p | ¢, (a), alors I'ordre de a modulo p
vaut N.

(iif) Sip et n sont premiers entre eux, p | ¢,,(a) si, et seulement si, ordre,(a) = n.

Démonstration. Pour (i), on remarque d’abord que p | ®,,(a) | a” — 1 et donc p ne
divise pas a. Soit w 1’ordre de @ modulo p. Comme ¢” =1 (mod p), w divise n.

Premier cas : w = n. D'apres le petit théoreme de Fermat, ! = 1 (mod p).
Onen déduitquen =w | p— 1, de sorte que p = 1 (mod n).

Deuxieme cas : w < n. Comme p | a* — 1, le Corollaire 86 implique qu’il existe
un diviseur d de w tel que p | ®4(a). Or p divise ®,,(a) et d < n (card < w < n).
D’aprés le Lemme 99, p divise n.

Pour (ii), notons w l'ordre de @ modulo n. Ona 1 = a" = (V)" = «a
(mod p). Donc w | N.Si w < N, on raisonne comme dans la preuve de (i) :
puisque p | a¥ — 1, le Corollaire 86 implique qu’il existe un diviseur d de w tel
que p | ®4(a). Orp | ®,(a) et n/d n’est pas une puissance de p car d < w < N.
Ceci contredit le Théoreme 100, et donc w = N.

Pour (iii), le sens direct provient du deuxiéme point avec « = 0. Pour la
réciproque, supposons que 'ordre de a modulo p vaille n. Alors p divise a™ — 1,
et d’apres le Corollaire 86, il existe un diviseur d de n tel que p | ®4(a). D’apres
le sens direct, I’ordre de a modulo p vaut d. Donc d = n, ce qui conclut. ]

N

Comme @,(X) =1+ X + X%+ --+ XP~!, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 102. Si p, ¢ sont deux nombres premiers tels que ¢ divise 1 4z + - - - +
xP~1, alors ¢ =1 (mod p) ou ¢ = p.
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5) Applications

Théoréme 103 (Théoreme de Dirichlet). Soit n > 2. Il existe une infinité de
nombres premiers p tels que p =1 (mod n).

Démonstration. Par l’absurde, supposons qu’il n’en existe qu'un nombre fini.
Notons T le produit de ces nombres, multiplié également par tous les diviseurs
premiers de n. Comme T' > 1, il existe un entier k¥ > 1 tel que ®,,(T%) > 1. Soit
alors p un diviseur premier de ®,,(7%). D’apres le Théoréme 101 (i), ou bienp = 1
(mod T'), ou bien p divise n. Or p | ®,,(T*) | T™" — 1, donc p est premier 7. Donc
p est premier avec n, ce qui implique p = 1 (mod T') et ce qui est absurde. [

Voici maintenant quelques exercices d’application.
Exercice 8 Soit 7 > 1 un entier. Prouver que 22" + 22" 4 1 est divisible par au
moins n nombres premiers différents.

Exercice 9 (D’apres Shortlist IMO 2002) Soit n > 1 un entier et soient py,...,p,
des nombres premiers impairs distincts. Montrer que 2P'72"?* 4 1 a au moins
22" diviseurs.

Exercice 10 (Iran 2013) Soit p un nombre premier et d un diviseur de p — 1.
Trouver tous les éléments de Z/pZ dont 1’ordre vaut d.

Exercice 11 (Shortlist IMO 2006) Trouver tous les entiers relatifs z, y tels que

T —1

z—1

:y5—1.

Exercice 12 Prouver qu’il existe une infinité d’entiers positifs n tels que tous les
diviseurs premiers de n* + n + 1 sont tous inférieurs ou égaux a /n.

Théoréme de Zsigmondy

Soient a,b € Z et n > 2 un entier. Un diviseur premier p de a” — 0" est dit
primitif si, pour tout entier 1 < j < n, p ne divise pas o/ — V/, et non primitif
sinon.

Par exemple, 5 est un diviseur primitif de 2* — 1, 3 n’est pas diviseur primitif
de 2° — 1, et 2° — 1° n’admet pas de diviseur premier primitif.

Le Théoréme de Zsigmondy établit I’existence de diviseurs premiers primi-
tifs, sauf exceptions.

Théoréme 104 (Théoréme de Zsigmondy). Soient a > b > 1 des entiers stric-
tement positifs premiers entre eux et n > 2 un entier. Alors a” — b" admet au
moins un diviseur premier primitif & I’exception des deux cas suivants :

(i) 26 — 1,
(ii) n = 2 et a + b est une puissance de 2.

En prenant b = 1, ceci implique en particulier 1'existence d’'un nombre pre-
mier p tel que 1’ordre de a« modulo p soit égal a n.
On peut aussi aisément en déduire la version suivante :
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Théoréme 105 (Théoréme de Zsigmondy bis). Soient a > b des entiers stricte-
ment positifs premiers entre eux et n > 2 un entier. Alors a” +b" admet au moins
un facteur premier qui ne divise pas a” + b* pour tout 1 < k < n, a 'exception
du cas 2° 4 1°.

Démonstration. Supposons (a,b, k) # (2,1,3). On peut alors appliquer le théo-
réme de Zsigmondy & a®” — b*" : il existe un nombre premier p divisant a*" — b*"
mais pas a/ — i’ lorsque 1 < j < 2n. Donc p divise (a" — b™)(a™ + b™). Comme p
ne divise pas a” —b", il divise nécessairement o™ +b". Soit maintenant 1 < j < n.
Comme p ne divise pas a® —b* = (a/ — b7 )(a’ + ), on en déduit que p ne divise
pas o’ — V/, ce qui conclut. O

Le reste de cette partie est consacré a la preuve du Théoreme 104. On fixe
dans la suite a > b > 1 des entiers strictement positifs premiers entre eux et
n > 2 un entier.

Prouvons déja le théoreme de Zsigmondy dans le cas n = 2, qui n’est pas
difficile.

Preuve du Théoreme 104 dans le cas n = 2. Supposons que n = 2 et que a + bn’est
pas une puissance de 2. Soit p un diviseur premier impair de a + b. Alors p
ne divise pas a — b. En effet, sip | a — b, alorsp | a + b+ (a — b) = 2a et
p|la+b—(a—>b) = 2b Oraetbsont premiers entre eux, donc p = 2, ce qui
contredit le fait que p soit impair. O

Dans la suite, on supposera n > 2.
- Quelques propriétés des diviseurs premiers primitifs -

Lemme 106. Soit p un nombre premier divisant a" — 0". Alors p est non primitif
si, et seulement si, il existe un diviseur d | n tel que d < netp | a® — b7

Démonstration. La réciproque est claire par définition, on se concentre donc sur
'implication. Soit p un diviseur premier non primitif de a* — b* avec k < n. Soit
d = PGCD (k,n). En particulier, d | n et d < n. En utilisant le Lemme 74, on
obtient

p | PGCD (a" —b",a" — b*) = a® — 0"

]

Lemme 107. Soit p un nombre premier divisant a" — b". Si p est primitif, alors
p=1 (mod n).

Démonstration. Comme a et b sont premiers entre eux, p ne divise ni a, ni b. Il
existe donc un entier ¢ tel que a = be (mod p). Alors, pour j > 1, — b =
V(¢ — 1) (mod p). Donc l'ordre de ¢ modulo p vaut n. D’apres le théoreme de
Fermat, c*~! =1 (mod p), et donc n divise p — 1. O

- Idées de la preuve et résultats préliminaires -

128



III. PREMIERE PERIODE 4. GROUPE D : ARITHMETIQUE

L’idée est d’introduire 'entier

U, = 5, (%) .

En effet, pour b = 1, le théoreme de Zsigmondy implique l'existence d'un
nombre premier p tel que 'ordre de @ modulo p vaut n, et compte tenu du Théo-
reme 101 (iii), il est naturel de considérer ®,,(a).

L'identité clé est la suivante :

a" = 0" =] Vn. (II1.7)
dln

Pour la prouver, on écrit, en utilisant le Théoreme 84 et le corollaire qui le suit,

_ (d) AN _an (A" _ Y on g

Emn_g(b (I>d<b>) — ((b) 1) =a" -

Il en découle en particulier que V,, | a™ — b". et que
U, =[] (a¥ — )" (I1L.8)
dln

en vertu du Théoreme 82.
On utilisera aussi 'inégalité suivante :

(a—b)*™ < W, < (a+b)*™, (I11.9)

avec inégalités strictes car n > 2. Cela se démontre exactement comme le Lemme
89 en remarquant que

W, = o) I (7 - z) = II (a—bz).
z est racine primitive n-iéeme de l'unité b z est racine primitive n-iéme de 1'unité

Concluons cette partie par deux égalités utiles ultérieurement. Si p est un
nombre premier divisant n, écrivons n = p®N avec p ne divisant pas /N. Posons
W, (z,y) = y*™®,(z/y) pour des entiers z,y > 1 quelconques. Alors

\IJN (ap&, bpo‘) a—1 a—1
_ — p
\Ijn(a'a b) - \IJN (aPa—l7 bpa—l)a an(a> b) - \IJPN (CL 7bp ) (IHlO)

Cela se démontre aisément en utilisant le Corollaire 94 ; montrons par exemple
la premiere égalité en utilisant le fait que ¢(p*N) = ¢(p*)p(N) = p*~(p —
A)p(N) :

(I)N (apa/bpa)
Dy (@™ )

U,(a,b) = bOND .y (%) A ()

(7)™ @y (0" 17"
)N Dy (a7 for )
Uy (o, ")
N

La deuxiéme égalité apparaissant dans (II1.10) se démontre de la méme maniere.
Pour simplifier, on écrira VU, a la place de ¥,,(a, b).
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- Preuve du Théoréme 104 -

Soit a" — b" = p{* - - pp* la décomposition en facteurs premiers de a” — b".
Soient p;,, ..., p;, les facteurs premiers primitifs de a” — b". On pose alors
Qj

Pn:pilpz

j ?

qui est la “partie primitive” de a" — b" (si a” — 0" n’a pas de facteurs premiers
primitifs, on pose P,, = 1). Nous allons montrer que P, > 1.

Etape 1. On montre que P, | ¥,,.

En effet, soit p est un diviseur premier primitif de a™ — b". D’apres le Lemme
106, sid | n et d # n, alors p ne divise pas a? — b?, et donc p ne divise pas ¥,
non plus d’apres (IIL7). On en déduit que p est premier avec [y, 44, Va- Par
(II.7), on en déduit que v,(a™ — b") = v,(¥,,). Ceci étant vrai pour tout diviseur
premier primitif de a" — 0", c’est-a-dire pour tout diviseur premier de P,, cela
implique que P, | ¥,,. O

Soit alors A > 1 l'entier tel que
U, =\-P,. (II1.11)

Tout d’abord, on remarque qu’on a bien P, > 1 dans le cas A = 1. En effet,
d’apreés (II1.9),ona P, = ¥,, > (a — b)*™ > 1. On suppose donc A > 1 dans la
suite.

Etape 2. Soit p un nombre premier. On montre que :
(i) Sip| A, alors p n’est pas primitif. En particulier, PGCD (), P,) = 1.
(ii)) Sip| A alors p | n.
Pour (i), il suffit de remarquer que par définition de P,, ¥,,/P, = A n’a pas de
diviseurs premiers primitifs.

Pour (ii), supposons que p | A. Par (i), p n’est pas primitif, et d’apres le
Lemme 106, il existe dy # n tel que dy | n et p | a® — b%. Compte tenu de
(II.7), on a

a® ==y, - (ado — bdo) . H W4, -
d|n,d#n,dfdo
Doncp | ¥, | (a™ —b")/(a% — b¥).
Premier cas : p # 2. Dans ce cas, le théoreme LTE donne

vy(a” —b") = vy(a® — b%) +v,(n/dp).

n

Ainsi, si p ne divise pas n, alors v,(n/dy) = 0 et donc p ne divise pas (a" —
b™)/(a® — b%), ce qui est absurde.

Deuxieme cas : p = 2. Dans ce cas, a® —b% est pair. Comme a et b sont premiers
entre eux, cela entraine que a et b sont impairs. Par I’absurde, supposons que n
soit impair. Alors on peut écrire

b7 = () - () = (@b — ). A
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ou A est une somme de n/d, termes impairs. Donc A est impair et 2 ne divise
pas (a" —b")/(a% — b%), ce qui est absurde. O

Etape 3. On montre que ) est une puissance du plus grand nombre premier
divisant n.

Soit p un nombre premier divisant A\. D’apres 'étape 2, p divise n et on peut
écrire n = p*N avec p ne divisant pas V. Alors, par (II1.10),

\I/N (apa,bpa)
\IJN (Clpa_l, bpa_l) '

Donc p divise ¥y (a?",5"). Or, d’apres le petit théoréme de Fermat, " = a
(mod p) et o*" = b (mod p), ce qui entraine que

0=y (a*,0"") = Uy (a,b) (mod p).

Donc p divise ¥ . D’apres I'étape 1 (appliquée avec N a la place de n), on peut
écrire Uy = \' - Py, out Py est la partie primitive de a¥ —bN et \ est un entier. Si
p divise X’ alors p divise N d’apres 1'étape 2, ce qui n’est pas possible. Comme p
divise ¥y, cela implique que p divise Py. Donc p est un facteur premier primitif
de o — V. Donc

p=1 (mod N) (II1.12)

par le Lemme 107. En particulier p > N. Ceci nous donne bien que p est bien le
plus grand facteur premier de n, et donc que le seul diviseur premier de \ est p.
O

Dans la suite, p désignera le plus grand diviseur premier de n et on écrit
n = p*N avec p ne divisant pas .

Etape 4. On montre que \ = p.

Pour cela, comme ¥,, = X\ - P, et que PGCD (), P,) = 1 (d’apres l'étape 2), il
suffit de montrer que v,(¥,) = 1.

Considérons un entier d > 1 tel que d | n et p | a? — b?. En particulier, comme
a et b sont premiers entre eux, p ne divise pas b. Soit ¢ un entier tel que bc = 1
(mod p). Nous avons déja vu que p divise V,,. Ainsi

0=, =", (%) = b*™d, (ac) (mod p).

Donc p | ®,(ac). Le Théoreme 101 (ii) entraine que 1'ordre de ac modulo p vaut
N.Orp|a™—b" (car a® — b | a™ — b"). Donc (ac)? =1 (mod p) et N divise d.

Intéressons nous maintenant aux termes divisibles par p dans le produit
(I11.8). Compte tenu de ce qui précede, si d | n etsip divise ad —bd,alors N | n/d,
ce qui implique que d = p’ pour un certain entier i > 0. Comme pu(p’) = 0 dés
que ¢ > 2, la factorisation (IIL.8) entraine que

a — b
)

ar — br
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Premier cas : p # 2. Alors le théoreme LTE donne immédiatement v,(¥,,) = 1.
Deuxieme cas : p = 2. Nous avons déja établi qu’alors a et b sont impairs, et
que p est le plus grand diviseur premier de n. Donc n est une puissance de 2.
Comme n > 2, écrivons n = 2F avec k > 2. Mais alors
a” —b" a? —p?

k-1 k—1
ey 2 a®  +b =2 (mod 4).

Ainsi vy(¥,,) = 1. O

Etape 5. Etude du cas A\ = p: fin de la preuve du théoréme.
Tout d’abord, si a — b > 2, alors en utilisant successivement (I11.11) et (II1.9),

ona 1 1 9é(n) P Hp—1)e(N)  9p-1
P, = -, > —(a—b)*™ > = > > 1,
p p p p p
et donc P, > 1 dans ce cas.
Supposons donc @ — b = 1. Raisonnons par 1’absurde en supposant P, = 1.
Alors W,, = p. De plus, comme p divise (b+ 1)" — b", p est impair.
Premier cas : a > 1. En vertu de successivement (I11.10) et (II1.9), on a

p
p= Uy = (01770 > (0 =) 2 ety = Y <p> b'>p,

ce qui est absurde.
Deuxieme cas : « = 1. On remarque d’abord que a” — b” > a + b car

p
ap—bp—2<’;>bizpb+bpz2b+1.
=1

Alors, en vertu de successivement (I11.10) et (II1.9), on a

Wy (a?, bP) <aP—bP>¢<N> ab — bP 1 2= p\ ., b l/p
b=n Uy \a+b ~ a+b 2b+1k§ k —2b+1,€z::1 k

Orb/(2b+1) > 1/3 pour tout entier b > 1 et 327} (¥) = 2? —2. Ainsi, 3p > 29 — 2,
ce qui force p = 3.

La congruence (II1.12) entraine que N divise 2. Ainsi, n = 3 oun = 6. Traitons
d’abord le casn = 3. On a

2

3=y =10 <1+Z+Z2> =a’4+ab+ b =1+3b+ 3V,

ce qui est impossible. Finalement, sin = 6, on a
a CL2
3=U4 =07 (1—b+b2> =a’—ab+ V> =1+b+b%

Ceci entraine b = 1 et a = 2, qui est précisément la derniére exception du théo-
réme de Zsigmondy. Ceci conclut (enfin!) la preuve de ce théoréme.
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- Exercices -

Exercice 13 (Italie TST 2003) Trouver tous les entiers strictement positifs (a, b, p)
avec p premier tels que 2 + p® = 197,

Exercice 14 Trouver tous les entiers positifs (z, y, n, k) tels que = et y soient pre-
miers entre eux et tels que
3" = af 44"

Exercice 15 (Iran) Soit A un ensemble fini de nombres premiers et soit ¢ > 2 un
entier. Montrer qu’il n’existe qu'un nombre fini d’entiers positifs n tels que tous
les facteurs premiers de a™ — 1 appartiennent a A.

Exercice 16 (D’apres IMO Shortlist 2002) Soit n > 1 un entier et soient py, ps, ..., pn
des nombres premiers tous supérieurs ou égaux a 5. Montrer que 2P'72""P» 41 a
au moins 22" diviseurs différents.

Exercice 17 (IMO shortlist 2004 N4) Trouver tous les entiers strictement positifs
a,m,n tels que a™ + 1 divise (a + 1)

Exercice 18 (Etats-Unis 2001) Trouver tous les entiers strictement positifs z, r, p, n
tels que p soit premier, n,r > letz” — 1 = p".

Exercice 19 (Compétition Tchéquo-Slovaque 1996) Trouver tous les entiers stric-
tement positifs x, y, p tels que p* — y* = 1 avec p premier.

Exercice 20 (Pologne 2010) Soient ¢, p deux nombres premiers tels que ¢ > p >
2. Montrer que 277 — 1 a au moins trois facteurs premiers distincts.

Exercice 21 (Japon 2011)Trouver tous les entiers strictement positifs a,n, p, g,
tels que
a"—1=(a?—-1)(a?—1)(a" —1).

Exercice 22 (BMO 2009) Trouver tous les entiers strictement positifs =, y, = tels
que 5% — 3¥ = 2%

Exercice 23 Trouver tous les nombres strictement positifs a, p, n tels que p* —1 =
2"(p — 1), ot1 p est un nombre premier.

Exercice 24 Trouver tous les entiers strictement positifs a, m, n tels que

(a+D(@*+a+1)---(a"+a" '+ +1)=a"+a™ -+ 1L

Exercice 25 (Roumanie TST 1994) Montrer que la suite a,, = 3" — 2" ne contient
pas trois termes d'une méme suite géométrique.

Exercice 26 (Angleterre 1996) Trouver les entiers positifs z, y, z tels que 2°4-3Y =

22,
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Exercice 27 Résoudre 'exercice 4 en vous aidant du théoreme de Zsigmondy,
qui, pour rappel, demandait de trouver toutes les solutions entieres de

1’2009 + y2009 — 7k:

Exercice 28 Résoudre I'exercice 6 en vous aidant du théoreme de Zsigmondy,
dont I"énoncé est le suivant pour rappel. Pour un entier n > 0, 3" — 2" est la
puissance d'un nombre premier. Montrer que n est premier.

Exercice 29 (Shortlist 1997) Soient b, m,n des entiers strictement positifs avec
b > 1etm # n. Prouver que si 0™ — 1 et b" — 1 ont les méme facteurs premiers,
alors b 4 1 est une puissance de 2.

Exercice 30 (Iran 2006) Soient a,b,c,k > 1 des entiers. On pose n = a — b,
Si c est divisible par au moins ¢ nombres premiers différents, montrer que n est
divisible par au moins gk nombres premiers différents.

Solution des exercices

Solution de 'exercice 1 11 est clair que a et p sont premiers entre eux. D’apres le
petit théoréeme de Fermat, a*~' = 1 mod p. Comme a” = 1 mod p, on en déduit
que a = 1 mod p. On peut donc utiliser le théoreme LTE et on obtient :

vp(a—1)+1=uv,(a—1) +v,(p) = vp(a? —1).
Par hypothese, le dernier terme est supérieur ou égal a n. Il en découle que
vp(a — 1) > n — 1, ce qu'il fallait démontrer.

Solution de 'exercice 2 Soit k > 1 un entier tel que 3k divise 2" — 1. En raisonnant
modulo 3, on voit que n est pair. Ecrivons donc n = 2m avec m > 0. Alors 3*
divise 4" — 1. Comme 3 divise 4 — 1, on peut appliquer le théoréme LTE :

U3(4 — 1) + 'U3(ﬂ) = Ug(4n — ].) Z k.

On en déduit que vs3(n) > k — 1. Ainsi 2 x 3*~! divise n.
Réciproquement, le méme raisonnement nous donne que 3* divise 2" — 1 si
2 x 3*~1 divise n.

Solution de l'exercice 3 Par convexité de x — z”, on a

xp—;—yp . (x—;y)p.

Comme xp;ryp = (%ﬂ’)m, il s’ensuit que m > p. Soit d = pgcd(z,y), v = dX,

y = dY . L'équation se réécrit
2 HXP L YP) =d™P(X +Y)™ (IT1.13)

Soit ¢ un diviseur premier impair de X + Y. Par le théoreme LTE, v,(X?+Y?) =
V(X +Y) + v,(p) et d’autre part v,(d" P(X +Y)™) > my,(x + y). Donc m > 2
et p > 2, ce qui aboutit a une contradiction.
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Comme p est impair, X +Y divise X? +Y? et donc vo(X +Y) < vy( XP+Y?).
A présent, en prenant la valuation 2-adique dans 1’égalité (II1.13), on obtient

m—14+uv(X +Y)>mu(X+Y),

Ainsivy(X +Y) <1, X+Y <2, etdonc X =Y =1letm =p.

Solution de I'exercice 4 Déja, 2009 = 7% x 41. Comme z + y divise 2209 + 32009,
x + y est une puissance de 7. On remarque aussi que si et y sont multiples
de 7, on peut tout diviser par 7 et juste changer 1'exposant %; on peut donc
supposer que z et y sont premiers avec 7. Le théoreme LTE nous garantit que
07 (22099 442099 = v, (z+y)+0v7(2009) = vr(z+y)+2, donc 22090 +420%9 = 49(z+vy),
donc

ZE2009 + y2009

— 2008 _ 42007, | ,2006,2 4 2008 _ yq

T +vy

Mais il est facile de vérifier que ce terme est beaucoup plus grand que 49. Par
exemple, si on suppose = > y, on aura toujours (2209 — 72007y) > 1 (220062 —
220%y3) > 1 et ainsi de suite, de sorte que la somme totale sera au moins égale a

1004. I1 n"y a donc pas de solutions possibles.

Solution de I'exercice 5 Montrons que si n divise 2" + 1, alors n est une puissance
de 3. Il est clair que n est impair. Ensuite, en considérant p le plus petit facteur
premier de n, des considérations sur l'ordre de 2 modulo p donnent p = 3. En
effet, si r est 'ordre de 2 modulo p, alors 22" = 1 (mod p), et donc r divise 2n.
D’apres le petit théoreme de Fermat, 2°~' = 1 (mod p), et donc r divise p — 1.
Par définition de p, on en déduit que r = 2. Ainsi, 4 = 1 (mod p) ce qui force
p=3.

Ecrivons alors n = 3*u avec u non divisible par 3. Le méme raisonnement
montre que si v > 1 alors le plus petit facteur premier de u est 3. On en déduit
que n est une puissance de 3.

On applique le théoréme LTE (n est impair) :

v3(2"+ 1) =wv3(2+ 1)+ wv3(n) =k+1.

Or v3(n?) = 2k et n® divise 2"+1. On en déduit que 2k < k+1, ce qui donne k& = 0
ou k = 1. Notons que ce dernier résultat peut aussi se démontrer de maniere
immédiate en regardant les puissances de 2 modulo 9. Réciproquement, n = 1
et n = 3 sont bien solution.

k

Solution de I'exercice 6 On suppose n > 2 et que 3" — 2" = p” pour k > 1. Mon-
trons d’abord que n est impair. Si n = 21/, alors 3" — 2" = (3% — 27)(3" + 2.
Il existe donc a > 3 > 0 tels que :

3" 2" =, 3V 2" =)l
Alors 2"+ = pf(p®~# — 1). Donc p = 2, ce qui est absurde. Ainsi n est impair.
Raisonnons par 1’absurde et considérons ¢ est un nombre premier divisant n
avec ¢ < n. Ecrivons n = ¢r. Un raisonnement direct montre que 37 — 29 est une
puissance de p, disons 37 — 27 = p*" avec k' < k. En appliquant le théoréeme LTE,
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on voit que v,(r) = k — k. Ecrivons donc r = p*~*u avec p ne divisant pas u.
Alors :

pro= gn— o = gt gt M gaypt e gyt
k—k'y,

= (pk’ + 2q)p — (zq)pk*k u > pk—k'u ‘pk/ ) Qq(pkfk u=1) _ pku ) 2q(pk7k u—1) < pk

ce qui est absurde. n est donc forcément premier.

Solution de l'exercice 7 1l est clair que a = 1 convient. Montrons que c’est le seul.
Supposons donc a > 1. Choisissons n = 2m et remarquons que a” + 1 n’est pas
une puissance de 2 car congru a 1 ou 2 modulo 4. Soit donc p un nombre premier
impair tel que p divise a® 4 1. Alors d’apres le théoreme LTE :

vp(4(a™ + 1)) = vp(a2 + 1) + v,(m).

On choisit m de sorte que ce dernier terme soit congru a 1 modulo 3. Alors
4(a™ + 1) ne peut pas étre un cube, contradiction.

Solution de I'exercice 8§ On commence par remarquer que

242 1 =05 (2 ) = T Pw(2).
dj2n—1

D’apres le lemme 89, on a ®34(2) > 1. Il suffit de vérifier que si d et d’ sont deux
diviseurs distincts de 2"7!, alors ®34(2) et ®34(2) sont premiers entre eux. Sup-
posons par 1’absurde que ce ne soit pas le cas et choisissons un nombre premier
p qui divise leur PGCD. D’apres le Théoréeme 100, d/d’ est une puissance de p,
donc p = 2. Or d’apres le Théoreme 84 le coefficient constant d'un polynéme
cyclotomique vaut £1 (on peut en fait montrer qu’il vaut 1, voir la solution de
I'exercice 10), donc 2 ne peut pas diviser ®34(2). Ceci conclut

Solution de I'exercice 9 On va montrer que 2P'72"Pr + 1 a au moins 2"~ ! diviseurs
premiers distincts, ce qui concluera. D’apres le Corollaire 88, on a

2P1P2~--+Pn+1: H @2d<2)-

dlp1-+pn

D’apres le Théoreme 100, si ®4(2) et P24 (2) ne sont pas premiers entre eux,
alors d/d’ est une puissance d'un nombre premier. De plus, d’apres le Lemme
89 on a ®y4(2) > 1 pour d > 1 et on vérifie que ®5(2) > 1. Il suffit donc de
trouver une collection de 2"~! diviseurs de p; - - - p, tels que le quotient de deux
quelconques d’entre eux n’est pas une puissance d’un nombre premier. Pour
cela, il suffit de choisir les diviseurs de p; - - - p,, qui ont un nombre pair de fac-
teurs premiers : il y en a exactement 2" 1.

Solution de I'exercice 10 Le probleme revient a calculer ®4(0), qui vaut 1 car les
racines de ®,4, de module 1, peuvent étre réparties en couples de racines conju-
gées.

Solution de l'exercice 11 L'égalité est équivalente a

ltz+-+a8=(y—-D1+y+v*+y°+y").
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Comme 1+x+- - -42°% = ®7(z), d"apres le Corollaire 102, n'importe quel diviseur
premier de 1 + z + - - - + 2° est soit égal a 7, soit est congru & 1 modulo 7. Ainsi,
n’importe quel diviseur de 1 + x + - - - + 2% est soit divisible par 7, soit congru a
1 modulo 7.

Ainsi, y = 1 (mod 7) ouy = 2 (mod 7). Dans le premier cas, 1 +y + y* +
y*+y* =5 (mod 7), ce qui nest pas possible, alors que dans le second cas, on a
1+y+y*+y>+y* =2 (mod 7), ce qui n’est pas possible non plus. Il n’y a donc
pas de solutions.

Solution de I'exercice 12 On remarque que n* + n + 1 = ®3(n). Afin de factoriser
cette expression, I'idée est de considérer des entiers n de la forme n = k™ avec
m un entier fixé non divisible par 3 défini ultérieurement. En effet, dans ce cas,
d’apres le Théoreme 96,

n+n+1—<I>3km H®3d

Si pour tout diviseur d de m on a ®34(k) < /n = k™2, c’est gagné. Or en vertu
du Lemme 89, on a

Daq(k) < (k+1)%BD < (k+ 1)96m = (k4 1)20m),

Choisissons pour m un entier tel que ¢(m)/m < 1/10. Ceci est possible. En effet,

si on note (p,),>1 la suite croissante des nombres premiers a partir de p; = 5,
il est connu que la somme En>1 - est infinie. Ainsi, si on pose my, = pip2 -+ - py
pour tout k£ > 1, alors

) (-}
In < - ; In(1 ; o
Ainsi, In(¢(my,)/my) — —oo lorsque k — oo, ce qui implique que ¢(my)/my — 0
lorsque k — 0.

Mais alors (k +1)%(™ < (k +1)™/5. Comme ce dernier terme est strictement
inférieur a k™2 pour tout k suffisamment grand, cela conclut.
Solution de I'exercice 13 On réécrit I’équation sous la forme 197 —2 = p*. Comme
17 divise le terme de gauche, on a forcément p = 17. D’aprés le théoreme de
Zsigmondy, si a > 2, il existe un nombre premier divisant 19* — 2° mais pas
19' — 2! = 17, absurde. La seule solution est donc (a, b, p) = (1,1,17).

Solution de I'exercice 14 Tout d’abord, k doit étre impair. En effet si k était pair, z*
et yy* seraient des carrés et il est facile de vérifier 3|a®>+b*> = 3|a et 3|b (il suffit de
vérifier toutes les congruences possibles mod 3 pour a et b). Si (z,y, k) # (2,1, 3),
on peut appliquer le théoreme de Zsigmondy, qui fournit un nombre premier
p divisant z* + y* mais pas = + y. Or z + y divise z* + y*, ce qui implique que
2% + y* admet au moins deux diviseurs premiers. La seule solution est donc
(z,y,k) =(2,1,3).

Solution de l’exercice 15 Soient py, po, ps, ... des nombres premiers impairs dis-
tincts. Posons ny = pips - - - pi. En partlcuher — 1 divise @™ — 1 pour i < j.
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D’apres le théoréme de Zsigmondy, il existe un nombre premier g, tel que gy
divise a"* — 1 mais ne divise pas a™ — 1 pour 1 < ¢ < k. En particulier, cela
implique que les nombre premiers g;; £ > 1 sont tous différents, et cela conclut.

Solution de I'exercice 16 Posons N = 2P1P2"P» 4 1. On va montrer que N a au
moins 2" facteurs premiers distincts, ce qui impliquera que N a au moins 2% >

4™ diviseurs. Soit A C {1,2,...,n} et posons Ny = ollica” 4 1, avec la conven-
tion Ny = 3. Alors N, divise N. D’apres le théoreme de Zsigmondy (qu’on peut
utiliser car I'exception 2% + 1 ne peut arriver puisque p; > 5), il existe un nombre
premier g4 divisant N4 et ne divisant pas 27 +1 pour 1 < j < [Ljcapisi A #0.
De plus, on voit que g4 # ga si A # A’. Comme il existe 2" sous-ensembles de
{1,2,...,n}, cela conclut.

Solution de I'exercice 17 Comme m = 1 convient pour tous entiers a,n > 0, on
peut supposer m > 1. Comme a = 1 convient pour tous entiers m,n > 0, on
peut supposer a > 1.

Si (a,m) # (2,3), le théoreme de Zsigmondy implique qu'il existe un facteur
premier de a™ + 1 qui ne divise pas a + 1 et donc (a + 1)".

Si (a,m) = (2, 3), on voit que seuls les entiers n > 2 sont solution.

Solution de l'exercice 18 Si les hypotheses du théoreme de Zsigmondy sont rem-
plies, il existe un facteur premier de 2" — 1 qui ne divise pas z — 1. Comme z — 1
divise 2" — 1, ceci implique que " — 1 admet au moins deux facteurs premiers
et ne peut donc pas étre une puissance d"un nombre premier.

Il reste donc a traiter les deux cas suivants :

(i) (z,7) = (2,6) (qui ne convient pas),

(i) 7 = 2 et z + 1 est une puissance de 2. Dans ce cas (z — 1)(z + 1) = p", ce
qui donne aisément p = 2 et z = 3.

Solution de l'exercice 19 Réécrivonsl’'équation sous la forme y?+17 = p*.Siy = 1,
onvoitquep = 2etx = 1. Si p = 2, il est vient aisément que nécessairement
z,y = 1. On suppose donc p impair de sorte que y + 1 divise y” + 1.

Si les hypotheses du théoreme de Zsigmondy sont remplies, il existe un fac-
teur premier de y* + 1 qui ne divise pas y+ 1, de sorte que 3 + 1 ne peut pas étre
une puissance d’un nombre premier. Il reste donc a traiter le cas (y,p) = (2, 3)
qui donne la solution z = 2.

Solution de ’exercice 20 Les entiers 27 — 1 et 27 — 1 divisent 27? — 1. D’apres le
théoréme de Zsigmondy, 277 — 1 a un facteur premier p; qui divise ni 2” — 1, ni
29 — 1. De méme, 27 — 1 admet un facteur premier p, qui ne divise pas 2 — 1,
et 27 — 1 admet un facteur premier ps;. De plus, par construction, p;, ps, ps sont
distincts.

Solution de 'exercice 21 Tout d’abord, il est clair que n > p,q,r > 1. Comme
a = 1 est solution, supposons maintenant a > 2.
Si l'un des entiers p, ¢, r sont égaux a n, on a forcément a = 2 et les deux
autres sont égaux a 1. On trouve donc les solutions (a,n, p, ¢, ) = (2,n,1,1,n),(2,n,1,n,1),(2,n,n,
On suppose dans la suite que p, ¢, < n.
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Si les hypothéses du théoréme de Zsigmondy sont remplies, alors a” — 1
admet un diviseur premier qui ne divise aucun des entiers a” — 1,a? — 1,a" — 1,
et on ne peut donc pas avoir a” — 1 = (a®? — 1)(a? — 1)(a” — 1).

Sinon, on a soit :

(i) n = 2 eta = 2° — 1. Dans ce cas, comme on a supposé p,q,r < n, on a
p=q=r=1eta* —1= (a—1)>3 Ceci implique a = 3 et on trouve la
solution (a,n,p,q,r) = (3,2,1,1,1).

(i) a = 2 etn = 6. Dans ce cas, on trouve aisément les solutions

(a7 n7p7 Qa r) = (27 67 27 2’ 3)7 (27 67 27 3’ 2)7 (27 67 3’ 27 2)’

Solution de l'exercice 22 En regardant modulo 3, on voit que x est pair. On écrit
x = 2w, de sorte que

3¥ =52 — 22 = (5Y — 2)(5" + 2).

De plus, PGCD(5Y — z,5" + 2)=PGCD(z,5") = 1. On a donc nécessairement
5% —z = 1let 5" 4 z = 3°. En additionnant les deux égalités, il vient

3*4+1=2-5".

Pour a = 2, on a w = 1 ce qui donne la solution (z,y,2) = (2,2,4). Sia > 3,
d’apres le théoreme de Zsigmondy, 3* + 1 a un facteur premier p qui ne divise
pas 3% + 1, ce qui implique p # 2,5. Il n’y a donc pas de solutions dans ce cas.

Solution de I'exercice 23 1l est clair que p > 2. Supposons par 'absurde que a =
uv soit composé. Alors d’apres le théoréme de Zsigmondy, p* — 1 a un facteur
premier ¢ qui ne divise pas p — 1. Or p* — 1 divise p* — 1 = 2"(p — 1). On a donc
g = 2. Or p — 1 est pair, absurde. Donc « est premier.

Sia =2, ontrouve que p = 2" — 1.

Sia > 2, de méme, le théoreme de Zsigmondy implique que 2" (p—1) = p*—1
admet un facteur premier r qui ne divise pas p — 1. Ceci implique que r = 2,
absurde car p — 1 est pair.

Les solutions sont donc a = 2 et n tel que 2" — 1 soit premier.

Solution de I'exercice 24 Supposons que (m,n) # (1, 1) (qui convient clairement),
et aussi que @ > 1 (si a = 1 on a la solution (a,m,n) = (1,(n +1)! —1,n). Ona
alors m > n, et on peut écrire 1’équation sous la forme équivalente suivante :

a2—1 a*—=1 a1 =1 o =1

)

a—1 a—l.” a—1 a—1

ou encore
(a*>—1)(a*—1)--- (@™ = 1) = (@™ = 1)(a —1)""",

Si les hypotheses du théoreme de Zsigmondy sont remplies, il existe un facteur
premier de ™' — 1 qui ne divise aucun des entiers a*> — 1,a* — 1,...,a" " — 1.
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Comme m + 1 > 2, il reste donc a traiter le cas (a, m + 1) = (2, 6), autrement dit
a = 2etm = 5. Dans ce cas,

3-7-15---(a"t — 1) = 63,

qui ne fournit pas d’autre solution.

Solution de ’exercice 25 Raisonnons par 1’absurde en supposant que a,, as, a, ap-
partiennent a une suite géométrique de raison b, avec r < s < t. Alors

(3" — 2" =3 —2°, (3 — 2 =3 — 28 (II1.14)

D’apres le théoréeme Zsigmondy, il existe un nombre premier p divisant 3" — 2°
mais pas 3° — 2°. D’apres la deuxiéme égalité de (III.14), p divise b. D’apres la
premiére égalité de (II1.14), p divise alors 3° — 2°, absurde.

Solution de I'exercice 26 Si x = 0, on vérifie que forcément y = 1,2 = 2 et que si
y = 0, forcément x = 3 et z = 3. On suppose donc z,y > 1. La suite est proche
de I’exercice 22. Modulo 3, on voit que = est impair. Ecrivons donc = 2w, de
sorte que

3V =22 2% = (2 — 2)(z +2¥).

Le PGCD de z — 2" et de z + 2% est égal au PGCD de z et de 2%, qui vaut 1. Ainsi
z — 2" =1let z+ 2" = 3Y. En soustrayant ces deux égalités, il vient

2wt =3v — 1.

Siy # 2,alors y > 3 et le théoréme de Zsigmondy assure l'existence d'un
nombre premier p divisant 3V — 1 = 2“*! mais pas 3' — 1 = 2, absurde. Si
y = 2, on trouve la solution (z,y, 2) = (4,2,5).

Solution de 'exercice 27 Comme 2009 = 49 - 41, 2% + y* divise 2209 4 32009,
D’apres le théoreme de Zsigmondy, il existe un nombre premier divisant 29 +
y* mais pas z+y. Comme z +y divise z2°% +y*0% on en déduit que 2:2°%% 43?90
admet au moins deux facteurs premiers, absurde.

Solution de I'exercice 28 Comme dans la solution précédente de 1'exercice 6, on
commence par montrer que sin > 2 et 3" — 2" = p* pour k > 1, alors n est
impair. Supposons par 1’absurde n = ab composé. Alors

(3a)b o (2a)b — pk.

Comme n estimpair, ona b > 2 et on peut appliquer le théoréme de Zsigmondy :
il existe un nombre premier g divisant 3" —2" mais pas 3 —2¢. En considérant un
diviseur premier de 3 — 2%, on voit que 3" — 2" admet deux diviseurs premiers
distincts, absurde.

Solution de I'exercice 29 Par symétrie, supposons n > m. Si les hypotheses du
théoréme de Zsigmondy sont remplies, il existe un facteur premier de 6" — 1
qui ne divise pas b™ — 1. Ainsi 0™ — 1 et b" — 1 ne peuvent pas avoir les mémes
facteurs premiers.

Il reste donc a traiter les deux cas suivants :
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(i) (b,n) = (2,6). On vérifie que cela ne donne pas de solution pour m;

(ii) n = 2 et b+ 1 est une puissance de deux, ce qui était demandé.

Solution de ’exercice 30 Notons ¢ le nombre de diviseurs premiers de c. Suppo-
sons d’abord ¢ = 1, de sorte que c est premier. Si k = 1,iln’y a rien a faire. Sinon,
si ¢ # 2, on peut appliquer le théoréme de Zsigmondy avec a’ — b’ pour chaque
diviseur i de ¢*, ce qui nous fournit méme k + 1 diviseurs premiers différents de

k k . P .
a® — b .Sic=2,on écrit

a2k B b2k _ (a2k71 B b2k71>(a/2k71 + b2k71).

On applique alors le théoréme de Zsigmondy avec a’ + b’ pour chaque diviseur
i de 2¥~1, ce qui nous fournit k diviseurs premiers différents de a>* — 5*".

Supposons maintenant ¢ > 2. On appliquer alors le théoréme de Zsigmondy
avec a' — b’ pour chaque diviseur i de ¢* autre que 2 et 6, ce qui nous donne au
moins (k + 1)¢ — 2 > kq diviseurs premiers différents de a* — 0"
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IV. Deuxieme période

1 Groupe A : algebre et logique

1 mercredi 20 apres-midi : Alix Deleporte

Ce cours portera sur 1’algebre fondamentale. Le mot algeébre vient d'un mot
arabe signifiant "la réunion de ce qui a été brisé", qui est la premiere partie du
titre d'un ouvrage de mathématiques du IX*™ siecle portant sur la manipula-
tion et la résolution d’équations. On traitera donc principalement de la mani-
pulation de quantités littérales.

Ce cours contiendra deux pauses de cinq minutes, délimitant trois séances
d’une heure.

Développements et Factorisations
Théoréme 108. Soit a, b, ¢ € R, alorson a:

a(b+c)=ab+ac (IV.1)

Démonstration. Par la figure suivante :

b C
O
De la formule de base (IV.1), on déduit :
Théoréme 109. Soit a, b, ¢, d € R, alorson a:
(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd (IV.2)
Démonstration.
Preuve 1 : on applique deux fois la formule (IV.1).
Preuve 2:

143



IV. DEUXIEME PERIODE 1. GROUPE A : ALGEBRE ET LOGIQUE

C d
O
Identités remarquables du second degré
Le plus difficile est de reconnaitre les cas de factorisations.
Théoréme 110. Soit a, b € R, alorson a :
(a+b)? =a*>+2ab+ b (IV.3)
(a—b)?=a*>—2ab+ b (IV.4)
a? —b* = (a+b)(a — b) (IV.5)
Démonstration.
Preuve 1 : On applique la formule élémentaire de distributivité.
Preuve 2 : On fait un dessin. O
Exercices

Exercice 1 Soient a et b deux nombres réels vérifiant :

Montrer que a® + b* = a + .

Solution de I'exercice 1 On met sur le méme dénominateur, ce qui donne a(1 +
a)+b(1+b) = (1+a)(1+D)soit a? +b* = 1 + ab et on multiplie de chaque coté
par (a +b).

Exercice 2 Montrer que 4n* + 1 n’est jamais un nombre premier pour n > 2.
Solution de l'exercice 2 4n*+1 = (2n?+1)> — (2n)?> = (2n*+1+2n)(2n% +1—2n).
Exercice 3 Soient a et b deux nombres réels vérifiant :

a b

B
T+a 110
Montrer que :
a b B b
1+ 1+a
Solution de I'exercice 3 On commence par voir que ab = 1, donc oz = aa—jb, et

b b Jon 5
Tz = oo d'ou le résultat.
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Identités remarquables du troisiéme degré (10 minutes)

Théoréme 111. Soita, b € R, alorson a:

(a+b)?=a*+3a*b+3ab®+ b’ (IV.6)
(a—b)?=a*>—3a*b+3ab* — b (IV.7)
a® —b* = (a —b)(a* + ab + b%) (IV.8)
Démonstration. Envoyer des éleves au tableau. O

Exercice 4 Développer (a + b)*.
Solution de l'exercice 4 a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + b.

Exercices
Exercice 5 (*) Factoriser (a — b)® + (b — ¢)* + (¢ — a)®.
Solution de l'exercice 5 3(a — b)(b — ¢)(c — a)

Arrangements et permutations

C’est une initiation a la combinatoire. On cherche a compter des objets, et
assez souvent, le nombre de fagons de faire quelque chose. Voici deux exemples
tres simples qui vont illustrer les deux méthodes les plus élémentaires de dé-
nombrement :

Théoréme 112 (Arrangements). Pour deux entiers p < n, on appelle A7 le
nombre d’arrangements, soit le nombre de choix ordonnés possibles de p éléments
parmin. On a alors :

n!

4= (n —p)!

P

(IV.9)

Démonstration. On utilise une méthode de comptage directe qu’on itéere :
> On commence par choisir le premier objet : on a n choix;
> On choisit ensuite le deuxieme objet : on a n — 1 choix;
> ...
> On choisit le p-ieme objet : on a n — p + 1 choix.

En définitive, le nombre de choix estbienn(n—1) --- (n—p+1) =

(n—p)!
Cette méthode est valide car :
> Le choix d"un objet n’influe pas sur le nombre de fagons de choisir les
objets suivants;
> Par cette méthode, on compte exactement une fois chaque possibilité.
Dans des cas plus compliqués, on ne peut pas toujours utiliser cette méthode
directe.
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Théoréme 113 (Combinaisons). Pour deux entiers p < n, on appelle <Z> le

nombre de combinaisons, soit le nombre de choix désordonnés possibles de p élé-
ments parmi n. On a alors :

<Z> B p!(nn!—p)! (IV.10)

Démonstration. Ici on ne peut pas utiliser le méme genre de méthode, parce
qu’elle suppose qu’on choisisse les objets un par un, alors qu’ici, on les choisit
tous d'un coup !

On va plutdt utiliser le calcul précédent. Comment réaliser une combinai-
son ? Il suffit de faire un arrangement, puis d’ "oublier" qu’on a ordonné les
nombres.

On se rend compte alors que plusieurs arrangements donnent la méme combi-
naison. Le nombre de tels arrangements est égal au nombre de réarrangements
possibles de I'un d’entre eux, donc A¥, qui vaut p!.

Finalement chaque combinaison équivaut a p! arrangements, d’ot1 le résultat. [J]

La méthode utilisée est celle que j'appelle "méthode des moutons". Com-
ment compter les moutons ? On compte les pattes, et on divise par quatre. Cela
marche aussi avec des flamants roses.

Exercices

Exercice 6 Autour d’une table ronde de 2n places, on fait s’asseoir n filles et
n garcons. Combien y a-t-il de fagons possibles de le faire en respectant une
alternance fille-garcon ? Solution de I'exercice 6 11y a 2n! fagons de faire asseoir

les garcons, et pour chacune d’elle, n! fagons de faire asseoir les filles. Le résultat
est 2(n!)%

Exercice 7 Dans un polygone convexe a n cotés, quel est le nombre de points
d’intersection des diagonales a I'intérieur du polygone, sachant que trois quel-
conques d’entre elles ne sont pas concourantes ? Solution de I’exercice 7 On ap-

pelle Ay, --- | A, les sommets, numérotés dans I'ordre trigonométrique. A tout
ensemble A;, A;, Ay, A, ot < j < k <[, correspond exactement un point M :

Ay

Il'y en a donc <Z>
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TD
Exercice 8 Calculer1 +3+5+...+2n+ 1.

. 4 s i~y n n _(n+1
Exercice 9 Démontrer de deux manieres différentes que ( k:) + ( k4 1) = ( b 1> .

Exercice 10 Calculer i ™.
k=0 \ Kk

Exercice 11 Calculer le nombre de facons différentes de placer k£ boules iden-
tiques dans n urnes, en supposant :

1. qu’il y a au plus une boule dans chaque urne;

2. que le nombre possible de boules dans une urne est illimité.

Exercice 12 On colorie chaque face d’un cube par une couleur différente parmi
6. Combien, a rotations pres, peut-on réaliser de cubes différents ?

Exercice 13

n n—1
1. Montrer que & <k> =n <k— 1).

2. Montrer que Y}_, <Z> (n ’ k;) - <2: >

Exercice 14 (Olympiades internationales 1987 - 1) On désigne par p, (k) le nombre
de permutations ayant exactement k points fixes. Montrer que :

> nkp, (k) = n! (IV.11)

k=0

Exercice 15 (Olympiades britanniques 1982) Prouver que le nombre de suites
finies de longueur n dont les valeurs possibles sont 0 et 1, et contenant le bloc

. n+1
01 exactement m fois, est <2m i 1>.

Exercice 16 (Inégalité arithmético-géométrique) Montrer que “f2 > v/ab. Quel
est le cas d’égalité ?

Exercice 17 Montrer que 4/ % > “T*b Quel est le cas d’égalité ?

Exercice 18 (Olympiades du pacifique asiatique - 1996) Soient m et n deux en-
tiers positifs avec m > n. Montrer que :
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corrigé du TD

Solution de l'exercice 8 On conjecture assez rapidement que le résultat est (n +
1)2. On va le démontrer par récurrence.
Le résultat est vrai au rang 0, et sil est vrai au rang n — 1, alors :

14345+...+2n+1=n>+2n+1
= (n+1)°
D’ou le résultat.

Solution de I'exercice 9 Solution 1 : On vérifie en appliquant la formule.
Solution 2 : Par dichotomie sur les combinaisons de k + 1 éléments parmin + 1.

Solution de I’exercice 10 La quantité a calculer représente le nombre de sous-ensembles
d’un ensemble a n éléments. On peut le dénombrer de la maniére suivante :
pour chaque élément, on a un choix indépendant entre le prendre ou ne pas le
prendre. La réponse est donc 2". Une autre preuve consiste en une démonstra-

tion par récurrence.

Solution de l'exercice 11

1. On applique juste la définition : c’est <Z>

2. Un peu plus difficile... C’est (k e 1>.

n—1

Solution de I'exercice 12 Si on numérote provisoirement les faces du cube, il y
a 6! = 720 possibilités. Mais plusieurs configurations correspondent au méme
cube! Il y a 24 configurations (les compter), donc finalement 30 cubes différents.

Solution de 'exercice 13 Les deux questions font apparaitre la méme technique,
qui consiste a dénombrer une chose de deux manieres différentes.

1. Supposons que parmi n personnes, k se rassemblent et élisent un pré-
n

sident. Combien y a-t-il de fagons de faire? k < X

). Mais si on choisit le

président d’abord et les n — 1 membres réguliers apres, ¢a fait n <Z B i)

2. Prenons une urne avec n boules blanches numérotées et n boules noires

numérotées. Combien y a-t-il de fagons de prendre n boules ? <2r7> , bien

slir, mais on peut aussi dire qu’on choisit d’abord k boules blanches puis
n — k boules noires, et ce pour tout k.

Solution de I'exercice 14 La formule précédente donne d’abord

> np,(k) =nl.
k=0

Pour choisir une permutation a k£ points fixes, on choisit d’abord les points fixes,
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puis on fait une permutation des n—k autres points sans points fixes. Autrement
dit,

n

pal0) = () pa-sl0)
donc
kpn(k) =k <Z> pn-r(0) =n <Z : D Pin-1)-(k-1)(0) = npn_1(k = 1).

Ainsi

> nkp,(k) =nd_ k=0n—1p,_1(k) =n(n—1)! = nl

k=1

Solution de I'exercice 15 On commence par remarquer qu’une telle suite S s’écrit :

1,...,1(0,...,0,1,...,1)...(0,...,0,1,...,1)0...,0

Combien y a-t-il de bloc 10? m — 1, m ou m + 1. Cependant, la suite 1{S}0, de
longueur n + 2, contient bien m + 1 fois le bloc 10, donc 2m + 1 passages de 1
a 0. Réciproquement, une telle suite contient forcément m blocs 01. Combien y
a-t-il de telles suites ? Il faut choisir les m + 1 points de passages parmi les 2n +1
possibilités.

Solution de l'exercice 16 On utilise le fait qu'un carré est toujours positif. Donc :
0> (vVa— Vb2 =a+b—2Vab

Le cas d’égalité correspond au carré nul, donc a = b.

Solution de I'exercice 17 On commence par mettre 'inégalité a démontrer au carré :

a? + b? S a® + b% + 2ab
2 - 4

Et on se sert du fait que a® + b? > 2ab. Le cas d’égalité correspond aussi a a = b.

Solution de l'exercice 18 Pour la premiére inégalité, on a :

;l)::(m+n)(m+n—1)...(m—n+1)

>2n(2n—1)...1
>2n(2n —2)...2

= 2"nl
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On démontre la seconde inégalité par récurrence. Elle est vraie au rang n = 1,
et si on la suppose vraie au rang n,

(m+n+1)!

(m+n)!
(m—n—1)!

(m—n)!
(m®+m —n(n+1)) (m*+m)"

(m? + m)"*1.

=(m+n+1)(m—n)

<
<

2 jeudi 21 matin : Margaret Bilu

Généralisation des identités remarquables

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser les identités remarquables vues
dans le cours précédent.

Généralisation de o> — b* = (a—b)(a+b) : Sion regarde bien, on remarque un

point commun entre a*> — b* = (a — b)(a +b) et a® — b* = (a — b)(a® + ab+ V%), a
savoir le facteur (a —b). On peut donc imaginer que dans l'identité remarquable
qui donne plus généralement o™ — b"™ pour n quelconque, ce facteur apparaisse
également. Il suffit donc d’intuiter 1’autre facteur. Pour cela, regardons déja un
peu ce qui se passe pour n = 4 :

Tout d’abord, pour obtenir un terme a*, il faut nécessairement un a*® dans le
second facteur. On a donc :

(a* =Y =(a—b)a®>+...)=a* —a®b+...

Cependant, on voit qu’en développant, ce dernier donne également un terme
—a3b. Pour annuler ce dernier, nous allons ajouter un terme a?b dans le facteur
cherché, qui grace au a du premier facteur, donne bien a’b :

(a* =t =(a—b)(a®+a’b+..)=0a"+a’b—a’b—a®b* +...=a* —ad®V* + ...

Cependant, encore a cause du b, ce terme a?b fait apparad®tre un terme —a?b?
dans le développement. Pour annuler ce dernier, on utilise la méme astuce, en
ajoutant un terme ab® dans le facteur cherché

(a*=b") = (a—10b)(a®+a*b+ab®+...)
= a*+d®b+ a®? — a®b— a®b® — ab® + ...

= d—ab®+...

Il reste maintenant un terme —ab® « parasite », que nous allons évacuer grace a
un b® dans le facteur cherché... et cela nous donne notre factorisation !

a' —b* = (a —b)(a® + a®b + ab® + b?).

C’est exactement le méme genre de considérations qui nous permet de généra-
liser a n quelconque :
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Proposition 114. Soit n > 2 un entier. Alors
a" —b"=(a—b)(a" +a" b+ a" P+ a®" a0,
Démonstration. On développe le coté droit, ce qui donne :

(a"+a" to+a" 2P+ AP TP a2 Fab" ) — (a" T b a" TR L @b T R ab T DT

Pour tout i dans {1,...,n — 1}, la premiere parenthese fournit un terme a'd",
qui est annulé par un terme —a'b" " provenant de la deuxiéme parenthese. Il
reste donc bien a" — 0". O

Généralisation de (a + b)? = a® + 2ab + b* : Maintenant, notre but est de don-
ner une maniére de développer (a + b)" pour tout entier n. Nous allons pour
cela nous servir des notions de combinatoire abordées lors du cours précédent.
Commencons encore une fois par regarder ce que cela donne pour n petit :

(a+b)' = a+b

(a+b)? = a®>+2ab+ b

( »* = @ +3a%b+ 3ab® + 1°
(a+b)* = a*+4d®b + 6a*V* + 4ab® + b*

On observe plusieurs choses :

> Pour tout n, le développement est donné par des termes de la forme a'b™ "

pouri € {0,...,n} (rappelons que a° = 1), accompagnés de coefficients.

> Les coefficients en question sont symétriques, c’est-a -dire que celui de-

vant a’b" " est le méme que celui devant a" V", ce qui n’est pas étonnant
vu que a et b jouent des roles symétriques : (a + b)" = (b + a)".

> Les termes a™ et " ont des coefficients 1.

Commencons par regarder le cas n = 2. Il s’agit de comprendre le dévelop-
pement du produit (a + b)(a + b). Chaque terme du développement s’obtient
en choisissant a ou b dans chaque parenthése. Si on choisit a dans les deux, on
obtient le terme a?, et c’est la seule manieére d’obtenir a?, d’ou le coefficient 1
devant a?. Il en est de méme pour le terme b* Si on choisit a dans la premiere
parenthese et b dans la deuxiéme, on obtient ab, mais c’est également le cas si
on choisit b dans la premiere et a dans la deuxiéme. Ainsi, il y a un coefficient 2
devant le terme ab, qui correspond au nombre de possibilités de choisir une fois
a et une fois b dans les deux parentheéses.

Plus généralement, quand on développe (a+0b)" = (a +b) ... (a +b), le coef-

~ /

-~

n fois
ficient devant le terme a'b"* sera exactement le nombre de maniéres de choisir

i fois a et n — i fois b dans ces n parentheses. Cela revient exactement a choisir
i parentheses parmi n, dans lesquelles on gardera a. Vous avez appris au cours
précédent que cela peut se faire de () manieres. D’ot1 la proposition suivante :
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Proposition 115. (Bindme de Newton)

n __ n n10 n n—131 n n—212 n n—kik n Orn
(a+Db) —<O>ab+<1>a b—|—<2>a b+...+<k>a b+...+<n>ab.

Ainsi, les coefficients dans le développement de (a + b)" sont donnés exac-
tement par les lignes du triangle de Pascal !

En particulier, si on se souvient que (g‘) = 1et (TIL) = n, on voit que les
coefficients devant a” et 0" sont égaux a 1, et les coefficients devant a™ b et
ab"~! sont égaux a n. De plus, la propriété (7) = (") assure la symétrie des
coefficients.

Exercice 1 Retrouver les développements de (a + b)? et (a + b)*, et donner celui

de (a + b)°.

Solution de l'exercice 1 11 suffit d’utiliser la bonne ligne du triangle de Pascal.
Pourn =5,0ona

(a+b)° = a® + 5a*b + 10a®V? + 10a?b* + 5ab* + b°.

Exercice 2 Sans faire de gros calculs, calculer 11°.

Solution de l'exercice 2 D’apres le bindme de Newton,

11°=(10+1)° = 10°+5x 10" +10 x 10> + 10 x 10* +5 x 10+ 1
= 100000 -+ 50000 + 10000 + 1000 + 50 + 1
= 161051.

Exercice 3 Pour tout n > 1, simplifier 'expression
J [N A IR (R I
0 1) \n-1 n)

Solution de I'exercice 3 On utilise la proposition avec a = b = 1 : la somme qui
nous intéresse vaut donc (1 + 1)" = 2".

Ainsi, la somme des coefficients de la n-ieme ligne du triangle de Pascal vaut
2". On peut en donner une autre démonstration, par récurrence : la somme de la
O-ieme ligne du triangle de Pascal est 1, d’ou 'initialisation. Supposons que la
somme des nombres de la n-ieme ligne vaut 2" et considérons la n+-1-ieme ligne.
Chaque terme de cette ligne est somme de deux termes de la ligne précédente,
et réciproquement, chaque terme de la ligne précédente intervient dans deux
termes de la ligne suivante, donc la somme des termes a été multipliée par deux,
et vaut 21!, d’otu le résultat.
Exercice 4 Déterminer (sans faire de gros calculs) combien vaut

(o) =)+ C) - () ()-6)+6)
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Généraliser en remplacant 6 par n.

Solution de I'exercice 4 En prenant n = 6, a = 1 et b = —1 dans la proposition,
puisque (—1)* vaut 1 si k pair et —1 si k impair, on obtient que la premiére
expression vaut (1 — 1)° = 0. Plus généralement, on obtient pour tout n que

- (- w7 ()

On peut résumer le résultat de I’exercice précédent en disant que la somme alternée
des coefficients du triangle de Pascal vaut 0.

Inégalités

Ce paragraphe est une introduction aux inégalités, qui représentent une
classe d’exercices non-négligeable aux olympiades. Il s’agit toujours de mon-
trer qu'une certaine quantité dépendant d’une ou plusieurs variables, est plus
grande qu’une autre quantité, lorsque les variables en question prennent des
valeurs dans un certain ensemble (qui peut étre R, ou bien R*, ou bien encore
autre chose). Souvent, il faut aussi déterminer les cas d’égalité, c’est-a -dire les
valeurs des variables pour lesquelles ces deux quantités sont égales. Pour mon-
trer des inégalités, on a le droit de se servir de certaines inégalités connues.

L'inégalité la plus simple et la plus connue est celle qui dit qu'un carré est
toujours positif :

Proposition 116. Pour tout z € R, on a 22 > 0. De plus, I'égalité a lieu si et
seulement si z = 0.

Malgré ses airs inoffensifs, cette inégalité est tres utile et permet de montrer
pas mal de choses.
Exercice 5 (Inégalité arithmético-géométrique pour deux variables) Soient a et
b des réels positifs. Montrer que

a;bz@.

Solution de I'exercice 5 Si on multiplie par 2 et qu’on met tout du méme co6té, on
se ramene a montrer que a + b — 2v/ab > 0. On reconnaa®t ici une identité
remarquable, ce qui donne (y/a — v/b)? > 0, cette derniére inégalité étant vraie
car un carré est toujours positif. De plus, cela nous donne le cas d’égalité : si a
et b sont des réels positifs, “T*b = ab si et seulement si Vva = Vb, donc si et
seulement si a = b.

Exercice 6 Montrer que pour tout réel strictement positif z, on a



IV. DEUXIEME PERIODE 1. GROUPE A : ALGEBRE ET LOGIQUE

Quels sont les cas d’égalité ?

Solution de I'exercice 6 C’est une application directe de 1'inégalité arithmético-
géométrique. Il n’y a égalité que lorsque = = %, donc lorsque z = 1.

T

Exercice 7 (Inégalité géométrico-harmonique) Soient a,b > 0. Montrer que

9
Vab >

1, 1
a+b

Quel sont les cas d’égalité ?

Solution de I'exercice 7 En multipliant tout par le dénominateur du c6té droit, on
se ramene a montrer
va Vb

— 4+ —=2>2

Vi Ve

Ceci est une application directe de I'inégalité 2 + 1 > 2 vue plus haut, etil y a

égalité si et seulement si % =1, donc lorsque a = b.

Remarque 117. Les quantités “T’Lb, Vvab, ﬁ sont respectivement les moyennes
a ' b

arithmétique, géométrique et harmonique de a et b. On a donc montré ci-dessus que
la moyenne arithmétique est toujours plus grande que la moyenne géométrique,
qui est elle méme plus grande que la moyenne harmonique.

Exercices

Exercice 8 Montrer que pour tout £ > 2,

1 1 1
i G
K2~ k-1 k

Exercice 9

1. Dans la somme
100 + 101 + 102 + ... 4+ 198 4+ 199 + 200

on remplace tous les termes par 150. La somme diminue-t-elle ou augmente-
t-elle ?

2. Dans le produit
100 x 101 x 102 x ... x 198 x 199 x 200

on remplace tous les facteurs par 150. Le produit diminue-t-il ou augmente-
t-il?
Exercice 10 Les moyennes arithmétique et harmonique de deux réels a et b
valent 2. Combien valent a et b?
Exercice 11 Calculer
Ly Ly Ly !
Ix2 2x3 3x4 2014 x 2015
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Solutions des exercices

Solution de l'exercice 8 On met les fractions du coHté droit au méme dénomina-
teur :

1 1 k—(k—1) 1

E—1 k  k(k—1)  k(k—1)

Ainsi, il suffit de montrer que m > k—lz,, c’est-a -dire, comme k est positif, que
5 > 1. Cette derniere inégalité est vraie car k — 1 < k.

Solution de l'exercice 9

1. Onremarque que dans la somme initiale, chaque nombre de la forme 150—
kpour k € {1,...,50} peut étre regroupé avec 150 + k. Puisque 150 — k +
150 + £ = 2 x 150, cela ne change pas la somme de remplacer tous les
termes par 150.

2. La question précédente nous donne l'idée de regrouper dans le produit
chaque facteur de la forme 150 — &k pour k£ € {1,...,50} avec 150 — k. Le
produit initial peut donc s’écrire comme 150 fois le produit de facteurs
(150 — k)(150 + k) = 150* — k? pour k variant entre 1 et 50. En remplagant
pour tout k£ les nombres 150 — k et 150 + k par 150, on remplace (150 —
k)(150 4+ k) = 150% — k? < 1502 par 1502, et donc on augmente le produit.

Solution de I'exercice 10 D’apres les inégalités entre les moyennes, nous avons

2 b
2= 17 gx/ﬁga; —2

S =

Il v a donc nécessairement égalité entre les trois moyennes, donc a = b. D’autre
y g y

part, 2 = QTH) = 25“ = a. Finalement, a et b ne peuvent valoir que 2.
Solution de I'exercice 11 Pour cet exercice, il est utile de se souvenir que ﬁ =
1 1 . .
7 — % Ainsi
1 1
= 1-Z=
1x2 2
111
2x3 2 3
S
3x4 3 4
1 1 1
2013 x 2014 2013 2014
1 1 1

2014 x 2015 2014 2015

On remarque que, quand on somme tout, quasiment tout se simplifie et il reste
1 L _ 2014

2015 ~ 2015°
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3 jeudi 21 apres-midi : logique, Joon Kwon

Ce cours de logique pour le groupe A reprend celui du groupe B fait le mardi
19 aotit au matin. Voir chapitre III, section 2, sous-section 1 du présent polyco-

pié.
2 Groupe B : algebre

1 jeudi21 matin: Jean-Louis Tu

Polynémes
Notations et définitions de base

Un polynome est une expression de la forme ag + a; X + - - - + a, X" pour un
certain entier n € N et certains nombres ay, . . . , a,, appelés les coefficients.

Le plus grand entier m tel que a,, # 0 s’appelle le degré du polynome. Le
coefficient a,, est appelé le coefficient dominant. Un polynome est dit unitaire
si son coefficient est égal a 1.

A tout polyndme est associé une fonction polynomiale f: x — ag + a1z +
-+ 4 ap2™. Unréel x tel que f(x) = 0 s’appelle une racine du polynome.

Soient P, () deux polyndmes. On dit que @ divise P s’il existe un polynéme
R tel que P = QR.

L’équation du second degré

Considérons une équation de la forme az? + bz + ¢ = 0 d’inconnue z, avec
a, b, c fixés et a # 0. Comme

b
ar’ +br+c = a<x2—|—x—|—>
a

2a 2 2a a
b, b —dac
= a <(£C + %) - Cl2 ) )
on est amené a poser
A =b* — 4dac.

On appelle A le discriminant. L'équation az? + bz + ¢ = 0 équivaut a (z + £)? =
A

a2’

1)Si A > 0, alors az?+ bz +c = 0 équivauta v+ > = i%, ce qui se simplifie

en
b+ VA
=

2) Si A = 0, I'’équation a une et une seule solution z = ~5g°

a
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3) Si A < 0, I'équation n’a pas de solution.

Le graphe d"un polynéme du second degré est une parabole, orientée vers
le haut ou vers le bas selon le signe de a.

Le signe de A est lié au nombre de points d’intersection de la parabole avec
l’axe des abscisses.

Exercice 1 (Moscou 2001, probleme D1) Existe-t-il trois polynémes f,g,h du
second degré ayant chacun deux racines, mais tels que f +g, g+ heth+ fn’en
ont aucune ?

Solution de 'exercice 1 Oui. f(z) = 2 —1,g(z) = (x—4)*—leth(z) = (z+4)*—1.

Exercice 2 Soit f un polynome du second degré tel que I'équation f(z) = xn’a
pas de solution réelle. Montrer que I"équation f(f(x)) = = n’a pas de solution
réelle.

Solution de I'exercice 2 La fonction x — f(x) — x a un signe constant. Supposons
par exemple qu’elle garde un signe strictement positif. Alors pour tout x on a

f(f(z)) > f(x) > x,donc f(f(x)) # .

Exercice 3 (Moscou 2003, probleme C1) Existe-t-il des entiers a, b, ¢ strictement
positifs tels que les quatre équations ax? & bx + ¢ = 0 ont chacune deux racines
entieres non nulles ?

Solution de I'exercice 3 On va essayer de construire une solution avec a = 1. Né-
cessairement, b? + 4¢ doit étre le carré d’un entier. Il doit donc exister des entiers
u et v tels que u? = b* — 4dc et v? = b* + 4¢. On a alors u? + v? = 2b°.

Cette équation a une infinité de solutions, par exemple u = 1, v = 7et b = 5.
On obtient ainsi les équations z? + 5z £+ 6 = 0.

Proposition 118 (Somme et produit des racines). Considérons une équation de
la forme z? — Sz + P = 0 ou S et P sont deux réels. Supposons qu’il y ait deux
solutions distinctes. Alors S est la somme, et P est le produit des deux solutions.

S+vS2—4P S—/S2—4P
5 .

11 suffit en effet de calculer x; +x5 et ;29 Ol 21 = 5

ety =

L’exercice suivant n’a pas été traité en cours.

Exercice 4 Calculer 22 + 23 et 23 + 23 en fonction de S et de P.

Solution de I'exercice 4 Comme 22 = Sz; — P et de méme pour x5, on a 2% + 23 =
S? —2P.
Comme 2% = z,(Sz; — P) = S(Sz; — P) — Pz; = (§* — P)x; — SP,on a

23+ 23 = (S* - P)S —2SP = S* - 3SP.

Exercice 5 (Moscou 2000, exercice Al) Soient = et y deux nombres réels diffé-
rents tels que 2% — 2000z = y? — 2000y. Quelle est la valeur de z + y ?
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Solution de I'exercice 5 Soit ¢ = —2% 4 2000z, alors x et y sont les deux racines de
X2 —2000X + ¢, donc z + y = 2000.

La technique de résolution des équations du second degré permet de ré-
soudre certains types d’équations de degré supérieur.

Exercice 6 Résoudre I'équation z* — 32?2 — 1 = 0.

Solution de I'exercice 6 En posant y = 2, on obtient y = % Une seule de ces

solutions étant positive, on trouve z = =+ L;/ﬁ
Exercice 7 Résoudre I'équation z* — 42° + 322 — 42 + 1 = 0.

Solution de l'exercice 7 = = 0 n’étant pas solution, on peut diviser 1"équation par
2%, ce qui donne

1 1
2 —
(z —|—;2)—4(:C+;)+3—0.

Soity =2 +1.0Onay?—2—4y+3 =0,doncy® —4y + 1 = 0, ce qui donne
y=24+3.

Comme 2 — yz + 1 = 0, on peut retrouver z a partir de y. Le discriminant
de cette derniére équation est y* — 4, ce qui nécessite |y| > 2. La seule solution
vérifiant cette condition est y = 2 + V3.

2+v/3+/3+43
5 .

On trouve enfin x =

Exercice 8 Résoudre 1’équation cos 2z + 3cosz = 1.

Solution de I'exercice 8 Posons y = cos z, alors ’équation devient 2y* + 3y — 2 =
0, donc y = %ﬂ’. Comme —1 < y < 1, on a nécessairement y = 1/2, donc
r=+% + 2km aveck € Z.

Utilisation de la division Euclidienne

Il existe des formules pour résoudre les équations de degré 3 et 4, mais pas
en degré supérieur.

On peut cependant chercher des racines rationnelles, puis factoriser 1'expres-
sion.

Proposition 119. Soient ay, . . ., a,, des entiers, tels que a et a,, sont non nuls. Si
p et ¢ sont des entiers premiers entre eux, et si x = § est une racine rationnelle
de ag + - - - + a,z™, alors p divise aq et g divise a,,.

En effet, apq™ + - - - + a,p" = 0, donc p divise a;¢" 'p + - -+ + a,p” = —apq™.
Comme p est premier avec g, il divise ag. On raisonne de méme pour l'autre
assertion.

Exercice 9 Résoudre 2z* — 32° — 522 + 70 — 2 = 0.

Solution de l'exercice 9 On cherche d’abord des solutions entieres. Si x est une
telle solution, elle divise 2, donc z est égal a =1 ou a 2. On vérifie que = = 2 est
effectivement solution. On effectue la division Euclidienne de 22* — 32 — 522 +
Tr—2parz —2:
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20t — 323 — b’ +Tx — 2 'x—2
3 — b2+ T —2

203 + 22 —3r+1

— 322+ T —2
r— 2
0

I n’y a pas d’autre solution entiére. On cherche ensuite s’il y a des solutions
rationnelles p/q. Comme p divise 1 et ¢ divise 2, on essaye i% et on vérifie en
effet que 3 est solution. On divise le polyndme par 2z — 1, ce qui donne z+ 2 —1
dont les deux racines sont %‘/5 Finalement, les racines du polynoéme initial
sont 2, ; et %‘/‘F’

De maniere formelle, si A et B sont deux polyndmes avec B # 0, alors il
existe un et un seul couple (@, R) de polynomes tel que A = BQ + R avec
deg(R) < deg(B).

() et R s’appellent le quotient et le reste de la division Euclidienne de A par
B. Gréace a la division Euclidienne, on peut définir un algorithme d’Euclide, la
notion de PGCD de deux polynomes, établir un théoreme de Bézout, etc. Nous
n’entrerons pas dans les détails.

La division Euclidienne de polyndmes permet aussi de voir que

Théoréme 120. Soit P un polyndome de degré n. Alors P admet au plus n ra-
cines.

On raisonne par récurrence sur le degré. L'assertion est vraie en degré 0.
Supposons qu’elle soit vraie en degré n — 1. Soit a une racine de P. On effectue
la division Euclidienne de P par z — a :

P(x) = (z —a)Q(x) +b

ol b est un réel. Comme P(a) = 0,ona b = 0 donc P(z) = (z — a)Q(z). Par
hypothese de récurrence, () admet au plus n — 1 racines, donc P admet au plus
n racines.

Exercice 10 (OIM 1974, exercice 6) Soit P un polynéme a coefficients entiers de
degré n > 1. Montrer qu’il y a au plus n + 2 entiers k vérifiant P(k)? = 1.

Solution de I'exercice 10 Soit r (resp. s) le nombre de solutions de I'équation P(k) =
—1 (resp. P(k) = 1). On doit montrer que r + s < n + 2.

Comme s est le nombre de racines du polynome P(X) — 1 qui est de degré
n,onas < n,doncsir < 2alors onabienr+ s < n+ 2. On peut donc supposer
que r > 3, et de méme que s > 3.

Il existe trois entiers z; < x2 < z3 tels que P(z;) = —1 pour tout i. Comme
P(X) 4 1 admet z; pour racine, il est divisible par X — z;. Ecrivons P(X) =
—14 (X —2;)Q;(X). Comme P est a coefficients entiers, le polyndme Q;(X), qui
est le quotient de P(X) + 1 par X — z;, est également a coefficients entiers.
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Pour tout entier k tel que P(k) =1, ona (k — z;)Q;(k) = 2, donc |k — z;| < 2.
Ceci implique que z3 — 2 < k < 21 + 2 < z3. Comme de plus & # z3, on a
k € {x3 — 2,23 — 1}, donc il y a au plus deux entiers k vérifiant P(k) = 1. Ceci
contredit I'inégalité s > 3.

Croissance des polynomes

Si P et () sont unitaires et de degrés respectifs n < m, alors P(z)/Q(z) tend
vers +oo lorsque x — 0 : cela signifie que pour tout € > 0 (éventuellement tres
petit), il existe z, tel que pour tout z > z, on ait

e

Plutot que d’en donner une démonstration formelle, traitons des exemples :
Exercice 11 Trouver une constante A > 0 telle que pour tout réel z > A, on ait

< €.

$4

3 1< —2
T LS 1000000

. . 3
Solution de I'exercice 11 Si x > 1, alors 2 + 2 + 1 < ;m‘* donc on peut prendre
A = 3000000.

L'exercice suivant n’a pas été traité en cours.

Exercice 12 Donner un intervalle, le plus petit possible, contenant les racines
de

2204 1002 + 1.

Solution de l'exercice 12 Si x < 0 alors I'expression est > 1, donc x n’est pas ra-
cine.

Siz > 1002913, alors #2°™ > 100z > 100z — 1.

Si0 < x < 1/100 alors 221 100 +1 > 1— 100z > 0.

Donc les racines sont comprises dans [, 1001/20%3].

Exercice 13 Soit P un polynome P tel qu’il existe une suite (a;);>o d’entiers
distincts vérifiant P(a;11) = a; pour tout i. Montrer que P est de degré 1.

Solution de I'exercice 13 P n’est évidemment pas constant. Si P était de degré
> 2, alors il existerait A > 0 tel quesi |z| > A, ona |P(x)| > |z|.
Comme la suite (a;) est formée d’entiers distincts, il existe i tel que |a;| > A et
la;| > |ao|. Onaalors, |P(a;)| < |P(ai-1)| < --- < |P(ao)| < |P(a;)|. Impossible.
Donc P est de degré 1.

Remarque : on peut déterminer tous les polyndomes qui satisfont la condi-
tion.
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Ecrivons P(x) = ax + b. Comme P(a;) est un entier, aa; + b est un entier. De
méme aas + b est entier. Par différence, a(a; — as) est entier, donc a est rationnel
et b aussi.

Sia =1 et b est entier non nul, alors P(z) = x + b convient.

Sinon, P admet un point fixe que I'on notera c. Ona P(z) — ¢ = *_¢ pour un
certain rationnel ¢ # 1. Ainsi, a; — ¢ = ¢'(ap — ¢).

Si p est un facteur premier du dénominateur de g, alors la p-valuation de ¢’
tend vers —oo, ce qui est impossible. Donc ¢ est un entier.

D’autre part, a; — gap = (¢ — 1)c est un entier. Notons-le m. On alors P(x) =

T+m
I,
Réciproquement, si m est un entier et P(x) = "”Tm, alors la relation de récur-
rence a;, = qa; — m implique que a; est bien un entier pour tout «.
Conclusion : les solutions sont P(x) = ”Tm avec(q=1letm e Z*)ou(q € Z,

q# letm e 7).

Utilisation de changements de variables

Exercice 14 Soient a et b deux réels, et g(z) = ax + b. Déterminer les polyndmes
f tels que f(g(x)) = g(f(z)) pour tout z € R.

Solution de I'exercice 14
Premier cas : a = 1 et b = 0. Alors tout polyndme f convient.

Deuxiémecas: a = 1 et b # 0. Comme f(z +b) = f(x) + b, on montre
facilement par récurrence que f(nb) = f(0)+nb pour tout entier naturel n, donc
le polynéme z — f(bx)— f(0)—bxr admet une infinité de racines. Par conséquent,
il estnul, d’ott f(¢) = t+ f(0) pour tout ¢. On en conclut que f(x) est de la forme
f(z) = x + ¢ ol1 ¢ est une constante.

Troisieme cas: a # 1. Alors g admet un unique point fixe c (a savoir ¢ =
b/(1 — a)). On vérifie que g(x) — ¢ = a(z — ¢).

Posons y =« — cet h(y) = f(y + ¢) — c. Alors la condition f(g(x)) = g(f(x))
devient h(ay) = ah(y).

Sia # —1, alors on a h(a*) = a*h(1) pour tout entier ¥ > 1, donc y
h(y) — h(1)y a une infinité de racines. Ceci entraine i(y) = Ay pour une certaine
constante ), et finalement f(x) = ¢ + A(z — ¢).

Sia = —1, la condition s’écrit h(—y) = —h(y), c’est-a-dire que h est un poly-
nodme impair (ce qui signifie que les coefficients des termes de degré pair sont
nuls).

Exercice 15 (Moscou 2000, probleme C2) Soit f(z) = 2 4+ 12z + 30. Résoudre
V'équation f(f(f(f(f(2))))) =0.

Solution de l'exercice 15 Ona f(z) = (z+6)*—6, donc f(x)+6 = (z+6)% Posons
y = x + 6 et g(y) = y?, alors 1'équation devient g(g(g(g(g ( ))))) = 6. Ceci se
résout en y = +6'/32, donc r = —6 & 61/32,

L’exercice suivant n’a pas été traité en cours.
Exercice 16 (Moscou 2001, probléme C3) Trouver un polyndome de degré 2001
tel que P(z) + P(1 — z) = 1 pour tout z.
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Solution de I'exercice 16 Posons x = 1 +y. On cherche P tel que P(5 +y) + P(5 —
y) = 1. Soit Q(y) = P(3 +y) — 3, alors Q(y) + Q(—y) = 0. On peut prendre par
exemple Q(y) = y**, donc P(z) = 5 + (z — 3)*L

2 jeudi 21 apres-midi : Baptiste Louf
Pour commencer

On commence par un fait qui peut paraitre trivial, mais sur lequel reposent
beaucoup d’inégalités : un carré est toujours positif.

Proposition . Pour tous réels a et b, on a a® + b* > 2ab, avec égalité ssi a = b.

Démonstration. En soustrayant le membre de droite et en factorisant, on voit
que l'inégalité est équivalente A (a—0)? >0,ce qui est bien sA»r vrai, et on
remarque le cas d’égalité. O

Corollaire (Inégalité arithmético-géométrique). Si x et y sont des réels positifs,
alors X > | /zy avec égalité ssi z = y.

Démonstration. Appliquer la propriété ci-dessus aveca = \/zetb=,/y. O
Exercice 1 Montrer que 52° + y* + 1 > 4ay + 2z.

Solution de I'exercice 1 Ramenons tout A gauche : 522 + 32 — day — 2z + 1 > 0.

On remarque que le membre de gauche se termine par —2z + 1, ce qui rappelle
fortement (v — 1)? = 22 — 22 + 1. L'inégalité est donc équivalente A 422 + y2 —
4xy + (x — 1)2 > 0. On factorise A nouveau, on obtient (22 — y)? + (z — 1)2 > 0.

. . 2 2 2
Exercice 2 Soient z,y, z > 0. Montrer =t S+ EZ >+ =+ 2.

Solution de l'exercice 2 On a %(§+£) >z, %(£+£) > et %(é‘F%) > 2,d’'ou

22 22 x2 x2 y

le résultat.

Théoréme (Inégalité arithmético-géométrique). Soit n entier et (ay, - - , a,) des
réels positifs. Alors “F=+ > (gya,- - an)%, avec égalité ssi tous les a; sont
égaux.

Corollaire (Casn=3). Soient a, b, c des réels positifs. Alors < > abc.
Exercice 3 Soient a, b, c,d > 0 tels que abed = 1. Montrer a® + b* + ¢* + d* + ab +
ac+ ad + be+ bd + cd > 10

Solution de I'exercice 3 Direct en appliquant 'TAG.

Exercice 4 Soit n entier et (ai,--- ,a,) des réels positifs dont le produit vaut 1.
Montrer [T, (2 + a;) > 3".

Solution de l'exercice4 Ona 2+ a;, = 1+ 1+ a; > 3{/a; d’apres IAG. D’ou le

162



IV. DEUXIEME PERIODE 2. GROUPE B : ALGEBRE

résultat.

Exercice 5 Soient,y, 2 > O tels que v +y+2 = 1. Montrer (1+3)(1+)(1+3) >
64

Solution de l’exercice5 Posons P = (1 + 2)(1 + i)(l +1)etqg= \/% OnaP =

—|— + +— —|— —|— +Iyz+1 Ord’a presl’IAG + + > 3qet 1—1—;—1—%236]2

DoncP 2 q +3q +3¢+1=(¢+1)>Orona x+y+z > ¥ryz donc ¢ > 3. D’our
P > 64.

Cauchy-Schwarz

Théoréme . Soit n entier et (ay,--- ,a,) et (by,- - ,b,) deux n-uplets de réels (pas
nécessairement positifs). Alors (af +---+a2)(bf +---+b2) > (a1by +- -+ biby,)?
avec égalité ssi il existe un A réel tel que a; = Ab; pour tout i ou bien b; = 0 pour
tout i. On dit alors que les deux n—uplets sont colinéaires.

Démonstration. Soit A = (a? +- + a,%)(b2 o+ b2) et B = (aihy +---+bib,)%
Alors A — B = Y1, a7b; + X4 a7b ny fb? 23 1<icj<n Gi0;bib;

= Yicicjen(aib] + ajb7 — QaZanij)

= Zl§i<j§n(aibj - ajbi)2

>0

avec égalité si et seulement si les deux n-uplets sont colinéaires. O

Exercice 6 Soitn entieret (ay,--- ,a,) > 0. Montrer (a;+- - -—I—an)(é%—- L) >
2

n.

Solution de I'exercice 6 D’apres Cauchy Schwarz, (a; + -+ + an) (3= + -+ ) >
(Xi=1"Vaiz=)? =n’

Théoréme (Inégalité arithmético-quadratique). Soit n entier et (aq, - - ,a,) des
) " 1+ +a ai+---+a, NP
réels positifs. Alors ——— " < |/ ———" avec égalité ssi tous les q;

) n n
sont égaux.

Démonstration. II suffit d’appliquer Cauchy-Schwarz en posant b, = 1 pour
tout 1. O
Exercice 7 Soient a, b, c des réels positifs avec ab+bc+ca = 1. Montrer a+b+c >

V3

Solution de 'exercice 7 On a (a+b+c)* = a*+b*+c*+2(ab+be+ca) = a>+b*+c*+4-2
D’apres I'TAQ, a® + V* + ¢* > (“+b+c .Donc (a + b+ ¢)* > M + 2, donc
Aottt > 9 D'otia+ b+ ¢ > /3.
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Réordonnement

Il vaut mieux avoir des bonnes notes dans les matieres A gros coeffs et des
mauvaises notes dans les matiéres A petits coeffs que l'inverse. Il existe une
inégalité qui traduit cela.

Théoréme (Inégalité du réordonnement). Soit n entier et (a1 > ay > -+ > a,,) et
(by > by > --- > b,) deux n-uplets de réels (pas nécessairement positifs). Alors
ai1by +agby+- - - +anby, > a1bs1) +a2bs2) + - -+ apbo(ny > arb, +agby 1+ +aby

pour toute permutation o de 1, -- , n.
Démonstration. On va prouver la premiere inégalité. Procédons par récurrence

sur n.
Pourn = 2, ona a1b1+a2b2—a1b2—a2b1 = (ag—al)(bg—b1> Z 0, dOHC a1b1+a2b2 Z
a1by + ash;.

Supposons la propriété vraie pour n — 1.

Soit k I'entier tel que o (k) = 1. Alors a1by + axby1)y > a1by(1y + axby car by1y > by.
Donc a1by(1) + a2bs2) + - -+ + anbon) < a1by + agbs2y + -+ - + agbo1y + - - + anbo(n)-
Or d’aprés 'hypothése de récurrence, asby2) + - -+ + apbo) + -+ + Apbom) <
agby + -+ + apby,. Donc ayby + agby + - - - + apby, > a1bs) + a2bsa) + - - + Apbon).
On a donc démontré ce qu’on voulait.

Pour la deuxieme égalité, il suffit d’appliquer la premiére en remplagnt b; par
—b;. O
Exercice 8 Soient (a4, --- ,a,) des entiers strictement positifs tous distincts. Mon-

1
trer 320 5 > Xho1 1

Solution de I'exercice 8 D’apres le réordonnement, la somme est minimale si la
suite (ay,) est croissante. Donc a;11 > a; + 1. Or a; > 1 donc par récurrence im-
médiate a; > ¢ pour tout i. Donc % > %, d’ou le résultat.

Théoréme (Inégalité de Chebyshev). Soit n entier et (a; > ay > --- > a,) et

(by > by > --- > b,) deux n-uplets de réels (pas nécessairement positifs). Alors
aiby + azby + -+ -+ a,by > art+az+---+a,by+by+---+0by > arby + agbp—1 + -+ a,by

n n n n
Démonstration. Il suffit d’appliquer le réordonnement A toutes les permuta-

tionsde 1,--- ,n, puis de sommer. O

: : a b c 3
Exercice 9 Soient a, b, c > 0. Montrer T o T am 23

Solution de ’exercice 9 Par symétrie, supposons a > b > c. Alors d’apres Cheby-
a b c 1 1 1 1
SheV’ b+c + cta + a+b = §<a +b+ C)(b-‘rc + cta + a-‘rb)

Donc ;4 + 2=+ 5 > L(b+ o)+ (c+a)+ (a+) (5 + =2 + 3)

164



IV. DEUXIEME PERIODE 3. GROUPE C : POLYNOMES

Donc, en appliquant Chebyshev au membre de gauche, on obtient :

a 4 b 4 ¢ 59_3
b+c+c+a+a+b26_2'

3 Groupe C: polyndmes

1 jeudi 21 matin : Igor Kortchemski

Opérations sur les polynomes On commence par définir la notion de poly-
nome et voir quelques propriétés.

Définition . Une fonction P de R dans R est appelée polyndme a coefficient
réels (abrégé en polyndme dans ce qui suit) s’il existe desnombres réels ay, . . . , a,
tels que pour tout z € R :

P(z) =ao+ a1z + - + a,z”.

On verra plus tard (Corollaire ) qu'un polyndme a coefficients réels s’écrit de
maniere unique sous cette forme. Si a,, # 0, on dit que le degré de P, noté deg P,
vaut n. Dans ce cas, a,, est appelé le coefficient dominant de P. On décrete que
le degré du polyndme nul est —oc. Si le coefficient dominant de P vaut 1, on dit
que ce polynome est unitaire. On note R[.X| 'ensemble des polyndmes a coef-
ficients réels. De méme, on note Q[X] 'ensemble des polynomes a coefficients
rationnels et Z[X| 'ensemble des polynomes a coefficients entiers.

Dans ce qui suit, nous ne ferons pas de distinction entre polynéme et fonc-
tion polynomiale associée. Il faudrait la faire en toute rigueur, mais plutot que
de rendre l'exposition abstraite, nous préférons insister sur les idées sous-jacentes.
Voir I'appendice situé a la fin du cours pour plus de détails.

On notera indifféremment P(z) ou P(X) ou encore P.

Exemple . La fonction P(r) = /2 — 2z + 722 est un polyndme de degré 2 de
coefficient dominant 7. La fonction Q)(z) = |z| n’est pas un polyndéme (pour-
quoi?).

Remarque . Par convention, le degré du polynome nul est —co. Ainsi, les poly-
nomes de degré zéro sont exactement les fonctions constantes non nulles.

Proposition . Soient P, () deux polyndmes. Alors P+ (@ et P x () sont également
deux polyndomes.

Preuve. Pour P + @ il suffit d’utiliser le fait que az’ + B2 = (« + 3)z* pour un
nombre réel z, et pour P(z) x Q(z), il suffit de développer le produit. O
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Exemple . Pour tout réel a et tout entier positif n, P(z) = (x — a)" est un poly-
ndome de degré n.

Proposition . Soient P, () deux polynomes. Alors deg(P+()) < max(deg P, deg Q)
et deg(P x Q) = deg P + deg ) (avec la convention —oo + a = —oo pour que cet
énoncé soit valable sil'un des deux polyndmes est nul).

Preuve. On vérifie aisément que deg(P + @) = deg P si deg P > deg (@, que
deg(P+ Q) = deg Q si deg @ > deg P et que sideg P = deg Q, alors deg(P+ Q) <
deg P. Il peut cependant ne pas y avoir égalité (prendre par exemple P(z) = z?
et Q(x) = —z?).

La deuxieme partie de la proposition découle du fait que si a,, est le coef-
ficient dominant de P et b,, est le coefficient dominant de (), alors a,b,, est le
coefficient dominant de PQ. m

Le résultat crucial suivant permet de montrer 1'unicité de l'écriture d"un po-

lynéme :

Théoréme . Soit P(z) = ap + a1z + - - - + a,2™ un polynéme a coefficients réels
tel que P(z) = 0 pour tout z € R. Alors ap =a; = --- = a, = 0.

Preuve. Raisonnons par l’absurde, est supposons que P(z) = ayz® + a2 +
-+ a2 avec k > 0 et a; # 0. Comme pour tout € R* ona P(z) = 0, en
divisant par z* on en déduit que a; + zay,q + - - - + a,z"F = 0 pour tout z € R*.
En faisant tendre x vers 0, on en déduit que a;, = 0, ce qui est absurde. [l

Corollaire . Soient ag, ay, ..., a,etby, by, ..., b, des nombres réels tels que a,, # 0
et b,, # 0. On suppose que pour tout nombre réel z :

ag + a17 + agx® + - - apr™ = by + by + -+ byr™.
Alors m = neta; = b; pour tout 0 <i < m.

Preuve. Soit P(x) = ag + a1z + aga® + - - a 2™ — (bg + bix + -+ - + bya™), qui est
un polyndme a coefficients réels tel que P(z) = 0 pour tout x € R. Le résultat
découle alors du théoréme précédent. O

Division euclidienne et racines Dans cette partie, notre but est d’expliquer
en quoi la connaissance des racines d"un polyndéme P, c’est-a-dire des éléments
z tels que P(z) = 0, donne des informations sur P. On commence par montrer
qu’il existe une notion de division euclidienne de polyndémes tres similaire a
celle des entiers.
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Division euclidienne de polynémes
Ici, et dans tout ce qui suit, K désigne Q ou R.

Théoréme . Soient P,U € K[X]|avecdegU > 1. Alors il existe un unique couple
de polynomes @, R € K[X] tels que :

P=QU+R et deg(R) < deg(U) — 1.

Preuve. Pour l'existence, on applique l'algorithme vu en cours en abaissant a
chaque étape le degré de P. Plus précisément, on pose Fy = P et () = 0. On
commence a l'étape 0 et voici ce qu’on fait a I'étape k : notons dj, degré de P et ¢y,
son coefficient dominant. Notons également n le degré de U et u,, son coefficient
dominant. Si deg(P;) < deg(U) — 1, on arréte 1’algorithme en prenant () = @), et
R = P. Sinon, on pose :

Py = Ly, — &Xdk_nU et Qi1 = Qr + Gk xdi—n.

Unp, Un,

On passe ensuite a 1'étape k + 1. L'algorithme se termine bien car le degré de P
est au plus deg P — k, et les polyndmes () et R donnés par I’algorithme vérifient
les conditions requises.

Pour I'unicité, supposons par 1’absurde qu’il existe deux tels couples @), R et
Q',R'. Alors QU + R = Q'U + R'. En particulier, ) # @, car sinon on a aussi
R = R'. Cela implique également :

U(Q-Q)=R —R.

Or, d’apres la proposition , le degré du terme de gauche et supérieur ou égal
a celui de U et celui de droite est inférieur ou égal a deg(U) — 1, ce qui est
contradictoire et conclut la démonstration. ]

Exemple . La division euclidienne de X° —3X?+2X + 1 par X®+3X?-2X —1
est:

X°—3X 42X +1=(X*-3X+8)(X*+3X*>—2X — 1)+ (—29X> + 15X +9).

Remarque . La division euclidienne telle quelle est fausse pour des polynomes
a coefficients entiers. Par exemple, il n’existe pas de Q € Z[X] tel que 32* + 1 =
Q(z)(2z + 1) (comparer les coefficients dominants). En revanche, en reprodui-
sant la démonstration précédente, si P, U € Z[X| et que le coefficient dominant
de U est 1, alors si deg U > 1, il existe il existe un unique couple de polynomes
Q, R € K[X] tels que :

P=QU+R et deg(R) < deg(U) — 1.
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En effet, dans la preuve précédente, il a fallu diviser par « u, ». Or, lorsqu’on
divise par des éléments de Z, on ne reste pas dans Z. Ceci explique un peu
d’ailleurs pourquoi la théorie des polyndmes a plusieurs variables est plus com-
pliquée que celle des polyndmes a une variable. En effet, on peut par exemple
voir les polyndmes réels a deux variables comme les polyndmes en y a coeffi-
cients dans R[X]. Mais, de méme que dans Z, tous les éléments de R[.X] ne sont
pas inversibles.

Définition . Soient P, () € K[X]avec P non nul. On dit que P divise () s'il existe
R € K[X] tel que ) = PR.

Ainsi, P divise @ si le reste de la division euclidienne de () par P vaut 0.

Exemple . Trouvons le reste de la division euclidienne de A(z) = 22°1* + 2013
par B(z) = x — 1. Par division euclidienne, on écrit A(z) = Q(z)B(x) + R(z)
avec R(z) un polynome de degré au plus 0. Ainsi R est un polyndme constant
qu’on notera c. Autrement dit, A(x) = Q(x)B(z) + c et il nous reste a trouver la
valeur de ¢. Prenons x = 1: A(1) = Q(1)B(1) + ¢. Or B(1) = 1. On en déduit
que c = A(1) = 2014.

Exercice 1 Trouver le reste de la division euclidienne de 2'% —22°* 41 par 22 — 1.

Racines et factorisation de polynomes

Nous voyons ici que la connaissance des racines d'un polynéme permet de
le factoriser. Rappelons que K désigne R ou Q.

Définition . Un élément © € K est appelé racine d'un polynéome P € K[X] si
P(x) =0.

Exemple . Le polynome réel X* — 1 a deux racines réelles, qui sont 1 et —1.
Le polyndme X? + 1 n’a pas de racine réelle. Le polyndme réel X? — 2 a deux
racines réelles, mais le polyndme a coefficients rationnels X? — 2 n’a pas de

2012

racines rationnelles car /2 est irrationnel. Si a € K, le polyndme (X — 1)2"12 est

de degré 2012 mais n’a qu'une seule racine qui est 1.
Le théoreme suivant est tres important et doit étre connu.

Théoréme . Soient P € K[X] et a € K. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1. a est racine de P, autrement dit P(a) = 0.
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2. Il existe un polynome @ € K[X] tel que:
P(z) = Qz)(z - a).

Preyve. 1l est clair que le deuxieme point implique le premier. Quant a la réci-
proque, le point clé est d"utiliser la division euclidienne. En effet, supposons que
P(a) = 0. Ecrivons alors la division euclidienne de P par X — a sous la forme
P(z) = Q(z)(z — a) + R(z) avec R un polyndome de degré au plus 1 — 1 = 0.
Ainsi, R est un nombre réel, noté c. Bref, P(z) = Q(z)(z — a) + ¢. Evaluons cette
quantitét en z = a : 0 = P(a) = Q(a)(a — a) + c¢. Donc ¢ = 0, ce qu’on voulait
démontrer. O]

Théoréme . Soit n > 0 un entier. Un polyndme de K[X| de degré n a au plus n
racines différentes dans K.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est vrai car par dé-
finition un polynome de degré 0 est une constante non nulle. Soit n > 1 et
supposons le résultat acquis pour tous les polyndomes de K[X] degré n — 1. Soit
alors P € K[X] de degré n. Si P n’a pas de racines dans K, il n’y a rien a faire.
Sinon, soit @ € K une racine de P. D’apres le théoreme précédent, on peut écrire
P(X) = (X —a)R(X) avec R € K[X] un polynome de degré n — 1, qui par hy-
pothese de récurrence a au plus n — 1 racines différentes. On en déduit que P a
au plus n racines différentes. O

Remarque . Il existe des polyndmes qui n’ont pas de racines réelles, par exemple
P(z) = z* + 1. En revanche, un polyndome P a coefficients réels et de degré im-
pair a au moins une racine réelle. En effet, soit ¢ son coeffictient dominant. Alors
P(x) — 400 quand © — oo et P(z) — —oo quand ©# — —oo lorsque ¢ > 0 et
P(x) - —oo quand © — oo et P(x) — +oo quand x — —oo lorsque ¢ < 0.
Le polyndme P doit donc forcément couper quelque part ’axe des abcsisses
(en termes rigoureux, c’est une conséquence du théoreme des valeurs intermé-
diaires appliqué a la fonction continue P).

Ce théoreme important implique quelques corollaires donnant une informa-
tion concernant le polyndme sachant quelque chose sur ses racines.

Corollaire . Soit n > 0 un entier. Soit P € K[X] un polynome de degré au plus
n ayant au moins n + 1 racines. Alors P est le polyndme nul. En particulier, un

polyndme ayant une infinité de racines est forcément le polynéme nul.

Preyve. 1l suffit de dire que si P n’est pas le polyndme nul, alors d’apres le théo-
reme précédent il a au plus deg(P) < n racines. O
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Corollaire . Soit P(z) = ag + a1 + - - - + a,2™ € K[X] un polyndome de degré n.
On suppose qu’il a n racines différentes 4, ..., 7, € K. Alors :

P(x)=ay(x—r)) - (x —1p).

Preuve. Soit Q(X) = P(x)—a,(z—r1) -+ (x—ry,) € K[X]. Ce polyndme admet au
moins n racines différentes (r4, ..., 7,), et on voit qu’il est de degré au plus n — 1
(le terme a, 2" se simplifie dans la soustraction). D’apres le corollaire précédent,
() est le polyndme nul. O

Corollaire . Un polyndme de degré n ayant n + 1 racines est nul. Ainsi, un
polyndme ayant une infinité de racines est forcément le polynéme nul.

Exercice 2 En utilisant le corollaire précédent, retrouver le fait que Q(z) = |z|
n’est pas un polyndme.

Exemple . Soit P un polynéme de degré 2013 vérifiant P(k) = k pour k =
1,2,...,2013 et P(0) = 1. Trouvons P(—1).

Le polyndme P(z) — z est de degré 2013 et admet 2013 racines qui sont k& =
1,2,...,2013. On a donc forcément

Plz)—z=c-(x—1)(x—2)---(z — 2013)
avec ¢ un nombre réel. En évaluant en = = 0, il vient 1 = P(0) = —c - 2013!, de
sorte que ¢ = —1/2013!. D’ot1

2014!
2013!

Pour conclure cette partie, prouvons la propriété utile suivante en identifiant

= 2013.

P(-1)= -1+

les coefficients.

Proposition . Soit P un polynome tel que P(x)? soit un polyndme en z? (c’est-
a-dire qu’il existe un polynéme R tel que P(z)* = R(z?). Alors il en est de
méme de P(z) ou de P(x)/z (c’est-a-dire qu’il existe un polynéme () tel que
soit P(x) = Q(z?), soit P(z) = zQ(z?)).

Preuve. Ecrivons P(x) = apa™ + ap_12" ' + -+ + ayx + ag avec a,, # 0. Comme
P(z)* = R(2?), le coefficient devant z*"~! dans P(z)?, a savoir 2a,a,,_1, est nul.
On en déduit que a,_; = 0. De méme, le coefficient devant 2**~% dans P(z)?,
a savoir 2a,a,_s, est nul. On en déduit que a,,_3 = 0. De méme, on obtient que
Ap—op—1 = 0 pour n — 2k — 1 > 0. Le résultat en découle. [l

Pour illustrer cette propriété, on pourra chercher 1'exercice suivant.

Exercice 3 Trouver tous les polyndmes P € R[X] tels que 16P(2?) = P(2z)?.
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Racines multiples et polynéme dérivé

Doit-on dire que le polyndme P(z) = (x — 1)" a une seule racine, ou bien n
racines qui sont les mémes ? Pour ne pas faire de confusion, nous traitons le cas

des racines multiples.

Définition . Soient P € K[X],a € K et un entier m € N*. On dit que «a est
racine de multiplicité m de P s’il existe ) € K[X] tel que P(z) = (z — a)"Q(z)
et Q(a) # 0.

Il se trouve qu’on dispose d'un critere assez pratique permettant de recon-
naitre une racine multiple.

Définition . Soit P = ag + a1z + - - + a,2" € K[X]. On définit le polynome
dérivé P’ par P'(z) = a1 + 2asx + - - - + na,z™ .

La proposition suivante, réminiscente des propriétés de 'opérateur de dé-
rivation sur les fonctions réelles dérivables, est fondamentale. On laisse sa dé-
monstration au lecteur.

Proposition . Pour P, € K[X],ona:
(PQ) = PQ' + P'Q.

Proposition . Soient a € K et n > 1 un entier. Soit P(z) = (z — a)". La dérivée
de Pest P'(x) = n(z —a)" .

Preuve. Prouvons cela par récurrence sur n. Pour n = 1, le polynéme dérivé de
xr — a est bien 1. Supposons le résultat acquis au rang n, montrons-le au rang
n+1.Soit Q(z) = (z —a)"**. En écrivant (z — a)"™' = (z —a)(z — a)", on obtient

Q) =(r—a)"+(x—a)((z—a)").

Donc par hypothese de récurrence, Q'(z) = (z —a)"+ (x —a) - (n —1)(z —a)" =
n(z — a)". Ceci conclut la récurrence et la preuve de la proposition. O

Théoréme . Soit P € K[X] et a € K tel que P(a) = 0. Alors « est une racine
multiple de P si, et seulement si, P'(«) = 0.

Preuve. Dans le sens direct, écrivons P(z) = (r — a)™Q(z) avecm > 2 et () €
K[X]. En dérivant cette expression, il vient P'(z) = m(z — @)™ 'Q(z) + (z —
a)™Q)'(z). En prenant = «, on conclut que P'(«) = 0.

Pour la réciproque, supposons que F'(a) = 0 et raisonnons par 1’absurde
en supposant que « soit une racine non multiple de P. Alors P s’écrit P(x) =
(x —a)Q(z) avec Q(a) # 0 (si Q(«) = 0, d’apres le théoreme , on pourrait écrire
P(z) = (x — a)?R(X)). En dérivant cette expression, il vient P'(z) = Q(z) + (z —
a)Q)'(z). En prenant x = «, il vient P’(a) = Q(«) # 0, ce qui est absurde. O
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Exemple . Soit n > 1 un entier et montrons que (X +1)? divise P(X) = X424
2X?"*t1 4 1. D’apres le théoreme , il suffit que —1 est racine double de P. Ceci
découle aisément du fait que P(—1) = 0et P/(—1) = 0.

Remarque . Si P'(«) = 0, cela n'implique pas que « soit racine multiple (ou
racine tout court!) de P. Il faut en effet s’assurer que P(«) = 0 pour utiliser le
corollaire précédent. Par exemple, si P(z) = 2> —2, on a P'(z) = 2z, mais 0, bien
que racine de ', n’est pas racine de P.

Remarque . Soient P € K[X] et a € K. Pour un entier k¥ > 1, notons P%) le
polynome P dérivé k fois. Soit n > 1 un entier. Plus généralement, on peut
démontrer par récurrence sur n I'équivalence

P(a)=0,P'(a)=0,...,P™(a) =0 <= (z — a)" divise P.

Exercices d’application

Exercice 4 Trouver les réels a, b tels que (z — 1)? divise az* + ba® + 1.

Exercice 5 Trouver tous les polyndmes P € R[X] tels que pour tous réels z,
P(2z) = P'(x)P"(x).

Exercice 6 Soit P(z) = ag+a1x+- - -+a,z™ € R[X] qui possede n racines réelles
différentes. Montrer que pour tout z réel, P(z)P"(z) < P'(z)?. En déduire que
pourl <k <n-—1,a, 10541 < aj.

Exercice 7 (Oral ENS 2009) Soit P € R[X] de degré n > 1. On suppose que
toutes les racines de P sont réelles. Montrer que (n — 1) (P'(z))* > nP(x)P"(x)
et déterminer les cas d’égalité.

Interpolation

Ftant donnés un nombre fini de points du plan, existe-t-il un polynome tel
que que sa courbe représentative passe par ces points? Trouver un tel poly-
nome, c’est résoudre un probleme d’interpolation.

Théoréme . Soient aq,...a, et by,...,b, des nombres réels (avec les a; deux a
deux distincts). Alors il existe un unique polynéme P de degré n — 1 tel que
pour tout i, P(a;) = b;.

Preuve. Montrons d’abord 1'unicité en considérant P, ) deux polynomes véri-
tiant les conditions de 'énoncé du théoreme. Alors le polyndme P — () est de
degré au plus n—1, qui admet au moins n racines différentes, a savoir a,, . . . , ay.
I est donc nécessairement nul.
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Quant a I'existence, pour 1 < i < n, introduisons les polyndmes suivants,
appelés polyndmes d’interpolation de Lagrange :

r — a;
j=1g#i Y 4

L'intérét est que pour tout j différent de i, L;(a;) = 0, alors que L;(a;) = 1. On
en déduit aisément que le polynome :

convient. O

Ainsi, un polynéme de degré n est complétement déterminé par les images
de n + 1 points distincts.

Exercice 8 Soient aq,...a, et by,...,b, des éléments de K (avec les a; deux a
deux distincts). Trouver tous les polynomes P € K[X] tels que P(a;) = b;.

Exercice 9 Trouver tous les polyndmes a coefficients complexes P tels que pour
tout rationnel ¢, P(q) est rationnel.

Exercice 10 On définit les polyndmes de Hermite comme suit : H, = 1 et pour
n>1,H,(z)= LTI (X — k).

1. Vérifier que pour tout k € Z, H, (k) € Z.

2. Trouver tous les polynomes P € C[X] tels que pour tout £k € N, on a
P(k) € Z.

3. (i) Calculer, pour des entiers j < k la somme :

Indication. On pourra écrire X* = (X + 1 — 1)~

(if) Soit (u;) une suite de nombres réels. Montrer que les deux conditions
suivantes sont équivalentes :
1. Il existe P € R[X] tel que, pour tout j € N, ona u; = P(j).
2. Il existe un entier positif n tel que pour tout entier i > n + 1, on a

i(—w*j <Z> uj = 0.

=0 J
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Cas des polyndmes a petit degré

Nous maintenant quelques applications des résultats précédents, parfois sous
la forme d’exercice corrigé.

Proposition . Soient b, c deux nombres réels. On souhaite connaitre le nombre
de réels z tels que 2% + be+ ¢ = 0. Soit A = b* — 4c¢, appelé le discriminant. Alors :
1. SiA < 0,iln’y a pas de solution.
2. Si A =0, ily a une seule solution qui est —2.
3. Si A > 0, il y a exactement deux solutions, qui sont :

—b+/b%2 —4c ot —b—Vb? —4c
2 2 )

Preuve. 1'idée est de se ramener au cas b = 0 en écrivant 22+ bz + ¢ sous la forme
suivante, dite forme canonique :
b2

b
2 2
b — - - T .
x4+ br+c (x+2) +c

L’intérét réside dans le fait que = n’intervient qu’une fois dans la nouvelle ex-
pression. Cette forme rend trés souvent de précieux services et est a retenir.

Ainsi, 22 + bz + ¢ = 0 si, et seulement si, (z + 3)2 = % — c. Ainsi, un carré étant
positif, si % —c=A/4 <0,iln’y a pas de solution, d’ou ? le premier point. D’un
autre coté, si A > 0, alors (z + 3)2 = % — ¢ si, et seulement si :
+ b » ou + b o
T+ - =4/——c T+ =———cC
2 4 2 4
On en déduit les points 2. et 3. O

Exemple . Le polynéme P(z) = 22 + z + 1 a un discriminant égal a8 —3, etn’a
donc pas de racine réelle.

Exercice 11 Soient a,b,c € R, avec a # 0, et considérons le graphe de la fonction
P(z) = az® 4+ bx + c. Montrer qu’en faisant une homothétie et une translation,

on peut obtenir le graphe de la fonction Q(z) = 22

Remarque . Il s’ensuit qu’étant donné un polynéme de degré 2, on peut aisé-
ment dire s’il a des racines réelles, et le cas échéant donner leur expression. Ceci
est tout a fait remarquable : on peut montrer qu’il existe des polynomes de de-
gré 5 dont les racines réelles ne s’expriment pas en utilisant des racines carrées,
cubiques, etc. Cependant, si P(z) est un polynome de degré 3 et si on trouve
une racine évidente a (par exemple a = 1,2, -1, -2, ...), alors on peut effectuer
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la division euclidienne de P par x — a. On en déduit qu’il existe (), un polyndme
de degré 2, tel que P(x) = Q(z)(x — a). Mais () est de degré 2, et ce qui précede
s’applique. La moralité de ceci est que si on trouve une racine évidente d'un
polyndme de degré 3, alors on arrivera a connaitre toutes ses racines. A titre
d’illustration, on pourra chercher I’exercice suivant.

Exercice 12 Trouver tous les nombres réels x, y, z vérifiant :

i (x 4+ 1)yz =12
{ (y+1)zx =4
:\ (z 4 1)ay = 4.

Polyndmes symétriques élémentaires Dans cette partie, nous nous intéres-

sons aux liens unissant les coefficients d’'un polyndme a ses racines.

Relations de Vieéte

Proposition (Relations de Viete). Soit P(z) = ax? + bx + ¢ un polyndome réel
de degré 2 (avec a # 0) ayant z; et z; comme racines réelles. Alors 212, = £ et

b
21 +ZQ =~

Preuve. D’apres le corollaire , on a P(x) = a(x — z1)(x — 22). En développant le
terme de droite et en identifiant les coefficients, on trouve les égalités annoncées.
U

Ces relations sont utiles car elles expriment les coefficients du polynéme en
fonction des racines. A ce titre, on cherchera I’exercice suivant.
Exercice 13 Trouvez toutes les valeurs du parameétre a pour que 1’'équation

ar® — (a+3)z+2=0
admette deux racines réelles de signes opposés.

Définition . Soit n > 1 un entier. Soient zy, ..., 2z, € K. Pour 1 < k < n, la k-iéme
fonction symétrique élémentaire est par définition
or(21, ..., 2n) = Z Ziy Zigs
1<y < <ip<n
Lorsque les éléments zi,.. ., 2, sont sous-entendus, pour simplifier on notera
parfois o, au lieu de oy (21, . . ., 2,).
Ainsi, par exemple, pour n = 3, 0na 01 = 21 + 23 + 23, 02 = 2122 + 2123 + 2223

et o3 = 212923.

175



IV. DEUXIEME PERIODE 3. GROUPE C : POLYNOMES

Proposition (Relations de Viete dans le cas général). Soit P(z) = a,2"+a,_12" '+
-+ amx + ap € K[X] avec a,, # 0. On suppose que P adment n racines

21, ..., 2, € K comptées avec multiplicité (c’est-a-dire que si z est racine d’ordre
k, z apparait k fois dans la liste z1, ..., 2,,). Alors, pour tout entier 1 < k < n,
An—k
Uk(zl7 SRR Zk) = (_1)’6”7
an

Autrement dit,

n n

ZZi:_an_17 Z ZiZj:_an_2,-~-7H2i:<_1)n@'

i=1 (n  1<i<j<n an i=1 Qn

Preuve. D’apres le Corollaire ,on a P(z) = an(x — 21) - - - (z — 2,). Or, dans le dé-
veloppement de a,,(z —z1) - - - (v — 2,,), on voit aisément que le coefficient devant
2" % vaut (—1)*a,04(21, . .., 21). Or ce coefficient vaut aussi a,,_;. Le résultat en

découle. O

Exemple . Cherchons tous les nombres réels z, y, = tels que
r+y+z=17, ry +yz +xz = 94, ryz = 168.

D’apres les relations de Viete, z,vy, 2z sont racines de P(x) = z* — 172 +
942 — 168 = 0. Cherchons des racines “évidentes” de P. Il est naturel de d’abord
chercher des racines entiéres, qui sont forcément des diviseurs de 168 (pour
tester si par exemple 2 est racine, on effectue la division euclidienne de P pa
r—2eton regarde si le reste est nul). On remarque que r = 4 est racine, et sans
difficulté on trouve que =z = 6 et x = 7 sont racines du polyndéme P(z)/(z — 4).
Ainsi, les solutions (z, y, z) sont les six permutations possibles de (4,6, 7).

Remarque . Les fonctions o1 (21,...,2,),...,0n(21, ..., 2,) sont appelés fonctions
symétriques élémentaires des z;. Symétriques, parce qu'une permutation des z; laisse
les oy invariants. Elémentaires, parce qu’on peut montrer que toute expression
symétrique en n variables peut s’exprimer polynomialement a 1'aide de ces
fonctions symétriques élémentaires. Plus précisément, si P(z1, ..., z,) est un po-
lyndéme a n variables (on laisse le lecteur imaginer ce que c’est) tel que pour
toute permutation o de {1,...,n} onait P(z,...,2,) = P(2,),-- -, %0(n)), alors
il existe un polynome a n variables R tel que P(z1, ..., 2,) = R(01(21,-..,2n), .-, 0n(21, .- -, 2Zn))-

Exemple . En notant 0y = 21 + x3 + 23, 03 = 129 + 2123 + To3 et 05 = x1x973,
ona:

3 3 3 3
.T]_ +IK2 +.1'3 - 01 — 30102 + 303.
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Bref, lorsqu’on a affaire a des quantités symétriques, il peut étre parfois ju-

dicieux de faire intervenir les fonctions symétriques élémentaires associées.

Exercice 14 Soit P € R[X] non nul. Montrer que les sommes des racines com-
plexes de P, P’ ..., P"~Y (o P("~Y désigne le polyndme P dérivé n — 1 fois)

forment une suite arithmétique.

Exercice 15 Trouver tous les réels x, y vérifiant 2° 4 y° = 33 et x +y = 3.

Relations de Newton

Nous allons voir que des sommes symétriques particulieres (sommes des
puissances k-iémes) peuvent s’exprimer assez simplement grace aux fonctions
symétriques élémentaires.

Théoréme (Relations de Newton). Soit n > 1, et notons o4, . .., 0, les fonctions
symétriques élémentaires de (21, 2,...,2,). Notons Sy = of + .- + oF pour
k > 0. Alors, pour tout entier £ > 1,

k—1
S (1) 0, Sk + (—1) ko = 0, (IV.12)

r=0

avec la convention oy = 1 et 0, = 0 quand r > n.
Ainsi, a titre d’illustration, pourr =1,2,...,n:

Sl — 01 = 0
52—0151—|—20'2 =0
53—0'152+0'251 —30'3 =0

Sy — 0181+ + (D" 018 + (=1)"no, = 0
etpourr >n:

Sr - 0'157:,1 -+ O'QST,Q + 4 (—1)nO'nSr,n =0.

Remarque. Si zy, .. ., 2, sont les racines du polynéme P(z) = a,a" + a,_12" ' +
<o« 4+ ajx + ag, alors pour tout entier k>0:

anSk+n + an—lsk—l—n—l + an—QSk-l—n—Q + -+ GOSk = 0.

En effet, il suffit d’écrire que 2§ P(21) + - - - 28 P(z,) = 0. Les formules de Newton
sont donc tres facilement établies lorsque & > n.
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Par ailleurs, en réécrivant le polynéme P sous la forme P(z) = 2™+ bjz" ' +
-+ + b,_1x + b, (attention aux indices!), les relations de Viete donnent b, =
(—1)0;, de sorte que les relations de Newton s’écrivent aussi, pour tout entier

k>1,
k—1

Z b, Sy_, + kb, = 0.

r=0
Preuve des relations de Newton, qui peut étre sautée en premiére lecture. Nous avons
déja traité le cas £ > n plus haut et pouvons donc supposer que k < n. La preuve
qui suit est due a Doron Zeilberger. Considérons A = A(n, k) I'ensemble des
couples (4, j1), ot :

(i) A estunsous-ensemble de {1,2,...,n},
(i) j appartienta {1,2,...,n},
(iii) |A|+ 1=k, ou

(iv) [ > 0,etsil =0alors j € A.

Al est le nombre d’éléments de A,

On définit ensuite le poids w(A4, ;) de (A, ;) par la formule

w(A,j(l)) = (—1)|A| (H za> zé
a€A
Par exemple, w({1,3,5},2®)) = (=1)%z12325 - 25 = —21252325. On voit aisément
que la somme des poids de tous les éléments de A est égale au terme de gauche
de (IV.12).
Prouvons maintenant que cette somme est nulle. A cet effet, considérons
I'application 7" : A — A définie par :

T(A, jO) = [(A\{j}.50),  jeA4,
| i(AU {734 D), j¢A

Cette application vérifie w(T (A, 1)) = —w(A,j?) et est une involution (i.e.
T composé avec elle-méme donne l'identité). On peut donc assembler tous les
poids par paires de sorte que chaque paire contienne un poids et son opposé.
La somme de tous les poids est donc bien nulle, ce qui conclut la preuve.
Mentionnons qu’il est également possible de procéder par récurrence sur
n — k pour prouver les relations de Newton. O

Exemple . Soient z,y, ~ des nombres réels telsque t +y+2z = 1, 2> +y* + 22 = 3
et 23 + y® + 2% = 7. Trouvons la valeur de z° + y° + 2°.

A cet effet, notons S, et oy, respectivement les sommes des puissances k-
iemes et la k-ieme fonction symétrique élémentaire de z,y, 2. Les relations de
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Newton donnent
51—0'1:0, SQ—O'lsl—i-QUQIO, 53—0'152+O'281—30'3:0.

On en tire que 0y = 1, 0, = —1 et 03 = 1. D’apres les relations de Viéte, x,y, z
sont donc les solutions de ¢* — t* — ¢ — 1 = 0. Ainsi, d’apres la Remarque , nous
avons

Sk43 = Spy2 + kg1 + Sk

pour k£ > 0. Il s’ensuit que Sy =143+ 7 = 11 puis que S5 = 3 + 7+ 11 = 21.

Exercice 16 Soient z et y deux nombres non nuls tels que 2z + zy + y* = 0 (x et
y sont des nombres complexes, mais ce n’est pas trop grave). Trouver la valeur

de 2013 2013
x
r+y r+y

Exercice 17 Trouver tous les nombres réels x, y, z tels que

r+y+z=3 2+ +272=3 2P+ +27 =3

Distinction entre polynome et fonction polynomiale Ici, nous expliquons
pourquoi il est nécessaire de faire cette distinction en commencant par définir
d’une autre maniere un polynome. Ici, K = Q, R, C ou bien Z/pZ muni des lois
d’addition et de multiplication usuelles.

Définition . Un polynome a coefficients dans K est une suite infinie d’éléments
de K nulle a partir d'un certain rang.

Exemple . Par exemple, (0,1,2,3,0,0,...,0,...)est un polyndme, de méme que
(0,0,...,0,...). Par contre, (1,1,...,1,...) n’en est pas un.

Définition . Soit P = (u,), et Q = (v,,), deux polyndmes. On définit le poly-
nome P + @ par la suite w,, = u,, + v, (qui est bien nulle a partir d"un certain
rang) et le polyndme P x @ par la suite (z,,), ou? z, = X, ;_,, u,v, (Vérifier que
(zn) est nulle & partir d'un certain rang). On identifie les éléments de K avec
les polyndmes constants via 1’application qui a un élément A € K associe le
polynome (A,0,0,...,0,...). Remarquons que ceci est cohérent avec la notion
de multiplication intuitive d’un polynome par un élément de K : si (u,) est un

polyndme et A € K, alors le polyndome A X (u,) est le polyndéme (Au,,).
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Nous introduisons maintenant 'indéterminée X.
Définition . Notons X le polynoéme (0, 1,0,0,...).

Proposition . Tout polyndme P s’exprime sous la forme P = Y ;a,X". On
note indifféremment P ou P(X) pour rappeler qu’on note X 1'indéterminée (on
pourrait tres bien la noter Y !).

Preuve. Si P = (ag, a1, as, ...), notons N un entier tel que ¢ > N implique a; = 0.
Alors P(X) = ap + a1 X + -+ + aya™. Ceci est une conséquence immédiate de
la définition de X et de la multiplication entre polynomes. O

Voici maintenant le lien entre polynome et fonction polynomiale associée.
Rappelons que, pour l'instant, un polyndme est juste une suite de nombres qui

est nulle a partir d"un certain rang et n’est pas vu comme une application.

Proposition . Soit P(X) = ag + a1 X + --- + a, X" € K[X] un polynome. On
note P I'application définie par P(z) = ag + ayz + - - - + a,2" pour z € K, qu’on
appelle application polynomiale associée a P. I’application P~ P est injective
si K est infini. Si K est fini, cette application n’est pas nécessairement injective.

Preuve. Plagons nous d’abord dans le cas ou? K est infini. Soient P, ) € K[X]
tels que P = Q. Ecrivons P(X) = ¥, 4, X" et Q(X) = 3, b;X". Alors le polynome
P(xz) — Q(x), au sens des sections précédentes, a une infinité de racines, donc
est nulle. Donc a; = b; pour tout i.

Par contre, dans le cas ou? K est fini, le raisonnement précédent ne s’ap-
plique pas. Exhibons d’ailleurs un contre-exemple. Considérons K = Z/pZ et
P(X) = X? — X. D’apres le petit théoreme de Fermat, pour tout = € K, on a
P(xz) = 0. Ainsi, P n’est pas le polynéme nul, mais les deux fonctions polyno-
miales associées sont les mémes. O

En d’autres termes, lorsque K est infini (par exemple K = Q,R,C, ce qui
explique que nous n’avons pas perdu de généralité dans les premiéres sections),
nous pouvons parler sans distinction de polyndome ou de fonction polynomiale
associée. En revanche, dans les autres cas, il faut faire trés attention!

Eléménts de réponse aux exercices Solution de I'exercice 1 On cherche le reste sous
la forme R(X) = aX +b.Ona R(1) = P(1), R(—1) = P(—1), ce qui permet de
calculer R(X) = —2X + 2.

Solution de l'exercice 2 Si ()(x) était un polyndme, alors Q)(x) — x serait un poly-

ndme avec une infinité de racines, donc serait de degré nul, c’est absurde.
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Solution de I'exercice 3 Comme P(x)* = 16P(2*/4) est un polyndme en z?, on

peut appliquer la proposition . Dans le premier cas, s’il existe un polyndme @)
tel que P(z)? = Q(z?), on obtient 16Q(z*) = 16P(2?) = P(2z)* = Q(42?)?, et
donc 16Q(2?) = Q(4x)?. Dans le deuxiéme cas, s'il existe un polyndme Q tel que
P(z)? = zQ(x?), on obtient similairement que 4Q(z?) = Q(4x)>.

On peut donc réappliquer la proposition a @), et de méme on obtien que
pour tout entier k£ > 0, il existe un entier 0 < i < 2* et un polyndme R, tel que
P(z) = 2Ry (22"

En choisissant £ tel que 2% > deg P, il s’ensuit que R, est forcément constant
et donc que P(z) = ¢ - 2". En réinjectant dans 1’équation de départ, on obtient
P(z) = 16(z/4)" pour un certain entier i > 0 (et toutes ces solutions conviennent

bien, réciproquement).

Solution de l'exercice 4 1 doit étre racine double de P. Cela nous donne deux

équations : P(1) = 0 et P’(1) = 0, qui permettent de trouver a = 3 etb = —4.

Solution de I'exercice 5 On note n le degré de P. En passant 1’'équation aux de-

grés, on obtient n = (n — 1) + (n — 2) = 2n — 3, donc n = 3. On peut facilement

calculer le coefficient dominant, on laisse le soin au lecteur de terminer les cal-

culs.

P//7P/2
P2

méme signe que P”—P". Or on voit facilement que 1;((;”)) =3 —Ldonc (];((Qf)) ) =

S —=1_ < 0dou? le résultat. Pour obtenir 'inégalité sur les coefficients on

(z—0;)?

procede de la maniere suivante. Pour k£ = 1, 'inégalité provient de P(0)P"(0) <

Solution de I’exercice 6 On remarque que la dérivée de % est qui est du

P'(0)%. Ensuite on applique I'inégalité aux polynomes P*—1 : plk=b) plk+l) <

2 ., 2 ,
(PW)" d'ou? ag—1(k —1)! X ars1 (b +1)! < a x k* or iy = 7y < 1d’ou?
le résultat.

Solution de l’exercice 7 Notons ay, . .., «, les n racines de P. On écrit :

P'(x)P(x) - P(x)’ (P(2)) & 1
o= (p) =X '

Ainsi,

(n —1)P'(2)* —nP(x)P"(x) = P(x)*-

qui est positif d’apres I'inégalité de Cauchy-Scwharz. Le cas d’égalité s’obtient
lorsque tous les a; sont égaux, i.e. lorsque P(x) est de la forme P(x) = ¢(X —a)™.
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Solution de I'exercice 8§ On a déja résolu le probléme lorsque le degré de P est au

plus n — 1 grace aux interpolateurs de Lagrange. Si le degré de P est supérieur
ou égal a n, notons L le polyndme interpolateur associé aux a; et b;. Le polyndéme
P — Ls’annuleenay,...,a,. Onadonc

ai_aj' Feo(X —a)(X —az) - (X — an).

Solution de I’exercice 9 Un polyndme a coefficients rationnels est clairement so-

lution. Réciproquement, si P est un polyndome de degré n vérifiant cette pro-
priété, alors en interpolant en n + 1 points rationnels, on remarque que P est a
coefficients rationnels.

Solution de l'exercice 10

1. Soit ¢ > n. Alors

LT k) = <Z> €.

nl
n! [y n
On traite similairement le cas 7 < 0.

2. On remarque que H,(n) = 1 et H,(i) = 0 pour des entiers 0 < i < n — 1.
Si P € C[X] est tel que P(k) € Z pour tout k£ € N, notons n le degré de P

et soit
Q(X) = P(X) — > P(i)Hi(X).
i=0
Le polynome () est de degré n et posséde n + 1 racines 0, 1,...,n. On en

déduit que ) est nul. Les polyndmes cherches sont donc des combinaisons
linéaires entiéres des polyndmes de Hermite.

3. (i) Ona

X (X1t - Y (k) (X1 =Y <‘“> <§ () Xj> (1)

E (e O0)

Ainsi, en identifiant les coefficients, la somme cherchée est nulle pour

0<j<k-—1letvautlpourj=k.

(ii) Pour prouver que 1. implique 2., si P est de degré n, on peut écrire
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On a alors pour tout entier j > 0.

PG =3 (1) P

et )
S0 (o = S () o - S0 () (1) o

D’apres ce qui précede, cette somme est nulle pour i > n + 1.

Pour montrer que 2. implique 1., on voit que le polyndme

convient en utilisant un raisonnement similaire.

Solution de I'exercice 11 On met P sous forme canonique : P = a(z — b)? + ¢. On

translate de b selon 1’axe des abscisses, de —c selon ’axe des ordonnées, et on
applique une homothétie de rapport ﬁ

Solution de 'exercice 12 Soit (z,y, z) une solution. Visiblement, aucun de ces nombres

n’est nul. En retranchant la troisieme équation a la deuxieme équation, on en
déduit que zz = zy, puis, en simplifiant par = (qui est non nul), on obtient que
z = y. En retranchant la troisieme équation a la premiere équation, on obtient :
y* —zy = 8, ou encore xy = y*> — 8. La deuxiéme équation se réécrit y?z +zy = 4.
Il vient donc :

y(y’ —8) +y° —8 =4,

ou encore y* + y* — 8y — 12 = 0. On remarque que y = 3 est une solution. En
effectuant la division euclidienne de y* 4+ y* — 8y + 12 par y — 3, on trouve :

Y4y —8y—12=(y—3)(y’ +4y+4) = (y —3)(y + 2)*.

On en déduit que y = z = 3ouy = z = —2. Dans le premier cas, v = % et dans
le deuxieme cas, z = 2. Réciproquement, les triplets (2, -2, —2) et (3, 3, 3) sont

solution et ce sont donc les seules.

Solution de I'exercice 13 Supposons que az? — (a + 3)x + 2 = 0 admette deux

racines de signe opposé, notées z1, z,. Alors d’apres les relations de Viete, 2,2, =
2/a. Or z et z, sont de signe opposés si, et seulement si, 212 < 0. On en déduit
que a < 0. Réciproquement, si a<0, alors le discriminant de 1’équation vaut
a?—2a+9. Pour montrer qu’il est positif, utilisons la forme canonique en écrivant
a? —2a+9 = (a—1)*>+8> 0. Ainsi, lorsque a < 0, il y a deux solutions réelles
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notées z1, zo. D’apres les relations de Viete, 2120 = 2/a < 0, de sorte que z; et 2z,
sont de signe opposés.

Remarquons que dans la preuve de la réciproque, il a d’abord fallu montrer
que le polyndme avait deux racines réelles avant d utiliser les relations de Viete.

Solution de I'exercice 14 On pose P = 3~ ;. X*, et on appelle n le degré de P. La

a”;iir(’;fignzz)_kfik) = “”‘gi’;‘;k ). La suite est donc

somme des racines de P*) vaut

arithmétique, de raison —==*.

nan

Solution de 'exercice 15 Indication : introduire o = x 4 y et 0y = zy, puis écrire

les équations correspondantes pour o, et o,, puis les résoudre.

Solution de l'exercice 16 On a clairement z/(z +y) +y/(z +y) = L et

o Y LYy

. = = 1.
r+y v+y 2?2+ 2xy+y?

Ainsi, z/(z + y) et y/(x + y) sont les racines de t* — ¢ + 1 = 0, de sorte que les
sommes Sy = (z/(x 4+ y))* + (y/(x + y))* vérifient Sy =2, S; = 1 et

Sk+2 = Sk+1 — Sk

pour k£ > 0. On en déduit que la suite (Sj) est période de période 6, ses valeurs
étant successivement 2,1, —1, -2, —1,1,2,1,—1,.... On en déduit que Syy3 =
—2.

Solution de l'exercice 17 On écrit les relations de Newton :

51—0'1:0, 52—0'151+20'2:0, 53—0'152+0'231—30'3:O.

Ainsi, 01 = 3,09 = 3,03 = 1. Onentire que z, y, z sont racines de 3 -3t24-3t—1 =
0.0rt3 —3t2+3t—1=(t—1)3 Doncr =y =z = 1.

2 jeudi 21 apres-midi : Guillaume Conchon-Kerjan

Exercices

Avertissement : la présente feuille a un intérét purement mathématique, et
n’a en conséquence pas vocation a donner des conseils diététiques.
Apéro

Exercice 1
Déterminer les n € N* tels que x? — 1 divise 1+5z%+ 2%+ —(n—1)z" '+ (n—8)z".
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Exercice 2
Soit P un polyndme de degré 4 tel que P(0) = P(1) =1, P(2) =4, P(3) =9et
P(4) = 16. Calculer P(—2).

Exercice 3
Déterminer les polyndmes P a coefficients entiers tels qu’il existe des relatifs
distincts a, b, ¢, d vérifiant P(a) = P(b) = P(c) = 3 et P(d) = 4.

Exercice 4
Trouver les triplets de réels x, y, z vérifiant :

r+y+z=2
24 yP+ 22 =26
z® +y° + 2% =38

Grignotage

Exercice 5
Soit P et () des polyndmes unitaires de degré 2014, tels que pour tout réel z,
P(z) # Q(z). Montrer qu'il existe un réel z tel que P(x — 1) = Q(x + 1).

Exercice 6

Alcina et Bajazet jouent au jeu suivant : on écrit z* + *2® + x2? + *x + 1 au
tableau. Alcina choisit une étoile et la remplace par un réel, puis c’est a Bajazet,
et ainsi de suite jusqu’a épuisement des étoiles. Alcina gagne si le polynome P
obtenu n’a pas de racine réelle. Sinon, c’est Bajazet. Montrer que ce dernier a
une stratégie gagnante.

Exercice 7

Soita = \V4++vVb—a,b=\V4+Vb+bc=+\V4—+b—cetd =+4—+5+d.

Calculer abcd.

Exercice 8
Trouver les polyndmes P tels que pour tout réel = : (z — 16)P(2z) = 16(x —
1)P(z).
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Dessert

Exercice 9
Soit P = (X — a)*(X — b)? un polyndme a coefficients rationnels. Montrer que a
et b sont rationnels.

Exercice 10
Existe-t-il trois réels non nuls a, b, ¢ tels que pour toutn > 4, 2" +- - - + 23 + az? +
bx + c ait n racines entieres ?

Exercice 11

Soitay,--- ,a,ethy, - b, desréels. On remplit un tableau n x n en écrivant a; +
b; dans la case de la i-éme ligne et j-éme colonne. Montrer que si le produit des
termes sur chaque ligne est constant, alors il en va de méme pour les colonnes.

Exercice 12

Soit P un polyndme réel tel que P(0) > 0, P(1) > P(0), P(2) > 2P(1) — P(0) et
pour toutn € N, P(n+ 3) > 3P(n + 2) — 3P(n + 1) + P(n). Montrer que pour
toutn € N, P(n) > 0.

Deuxiéme dessert

Exo 2 : Montrer que P(n) est entier si n 'est. Généraliser.

Exo 6 : a) Comment généraliser la stratégie de Bajazet ?
b) Ecouter Alcina d'Haendel et Bajazet de Vivaldi.

Exo 10 : remplacer "entieres" par "réelles".

Solutions des exercices
Apéro

Solution de I'exercice 1

Pour n € N*, soit P,(X) = 1 +5X? + X' —(n— 1)X" ' +(n —8X™ On a
2> — 1 = (z — 1)(x + 1) donc il faut et il suffit que 1 et —1 soient racines de P.
Pourtoutn € Nona P,(1) =1+5+1+4+ —(n—1)+ (n —8) = 0. Vérifions donc
pour —1, ce qui amene a faire une disjonction de cas selon la parité de n :
eSinestpair, P (—1)=1+5+1+(n—1)+(n—8)=2n—2doncn=1,0rn
est pair, aae.

e S5in estimpair, P,(—-1)=14+54+1—(n—1)—(n—8) =—-2n+16doncn =8

or n est impair, aa’e.

Dongc, il n’y a pas de solution.
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Solution de l'exercice 2

Dans ce genre d’exercice, on cherche un polynome "proche" de P ayant (presque)
autant de racines que son degré, pour l'avoir sous forme factorisée. Avec un
soupgon d’observation, on se rend compte que P(1) — 12 = P(2) — 2% = P(3) —
32 = P(4) —4? = 0. P(X) — X? est de degré au plus 4, donc il existe un réel c tel
que P(X)— X% =¢(X —1)(X —2)(X —3)(X —4). Pour X = 0, on trouve ¢ = o

24°

Solution de l'exercice 3

On utilise le lemme suivant : si P est a coefficients entiers et x, y sont des entiers,
alors x — y divise P(x) — P(y).

Les quatre entiers étant tous distincts, il existe e parmi a, b, c tel que |d — e| > 2.
Or P(d) — P(e) = 1, on a donc un léger probleme.

Solution de l'exercice 4

On utilise les polyndmes symétriques élémentaires : introduisons oy = v+y+ 2z,
09 = 2y + yz + zx et 03 = wyz. On sait (voir cours) que z,y, z sont les racines du
polyndme P(X) = X3 — 01 X? + 52X — 03.

On a directement 0y = 2. Et, 4 = (z +y + 2)? = 2% + y* + 22 + 209 = 26 + 20,
donc o, = —11. Pour o3, qui est de degré 3, on cherche une expression de degré
3 faisant intervenir des choses que 1’on connait déja . Essayons (z + y + z)(2* +
y* + 2?) (qui est un peu plus simple que (z +y + 2)*) :

52 = a3 + 3 + 22 + 2%y + x4+ 2% + Pa +yPe + 2y
14 = 2%y 4+ vz + 2%z + 22a + 22 + 2%y,
Cela ne suffit pas, résolvons nous donc a utiliser (z +y + 2)* :
8 =a% + o + 22 +3(2%y + vPx + 2%z + 2o+ 9%z + 2y) + 603

8 = 38 + 42 + 603
O3 — —12.

Donc z, y, z sont les racines de P(X) = X*® — 2X? — 11X + 12. On remarque que
1 est solution évidente. En factorisant, P(X) = (X —1)(X? — X — 12). On résout
le trindme du second degré et on trouve P(X) = (X — 1)(X + 3)(X —4). Ainsi,
onaz =1,y = —3 et 2 = 4, a permutation pres.

Grignotage

Solution de l'exercice 5

Reformulons classiquement et légerement 1’énoncé : on veut une racine réelle
au polyndéme R(X) = P(X — 1) — Q(X + 1). A quoi peut-il ressembler ? Il est
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clairement de degré au plus 2013 (le coefficient du terme de degré 2014 étant
nul). Sil est de degré 2013, donc impair, alors il aura bien une racine impaire.
Regardons de plus pres, en posant P(X) = X% 4+ ¢ X218 + S(X) et Q(X) =
X201 4 pxX2013 4 T(X), ot S et T sont de degré au plus 2012. Soit de plus ¢
le coefficient de degré 2013 de R. On obtient R = —2014 — 2014 + a — b =
a — b — 4028 (on regarde, dans (X — 1)?°!, le terme de degré 2013, et de méme
pour (X + 1)%!). Se posent deux questions : comment gérer ce a — b? Et & quoi
sert la condition P(x) # Q(z) pour tout x réel ? Heureusement, elles sont liées !
P — @ n’a pas de racine réelle, donc n’est pas de degré impair. Or P — @) est
de degré au plus 2013, et le coefficient du terme de degré 2013 est a — b. Donc
a—b=0.

Ainsi ¢ # 0, et R est bien de degré 2013, ce que 1'on voulait.

Solution de l'exercice 6

On reste dans la méme veine (idée de la preuve du fait qu'un polynome de de-
gré impair a une racine réelle) : en +oo et —oo, le polynéome tend vers +oo car
de degré pair. Pour avoir une racine réelle, il suffit que le polyndme soit négatif
a un moment, le pauvre sera bien obligé de passer par zéro [imaginez sa peine].
Si Alcina met un coefficient ¢ devant 2?3, Bajazet met un nombre négatif ¢ de
valeur absolue assez grande devant 2% de sorte que z* + cz® + /2 + 1 soit stric-
tement négatif en 1 et —1. Alors si Alcina met un coefficient positif (ou négatif)
devant x, P(—1) sera encore strictement négatif (ou P(1)), donc Bajazet gagne.
De méme si Alcina joue d’abord sur z.

Si Alcina met un coefficient ¢ devant 22, ¢’est un petit peu plus compliqué puis-
qu’on ne peut plus rendre le polyndme négatif en un réel et son opposé. On va
alors se focaliser sur la taille des mondmes en fonction de celle de = (pour lequel
on choisit une valeur > 1. Posons D = 10* + ¢10% + 1, D’ = 5* + ¢5% + 1. Bajazet
place b devant 23, et Alcina place a devant z. On a P(10) + P(—10) = 2D (les
termes impairs s’annulent, les pairs s’ajoutent). Si P est toujours positif, avec
b= —D, on trouve a > 99D. Donc P(—5) = D'+ 125D — 5 x 99D < —2D' car
D > D'.Or P(5) + P(—5) = 2D’ donc P(5) < 0 et Bajazet gagne avec ce choix
de b.

Solution de l'exercice 7

Puisque nous sommes chez les polynomes, faisons-honneur en débarassant ces
vilaines racines. a, ¢, —b, —d sont racines de X* — 8X?2 + X + 11. Donc abcd =
bd x (—a) x (—c) = 11 et on a fini... eh non! pour étre sa»r d’avoir les quatre
racines du polyndme (dont le produit des opposés fait le terme constant) sans
avoir de probleme de multiplicité, il serait bien de pouvoir montrer que ces
quatre racines sont distinctes. a, ¢ sont positives, —b, —d sont négatives. Sia = c,
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Vb —a = —v5—a = 0. Donc a = 5, et en partant de I'énoncé, a = Vi =2,
contradiction. Donc a # ¢, b # d de méme et on a bien le résultat voulu.

Solution de I’exercice 8

Avecz = 1,ona P(2) = 0. Puis x = 2donne P(4) = 0. De méme, P(8) = P(16) =
0. On peut ainsi écrire P(X) = (X —2)(X —4)(X —8)(X — 16)Q(X). En réinjec-
tant dans I"équation, on trouve Q(z) = Q(2z) pour tout x (sauf z = 2,4, 8, 16),
donc Q(X) — Q(2X) est le polyndome nul.

Sir # 0 est racine de (), 2"r 1’est aussi pour tout n € N, donc ) = 0 ou r = 0.

Donc Q(X) = aX*, et il est facile de voir que k = 0. Donc @ est constant.
On en déduit que P = ¢(X — 2)(X —4)(X — 8)(X — 16) avec c un réel. Récipro-
quement, ce genre de polyndme est bien solution.

Dessert

Solution de l'exercice 9

La solution est claire si a = b (—5b par exemple est un coefficient de ce poly-
ndome...), supposons le contraire.

On peut partir dans des calculs violents avec des polyndmes symétriques élé-
mentaires. Traverser I’Atlantique a la nage est moins fatigant et plus rapide.
Pour réduire un peu le degré des expressions étudiées, nous allons utiliser notre
grande amie : la division euclidienne ! En effet, si deux polynomes ont des coef-
ficients rationnels, le quotient et le reste de la division euclidienne aussi. Ainsi,
avec l'algorithme d’Euclide, on obtient un pgcd a coefficients rationnels. On
fait intervenir P et un polynéme plus petit avec des racines en commun. P’
la dérivée semble bien adaptée, en effet, a, a, b sont racines de F’, la quatrieme
(deg(P'") = 4) étant autre (sinon « serait racine de multiplicité au moins 4, ou b
de multiplicité au moins 3). Ainsi, R := pgcd(P, P') = (X — a)*(X — b) et a des
coefficients rationnels.

On s’est débarrassé de deux degrés, recommencons! pged(R, R') = X — a de
méme, donc a est rationnel. Or le terme de degré 4 dans P est —3a — 2b donc b

est également rationnel.

Solution de l'exercice 10

Supposons par 1’absurde que ces réels existent. Notons P, (x) = 2" + - -+ + 2° =
ar® +bx +c, et r,y, -+ 7., les racines de P,, entieres. On a alors (—1)"c =
Thi- " Thn. Aucune racine ne peut étre nulle puisque c ne l'est pas. Sil y a k£
racines qui ne sont ni 1, ni —1, leur valeur absolue est au moins 2 donc |¢| > 2F.
Soit £ le plus grand entier tel que cette inégalité soit vraie, pour n > k, P, a au
moins n — k racines qui sont 1 ou —1. Mais, P(1) = n — 2+ a + b+ ¢, donc si
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n > 2+ |a| +|b| + |¢|, P(1) > 0 donc pour n assez grand, —1 est racine au moins
n — k fois. La somme des racines valant —1, il y a nécessairement une racine
positive r. Si r > M avec M = mazx(|al, |b],]|c|), pour n > 10 (soyons larges!),
2" + az?, 2" ' 4 bx et "2 + ¢ sont strictement positifs, aa’e aa’e aa“e. Donc
r < M etsi S est la somme des racines, S < k —n + kM, donc S < —2 pour n
assez grand, d’ot1 une contradiction.

Ainsi, toutes les racines ne peuvent étre entiéres.

Solution de l'exercice 11

Un petit peu de parachutage ne fait pas de mal : introduisons la fonction

On note que les a; sont n racines de f — c ol ¢ est la valeur du produit d"une
ligne, or f est de degré au plus n — 1 (le coefficient de 2™ étant 1 — 1 = 0), Donc
f — cestle polynéome nul. Ainsi, pour tout j,

n

[I(ai +0;) = (1),

i=1
d’ou le résultat.

Solution de 'exercice 12
On pose Ay(X) = P(X + 1) — P(X), puis Ax(X) = Aj(X + 1) — A(X), ...
Ap(X) =A,1(X 4+ 1) — A,—1(X). Une petite récurrence en utilisant le bindme

de Newton montre que pour n € N¥,

An(X) =S (=1)"* (Z) P(z +n).

D’apres 1'énoncé, Az(n) > 0 pour tout n naturel. Donc (As(n)) est une suite
strictement croissante. Et A(0) > 0, donc Ay(n) > 0 pour tout n de méme. De
cette maniere, on prouve ensuite que A;(n) puis P(n) sont toujours strictement
positifs.

Note : cette méthode s’appelle celle de la "dérivation discrete" : on regarde le

flz+h)—f(z)
h

rapport quand % devient petit : avec les entiers, on garde h = 1...

Deuxiéme dessert

Ex02:0na P(n) = (n—1)(n—2)(n—3)(n —4)/24. 1l est facile de voir qu’il y a
un multiple de 3 dans les 4 nombres, un multiple de 4 et un autre multiple de 2,
donc on a bien un multiple de 24. Cela se généralisea P = (X —1)--- (X —k)/k!.
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Exo 6 : a) Si on change 4 par un plus haut degré (pair), Bajazet s’arrange pour
faire disparaitre les termes de degré pair, pour qu’il n’en reste pas deux a la fin
(sinon, il perd). Puis il quand il reste deux termes, s'il reste un de degré pair, un
de degré impair, il gagne aisément comme dans la premieére partie de la solu-
tion. S’il en reste deux, il essaie d’adapter la deuxieme partie. A vous de voir les
détails.

b) C’est beau, mais... c’est LONG.

Exo 10 : alors la on vous laisse douill... chercher un peu.

4 Groupe D : géométrie

1 mercredi 20 apres-midi : Baptiste Louf
L'inversion
Remarque . Pour les preuves, se rapporter au cours de ’an dernier

Définition . Soit k un réel non nul et O un point du plan. L'inversion de centre
O et de rapport k envoie tout point M du plan sur un point M’ aligné avec O et
M, tel que OMOM' Dans la suite, 'image d"un point X sera notée X'

Remarques . -L'inversion est une involution.

-Une inversion conserve les intersections (et donc la tangence)

- Le cercle de rayon r = ,/|k| est conservé. On parle parfois de l'inversion par
rapport au cercle de centre O et de rayon r.

-Soit un cercle passant par P et P’. La puissance de O par rapport a ce cercle vaut

k.

Corollaire . B,P’,Q et Q’ sont cocycliques

Proposition . OPQ et OQ’P’ sont semblables
k|

Corollaire . P'()' = mPQ

Corollaire . @ = —O/Q¢’
Corollaire . A/BTJ = C//B’\A’ 4 W

Proposition . Si on considére les droites comme des cercles dégénérés, alors
l'inversion conserve la cocyclicité

Corollaire . Une droite passant par O est conservée
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Corollaire . Un cercle ne passant pas par O est envoyé sur un autre cercle ne
passant pas par O

Corollaire . L'inversion échange une droite ne passant pas par O et un cercle
passant par O

Exercice 1 Soit k;,7 € 1,2,3,4 tels que k; et ki1 (mod 4) sONt tangents. Prouver
que les points de tangence sont cocycliques.

Solution de I'exercice 1 Inverser par rapport au point de tangence entre k,; et k.

k1 et k; deviennent deux droites paralleles. k3 et k4 restent des cercles. Les autres
points de tangence sont conservés, et dans cette configuration on voit qu’ils sont
alignés, ce qui veut dire que les 4 points de tangence étaient coycliques avant
I'inversion.

Exercice 2 Soit un triangle ABC. Un cercle de centre O passant par A et C coupe
AB et BC en K et N (respectivement). Les cercles circonscrits de ABC et KBN se
rencontrent en B et M. Prouver OBM = 7/2.

Solution de exercice 2 Soit B, et B, les points de tangence des tangentes au cercle

ACNK passant par B. O, B, B; et B; sont cocycliques.

On inverse selon B. A’,C’, M’ sont colinéaires, tout comme K’,N’,M’. A’,C’ N’ K’
sont cocycliques.B] et Bj sont les points de tangence des tangentes au cercle
A'C'N’K’ passant par B. O’, B] et Bj sont colinéaires. Par symétrie, O” est le mi-
lieu de B| B;. Comme M’ est I'intersection de K'N” et A’C” et que A’K” et C'N’" se
coupent en B, M’ est sur la polaire de B par rapport au cercle A’C’'N’K’, qui est
évidemment B] B). Donc BO'M' = /2, or OBM = BO'M’, donc OBM = /2.

Exercice 3 Soit ABC un triangle et p son demi périmeétre, et E,F deux points sur
AB tels que CE=CF=P. Prouver que le cercle circonscrit a CEF est tangent au
cercle exinscrit opposé a C.

Solution de I’exercice 3 On inverse par rapport a C, avec un rayon p. E et F sont

conservés. Comme la puissance de C par rapport au cercle exinscrit est p?, le
cercle exinscrit est conservé. Le cercle circonscrit a CEF est envoyé sur AB, qui
est tangente au cercle exinscrit.

Exercice 4 IMO 2014 Probleme 3

Soit un quadrilatere convexe ABCD avec ABC = CDA =« /2. H est la projec-
tion orthogonale de A sur BD. Les points S et T sont sur AB et AD, respective-
ment, tels que H est a I'intérieur de SCT et CHS—CSB = /2, THC-DTC =
7/2. Prouver que BD est tangente au cercle circonscrit a TSH.

Solution de I'exercice 4 CHS = CSB+n /2, ce qui signifie que la tangente a (CHS)
en S est perpendiculaire & AB, donc comme S € AB, AB est orthogonal a (CHS).
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De méme, AD est orthogonal a (CHT). On élimine ainsi la condition angulaire.
On a de plus AC orthogonal a (ABD)

On inverse par rapport a H. On assimile désormais tout point différent de H
a son image, et on garde le H d’avant transformation. H reste la projection or-
thogonale de A sur BD. AC est envoyé sur (AHC) donc (AHC) et (ABD) sont
orthogonaux. De méme, on a (ABH) orthogonale a (CS) avec S € (ABH). Donc
S est l'intersection de CX et le cercle de diametre AB, avec X le milieu de AB. De
méme, T est l'intersection de CY et le cercle de diameétre AD, avec Y le milieu
de AD. Il faut prouver que ST et BD sont paralelles.

Le centre O de (AHC) est sur XY et AO? = OY - OX, donc (AHC) est un cercle
d’Apollonius des points X,Y de rapport AB/AD, qui est donc égal a CX/CY=
CS/CT, on a fini.

Similitudes

Pour des rappels sur les propriétés de base des similitudes, se rapporter au
cours de géométrie de 'OFM.

Rappel . Une rotation est la composée de deux réflexions

Rappel . Une isométrie est la composée d’au plus trois réflexions On note o, la
réflexion selon la droite a.

Proposition. 0,00, =0,00,ssia =boua L b.
Démonstration. Supposons a # b. 0,00, est une rotation d’angle 2(b, a) et o,00,
d’angle —2(b, a). On a donc directement a L b. On vérifie réciproquement qu’on

abien o, 00, = 0,00, quand a L b. O

Théoréme (Dreispiegelungssatz). a,b, c concourantes ssi o, o 03, o 0, est une
réflexion.

Démonstration. Supposons a, b, c concourantes, et construisons un triangle dont
ces droites sont les médiatrices (a est médiatrice de BC etc.) : pour ce faire il suf-
tit de tracer un cercle de centre le point de concourance. Alors o, envoie B sur A
qui est envoyé sur C par b, qui est envoyé sur B par a. Donc B est un point fixe
de o, 0 0} 0 o.. Or le point d’intersection des trois droites est aussi un point fixe,
donc o, 0 0, 0 0, a au moins deux points fixes : c’est une réflexion.
Réciproquement, soit O le point d’intersection de c et de I'axe de o, o 7} o o..
O est un point fixe de o, o 0}, 0 0, et de 0., c’est donc un point fixe de o, o 7},
qui est une rotation, donc O est le point l'intersection de a et b. Donc a, b, c sont
concourantes. O
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Remarque . Soit A,B,C,D. Si O est le centre (=point fixe) d'une similitude qui
envoie A sur C et B sur D, alors O est aussi le centre d"une similitude qui envoie
AsurBetCsurD

Exercice 5 Deux cercles se coupent en A et B. Une droite passe par A et recoupe
les cercles en C et D. Soit M le milieu de 1’arc CB ne contenant pas A, et N le
milieu de I'arc BD ne contenant pas A. Soit K le milieu de CD. Montrer que
MEN =1 /2.

Solution de I'exercice 5 On regarde la rotation o), de centre M qui envoie C sur
B, et la rotation oy de centre N qui envoie B sur D. Or CMB = 7 — CAB et
DNB =7 — DAB.Donc CMB + DNB = m. Donc o,la composée de ces deux
rotations est d’angle 7. Comme elle envoie C sur D, elle est de centre K.

Donc oy envoie M sur M’ son symétrique par rapport a K. Par une chasse aux
angles directe, on a donc KNM = DNB/2. De méme KMN = CMB/2. Donc
CMB+ DNB

MKN = —Qi_ =m/2.

Exercice 6 Soit ABC un triangle aigu et -y son cercle circonscrit. Soit B’ le milieu
de AC et C’ le milieu de AB. Soit D le pied de la hauteur issue de A, et soit G le
centre de gravité. Soit w le cercle passant par B” et C’ et tangent a v en un point

X # A. Montrer que D, G, et X sont alignés.

Solution de ’exercice 6 Soit O le centre de -y, A’ le milieu de BC et Q le pied de
la hauteur issue de A’ dans A’'B’C’. Le triangle AB’C’ est homothétique a ABC,
donc la tangente en A a son cercle circonscrit est confondue avec la tangente

en A a . Donc d’apres le théoreme des axes radicaux, la tangente en A a v, la
tangente en X a v et B'C’ sont concourants en un point W.

Comme O est sur la médiatrice de BC, on a A’, O, Q alignés. Donc WAO =
WQT) = m = 7/2. Donc W,A,X,Q,0 sont cocyliques. Donc m = m
etm = m

La réflexion selon B’C’” envoie A sur D donc WQ\A = V[//Q\D La réflexion selon
OW envoie A sur X donc WAX = WXA. DochI//Z)\D = m, donc Q,D,X
sont alignés.

Enfin, considérons I'homothétie centrée en G qui envoie ABC sur A’'B’C’. Elle
envoie D sur Q, donc D,G et Q sont alignés. Donc D,G et X sont alignés.

Quelques théorémes avancés

Théoréme (Droite de Simson). Soit un triangle ABC et un point M. Alors les
projetés de M sur les ca’tés du triangle sont alignés ssi M est sur le cercle cir-
conscrit
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Démonstration. Soient A’, B’, C’ les projetés respectifs. On remarque que M, A', B, C
sont cocycliques, tout comme M, A", B,C" et M, A, B',C’. On conclut par une
chasse aux angles ou en faisant appel au théoreme du cube. O

Corollaire (Droite de Steiner). Soit un triangle ABC et un point M. Alors les
réflexions de M par rapport aux ca’tés du triangle sont alignés ssi M est sur le
cercle circonscrit.

Théoréme (Stewart). Soit un triangle ABC et un point P sur AB. Notons AB =
¢, BC=a,CA=0b,PB=p, PA=gq, PC =1t.

2 b2
Alors t? = R q
c
Démonstration. Notons ¢ = BPC. Alors Al-Kashi donne a? = p? + t? —
2ptcos(p) et b? = ¢* + t* — 2qtcos(p). D’ott le résultat. O

Corollaire (Théoréme de la médiane). Si m est la longueur de la médiane issue

2, 12 2
a”+b c
de C, alors m? =

4
On termine avec les théoremes de Miquel.

Rappel (Théoreme du pivot). Soit ABC un triangle et A’, B, C’ sur BC, AC, AB
respectivement. Alors les cercles circonscrits a A'BC, AB’C et ABC’” sont concou-
rants.

Théoréme (Quadrilatére complet). Si ABCA’B’C’ est un quadrilatere complet
alors les cercles circonscrits aux triangles (AB’C’), (A’B’C), (A’BC’) et (ABC) sont
concourants en un point M appelé point de Miquel.

Démonstration. Appliquer le théoreme du pivot a deux des triangles de la
figure. O

Théoréme (Cercle de Miquel). Les centres des quatre cercles et le point de Mi-
quel sont cocycliques. Le cercle contenant ces cinq points est dit cercle de Miquel

Théoréme (Des 4 cercles). Si C, C,C5 et Cy sont quatre cercles, si A; et By,
Ay et By, Az et B3, Ay et B, sont les intersections respectives de C; et Cy, C; et
Cs, Cs et Cy, C et Cy, les points A;, Ay, A3, A4 sont alignés ou cocycliques si et
seulement s’il en est de méme des points By, By, B3, By.

Démonstration. Cas particulier du théoréme du cube. O
Exercice 7 (IMO 2011 Probleme 6)

Soit ABC un triangle dont les angles sont aigus et soit v son cercle circonscrit.
Soit 1 une droite tangente a v . Soit l,, I, [. les droites symétriques de 1 par
rapport respectivement aux droites (BC), (CA), (AB). Montrer que le cercle cir-
conscrit au triangle déterminé par les droites [,, [;, [. est tangent a .
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Solution de I'exercice 7 Soit T le point de tangence de v et 1. Soit A’ I'intersection

de [, et [.. B" et C’ sont définis de la méme maniere. Soient X Y et Z les symé-
triques de T par rapport a l,, l;, l.. D’apres la droite de Steiner, X, Y et Z sont
alignés.

Soit o = (I, TC) = (BT, BC) (en angles orientés). D’apres les symétries par rap-
porta AC et BC (respectivement), ona (BC, BX) = (BT, BC) = aet(XC,XC) =
(1, TC)=(YC,YC'") = a.

Comme (XC, XC’) = (YC,YC), les points X, Y , C, C sont sur un méme cercle
7.-On définit ~, et v, de la méme maniere. Soit ' le cercle circonscrit du triangle
A'B'C.

On applique le théoreme de Miquel au quadrilatére complet formé par A'B’,
B'C’, C’A” et XY : v/, v, 7a €t 7 se coupent en un méme point K. Si on montre
K € v et que les tangentes en K coa'ncident, on a fini.

Par symétrie, on a XB = TB = ZB, donc B est le milieu d'un des arcs XZ du cercle
. Par conséquent (KB, KX) = (XZ, XB). De la méme maniere, (KX, KC) = (XC,
XY). D’apres la symétrie par rapport a BC, on a (XC, XY)=(XC, XZ), donc (KX,
KQC) = (XC, XZ). Donc (KB, KC) = (XZ, XB) + (XC, XZ) = (XC, XB) = (T B, T C).
Donc K € 7.

Enfin, soit k la tangenteen Ka v, on a:

(k, KC’) = (k, KC) + (KC, KC") = (KB, BC) + (XC, XC)

= (KB,BX)-(BC,BX)+a= (KB’,B"X)-a+a=(KB’,B"X). Donc k est tangente a 7. On a
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fini.

2 jeudi 21 matin : Jean-Francois Martin

La configuration qui nous intéressera sera la suivante, étonnamment riche.
On considére un cercle, deux cordes sécantes et un deuxieme cercle tangent a
tous ces objets...
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Nombre d’exercices d'IMO et de Shortlist sont des cas (trés) particuliers
de ce que nous étudierons. En plus des exercices proposés, le lecteur intéressé
pourra regarder par exemple 'exercice 4 de I'IMO 1969 ou le 7 de la Short List
1992.

On prendra garde pour utiliser ce résultat a penser a le redémontrer (ou au
pire a citer le poly!).

Petits amuse-gueule...

Commengons par un petit exercice d'IMO...

Exercice 1 (IMO ’69 / 4) Soit ABC' un triangle isocele en A de cercle circonscrit
I'. Un cercle w est tangent a (AB) en P, a (AC) en () et intérieurement a I' en S.
Montrer que le centre du cercle inscrit de ABC est le milieu de [PQ)].

Solution de l'exercice 1
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A
P T Q
B /C
S

Sur la figure, une homothétie nous tend les bras : soit 4 1’'homothétie de
centre S envoyant w sur le cercle inscrit au triangle ABC'. Soit O le centre de w.
Il s’agit de montrer que le milieu de [PQ)] est envoyé sur O.

Or cette situation est totalement similaire a ce qui se passe sur le coté [BC].
En effet, les quadrilateres ABSC et APOQ sont semblables (en utilisant les
angles droits). Or & envoie le milieu de [BC] (qui est aussi le point de contact
du cercle inscrit) sur S, donc il envoie aussi le milieu de [PQ] sur O, d’ou la

conclusion.

Cet exercice se généralise immédiatement en un exercice de Short List.

Exercice 2 (SL '93 / 3) Le méme que le précédent sans supposer ABC isocele!

Solution de l'exercice 2
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Bien stir, le triangle AP() étant isocele en A, il suffit de démontrer que le centre
du cercle inscrit appartient a la droite (PQ).

Comment bien comprendre les points P et () ? L'homothétie de centre S qui
envoie w sur I' envoie P sur un point de I' dont la tangente est parallele a (AB),
autrement dit le milieu P’ de cet arc. En particulier, S, P et P’ sont alignés. De
méme les points S, ) et Q' (défini comme le milieu de I'arc AC) sont alignés.

Cette situation est d’autant plus agréable, parce que, d’aprés le théoreme du
pole Sud, le point I, qui semblait assez artificiel sur la figure peut étre défini
comme l'intersection de (BQ') et (C'P’).

La situation semble alors trop générale pour dépendre du cercle w. Effecti-
vement, dans cette figure tres épurée, on reconnait le théoréme de Pascal. Ap-
pliqué a ABQ'SP'C, il nous donne exactement la conclusion.

Situation générale

Toutefois la situation se généralise plus encore.

Dans toute la suite, nous travaillerons sur la figure suivante : soit AH BC un
quadrilatere inscrit dans un cercle I', X l'intersection de ses diagonales, w un
cercle tangent a [XB] en P, a [XC|en QQ eta I en R. Soit I le centre du cercle
inscrita ABC, J celui de X BC. Toutes les notations introduits au fur et a mesure
seront conservées dans l'intégralité du texte.
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Théoréme . [ € (PQ)

Démonstration. Apreés quelques tentatives infructueuses de chasse aux angles,
on se rend compte que supposer 'alignement simplifierait bien les choses. On
définit donc T’ le point du cercle w aligné avec P et I.

Avant toute chose, on remarque comme précédemment que en appelant P’
le milieu de 'arc AB, les points R, P et P’ sont alignés, ainsi que les points A, /
et P'.

Quelques bons dessins ainsi que la connaissance assez bonne que 'on a de
tous les angles de la figure nous invite & démontrer que I, T, C et R sont cocy-
cliques.

Les seuls angles que nous avons une chance de connaitre dans ce cercle sont
les angles ICR = P'CR qui est sur I et ITR = PTR qui est dans w. Pour
prouver que ces deux angles sont égaux, il suffit alors d’utiliser deux fois le

théoréme de I’angle inscrit version tangente sur la tangente commune a w et I".
Les points sont donc bien cocycliques.

Il reste maintenant pour vérifier que 7" = () a montrer que (CT) est tangent
a w. Les deux seuls moyens simples de montrer une telle relation de tangence
est d’utiliser la puissance (ou autrement dit des triangles semblables) ou la réci-
proque du théoréme de 1’angle inscrit version tangente. Clairement, c’est cette

derniere méthode qui est a utiliser ici. Il s’agit de montrer que CT'R = RPT.
Or, en utilisant la cocyclicité précédente, CTR = CIR. 1l s’agit donc mainte-
nant de montrer que (P'I) est tangent au cercle circonscrit a /PR. D’un pole
Sud on connait toutes les longueurs, donc il est naturel d’essayer de démontrer
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que P'I? = P'P - P'R. Cela se voit directement par inversion autour du cercle
de centre P’ passant par A, B et I qui échange (AB) et I' et donc P et R (on
peut également utiliser que PI = PB pour se ramener a un autre probléeme de
tangence, lui évident par chasse aux angles).
D’ot1 la conclusion. O
Soit N le pole Nord, autrement dit le milieu du grand arc AB.

Théoréme . (RJ) recoupe ' en N.

Démonstration. Premierement, un dessin nous invite & montrer que J appar-
tient au méme cercle que précédemment. Effectivement, on connait fort bien les
angles CJI (puisque B, J et I sont alignés sur la bissectrice de ABC) et CRI
(en décomposant autour de (R()), obtenant un angle dans chacun des cercles).
Effectivement, CRI = CRQ+QRI = 1/2CRA+QCI = 1/2(CBA+HCB) =
CBJ +JBC =180° — BJC = CJ1I.
Maintenant, nous connaissons tous les angles, donc JKC = 180° — JIC =

180° — BIC, ce qui en regardant le triangle ABC est effectivement la moitié de
la valeur du grand arc AB. O

Remarque . Le résultat de cocyclicité démontré en passant peut lui aussi avoir
son importance et vaut le coup d’étre retenu...

Le premier théoreme éclaire d'un jour nouveau le théoréme suivant, connu
sous le nom de Sawayama-Thébault :

Théoréme . Soit & un cercle de centre O tangent a [XA] en P, a [PC]en Q et a
I'. Alors I appartient a la droite (0O).
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Démonstration. En utilisant deux fois notre premier théoréme, on sait que /
est le point d’intersection de (PQ) et (PQ), définition beaucoup plus naturelle
pour l'exercice.

On reconnait alors un exercice classique, qui se démontre soit en considérant
(00) comme I'axe radical des cercles de diametre [PP] et [QQ)], soit (plus natu-
rellement), en utilisant le théoréme de Pappus d’une part sur les trois points
PX P de la droite (AB) et d’autre part les trois points a I'infini des droites res-
pectives (XO), (PO) et (XOO) de la droite a l'infini. O

Finalement, il est naturel de s’intéresser aux autres centre du cercle inscrit
des autres triangles de la figure.

Théoréme . [Ipcplaculncp est un rectangle inscrit dans le quadrilatere formé
des centres des 4 cercles correspondants a w et w’.

Démonstration.

L’inscription dans le quadrilatére des centres est une conséquence immé-
diate du théoreme de Sawayama-Thébault.

Le caractere rectangulaire se montre en utilisant le premier théoreme : les
cotés du quadrilatere sont sur les droites reliant les points de tangence, qui sont
(en utilisant les angles droits simples connus) perpendiculaires.

Ce résultat ne parlant toutefois plus de cercle, il peut étre intéressant de le
démontrer indépendamment. L'idée est de se dire que, d’apres le théoreme du
pole Sud, on connait absolument tous les angles.
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En effet, en notant S le pole Sud (milieu du petit arc BC), ClypcIC est sur

un cercle de centre S, d’ou en particulier IypcI/C = 180° — IgpcBC et de méme
Cllaspe = 180° — IaycAC. En faisant la somme de ces deux angles, on trouve
donc 1/2(HBC + HAC) = 90°. O
3 jeudi 21 apreés-midi : Jean-Louis Tu

Utilisation des coordonnées barycentriques en géométrie Euclidienne

Préliminaires
Définitions de base Soient 4, ..., A, des pointsdu planetay,...,a, des réels
de somme non nulle. On appelle barycentre de (Ay,a1),...,(An, a,) I'unique

point G tel que pour tout point O on ait
0 OA; + - + a,OA, = (ay + - - + a,)OC.

_}En f_ai_’c> cette condition ne dépend pas de O. En effet, en utilisant m =
0’0+ OA;, on s’apergoit que lorsque I'on remplace O par O’ dans le membre de
gauche, celui-ci augmente de (a; + - - - +a,)O’0O, et de méme pour le membre de
droite. Ceci permet de montrer 1'existence et 1'unicité de G.

Le point G s'interprete physiquement comme le centre de gravité d"un solide
dont la masse est concentrée en les points Ay, ..., A, tel que A; soit affecté du
poids a; pour tout 7 (on autorise des poids négatifs). Le point G est le point par
lequel il faut suspendre le solide afin qu'il reste horizontal.

On notera G = bar((A41,a1), ..., (A4, a,)). On écrira aussi abusivement

_a1A1+"'+anAn
ap+-ta,

G

On montre aisément la propriété d’associativité des barycentres, qui s’écrit

b c

bar((4, a), (bar((B,b),(C,c)),d)) = bar((A,a), (B, dm), (C, dm

))-

Soit maintenant ABC' un (vrai) triangle du plan. Pour tout point A/ du plan,
il existe un et un seul triplet (z,y,2) de réels tels que z + y + 2z = l et M =
zA + yB + 2C (en effet, en prenant O = A comme origine, ceci équivaut a
AM = y@ + z@, ce qui détermine y et z de maniere unique, puis le choix de
x estimposé parz =1 — y — 2).

Les réels x, y, = s’appellent les coordonnées barycentriques (normalisées) de
M dans le repere affine (4, B, C).
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Intérét des coordonnées barycentriques La plupart des calculs en coordon-
nées barycentriques sont analogues aux calculs dans les coordonnées carté-
siennes. Dans chacun de ces deux cadres, tous les problemes de géométrie clas-
sique peuvent se résoudre par une méthode calculatoire systématique si on dis-
pose d’un temps suffisamment long ou d"un logiciel de calcul formel. Les mé-
thodes analytiques sont souvent impraticables en situation de concours, mais
permettent tout de méme dans une proportion non négligeable de cas de s’as-
surer de résoudre un exercice en moins de 30 minutes, ce qui peut étre appré-
ciable.

Les coordonnées cartésiennes sont indiquées lorsque I'énoncé du probléme
fait apparaitre un point a l'intersection de deux droites perpendiculaires. Par
exemple, si le pied D de la hauteur issue de A d’un triangle ABC joue un role
important, il peut étre indiqué de prendre D = (0,0), A = (0,a), B = (b,0),
C = (c,0).Onaalors H = (0, h) avec bc = —ah (ceci se retrouve par un calcul ou
par le fait que le symétrique H' de H par rapport a (BC') se trouve sur le cercle
circonscrit et en utilisant la puissance de D par rapport au cercle).

Cependant, en I’absence d"un tel point privilégié, le choix d"un repére carté-
sien est souvent arbitraire, et il est préférable dans les problémes de géométrie
du triangle d’utiliser les coordonnées barycentriques qui ont I’avantage d’étre
symétriques par rapport a (A, B, C).

Les coordonnées cartésiennes comme les coordonnées barycentriques per-
mettent aisément de déterminer

> une équation de droite passant par deux points

> l'intersection de deux droites

> 1’équation de ’axe radical de deux cercles dont on connait les équations
> la perpendiculaire a une droite passant par un point donné.

Par contre, contrairement aux nombres complexes elles traitent mal les angles

et les transformations géométriques (rotations, similitudes).

Les coordonnées barycentriques permettent, plus aisément que les coordon-
nées cartésiennes, de traiter
> l'isotomie
> l'isogonalité
> le cercle inscrit et son centre
> le cercle circonscrit a ABC, ou plus généralement les cercles passant par
deux sommets du triangle.

Les calculs faisant intervenir les points O et H sont possibles mais souvent
un peu lourds.
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Produit mixte Si u et ¢ sont deux vecteurs du plan Euclidien, 1'aire (orien-
tée) du parallélogramme engendré par « et ¢’ est notée [u, v]. Elle est positive si

(u, V) est un repere direct, négative sinon. On vérifie facilement les propriétés

suivantes :
> [u, V] = —[V, 4] (antisymétrie)
> [ai, V] = ald, U] pour tout a € R

v

[ty + U, V) = [th, U] + [ta, U] (linéarité par rapport a la premieére variable)
> [, V] = [4 + aU, v] pour tout a € R (découle de la linéarité par rapport a la
premiére variable et de I’antisymétrie).
et les propriétés analogues par rapport a la seconde variable.
Si (4,]) est une base orthonormée directe, alors [, j| = —[7,1] = 1 et [i,i] =
[7,7] = 0. On en déduit que si @ et ¥ ont pour coordonnées (;) et (zz), alors [u, 7]
est égal au déterminant

Ty T2

Y1 Y2

= T1Y2 — T2Y1-

Démonstration. [ﬁ, 17] = {['1[;,’(7] + yl[;,lﬂ = ZL‘lIQ[aZT] + mlyQ[Z, .ﬂ + yll‘g[j,%] +

Y1Y2 [Jiﬂ

On notera [ABC] laire orientée de ABC. Elle se calcule par le produit mixte
s[AB, @] ou toute expression obtenue par permutation circulaire.

Déterminant en dimension 3 Tout ceci se généralise en dimension 3 avec

Typ T2 T3
Y1 Y2 Y3 | = T1Y223 + Tays21 + T3Y122 — TaY123 — T3Y221 — T1Y3R2-
21 R2 =3

Le déterminant change de signe si on permute deux lignes ou deux colonnes.
Il est linéaire par rapport a chaque ligne ou chaque colonne.

/

x
Produit vectoriel Si«d = | y | et @ = | ¢/ | sont trois vecteurs de R3, on
!/
z z

définit leur produit vectoriel par

yz —y=z
UNT= | za' — 2
zy' — 'y

On peut démontrer que
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> ce vecteur est nul si et seulement si @ et ¥ sont colinéaires ;

> dans tous les cas, il est orthogonal a @ et a v.

Nous n’utiliserons pas explicitement ces propriétés, mais considérerons seule-
ment le produit vectoriel comme un outil calculatoire.

Notations de la géométrie du triangle Si ABC est un triangle, nous désigne-
rons par a = BC, b= CAetc= AB les longueurs des cotés, par p = (a+b+c)/2
le demi-périmetre et par «, 3, v les angles.

On notera O,G, H, 1,1, le centre du cercle circonscrit, le centre de gravité,
I'orthocentre, le centre du cercle inscrit et le centre du cercle exinscrit dans
I’angle A respectivement.

Les notations de Conway sont souvent commodes :

1

Sa = 5(()2—1-02—@2)
1

Sy = §(C2+a2—b2)

1
SC = 5(@2 + b2 — 02)

Sab = SaSb, etc.

Les identités suivantes sont utiles pour simplifier certaines expressions :

Sy +S, = a
SaSy + SpS. + S5, = S?

ou S est le double de l'aire du triangle ABC. Cette derniére identité se dé-
montre, soit en développant le membre de gauche et en comparant avec la for-
mule de Héron, soit en utilisant I'identité tan o+ tan 5 +tany = tan a tan § tany
et le fait que S, = S cot a.

Coordonnées barycentriques de points remarquables

Soit M un point du plan. On peut calculer ses coordonnées barycentriques

(x,y, z) par la formule
_ |MBC|

"= ABOl

En effet, 2| M BC| = [BC, BM] = [BC,2BA + BC) = «[BC, BA] = 22| ABC.
x

On écrira M = (z,y,z) ou M = | y |, la notation en colonne étant préfé-

2
rable mais nous emploierons plus souvent la notation en ligne pour des raisons

typographiques.

207



IV. DEUXIEME PERIODE 4. GROUPE D : GEOMETRIE

Ainsi, on voit que G = (3, 3, 5). Cependant, pour éviter les dénominateurs,
on dira que le triplet (z,y, z) forme un systeme de coordonnées barycentriques
d’un point M s’il est proportionnel au triplet des coordonnées barycentriques
normalisées, autrement dit si M est le barycentre de (4, z), (B, y) et (C, z). On
écrira M =~ (z,y, z) pour abréger.

Ainsi, G ~ (1,1, 1).

Les coordonnées barycentriques du centre du cercle inscrit sont faciles a ob-

tenir. On a en effet [T BC| = 4ra, donc

a b c
a+b+c a+b+ca+b+c

I=( )~ (a,b,c).

De méme, on peut montrer que I, >~ (—a, b, c).

Passons au centre du cercle circonscrit. On a |[OBC| = 1 R?sin 2a, donc O ~
(sin 2qv, sin 23, sin 27).
Si on préfere utiliser les longueurs des cotés, on note que |OBC| = $ BC.BO.sin CBO =

1 — 1. pPSa _ 42 R
salcosa = 5aR3* = a*Sy5 -,

donc

O =~ (a*S,, %Sy, 2S.).

Pour traiter 1’orthocentre, notons D le pied de la hauteur issue de A. On a
HD = BD cot~y = ccos 3 cot v, donc |[HBC| = Laccos fcoty = 15,5 1l vient

1 1 1
H ~ ScaScaaSa =l 3a )
(Sb b) (Sa S Sc)
Comme Sia = 289 on aaussi H ~ (tana,tan 3, tany) du moins si le triangle

n’est pas rectangle.

Vecteurs, droites, intersections

On a vu qu'un triplet (z,y, z) de réels tels que = + y + z # 0 représente un
tA+yB+ zC

r+y+z
Un vecteur est représenté par un triplet (z,y, z) tel que z +y + z = 0. Cest

point

par définition le vecteur QA + yQB + 2QC (on vérifie aisément que cela ne
dépend pas du choix de I'origine €2).
SiM = (z,y,z)etv= (2/,y,z)alors M + = (z + 2",y + ¢,z + 2').
Attention : il est important pour ce calcul de prendre des coordonnées nor-

malisées.

Une droite peut étre définie par un point et un vecteur directeur, mais il est
souvent commode d’utiliser une équation cartésienne.
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Rappelons qu’une fonction f du plan vers R est dite affine si elle conserve les
barycentres, c’est-a-dire si pour tous points M et M’ et tout réel A on a

F((1 = MM 4 AM') = (1= \) (M) + Af(M).

Dans le plan muni d’un repere cartésien, les fonctions de la forme f(x,y) =
ux + vy + w sont affines. Donc si D est une droite, il existe une fonction affine f
telle que D est 'ensemble des points ot f s’annule. Il est facile de montrer que
f est unique a une constante multiplicative pres, et que réciproquement pour
toute fonction affine non nulle f, I'ensemble des points ot f s’annule est une
droite.

En coordonnées barycentriques, il est facile de vérifier que les fonctions de
la forme f(x,y,2) = ur + vy + wz sont affines. Réciproquement, si f est affine,
alors f(xrA+yB+2C) = xf(A)+yf(B)+zf(C) est de la forme précédente avec
u=f(A),v=[f(B)etw= f(C).

En résumé, un triplet de réels non tous nuls (u, v, w) détermine une équation
de droite

ur + vy +wz = 0,
ce triplet étant déterminé a un coefficient multiplicatif pres. Si (D) est cette

droite, on écrira (D) ~ (u, v, w).

Proposition . La droite passant par M et N est M A N.

En effet, le vecteur (u, v, w) obtenu par produit vectoriel de M et N est ortho-
gonal dans R? au triplet représentant M, donc si M = (z,y, z) on a uz + vy +wz.
Autrement dit, la droite représentée par (u, v, w) passe par M, et de méme elle
passe par N, donc s’identifie a (M N).

Calculons par exemple I"équation de la droite d’Euler. On calcule

1 a’*s, S, — b5,
GANO~ |1 |A| S, | ~| a®S, —2S.
1 28. b2S, — a*S,

Autrement dit, un point de coordonnées barycentriques (z, y, z) appartient a la
droite d’Euler si et seulement si

(®Se — b*Sp)z + (a*S, — 2S.)y + (b°S, — a*S,)z = 0.

Remarquons que cette équation étant homogene, on n’a pas besoin de nor-
maliser les coordonnées pour vérifier cette équation.

Par un raisonnement similaire,
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Proposition . La droite passant par un point P ~ (z,y, z) et de vecteur directeur
v~ (2, 2) est (z,y,2) A (2!, Y, 2).

Proposition . Le point d’intersection de deux droites sécantes (D) et (D’) est
(D) A (D).

Pour montrer 1’alignement de trois points M; ~ (z;, y;, 2;), on peut écrire que
Mj; appartient a la droite déterminée par M; A M,. Mais comme (@ A ¥) - W =
[u, v, w], on obtient que

Proposition . M, M, M5 sont alignés si et seulement si

Ty T2 T3
yi Y2 yz | =0.
21 R2 =3

On a une condition similaire de concourance de trois droites.

Remarque : D'une maniere générale, le déterminant ci-dessus est égal au
| My Mo M|
|ABC|

Remarque utile :

1) si M ~ (x,y, z), alors le point d’intersection de (AM) avec (BC') est N ~
(0,y, 2z). En effet, A, M et N se trouvent sur la droite d’équation zY — yZ = 0.

2) De plus, N ~ (0, NC, BN).
Exercice 1 Utiliser cette remarque pour démontrer le théoreme de Ceva.

quotient

Solution de I'exercice 1 Si trois céviennes sont concourantes en un point M =

A'B
—
analogues obtenues par permutation circulaire. Le produit des trois membres

(x,y,2), notons A’, B', C' leurs pieds. On a = —i et on a des expressions

de droite vaut —1, donc le produit des trois membres de gauche aussi :

A'B y BC y C’A
AC  BA CB

Réciproquement, si les pieds de trois céviennes satisfont 1’égalité précédente,

soit M l'intersection de (AA’) et (BB’). D’apres la partie directe, la droite (C'M)

/A //A .
coupe (AB) en un point C” tel que g’B = (CJ”’B et il est aisé, en utilisant C'A =
C'B + BA, d’en déduire que C" = C”.

Exercice 2 Montrer que si A'B’'C’ est le triangle de contact du cercle inscrit alors
les droites (AA'), (BB') et (CC") sont concourantes en un point (appelé point de
Gergonne) dont on déterminera les coordonnées barycentriques.
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. . —-b BA _
Solution de I'exercice 2 On a = %0 et les égalités analogues obtenues par
p—c
permutation circulaire, donc le théoreme de Ceva permet de conclure que les

droites sont concourantes. Notons (z,y, z) les coordonnées barycentriques du

point de Gergonne. On a b=o_ 2 donc y(p — b) = z(p — ¢). Par permutation
p—c

circulaire, ona z(p — a) = y(p — b) = 2(p — ¢), donc (z,y,2) ~ (-, -1 L) ~
(p=b)(p—0),(p=)p—a),(p—a)(p = b)).

La remarque permet également de définir le conjugué isotomique d’un point
M =~ (z,y,z) n'appartenant pas a la réunion des cotés du triangle par M’ ~
(yz, 2z, 2y) =~ (3, ;). 1l est caractérisé par le fait que les pieds des céviennes
passant par M et par M’ sont symétriques par rapport aux milieux des cotés
correspondants.

Par exemple, si A” est le point de contact du cercle exinscrit dans 1’angle
A avec la droite (BC), alors les droites (AA”), (BB") et (CC") se rencontrent
au point conjugué isotomique du point de Gergonne, encore appelé point de

Nagel.

Cercles et puissance d’un point par rapport a un cercle

A partir de OA.-OB = (OA2+0B? — HO—1>4—O?H2)/2, on obtient OA - OB =
R?— <.

2
En développant le produit scalaire (pour z +y + z = 1)

||xO_J>4+y@+z07|y2 = (xO—}l—l—yO?%—zO?) : (x0_1>4+y0@+z045),

on trouve

OM? = (2®+ 9+ 22)R* + 2y(2R* — ) + yz(2R* — a®) + 20(2R* — b?)
= (z+y+2)°R® — (aPyz + b*zx + Cay)
= R?— (a®yz + V’zx + Pay),
ce qui prouve la

Proposition . La puissance de M = (z,y, z) par rapport au cercle circonscrit est
égale a —(a’yz + b*zz + *zy).
SiI et I sont deux cercles différents, la fonction M — pr(M) — pr(M) est

affine donc de la forme (z,y, z) — ux + vy + wz.

Proposition . Etant donné un cercle, il existe des constantes u, v, w uniques telles
que la puissance de M = (x,y, 2) par rapport a ce cercle est égale a —(a’yz +
V’zx + Ary) + ux + vy + wz.
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Un point appartient au cercle si et seulement sa puissance par rapport au
cercle est nulle. Afin de rendre I'équation obtenue homogene, on multiplie la
partie affine par x + y + 2z qui vaut 1. On en déduit

Théoréme . Toute équation de cercle est de la forme
—(a*yz + b’zx + ay) + (2 +y + 2) (uz + vy + wz) = 0.

On remarque qu'il est facile de trouver 1’axe radical de deux cercles en sous-
trayant leurs équations.
Exercice 3 Déterminer I’équation du cercle inscrit.

Solution de I'exercice 3 Notons D le projeté orthogonal de  sur [BC|.Ona BD =

p—bet DC = p—cdonc D ~ (0, p—c, p—b). Les deux autres projetés orthogonaux
s’obtiennent de maniére analogue.

La condition que le cercle —(a*yz+b*2x+xy) + (z+y+2) (uz+vy+wz) =0
passe par D donne

(p=cv+(p=bw=alp=b)p-c)=(p-0+{@-c)p-0)p—o)
On constate que si on pose u = (p —a)?, v = (p — b)? et w = (p — ¢)?, alors D
satisfait 'équation, et donc E et F' aussi par permutation circulaire.
Exercice 4 Déterminer I’équation du cercle d'Euler.

Solution de l'exercice 4 1l suffit d’écrire qu’il passe par (0, 1,1), (1,0,1) et (1,1,0),

ce qui donne

1
—(a*yz + b*zx + Pay) + E(m +y+ 2)(Sex + Spy + Sez) = 0.

Proposition . La tangente en (zg, yo, 20) au cercle d’équation —(a*yz + b?zx +
Azy) + (x4 y + 2)(ux + vy + wz) = 0 est la droite d’équation
1

—§(a2(yoz + y20) + b* (202 + 270) + *(20y + TY0)) + (ux + vy + Wwz) = 0.

Nous ne montrerons pas cette proposition. La raison conceptuelle est que,
lorsque (x,y, z) est proche de (o, yo, 20) sous la contrainte x + y + z = 1, yz est
proche de yyz + yzy a des termes du second ordre pres.

Une autre maniere de démontrer la proposition est de montrer par un calcul

que l'intersection de la droite et du cercle se réduit au point (o, Yo, 20)-
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Norme, produit scalaire

Des calculs analogues a ceux de la section précédente montrent que
Proposition . Si v = (z,y, z) est un vecteur, alors ||7]|* = —(a®yz + b*zz + *zy).

Le signe moins semble contre-intuitif car une norme est toujours positive,
mais il ne faut pas oublier la contraire x + y + z = 0 qui force au moins 1'une des
coordonnées a étre négative.

Plus généralement,

Proposition . Si v = (x,y, z) est un vecteur, alors
— 1
7 ('OA + y’O? + z’O?) = —i(az(yz’ +y'2) + b (20 4 ) + Ay + 2y)).

En particulier, si v = (2, 1/, 2’) est un vecteur, alors

—

— 1
v = —§(a2(yz/ +y'2) + b (22’ + 22) + A ay + 2'y)).

Théoréme . Le conjugué isogonal de la droite (0, v, w) par rapport a I'angle A
est (0, 2w, b?v).

Preuve. Notons D et D’ ces deux droites. Par un argument de continuité, on se
ramene au cas ou D et D’ coupent la droite (BC') et sont distincts de la bissec-
trice extérieure de I’angle A.

Soit M =~ (0, by, cz) le point d’intersection de D avec (B(C'), alors on vérifie
immédiatement que M’ ~ (0, bz, cy) est le point d'intersection de D’ avec (BC).

Ona AM = byﬁ(o, by,cz) — (1,0,0) = byicz(—by —cz, by, cz).

Le vecteur v = (—by — cz, by, cz) est dont un vecteur directeur de D. Grace a

la formule de la proposition précédente, on peut calculer sa norme. Tous calculs
faits, on obtient

WHQ = bc((52 +c - a2)yz + bc(y2 + zz))

qui est une expression symétrique en y et 2.

Comme M’ s’obtient a partir de M en permutant y et z, on voit que le vecteur
v/ = (—=bz — ¢y, bz, cy) est un vecteur directeur de D' qui est de méme norme que
¥, donc 7 + v’ est un vecteur directeur d’une bissectrice de (D, D).

Calculons ce vecteur : 7 + v/ = (y + 2)(—b — ¢,b,¢) = (y + 2)(a + b+ c)fT[)

D’autre part, y + z # 0, sinon ¢ >~ (—b + ¢, b, —c) serait orthogonal a A
(calcul) et M serait sur la bissectrice extérieure de A. Ceci prouve que (AI) est
une bissectrice de (D, D’). O
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Théoréme . Soit M ~ (z,y,z) un point n’appartenant pas au cercle circonscrit
de ABC. Alors le point

CL2

M ~( ,c—) ~ (a*yz, b*zx, Cay)
z

a v
z'y
est le conjugué isogonal de M.

Preuve. La droite (0, z, —y) passe par M et a pour conjugué isogonal par rapport
a I'angle A la droite (0, —c?y, b2z) qui passe par M’. En raisonnant de méme sur
les deux autres angles, la conclusion suit. O

Exemple : le point de Lemoine (le point de rencontre des symédianes, c’est-
a-dire le conjugué isogonal de G) est K ~ (a?, b*, ¢?).
Exercice 5 Démontrer que O et H sont conjugués isogonaux 1'un de l'autre.

Solution de l'exercice 5 Ceci découle directement du théoréme précédent et des

expressions des coordonnées barycentriques de O et H. Evidemment, une chasse
aux angles est tout aussi rapide pour démontrer la propriété.

Exercice 6 Montrer que la symédiane issue de A (c’est-a-dire le conjugué iso-
gonal de la médiane) passe par l'intersection des tangentes en B et C' au cercle

circonscrit.

Solution de l'exercice 6 Les tangentes en B et C' ont pour équations respectives

r + a’z = 0 et b*x + a®y = 0. Leur intersection est ~ (¢?,0,a?) A (b2, a?,0) =
(—a*, a®b?, a*c?) ~ (—a? b* ¢*), qui appartient bien a la droite d’équation *y —
b?z = 0 passant par A et K.

Problémes

Nous allons tenter d’appliquer ces méthodes a des problemes récents d’OIM

ou de shortlist. Evidemment, comme le calcul analytique n’est généralement
pas praticable il est recommandé a titre d’entrainement de chercher une mé-
thode synthétique aux exercices proposés, mais comme nous l’avons déja sou-
ligné, il est utile de disposer d’une méthode de secours permettant de garantir
I’obtention de 7 points a peu de frais.
Exercice 7 (OIM 2014, exercice 4.) Soient P et Q deux pomts sur le e segment [BC|
d’un triangle acutangle ABC' tels que PAB = BCA et CAQ = ABC. Soient M
et IV les points de (AP) et (A(Q)) respectivement tels que P est le milieu de [AM |
et () est le milieu de [AN]. Montrer que l'intersection de (BM) et de (CN) se
situe sur le cercle circonscrit au triangle ABC.
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Solution de l'exercice 7

Comme PBA est semblable a ABC, et que le rapport de similitude est AB/BC =
c/a,ona BP = c¢*/a,d’ot PC = a—c*/a = (a*—c?*)/a. Il vient P ~ (0, a® — 2, ¢?)
et de méme Q ~ (0, 0%, a% — b?).

On en déduit que M = 2P — A = 25(0,a*> — ,¢*) — (1,0,0) ~ 2(0,a”® —
c?,c*) — (a%,0,0) = (—a?,2a® — 2¢%,2¢%) et de méme N =~ (—a?, 2%, 2a — 2b%).

=
=
|

(
=

(CN) = (2v*,a*0)
D ~ (
(

Un calcul immédiat donne que D vérifie I'équation a’yz + b?zz + *zy = 0 du
cercle circonscrit.

Remarque : en prime on voit que D appartient a la symédiane issue de A.

Les autres exercices de 2014, ainsi que les exercices de 2013, ne semblent pas
adaptés a un traitement par les coordonnées barycentriques.
Exercice 8 (OIM 2012, exercice 1.) Soit J le centre du cercle exinscrit dans I’angle
A d’un triangle ABC. Ce cercle est tangent au c6té (BC') en M, et aux cotés (AB)
et (AC) en K et L respectivement. Les droites (LM ) et (B.J) se rencontrent en
F, et les droites (K M) et (C'J) se rencontrent en G. Soit S le point d’intersection
de (AF) avec (BC), et T' le point d’intersection de (AG) avec (BC'). Montrer que
M est le milieu de [ST].

Solution de ’exercice 8 Ici, on s’attend a ce que les coordonnées barycentriques
permettent de résoudre rapidement le probléeme puisque les coordonnées des
points de contact du cercle exinscrit ont une expression simple connue, etil n'y
a que des intersections de droite a calculer.
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On sait que J ~ (—a, b, ¢).

Comme BM =p—cet MC =p—b,onaM ~ (0,p—b,p— c).

Comme CL = p—bet AL = p,ona L ~ (b— p,0,p) et de méme K ~
(C_papao)'

(BJ)=1(0,1,0) A (—a,b,c) >~ (c,0,a).

(ML) = (0,p—b,p—c) A (b—p,0,p) = (p,c —p,p—b).

F=(BJ)N(ML)=(---,—c(p—"0)+ ap,c(c —p)), donc

S > (0,—c(p — b) + ap,—c(p — ¢)) = (0, —c(a + ¢ — p) + pa, —c(p — ¢)) ~
(0,a + ¢, —c).

Par symétrie, T' ~ (0, —b,a + b).

Le milieu de [ST] a pour coordonnées X(0,a+c, —c)+1(0, —b, a+b) ~ (0,a+
c—ba+b—c)~M.

Exercice 9 (shortlist G2 de I'OIM 2011.) Soit A; A3 A3 A4 un quadrilatere non cy-
clique. Pour tout 1 < ¢ < 4, soit O; et r; le centre et le rayon du cercle circonscrit
au triangle A, 1 A; 1 2A;+3 (ot ou a posé A; 4 = A;). Prouver que

1 1 1 1
OAT 177 04l 12 0,22 0213

Solution de I'exercice 9 1l faut montrer que la somme des inverses des puissances

de A, par rapport au cercle A;;1A;12A;13 est nulle. On prend A;A; A3 comme
triangle de référence. Comme les cercles passent par au moins deux points du
triangle, leurs équations sont faciles a déterminer.

Notons (xg, yo, 20) les coordonnées barycentriques (normalisées) de A,. On
sait déja que la puissance de A, par rapport a A;A,A; est égale a —a’ypzo —
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b2 20mo — c*xoyo, donc
1 1

O4A% — r? ayozo + b2200 + 2xoYo

Cherchons la puissance par rapport au cercle A; A3 A4 sous la forme —a?yz —
V2w — Cay + (z +y + 2)(ux + vy + wz).
Comme elle s’annule en Ay et A3, ona v = w = 0. Comme elle s’annule en
Ay, ona —a’ygzy — b 210 — oy + uzg = 0.
La puissance de A; par rapport au cercle A, A3 A, est égale a u. On a donc
1 1 o

O1A2 — 72w a?ypzo + b2z0m0 + oy

Le calcul de ; pour i = 2,3 s’obtient par permutation circulaire, d’ou la

conclusion.
Exercice 10 (shortlist G3 de 'OIM 2013.) Dans un triangle acutangle ABC, les
points D, E et F' sont les pieds des hauteurs issues de A, B, C' respectivement.
Les centres des cercles inscrits a AE'F et BDF sont I; et I, respectivement; les
centres des cercles circonscrits a ACI; et BCI, sont O; et O, respectivement.
Montrer que (I;15) et (O;0) sont paralleles.

Solution de l'exercice 10 On se dit qu'une solution calculatoire doit étre prati-

cable car le triangle AEF étant semblable a ABC, les coordonnées des I; sont
faciles a obtenir. Comme le cercle AC'I; passe par deux sommets, son équation
a une forme simple. Enfin, la conclusion de 1'énoncé est équivalente au fait que
Il—I; est orthogonal a ’axe radical des deux cercles, dont I'équation est facile a
calculer.

On commence par faire un dessin faisant apparaitre ’axe radical :

Vs
\
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On constate graphiquement que 1’axe radical et les droites (Al;) et (Bls)
sont concourants. Evidemment, (Al;) et (BI;) se coupent en I puisque ce sont
les bissectrices des angles A et B. On est donc ramenés a montrer que

1) (C1) est perpendiculaire a (1, 15)

2) I appartient a 1’axe radical des deux cercles.

On commence par calculer les coordonnées de ;.
Comme H ~ (g, g, g ),ona =~ (5,0, 5) = (S,,0,5,). Compte tenu de
S, + S, = b?, on en déduit que

1
E= ﬁ(sm Oa Sa)

et de méme F = %(Sp, S, 0).
Comme AEF et ABC sont semblables, il vient

1

.[1 = m(@A"’bE"‘CF)
1 Se S
S (V70 [ ) BT
o bla+b+c) g cla+b+c) “

abc 4 ¢S, + bS,
a
~ abcla+b+c) b
¢S,

L'expression de I, s’obtient en échangeant a et b et en échangeant les coor-
données x et y :

b aSb
= -
2 abela+b+0) abc + aS, + cS.
CSb
On calcule I, — I; et on factorise :
. sacla+b+c)(a+b—c) —a
]2—11:m %bc(a+b+c)(a+b—o) o~ b

sc(a—Db)a+b+c)a+b—c) a—>b

Comme [, — C =~ (—a,b,c) — (0,0, —a+b+c) = (—a,b,a —b), la droite (I, 15)
est parallele a la bissectrice extérieure donc est perpendiculaire a la bissectrice
intérieure de 'angle C.

Il reste a montrer le point 2). Comme le cercle ACI; passe par A et C, son
équation est de la forme

—a*yz — b*zx — ry + p(z +y + 2)y = 0.
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Le fait qu'il passe par I; donne, apres simplification, la condition
pla+b+c)b=a*S, + (b+ c)(abc + bSy + cS.).

De méme, le cercle ABI, a pour équation —ayz—b*zx—cry+ N a+y+z)z =
0 avec
Ma+b+c)a =Sy, + (a+ c)(abe + aS, + cS.).

L'axe radical a pour équation Az — py = 0. Le fait que / appartienne a cet axe
s’écrit A\a = pb. Compte tenu des équations précédentes, ceci équivaut a

a’S, + (b + c)(abc + bSy + cS..) = b*S, + (a + ¢)(abe + aS, + ¢S.),

ce qui se vérifie immédiatement en développant le membre de gauche et en
vérifiant qu’il est invariant par I'échange de a et b.

Remarque : les calculs sont un peu longs dans cet exercice, mais faisables en
un temps raisonnable moyennant une analyse géométrique rudimentaire.
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V. Vendredi 22 matin : Test de mi
parcours

1 Groupe A

1 Enoncé

Rédigez les différents problemes sur des copies distinctes. Sur chaque copie,
écrivez votre nom, votre groupe et le numéro du probléme.

Regles, équerres et compas sont autorisés. Les rapporteurs sont interdits. Les
calculatrices sont interdites, ainsi que tous les instruments électroniques.

Exercice 1 Montrer que pour tout z > 0, on a

1
T+ —>2.
x

Exercice 2 Peut-on remplir les cases d'un tableau n x n avec les nombres —1, 0, 1
de telle sorte que les sommes des nombres écrits sur chaque ligne, chaque co-
lonne et chacune des deux grandes diagonales soient différentes ?

Exercice 3 Ménehould organise une féte d’anniversaire, a laquelle il y aura 15
filles et 15 garcons (y compris elle-méme). Elle prépare une étiquette personnelle
pour chaque invité. De combien de manieres peut-elle disposer les étiquettes
sur les places de la table ronde en respectant I’alternance fille-gargon ?

Exercice 4 On considére n princes vénitiens habitant chacun dans un palais.
Chaque palais est relié a chaque autre, soit par une ruelle, soit par un canal (mais
pas les deux). Le prince Alfonzo décide de rendre visite a tous ses amis dans la
méme soirée, mais il ne veut pas se compliquer la tache et décide de n’utiliser
qu'un moyen de transport. Montrer qu’en choisissant bien, il peut rendre visite
a tous les autres princes.
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2 Solution

Solution de l'exercice 1 Premiere méthode : Pour toutz > 0,on a:

T+ —>2,
e
1
si et seulementsixz + — —2 >0,
T

si et seulement si 2> — 22+ 1 > 0,

car x est strictement positif. On reconnaa®t ici une identité remarquable : cette
inégalité est vraie si et seulement si (x — 1) > 0. Or un carré est toujours positif,

donc on a terminé!

z—&—%
2

moyenne géométrique vaut \/z+ = V1 = 1, donc on peut conclure grace a

Deuxiéme méthode : La moyenne arithmétique de z et £ vaut , et leur

I'inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique.

Solution de I'exercice 2 Chaque ligne, chaque colonne, chaque grande diagonale

contient exactement n nombres, chacun étant compris entre —1 et 1. Donc les
sommes des nombres écrits sur chaque ligne, chaque colonne, chaque grande
diagonale sont comprises entre —n et n. De plus, il s’agit de sommes de nombres
entiers, qui sont donc elles-mémes entieres. Il y a donc 2n + 1 valeurs différentes
possibles pour nos sommes.

Or, nous calculons en tout n sommes sur les lignes, n sommes sur les co-
lonnes et 2 sommes sur les grandes diagonales, soit 2n + 2 sommes en tout.

Donc, d’apres le principe des tiroirs, il existe forcément une valeur atteinte

par plusieurs sommes.

Solution de l'exercice 3 1l y a 2 x 15! fagons de faire asseoir les garcons, et pour

chacune d’elles, 15! facons de faire asseoir les filles. Le résultat est 2 x (15!)%.

Solution de l'exercice 4 Avant de foncer dans le tas, il est utile de considérer des

configurations pour n petit. Sin = 2, les deux palais sont reliés soit par un canal,
soit par une ruelle. Si n = 3, on peut supposer par exemple que les palais A et B
sont reliées par une ruelle, auquel cas, soit C est relié & A ou a B par une ruelle,
soit C est relié a A et a B par un canal. Dans les deux cas, on conclut.

Essayons de généraliser cela en une preuve par récurrence. La proposition
a démontrer est "Si il y a n palais tous reliés entre eux, soit par des canaux,
soit par des ruelles, alors il existe un moyen de transport connectant tous les

222



V. VENDREDI 22 MATIN : TEST DE MI PARCOURS 2. GROUPE B

palais." Cette propriété est vraie au rang 2. Supposons-la vraie au rang n et
considérons n + 1 palais. Le palais d’Alfonzo étant noté A, les n autres palais
sont interconnectés, par des ruelles par exemple. Si le palais d”Alfonzo est relié
a au moins un autre palais par une ruelle, alors en choisissant de se déplacer
a pied, la propriété est vérifiée. Si le palais d’Alfonzo est relié a tous les autres
palais par des canaux, alors en se déplacant en gondole, il peut bien stir rendre

visite a tous ses amis par ce biais.

2 Groupe B

1 Enoncé

Exercice 1 Peut-on remplir les cases d'un tableau n x n avec les nombres —1, 0, 1
de telle sorte que les sommes des nombres écrits sur chaque ligne, chaque co-
lonne et chacune des deux grandes diagonales soient différentes ?

Exercice 2 On considere trois équations du second degré
224+ br+c¢ =0

(i = 1,2, 3). On suppose que les discriminants A; = b? — 4¢; valent respective-
ment 1,4 etO.

Montrer que I'on peut choisir une racine de chaque équation telle que la
somme de ces racines est égale a la somme des autres racines.

Exercice 3 Le plan est divisé en régions délimitées par un nombre fini de cercles
et droites. Montrer qu’on peut colorier ces régions en deux couleurs de sorte que
deux régions ayant une frontiere (un arc de cercle ou un segment de droite) en
commun soient de couleurs différentes.

. . z . oge 2 2 2
Exercice 4 Soient z,y, z des réels strictement positifs. Montrer que {; +% +%; >
T4y z
Y + z + z”

Attention, ce n’est pas I’exo vu en cours!

2 Solution

Solution de l'exercice 1 Chaque ligne, chaque colonne, chaque grande diagonale

contient exactement n nombres, chacun étant compris entre —1 et 1. Donc les
sommes des nombres écrits sur chaque ligne, chaque colonne, chaque grande
diagonale sont comprises entre —n et n. De plus, il s’agit de sommes de nombres
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entiers, qui sont donc elles-mémes entieres. Il y a donc 2n + 1 valeurs différentes
possibles pour nos sommes.
Or, nous calculons en tout n sommes sur les lignes, n sommes sur les co-
lonnes et 2 sommes sur les grandes diagonales, soit 2n + 2 sommes en tout.
Dongc, d’apres le principe des tiroirs, il existe forcément une valeur atteinte
par plusieurs sommes.

Solution de I'exercice 2 Notons pour tout i A, le discriminant de 1’équation z* +
bix +c = 0 et

—bi +VA; —bi — VA;
L B e

Alors pour tout i, x; — y; = /A;. Ainsi, nous avons
r1—y1=1, 12—y =2 et x3—yz =3.
Doncz; —y; + 29 —yo =142 =3 = x3 — y3, c'est-a -dire

1+ 2x2+Yys =y +y2 + 3.

Solution de I'exercice 3 Nous allons raisonner par récurrence sur le somme n du
nombre de cercles et du nombre de droites.

Initialisation : pour n = 0, on colorie le plan avec une couleur.

Hérédité : On suppose que la conclusion de I'exercice est vérifiée pour toute
configuration de n droites et cercles. Considérons une configuration avec n + 1
droites et cercles. Il y a deux cas a distinguer :

> Il y a un cercle. On le supprime, et on se retrouve alors avec une configura-

tion avec n cercles et droites, que I’on colorie par hypothese de récurrence.
On remet ensuite le cercle supprimé, et on inverse les couleurs des régions
qui sont a l'intérieur de ce dernier. Ce coloriage convient. En effet, consi-
dérons deux régions ayant une frontiere en commun. Si elles sont toutes
les deux a I’extérieur du cercle, leurs couleurs n’ont pas été changées, donc
elles sont de couleurs différentes. Si elles sont toutes les deux a l'intérieur
du cercle, la couleur de chacune d’entre elles a été changée, donc elles sont
également de couleurs différentes. Si elles sont de part et d’autre du cercle,
elles faisaient partie d"'une méme région avant qu’on remette le cercle, et
la couleur de I'une d’entre elles a été changée, donc elles sont également
de couleurs différentes.

> Il ny a pas de cercles, alors on enléve une droite et on raisonne de méme

en utilisant I'hypothese de récurrence, puis en remettant la droite et en
inversant les couleurs d'un c6té de la droite.
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Solution de l'exercice 4 D’apres 1'inégalité arithmético-quadratique,

y oz oz 3

IL'Z yQ Z2 (5 + % + %)2
gratez T 5
Or d’apres 'inégalité arithmético-géométrique,
T4 ¥4z
M > oL Y2,
3 “Vy z =z

2 2 2
Donc 5 + % + 5 > ¢ +

NS

+

< |8
ISHIN

3 Groupe C

1 Enoncé

Exercice 1

Soit P un polyndome de degré n tel que pour tout k € {0,1--- ,n}, P*) la dérivée
k-éme ait autant de racines que son degré (P = P et P = P/, etc.). Soit Sy la
somme des racines de P*). Montrer que (Sy)o<r<n €st une suite arithmétique.

Exercice 2
Soit ABC un triangle, I son orthocentre et D, F et F' les milieux respectifs de
[BC, [CA] et [AB]. Le cercle de centre D passant par H recoupe [BC| en A, et
A,. On définit de manieére similaire B, B,, C; et (.

Montrer que les points A, Ay, By, Bs, C et Cy sont cocycliques.

Exercice 3
Soient I'; et I'y deux cercles se coupant en deux points A et B. Les tangentes A
I'; en A et B se coupent en K. Soit M un point variable sur I';, distinct de 1 et
B. On note P le second point d’intersection de (M A) et I';, C le second point
d’intersection de (M K) et I';, et () le second point d’intersection de (AC') avec
Is.
> Montrer que (P(Q) passe par un point fixe L quand M varie, et expliquer
comment construire L.
> On note J le milieu de [PQ)] et O, le centre de I's. Montrer que les points
O, L, B, K et J sont cocycliques.
> En déduire que J est sur la droite (M K).

Exercice 4
Trouver tous les polynémes P € R[X] tels que pour tous réels a, b, ¢ vérifiant
ab + bc + ca = 0, on ait :

Pla—b)+Pb—c)+P(c—a)=Pla+b+c).
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2 Solution

Solution de l'exercice 1

Si c est le coefficient dominant de P, et ¢’ le coefficient suivant (celui de 2" !). Le
coefficient dominant de P*) estn(n —1)---(n—k+1)a, si k > 0 (et a,, si k = 0).
Le suivant est a,—;(n — 1)--- (n — k). Si on pose o1 = Sk, on a par les relations
coefficient-racine :
(n—=1)---(n—k)ap_1

n---(n—k+1a,
k—na,_1

o1 = —

o1 =
n Qp,

Sk est donc une progression arithmétique de raison .

Solution de l'exercice 2

Nommons I'y, I's et I's les cercles de I'énoncé de centres respectifs D, E et F.

L'axe radical de I'; A T, passe par H et est perpendiculaire A [DE]. Or
(DE)//(AB) L (CH),donc (CH) est cet axe radical. En particulier, PA; - PA, =
Pr,(C) = Pr,(C) = PB; - PB,y, d’out A;B1A,B; cyclique d’apres la réciproque
du théoréme de la puissance.

Il faut maintenant vérifier que les six points sont sur le méme cercle. On
peut soit argumenter que le centre doit étre O soit dire que pour des cercles non
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confondus, les cAtés du triangle formeraient leurs trois axes radicaux deux-A
-deux qui ne seraient pas concourants, d’ott la contradiction.

Solution de l'exercice 3

NV
AV&\*l
X ’

L

> D’aprés la construction du centre d"une similitude, B est le centre d"une
similitude directe s qui envoie M sur P, C sur @), le cercle I'y sur I's. Par
conséquent, s envoie (MC) sur (P()) donc, comme (MC) passe par un
point fixe K, (PQ) passe par s(K), noté L. De plus, on peut construire L :
c’est l'intersection des tangentes ATsenBet A, ou A = s(A). Or, A’ est
la seconde intersection de I'; avec la tangente AT, en A (cela correspond
au cas limite quand M tend vers A).

> On note O; et O, les centres des deux cercles : les angles O/Q\JL et O/QB\L
sont droits donc O,, L, B et J sont cocycliques sur le cercle de diametre
[O'L]. De plus BLO, = BKO; car s conserve les angles, donc BLO, =
180 — m donc K est aussi sur ce cercle.

> Onadonc BKJ = 180 — BLJ = 180 — BLP = 180—mdoncJ,Ket
M sont alignés, d’ot1 le résultat.

Solution de I'exercice 4
En faisant a = b = ¢ = 0, on trouve P(0) = 0.5i1 b = ¢ = 0, P(a) = P(—a) pour
tout réel a : P est pair, donc tout ses monA ‘mes sont pairs (c’est un bon petit

exercice que de montrer cette propriété).
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En prenant b = 2a, et c = —2a/3, on a
P(—a)+ P(4a/3) + P(8a/3) = 2P(7a/3).

On regarde le terme de plus haut degré k, p, X*. Pour a — +o0, ce terme "écrase"
les autres, et donc le terme dominant en a doit étre le méme de chaque cA'té.
Donc :

Pe(=1)" + pr(8/3)" + pr(=5/3)" = 2pi(7/3)"
3" +8 +5 =2 7"
(en effet, k est pair). Et, (8/7)% > 2 pour n > 8 etil n’y a pas égalité pour k = 6.
Donc k € {0,2,4}. Réciproquement, 22 et z* sont solution du probléme. On en
déduit rapidement que les solutions sont les polynA ‘mes

P(X) = aX" 4 bX?

aveca,b € R.

4 GroupeD

1 Enoncé

Rédigez les différents problémes sur des copies distinctes. Sur chaque copie,
écrivez votre nom, votre groupe et le numéro du probléme.

Regles, équerres et compas sont autorisés. Les rapporteurs sont interdits. Les
calculatrices sont interdites, ainsi que tous les instruments électroniques.

Exercice 1 Trouver tous les triplets d’entiers positifs (m, n, k) tels que k™ |m" —1
et k"|n™ — 1.

Exercice 2 Soit I un demi-cercle de diametre [P(Q)]. Une perpendiculaire a (P(Q))
coupe I et [PQ)] en A et B respectivement. Un cercle w est tangent a I, [PB] et
[AB] en C, D et E respectivement. Montrer que [AD) bissecte PAB.

Exercice 3 Trouver tous les couples d’entiers relatifs (a,b) tels que a? — 4b et
b? — 4a soient tous les deux des carrés parfaits.

Exercice 4 Soit ABC un triangle acutangle scaléne de cercle circonscrit I'. Soit
H 4 le pied de la hauteur issue de A ; w; le cercle tangent a [AH ], [BHal etT'; wy
celui tangent a [AH 4|, [C H,] et I'. La deuxiéme tangente intérieure commune a
w; et wy coupe [BC] en M.

Montrer que M est le milieu de [BC]| si et seulement si 2BC = AB + AC.
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2 Solution

Solution de l'exercice 1 Si m = 1 alors pour que k"|n — 1 il fautk =1oun = 1.

Sim,n > 1, on peut supposer que m > n. Soit p un diviseur premier de k.
Alors m et n sont tous les deux premiers avec p.

Sip = 2, alors m et n impairs. Mais alors 1 +m + - - - +m" ! est impair, donc
2™ |m — 1. Ceci est impossible car 2™ > m — 1. Donc k n’est pas divisible par 2.

Supposons que p est impair. Tout d’abord p™|m™ —1 < m™ — 1 donc p < m.
Ensuite, soit w 'ordre de m modulo p. Déja, comme p™|m™ — 1, on sait que n est
divisible par w. On utilise le lemme LTE : p/m* — 1 donc

vy(m" — 1) = v,(m? — 1) + v, <g) =v,(m? —1).

On peut donc en déduire p™|m® — 1, et a fortiori p™ < m* < mP.Maissi3 <p <
m, alors p™ > mP (ce qui se prouve en étudiant la fonction = — x1/%), on a donc
une contradiction. On en déduit donc que £ n’a aucun diviseur premier impair.

Les solutions sont donc (m,n,1) avec m,n quelconques et (1,1, k) avec k
quelconque.

Solution de l'exercice 2

7 Q

Je
o)

A’

Soit A’ le symétrique de A par rapport a (PQ).

D’apres un théoreme du cours, on sait que le centre / du cercle inscrit de
APA’ est sur (DE). Or, [PQ) bissectant APA!, T est sur (PQ).Dou I = D eten
particulier la conclusion.
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Remarque . Cet exercice se résout aisément par inversion. Le point C' est par
exemple approprié, ou le point @) en utilisant le théoréme du pa‘le Sud pour en
déduire de nouveau I = D.

Solution de I'exercice 3 Si a = 0, alors il faut que b soit un carré parfait et vice-

versa. Supposons maintenant que a et b sont non nuls. On voit déja que a* et
a® — 4b ont la méme parité et de méme pour v et b* — 4a.

Si b est négatif, il faut que a® — 4b soit le carré d’un entier de la méme parité
que a et plus grand que a. donc a* — 4b > (|a| + 2)* = [a|? + 4|a| + 4. Donc
b > |a] + 1.

On peut supposer sans perte de généralité qua a > b.

Si b est négatif, alors a® — 4b < (|a| — 2)? = |a|* — 4|a| 4+ 4. Donc |b] > |a| — 1.

Les mémes résultats sont vrais pour a.

Si a et b sont tous les deux négatifs, alors [b| > |a|] + 1 et |a| > |b] + 1 ce qui
est impossible.

Si a est positif et b négatif, alors |b| = |a] + 1, et b = —1 — a. On a alors
a’? —4b = (a+2)* et b? — 4a = (a — 2)?, donc toutes les solutions (a, —1 — a) avec
a > 0 marchent.

Si a et b sont tous les deux positifs, alors b > a—1,doncb =a—1oub=a.Si
b = a,alors (b—2)* > b*—4aetsib > 4,alors b*—4a > b>*—8b+16 = (b—4)?, ce qui
ne donne pas de carré possible. Il faut donc tester les cas b = 1, 2, 3,4, 5, et seule
la solution (4, 4) marche. Si b = a — 1, alors si b > 5, alors b* — 4a > (b — 4)?, ce
qui ne marche plus et les seules solutions a vérifier sont lorsque b = 1,2, 3,4, 5,
et la seule qui marche est (6, 5).

En conclusion, les seules solutions sont (0, n?), (n?,0) avec n un entier quel-
conque, (a,—1 —a)aveca >0, (—1 — b,b) avec b > 0, (4,4), (5,6), (6, 5).

Solution de l'exercice 4
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D’aprés le théoreme de Sawayama-Thébault vu en cours, I le centre du
cercle inscrit appartient a (O;0,) la droite reliant les centres respectifs de w;
et ws.

De plus, en notant D, E, F' et G les points de tangence de w; avec (BC') et
(AH ) et ceux de wy avec ces mémes droites et en se rappelant que d’apres le
cours, [ estsur (DFE) et (F'G), le schéma suivant de la quintessence du probleme
montre que [ est le milieu de [0,0;] :

G O2
I
O E
45 45
D Ha F

De plus, comme on sait (les bissectrices intérieures et extérieurs d'un angle

étant perpendiculaires) que O1H,0, = m = 90°, le cercle de diametre
[0102], qui est donc de centre I, passe par Hs et M. On a donc IM = [Hy,
propriété qui caractérise M (en plus de son appartenance au ca’té).

Ennotant N le milieu de [BC], "énoncé revient donc a montrer IN = [H, <
2a = b+ c.

Trois méthodes naturelles viennent a 1’esprit. La premiere est de tout dé-
velopper fort brutalement en terme de z, y et z (les longueurs des tangentes

231



V. VENDREDI 22 MATIN : TEST DE MI PARCOURS 4. GROUPE D

au cercle inscrit). Par exemple, la hauteur s’exprime d’apres la formule de Hé-

ron comme 2\/zyz(z +y + 2)/(y + z) et on peut tenter de pythagoriser pour
conclure.

Comme ce n’est pas beau, une méthode naturelle est de se dire qu’il suu-
fit de connaa®tre le rapport r/hy, puisque 2|ABC| = r(a + b+ ¢) = hqa.
En notant K le pied de la bissectrice issue de A et L le point de contact du
cercle inscrit, cela revient a trouver K L/KH,. Or on connaa®t tous les rap-
ports de ce genre la , celui-ci valant dans ce cas 1/3. Le meilleur argument
étant probablement que, en notant 7" le point de tangence du cercle circons-
crit (qui d’apres les principes élémentaires de chasse aux tangentes est le sy-
métrique par rapport a N de L), on sait (en projetant sur la bissectrice puis
en obtenant a partir d'un sommet un faisceau de quatre droites harmoniques
avec les deux bissectrices) que T', L, K et H4 sont harmoniques, d’ou (d’apres
la configuration classique en 1, —1, x, 1/z out dans notre cas KN = KH, si
et seulement si + = —1/2) I'équivalence IN = [Hy <& KL/KH, = 1/3.

I/x -1 x 0 1

Hy L K N T

Finalement IN = [Hy < r/hy =1/3 < a/(a+b+c)=1/3<2a=b+cet
la conclusion.

Les coordonnées barycentriques sont aussi assez avantageuses, puisque (cf
cours), par rapport a B et C, le point H 4 s’écrit (a* + b* — ¢® : ¢ + a? — b?), et le
symétrique de N par rapporta N s’écrit 3z/2 —y/2: 3y/2 —2/2) = (a —2c+2b :
a—2b+2c),douIN = [H, & Z:ggig’c’ = gji;’;:g;, ce qui apres développement,
simplification, division par a puis par b — ¢ s’écrit exactement 2a = b + c.
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VI. Troisieme période

1 Groupe A : géométrie

1 samedi 23 matin : Fran¢ois Lo Jacomo

Les angles du triangle

Les deux premiers résultats que 1’on rappelle, c’est qu'un triangle ayant
deux cOtés égaux a deux angles égaux et réciproquement (triangle isocele), et
que la somme des trois angles du triangle est égale a 180°. Ce dernier résultat
s’utilise notamment sous la forme suivante (voir figure) : ’angle extérieur au
triangle est la somme des angles a la base. En un sommet du triangle, j’appelle
angle extérieur 1’angle formé par un des cotés et le prolongement de 'autre.

Exercice 1

Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. On suppose que :
AB = AC + C1. Déterminer la valeur du rapport %
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Rappelons que la bissectrice d'un angle le partage en deux angles égaux.
Les points de la bissectrice sont a égale distance des deux cotés de 1'angle. Il
en résulte que les trois bissectrices d'un triangle ABC' se coupent en un point
généralement appelé I, situé a égale distance des trois cotés du triangle. C’est
donc le centre d'un cercle tangent aux trois cotés du triangle, appelé "cercle
inscrit dans le triangle ABC".

Solution de l'exercice 1

Lorsque deux segments ne sont pas bout a bout sur une méme droite, on ne
peut pas dire grand-chose de la somme de leurs longueurs. Donc pour utiliser
I'hypothése AB = AC + C1, il faut construire un segment C'J sur la droite
(AC) tel que : CJ = Cl et AJ = AC + C1I (donc A et J de part et d’autre de
C). La relation C'J = C1I entraine alors que le triangle C'JI est isocele, donc
CJI = @:appelonsacetangle.@ — CJI+CIJ = 2a.0r ICA = 5eA
car (C1) est bissectrice de BCA. Par ailleurs, les triangles IJA et IBA ont un
angle égal : TAJ = IAB situé entre deux cotés égaux, Al et AJ = AB, ils sont
donc isométriques (ils ont tous leurs cotés et tous leurs angles égaux), d’out en
particulier : o = IJA = IBA = ABC Donc en définitive : ABC' = 2a alors que

BCA = 4q, d’ot &4 —
ABC
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Angles inscrits

Si B et C' sont deux points fixes d"un cercle, et qu’on fait varier un troisieme
point A sur ce méme cercle, I'angle inscrit BAC ne dépend pas de la position
du point A.

Il existe plusieurs manieres d’énoncer ce théoréme : si quatre points A, B, C,
D sont sur un méme cercle, les angles BAC et BDC sont égaux si A et D sont
du méme co6té de la droite (BC), supplémentaires s’ils sont de part et d’autre
de (BC). Réciproquement, quatre points quelconques du plan, A, B, C, D véri-
fiant : BAC' = BDC si A et D du méme coté de (BC) ou BAC + BDC' = 180°
si A et D sont de part et d’autre de (BC') sont "cocycliques”, c’est-a-dire sur un
méme cercle. La démonstration doit envisager tous les cas de figure, mais 1'idée
essentielle est que si A et B sont sur un cercle de centre O, le triangle AOB
est isocele. Si la droite (AO) recoupe le cercle en A’, comme la somme des trois
angles du triangle AOB est égale a 180°, BOA' = BAO + ABO = 2.BAO, d’out
I'on déduit que 'angle au centre BOC, qui ne dépend pas de A4, est le double
de I'angle inscrit BAC.
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Si I'on veut un théoréme qui ne dépende pas des cas de figures, il faut in-
troduire les angles de droites : 'angle (AB, AC') est ’angle orienté dont il faut
faire tourner la droite (AB) pour la faire coincider avec (AC'). Donc (AB, AC) =
—(AC, AB) et plus généralement : (AB, AC) + (AC, AD) = (AB, AD) (relation
de Chasles) quels que soient les points A, B, C' et D. En utilisant ces angles de
droites, le théoréme de I’angle inscrit s’écrit : quatre points A, B, C, D sont sur
un méme cercle si et seulement si (AB, AC') = (DB, DC).

Cas particulier important de ce théoreme : 'angle BAC est droit si et seule-

ment si A est situé sur le cercle de diametre [BC] (donc l’angle au centre est

plat).

Exercice 2

Soit ABC'D un parallélogramme, P un point intérieur au parallélogramme
vérifiant : APD + CPB = 180°. Montrer que PBA = PDA.
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Solution de l'exercice 2

Nous avons deux angles supplémentaires, ce qui fait penser au théoréme de
l’angle inscrit si ce n’est qu’ils ne sont pas bien positionnés : il faudrait qu’ils
soient tous deux de méme base BC' et de part et d’autre de (BC). Translatons le
triangle APD vers la droite de la figure, c’est-a-dire introduisons un point ) tel
que AB, P(Q, DC soient tous trois paralleles et de méme longueur. Les triangles
APD et BQC sont isométriques, leurs cotés et leurs angles sont égaux. En par-
ticulier, I’angle BQC égal a APD est supplémentaire de CPB. La nous avons
deux angles supplémentaires et positionnés de sorte que 1'on peut affirmer :
les quatre points B, @), C, P sont cocycliques. Mais comme ces points sont co-
cycliques, d’autres angles inscrits apparaissent, notamment : QCB = QPB. Or
CjC\B — PDA carles triangles QCB et C DA sont isométriques, et @ — PBA

car ils sont alternes - internes, ce qui acheve la démonstration.

A

Exercice 3
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Soient C' et D deux points distincts d'un demi-cercle de diametre [AB]. Les
droites (AC) et (BD) se coupent en F, les droites (AD) et (BC') se coupent en
F. Montrer que les milieux des segments [AB], [CD] et [EF] sont alignés.

Solution de l'exercice 3

L'hypothese "C' et D sur le cercle de diametre [AB]" se traduit par : 4 ACB =
90° et ADB = 90°. Mais cela entraine manifestement : FCE = 90° et FDE = 90",
donc (C) et (D) sont également sur le cercle de diametre [F'F|. Le milieu N de

[E'F|] est le centre de ce cercle, donc NC = ND, ce qui entraine que N est sur la
médiatrice de [C'D]. Or, pour la méme raison, le milieu O de [AB] est lui aussi
sur la médiatrice de [C'D]. Et par définition, cette méme médiatrice passe par le
milieu M de [C'D].
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Hauteurs et orthocentre

Les hauteurs d"un triangle ABC' se coupent en un point nommé orthocentre
du triangle, et traditionnellement noté H. En effet, menons par A la parallele a
(BC), par B la parallele a (C'A) et par C la parallele a (AB) : on voit apparaitre
trois parallélogrammes ABCB’, ABA'C et AC'BC, donc la hauteur issue de A
est médiatrice de [B'C"], lieu des points équidistants de B’ et C’, celle issue de
B est médiatrice de [C'A], celle issue de C, médiatrice de [A'B’], et les trois
médiatrices d"un triangle se coupent en un point équidistant des trois sommets
(centre du cercle circonscrit a A’ B'C").

Exercice 4

Soit H l'orthocentre d"un triangle ABC, et Hy, Hp, H¢ les pieds des hau-
teurs issues de A, B, C. On supposera pour simplifier que H est a I'intérieur du
triangle ABC, ce qui revient a dire que tous les angles du triangle sont aigus
(un tel triangle est dit acutangle). Déterminer les angles des triangles AHpH,
HyBHc, HyHgC et HyHpHc, en fonction des angles du triangle ABC, que I'on
notera Z, E et 5

Remarque : on utilise beaucoup de points en géométrie du triangle, et sil’on
veut éviter d’utiliser le méme nom pour trop de points différents, il arrive qu’on
soit a court de notations. Les notations H 4, H et H¢ ne sont pas courantes, mais
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elles peuvent rendre des services dans bien des cas.

Solution de l'exercice 4

Etant donnés les angles droits m et B/HC\C’, Hp et Ho sont sur le cercle de

diametre [BC', d’oui les angles inscrits BH-Hp et BCHp sont supplémentaires,

puisque C et H¢ sont de part et d’autre de (BHp), d’ott zzl/H’c?B = C. De méme,
m:gpuismza,m:Z:mgetm:B\.Donc
d’une part HyHyHe = 180° — 2B, HyHoHy = 180° — 2C, HoH Hy = 180° —
2A, d’autre part les hauteurs du triangle ABC sont les bissectrices du triangle
H, HgHc, et 'orthocentre de ABC est centre du cercle inscrit dans H4Hg H .

Exercice 5

Soit ABC un triangle d’orthocentre . On supposera pour simplifier que
H est intérieur au triangle (triangle acutangle). Montrer que les symétriques
de H par rapport aux cotés (AB), (BC) et (CA) du triangle sont sur le cercle
circonscrit a ABC.
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A

Solution de l'exercice 5

Il suffit d’étudier les angles de la figure : en appelant, cette fois, H4, Hp et He
les symétriques de H par rapport aux cotés du triangle, H),, H}; et H, les pieds
des hauteurs, milieux de HH 4, H Hp et H H¢ : dans le triangle rectangle BH;C,
H,;BC = 90° — C. De méme, H,CB = 90° — B. Donc le troisiéme angle du
triangle BHC' : BHC = B+C = 180" — A. BAC et BHC sont supplémentaires,
mais H et A ne sont pas de part et d’autre de (BC'), donc A, B, C' et H ne sont

pas cocycliques. En revanche, si H 4 est le symétrique de H par rapport a (BC),
les triangles BHC' et BH,C' ont les mémes angles, donc EEA\C et BAC sont
encore supplémentaires, mais cette fois-ci A et 4 sont situés de part et d’autre
de (BC'), donc les quatre points A, H,4, B et C sont cocycliques. De méme pour
Hpet He.

Bissectrices et cercle inscrit
Exercice 6

Soit ABC' un triangle, I le centre de son cercle inscrit. La droite (Al) recoupe
le cercle circonscrit a ABC' en un point J. Montrer que JB = JC = JI.

Solution de l'exercice 6

A, B, J et C étant cocycliques, BAJ = BCJ (angles inscrits), tout comme
CAJ = CBJ. Comme (AI) est bissectrice de BAC, on en déduit que BCJ =
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@, donc JB = JC (triangle isocele). Par ailleurs, on continue la "chasse aux
angles" avec BI.J, somme des deux angles a la base du triangle BAI : BIJ =
IBA+ IAB = IBC + CBJ = IBJ, donc IJB est lui aussi un triangle isocele,
ce qui achéve la démonstration.

La chasse aux angles

La chasse aux angles consiste a déterminer des relations d’angles sur la fi-
gure jusqu’a trouver celles dont on a besoin. Notamment une égalité d’angles
peut entrainer que des points sont cocycliques, ce qui entraine de nouvelles re-
lations d’angles, et ainsi de suite... Voici un exercice a titre d’exemple :

Exercice 7

Soit ABC'D un quadrilatére convexe inscrit dans un cercle. AC' coupe BD
en P. Les cercles circonscrits a ABP et CDP se recoupent en (). Montrer que
0,Q, A, D sont cocycliques. Montrer que OQ) est perpendiculaire a PQ).

Remarque : habituellement on pose directement la seconde question, et dans sa
chasse aux angles I'éléve doit remarquer par lui-méme que O, (), A, D sont cocycliques.
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Solution de l'exercice 7

Comme par hypothese, A, B, P, sont cocycliques, ABP = AQP, et de
mémelTQ\P — DCP.Or DCP = DCA = DBA = z@, car A, B,C, D sont
cocycliques, et cet angle inscrit vaut la moitié de I’angle au centre AOD. 1l en
résulte que AOD = @ + 17@\}7 = 1@, ce qui entraine que O, ), A, D sont
cocycliques. D’ot1 de nouvelles égalités d’angles, notamment : 0QD = OAD.
Donc (TQ\P = O/QT) + lTQ\P = OAD + %A/OT) = 90° car dans le triangle isocele
AOD, 1@ +2 % O/E) = 180°. Dot le résultat.

2 samedi 23 apres-midi : Cécile Gachet

Chasse aux angles et angles orientés. Comme on peut le remarquer a force
d’exercices, I'inconvénient majeur de la chasse aux angles classique est qu’elle
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nécessite de faire bien attention aux positions relatives des points (a 1’ordre dans
lequel ils sont alignés, par exemple), pour ne pas confondre des angles de me-
sure ¢ avec des angles de mesure 180" — ¢...

On préférera donc souvent alléger la rédaction d’une chasse aux angles au
moyen d’angles orientés entre des droites. Bien entendu, tout raisonnement sur
des angles orientés peut « se traduire »en une chasse aux angles classique, et
réciproquement. Tous deux sont alors valides.

L’angle orienté entre deux droites est une notion qui généralise 1’angle géo-
métrique (avec un chapeau). L’angle orienté entre d; et d; se note (d;, d3) et cor-
respond a la mesure de 1’angle dont il faut tourner la droite d; pour la rendre
parallele (éventuellement confondue) a la droite dy, a 180° prés et en tournant
dans le sens inverse des aiguilles d"une montre.

Il faut connaitre quelques regles de calculs sur ces angles : tout d’abord, la
convention suivante : si le sens inverse des aiguilles d"une montre est « posi-
tif »(c’est ce qu’on a dit au paragraphe précédent), le sens des aiguilles d"une
montre est, quant a lui, négatif. Autrement dit, pour toutes droites d;,d,, ona:
(dy,dy) = —(dg, dy).

Il faut aussi mentionner une propriété tres importante, bien qu’assez in-
tuitive : la relation de Chasles : pour toutes droites d,d;,ds, on a (di,dz) =
(dy,d) + (d,ds). Cela nous permet de composer/décomposer des angles comme
bon nous semble, ce qui est tres utile !

Enfin, il faut rappeler les propriétés usuelles de chasse aux angles (angles
correspondants, angles alternes-internes, angles inscrits, angles au centre), tra-
duites en termes d’angles orientés.

Proposition.

Soient trois droites d;, d; et A. Les droites d; et d; sont paralleles (éventuel-
lement confondues) si et seulement si (dy, A) = (da, A).

A

7

Démonstration. Les droites d; et da sont paralleles si et seulement si (d;,dz) = 0°.
D’apres la relation de Chasles, on a donc, pour toute droite A, (di, A) + (A, d2) = 0°,
dott (d1, A) = (A, da) = (da, A). O
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Proposition.

Soient quatre points A, B, M, N. Ces points sont cocycliques sur un cercle de
centre O si et seulement si (M A, MB) = (NA,NB) = 1(OA,OB). Autrement
dit :

e si M et N sont du méme c6té de la droite AB, A, B, M, N sont cocycliques

si et seulement si AMB = AN B,

e si M et N sont de part et d’autre de la droite AB, A, B, M, N sont cocy-

cliques si et seulement si AMB = 180° — ANB.

Remarque.

Cette proposition est toujours valable dans le cas limite : pour N = B par
exemple, on a (MA,MB) = (BA, BB), ou BB correspond a la tangente au
cercle circonscrita ABM en B.

Exercice 1
Soient I'y, I'; deux cercles ayant deux points d’intersection A et B. Soient d 4
une droite passant par A et dg une droite passant par B. On note C et F les
points d’intersection de d4 avec I'; et I'y respectivement, et on définit de méme
D et F' comme les points d’intersection de dp avec I'; et I'; respectivement.
Montrer que les droites C'D et EF' sont paralleles.

Exercice 2
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Théoreme de Miquel. Soit ABC un triangle, P un point de BC, () un point
de C'A, R un point de AB. Les cercles circonscrits a AQR et a BRP ont pour
second point d’intersection X. Montrer que X est aussi sur le cercle circonscrit
a CPQ.

Exercice 3

Soit I' un cercle et BC une corde de ce cercle. Soit A le milieu de l'arc BC.
On considere deux cordes de I' passant par A, notons-les AD et AE, et F et G
les points d’intersection respectifs de ces cordes avec BC.

Montrer que les points D, E, F, G sont cocycliques.

Exercice 4

Soient I';, I'y deux cercles ayant deux points d’intersection P et (). Soit d une
droite coupantI'y en Aet C'etI'; en B et D, les points étant disposés dans 1’ordre
A, B,C, D sur la droite.

Montrer que APB = CQD.

Exercice 5

Soit A, B,C, D quatre points sur un cercle I'. On note A’ et C’ les projetés
orthogonaux respectifs de A et de C sur BD, et B’ et D' les projetés orthogonaux
respectifs de B et de D sur AC.

Montrer que les points A’, B’, C’, D' sont cocycliques.

Triangles semblables. Les quatre conditions suivantes sont deux a deux équi-
valentes :
e les triangles ABC' et A'B'C’ sont semblables (ce qui estnoté ABC ~ A'B'C"),
e A=A, B=1,etC=C,
o 4= 4B e i - EC,
o A= Alet % = %

Remarque. Attention, les longueurs dont on prend les rapports dans la troi-

siéme condition doivent étre celles des segments adjacents aux angles égaux
choisis.
Exercice 6

Soit ABC DEF un hexagone convexe, tel que AB ) DE, BC' JFAetCD || FA.
On suppose en outre que AB = DE.

Montrer que BC = DE et CD = FA.

Péle-méle : chasse aux angles et géométrie du triangle.
Exercice 7
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Soient ABC' un triangle, O le centre de son cercle circonscrit et /7 son ortho-
centre.
Montrer que BAO = CAH.

Exercice 8
Soient ABC un triangle, H son orthocentre, A’ le pied de la hauteur issue de
A, B' le pied de la hauteur issue de B, et (' le pied de la hauteur issue de C.
Montrer que HA x HA' = HB x HB' = HC x HC".

Exercice 9

Soient ABC un triangle, O le centre de son cercle circonscrit, H son ortho-
centre. Dans ce triangle, on note D le pied de la hauteur issue de A et E le pied
de la hauteur issue de C.

Montrer que O est sur la bissectrice intérieure commune aux angles DHC et
AHE.

Puissance d’un point par rapport a un cercle. Soient un cercle I' de centre O
et de rayon r et un point P. On considere trois droites passant par P et coupant
le cercle I' : 1a premiere le coupe en A et B, la deuxieme en C et D, et la troisiéme
est une tangente au cercle, qu’elle ne coupe donc qu’en un point, £.

Onaalors: PA x PB = PC x PD = PE? = PO? — r2,

Démonstration. Par chasse aux angles, on marque les angles ¢ et on constate que les
triangles PAC et PD B sont semblables. Ainsi, g—é = %, d’ot1 le résultat. Cet argument
marche aussi pour le cas de la tangente. Enfin, lorsqu’on considere la droite PO, on a

toujours la méme égalité pour (PO — r)(PO + r), ce qui conclut. O
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Cette quantité ne dépend donc pas de la droite passant par P avec laquelle
on intersecte I'. Il s’agit de la puissance du point P par rapport au cercle I', notée
Pr(P).

Lorsqu’on a deux cercles I';, de centre O, et I';, de centre Oy, le lieu des
points ayant la méme puissance par rapport au deux cercles est une droite, per-
pendiculaire a O;0,. Si les cercles I'; et I'; ont deux points d’intersection A et B,
alors leur axe radical est la droite AB.

Lorsqu’on se donne trois cercles I'y,I'; et I's, les trois axes radicaux obte-
nus (celui de I'; avec I'y, celui de I'; avec I's et celui de I's avec I'7) sont soit
concourants, soit paralleles (éventuellement confondus). Les axes radicaux sont
paralléles si et seulement si les centres des trois cercles sont alignés.

Les droites bleues, perpendiculaires au droites vertes, sont nos trois axes
radicaux. Leur point de concours est Z.

Démonstration. Supposons que les axes radicaux de I'; avec I'; et de I'; avec I's ne
sont pas paralleles. Soit alors P leur point d’intersection. On a Pr, (P) = Pr,(P) et
Pr,(P) = Pr,(P), d’ou Pr,(P) = Pr,(P). Donc P est, par définition sur le troisieme
axe radical.

Supposons maintenant que les axes radicaux de I'; avec I'; et de I'y avec I's sont pa-
ralleles. On a alors 0103 j/ 0203 (si deux droites sont paralleles entre elles, alors toute
droite perpendiculaire a 1'une est perpendiculaire a 'autre, et deux droites perpendi-
culaires a une méme droite sont paralleles entre elles), donc les points O1, O3, O3 sont
alignés. Dés lors, I'axe radical de I'; avec I'; est aussi perpendiculaire a la droite des

trois centres, donc paralléle aux deux autres. O

Exercice 10
Soient deux cercles I'; et I'; s’intersectant en deux points C' et D. On consi-
dere une tangente commune a ces deux cercles, son point A de tangence a I'; et
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son point B de tangence a I's.

Montrer que C'D coupe AB en son milieu.

Exercice 11

Soient quatre points cocycliques A, B, C, D.

Quel est le lieu des points M tels que le cercle circonscrit a M AB et le cercle
circonscrit a M C'D soient tangents ?

Exercice 12

Soient ABC' un triangle, H son orthocentre. Soient M un point quelconque
a l'intérieur du segment AB et NV un point quelconque a l'intérieur du segment
AC. On nomme P et () les deux points d’intersection des cercles de diametre
BN et de diametre C'M.

Montrer que les points P, (), H sont alignés.

Solutions des exercices.
Solution de 'exercice 1

On peut rédiger une chasse aux angles de la maniere usuelle.

Posons ¢ := CDB. Comme les points A, B, C, D sont cocycliques, on obtient
que BAC = 180" — ¢. De plus, les points C, A, E sont alignés dans cet ordre.
Donc BAE = ®.

En outre, les points A, B, F, E sont cocycliques. Donc BFE = 180° — ©.

Donc les droites C'D et EF' sont paralleles.

Autre solution :

Pour monter que les droites CD et EF sont paralleles, il faut et il suffit en
fait de montrer que (CD, EF) =0°.Or:
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(CD,EF) = (CD,DF)+ (DF, EF), d’apres la relation de Chasles,
= (CD,DB)+ (BF,EF), car les points D, B, F' sont alignés,
= (CA,AB) + (BF, EF), car les points A, B, C, D sont cocycliques,
= (CA,AB) + (BA,EA), carles points A, B, E, F' sont cocycliques,
= (CA, EA), d’apres la relation de Chasles,
= (7, car les points A, C, E sont alignés.

Donc les droites C'D et EF' sont paralleles.

Solution de l’exercice 2

On pose a := BAC et b= CBA. Comme les points A, ), R, X sont cocy-
cliques, on a Q/)a% = 180° — a. De méme, on a aussi P/X\Q = 180° — 4. On en
déduit que RXP = o+ 8 = 180" — PXC, car PXC = 180° — BAC — CBA =
180° — av — 3. Donc les points C, P, R, X sont également cocycliques.

Solution de l'exercice 3

Comme on le voit bien sur la figure ci-dessous, on peut poser ¢ := DEA
et = CEA puis rédiger une chasse aux angles usuelle. L'ordre dans lequel il
faut donner est le méme que pour la preuve utilisant des angles orientés ; pour
plus de clarté, nous présenterons donc cette derniére.
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L’angle bleu foncé est de mesure 180° — ¢, et I'angle vert est de mesure
180° — pu — ¢.

Pour montrer que les points D, E, F, G sont cocycliques, il suffit de montrer
que (ED,EG) = (FD,FG).Or:

(ED,EG) = (ED,EA), carles points E, A, G sont alignés,

= (ED,EC) + (EC, EA), d’apres la relation de Chasles,

= (AD, AC) + (EC, EA), car les points A, C, D, E sont cocycliques,

= (AD, AC) + (AC, BC), car les arcs AB et AC sont de méme longueur,
= (AD, BC), d’apres la relation de Chasles,

= (F'D,BC), car les points A, D, F' sont alignés,

= ( )

FD,FG), car les points B, C, F, G sont alignés.

Donc les points D, E, F, G sont cocycliques.

Solution de l'exercice 4

En chasse aux angles usuelle : on pose ¢ := APB et i :== BAP. Comme
la somme des angles dans un triangle vaut 180°, PBA = 180° — o — pu, d’ott
PBD = ¢+ p.

De plus, comme les points A, C, P, () sont cocycliques, on a C/’QTD = CAP =
BAP = pu.

Enfin, comme les points B, D, P, () sont cocycliques, on a liQ\P = PBD =
@+ p.

Ainsi, ZTQ\C = ZTQ\P — @ =po+pu—p=¢p= @, et c’est ce qu'il fallait
prouver.
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Les angles bleus sont de mesure ¢, les angles rouges de mesure i, et les angles
violets de mesure ¢ + p.

Autre solution :

En angles orientés :

(AP, BP) = (AP, AB) + (AB, BP)
= (AP, AC) + (BD, BP), car les points A, B, C, D sont alignés,
= (QP,QC) + (BD, BP), car les points A, C, P, () sont cocycliques,
= (QP,QC) + (QD,QP), car les points B, D, P, () sont cocycliques,
= (@D, QC).

Autre solution :

Une autre approche de cet exercice consiste a rajouter les droites AP et D(Q).
Ces dernieres sont en effet assez sympathiques comme on sait qu’elles sont pa-
ralleles : ¢’était 'exercice 1.

Posons maintenant ¢ := APB.Onaalors BPE = 180° — ¢, et donc, comme
les points B, D, I/, P sont cocycliques, BDE = . Comme les droites DE et AF
sont paralleles, on a donc FAC = . Comme les points A, C, F, () sont cocy-
cliques, ]fQ\C = 180" — ¢, d’ot1 'on déduit que ITQ\C = .
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Autre solution :

En angles orientés, cela donne :

(AP, BP) = (PE, BP), car les points A, E, P sont alignés,

DE, BD), car les points B, D, E, P sont cocycliques,
AF,BD), car les droites AF' et DE sont paralleles,
AF, AC), car les points A, B, C, D sont alignés,
QF,QC), car les points A, C, F, ) sont cocycliques,

= (
= (
= (
= (
= (
= (QD,QC), car les points D, F, ) sont alignés.

Solution de l'exercice 5

Dans cet exercice, les projetés orthogonaux nous donnent beaucoup d’angles
droits. Ceci nous permet de trouver beaucoup de points cocycliques : par exemple,
AAB = 90°et AB'B = 90" Ainsi, les points A, A’, B, B’ sont cocycliques. On ob-
tient de méme que B, B’,C,C" et C,C", D, D" et D, D' A, A’ sont cocycliques, ce
qui nous permet de tracer les quatre cercles verts de la figure ci-dessous.

Des lors, on peut montrer que (A'B’, B'C") = (A'D',C'D’) en décomposant
judicieusement nos angles. Le lecteur, s’il n’est pas encore convaincu, aura ici

un bon apercu de 'utilité des angles orientés. On a :
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(AB',B'C"Y= (A'B',BB')+ (BB', B'("),
en décomposant pour faire ressortir nos quadruplets de points cocycliques,
= (A'A,BA) + (BC,CC"),
car les points A, A’, B, B’ et B, B', C, C' sont cocycliques,
= (BC,BA) — (A'A,CC"), d’apres la relation de Chasles,
= (BC,BA) car (A'A,CC") = 0".

On montre de méme que (A'D’,C'D’) = (DC, DA).
Comme les points A, B, C, D sont cocycliques, on a (BC, BA) = (DC, DA).
Donc on conclut que A’, B’, C', D’ sont cocycliques.

Les angles bleus clair sont de mesure 90°.

Solution de I'exercice 6

Comme AB |/ DE et AB = DE, le quadrilatere ABDE est un parallélo-
gramme. Donc BD | AE et BD = AE.

Donc les triangles BC'D et EF A sont semblables, et méme isométriques (au-

trement dit, ils ont non seulement les mémes angles, mais aussi les mémes lon-
gueurs de cotés). Ainsi, BC' = EF et CD = FA.

Solution de l'exercice 7
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Cet exercice se résout trés bien au moyen d’une chasse aux angles rapide,

faisant intervenir les propriétés angulaires de O et de H — propriétés qu'il faut
au demeurant maitriser—.

Ainsi, si 1’on pose B/CTLX = v, comme O est le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC, BOA = 2. De plus, par définition de O, on a aussi OA = OB, et
donc le triangle BOA est isocele en O. Donc BAO = 90° — 7.

D’autre part, comme H est1’orthocentre du triangle ABC, on sait que le pied
dela hauteur issue de A dans le triangle ABC, noté A’, est le point d’intersection
des droites AH et BC'. Dans le triangle AA’C/, on connait deux ang]les : AAC =
90° et A’/CA = ~. Comme la somme des angles dans un triangle vaut 180°, on en
déduit que CAA" = 90° — ~. Donc CAH = 90° — ~.

Doncﬂ) = 64?[

Les angles verts sont de mesure 90° — .

Solution de l'exercice 8

Comme BC'C' = BB'C = 90°, les points B, B’,C,C" sont cocycliques, et
donc on peut tracer le cercle vert sur la figure ci-dessous. On en déduit que
BB'C" = BCC". Donc les triangles HCB et HB'C’ sont semblables. Ainsi, £& =
A5, d’'ou HC x HC' = HB x HB'.

On montre de méme que HA x HA' = HB x HB'. Donc : HA x HA' =
HB x HB'= HC x HC".
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Autre solution. Comme les triangles HC'B et HB'C ont deux fois le méme

angle (en effet, C'HB = B'HC, qui sont opposés par le sommet, et HC'B =
HB'C = 90°), ils sont semblables. Ainsi, If{% = Izllé, d’ott HC x HC' = HB x

HB', et on conclut comme dans la solution précédente.

Solution de l'exercice 9

Comme BDH = 180° — BEH = 90", les pomts B, D, E, H sont cocycliques.
Ainsi, DHE = 180° — 60° = 120°. Donc AHC = 120".

De plus, comme ABC = 60°, d’apres le théoréme de I'angle au centre, AOC =
2 x 60° = 120°.

Donc les points A, C, H, O sont cocycliques.

De plus, comme le triangle AOC est isocele en O, on a OAC = 30°. Donc, par
cocyclicité, OHC' = 30°. Comme CHD = 180° — DHE = 60°, on a également
OHD = 60°— 30° = 30°.

Comme la bissectrice intérieure commune des angles AHE et CHD dé-
double chacun de ces angles de 60° en deux angles de 30°, tout comme le fait
la droite OH, on en déduit que le point O est sur cette bissectrice.
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L’angle bleu est de mesure 60°, les angles sont de mesure 120°, les
angles rouges de mesure 30°.

Solution de I'exercice 10

Soit M le point d’intersection de C'D et de AB. Comme la droite C'D est
’axe radical des cercles I'; et I'y, le point M, qui lui appartient, vérifie Pr, (M) =
Pr,(M). Or Pr,(M) = MA? et Pr,(M) = MB? Donc MA* = MB? ce qui
signifie que M est le milieu du segment AB.

Solution de l'exercice 11

Il s’agit de caractériser les points M qui vérifient la condition de 1’énoncé.
Soit Z le point d’intersection des droites AB et C'D. L'avantage d’introduire ce
point est que cela nous permet de connaitre tous nos axes radicaux. En effet,
pour tout point M, 1'axe radical du cercle circonscrit a ABC'D et du cercle cir-
conscrit a M AB est la droite AB, ’axe radical du cercle circonscrit a ABCD et
du cercle circonscrit a M CD est la droite C'D, et I’axe radical du cercle circons-
crit a M AB et du cercle circonscrit a M CD passe par M et est concourant aux
deux autres axes radicaux (qui se coupent en Z) : c’est donc la droite ZM.

Ainsi, Z appartient aux trois axes radicaux, et donc la puissance de Z est
la méme par rapport aux trois cercles. Or les cercles circonscrits a M AB et a
MCD sont tangents si et seulement si leur axe radical est leur tangente com-
mune en ), autrement dit si et seulement si la droite ZM est leur tangente
commune. C’est le cas si et seulement si la puissance de Z par rapport aux
cercles circonscrits 8 M AB et a M CD vaut ZM?, autrement dit si et seulement
siZAx ZB=Z7ZC x ZD = ZM?*.
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En bref, sachant que les points Z, A, B, C, D sont fixés, le point M satisfait la
condition de 1’énoncé si et seulement si ZM = /ZA x ZB. Donc le lieu de nos
points M est un cercle de centre Z et de rayon VZA x ZB.

Solution de l'exercice 12

Soit B’ le pied de la hauteur issue de B et C’ le pied de la hauteur issue de
C.

Comme BB'N = 90°, B' appartient au cercle de diametre BN. Donc les
points B, B', N, P, ) sont cocycliques. De méme, les points C,C’, M, P, () sont
cocycliques.

De plus, I’axe radical de ces deux cercles est la droite P(). Donc, pour mon-
trer que le point H appartient a PQ), il suffit de montrer que la puissance de H
par rapport aux cercles circonscrits a BB'NP(Q) et a CC'M P(Q) est la méme. Il
suffit donc de montrer que HB x HB' = HC x HC', or on 1'a fait dans I’exercice
7.

Donc le point H appartient bien a la droite PQ).

3 dimanche 24 matin : Pierre-Antoine Guiheneuf

Aires
L'aire A est une quantité qui mesure la taille d"'un domaine du plan. Elle
vérifie des propriétés fondamentales qui sont tres intuitives :
(i) L'aire d'un rectangle de cotés [ et L vaut ! x L.

(ii) Si un domaine D est la réunion de deux domaines D; et D,, alors A(D) =
A(Dy) + A(D»).

(iif) Si un domaine D’ est obtenu en faisant un déplacement d’un domaine D
(par exemple une rotation, une translation ou une symétrie), alors A(D’) =
A(D).

Exercice 1 (Autour des triangles)

Le but de cet exercice est de retrouver la formule de 'aire d'un triangle.

1. Montrer que 'aire d"un parallélogramme ABCD vaut BC - h, ou h est la
hauteur de ABC'D partant de A.

2. Soit ABCD un parallélogramme. Montrer qu’une diagonale de ABC'D
partage le parallélogramme en deux triangles de méme aire.

3. En déduire la formule classique de l’aire d'un triangle : si & est la longueur
de la hauteur de ABC issue de A, alors A(ABC') = h - BC. On en déduit
directement les deux propriétés suivantes :
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(a) Si ABC et DBC sont deux triangles de méme base [BC| dont les som-
mets A et D sont sur une parallele a (BC'), alors ces deux triangles ont
la méme aire (lemme du trapeze).

(b) Si A, B et C' sont trois points alignés et D est un point quelconque,

A(ABD)

alors A(BOD)

= £5 (lemme des proportions).

4. En déduire une démonstration du théoreme de Thales : Si ABC' est un
triangle et B’ et C" sont deux points tels que B' € [A, Bl et C' € [A, C|, alors on
a les égalités

BB CC’ AB' AC" B

BA_ca ' AB T AC T BC
5. Démontrer le lemme du chevron : si ABC' est un triangle, M un point du
plan distinct de A et A’ le point d’intersection de (AM) avec (BC') (voir la

figure 4), alors
A(ABM) A'B
A(ACM) — AC’

On ne traitera que le cas ot M est dans l'intérieur du triangle ABC, comme

sur la figure, les autres cas (quels sont-ils ?) se traitant de la méme maniere.
6. En déduire que les médianes d’un triangle sont toujours concourantes.

7. En déduire aussi le théoréeme de Ménélatis : si ABC est un triangle et D
est une droite coupant les droites (BC), (C'A) et (AB) en respectivement
A, B'et (', alors on a

ABBCCA
ACBACB
De nouveau, on ne traitera que le cas ot1 les points sont dans la configura-

tion est donnée par la figure 5.

Des considérations sur les aires permettent de donner des preuves du théo-
reme de Pythagore ; nous en présentons une trés rapide.

Théoréme 1 (Pythagore) Soit ABC un triangle. Si ce triangle est rectangle en
A, alors on a la condition sur les longueurs de ses cOtés :

AB? + AC* = BC?.
Preuve. 11 suffit d’identifier les aires grisées dans la figure 6. O

Remarque . Le théoreme de Pythagore posséde une réciproque : si on a I’égalité
AB? + AC? = BC?, alors le triangle ABC est rectangle en A.

Pour résoudre l'exercice suivant, on a besoin de la formule qui donne l'aire
d’un disque.

259



VI. TROISIEME PERIODE 1. GROUPE A : GEOMETRIE

A D D
A D
h
— B C A B C
B C
FIGURE 2 — Lemme du  FIGURE 3 — Lemme des
FIGURE 1 - Hauteur ) A(ABD)
, ) trapeze : A(ABC) =  proportions : Zze5 =
d’un parallélogramme e
A(DBC) BC

A

B o C A B C
FIGURE 4 — Lemme du chevron FIGURE 5 — Théoréme de Ménélatis

Proposition . L'aire d'un disque de rayon r vaut mr2.

Exercice 2 (Aire de lunules)
Dans cet exercice on se propose de déterminer des aires de domaines déli-
mités par des cercles.

1. Soit C un cercle de centre O et A un point de ce cercle. Les deux points
d’intersection entre le cercle et la perpendiculaire & (AO) passant par O
sont notés B et C. Soit C' le cercle de centre A et passant par B (et ().
Calculer I'aire de la région constituée des points qui sont a I'intérieur de C
et pas dans l'intérieur de C’ (partie bleutée de la figure 7).

2. Soit ABC un triangle rectangle en A, C son cercle circonscrit et Cp et C¢
les cercles de diametres respectifs AB et AC. Calculer la somme des aires
des régions constituées respectivement des points qui sont a l'intérieur de
Cp et pas dans l'intérieur de C; et des points qui sont a l'intérieur de Cc et
pas a l'intérieur de C, (partie bleutée de la figure 8).

Exercice 3 (Formule de Héron, ou comment mesurer ’aire d’une voile de ba-
teau)

Soit ABC un triangle de cotés de longueurs BC = a, AC =bet AB =¢, ¢
étant la plus grande longueur. On note H le projeté de C' sur la droite AB, ainsi
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FIGURE 6 — Preuve du théoréme de Pythagore

C

FIGURE 7 — Premieére lunule FIGURE 8 - Seconde lunule

que h = CH etd = AH (voir la figure 9).

_ a2 2 2
1. Montrer que d = %’;*C

2. En déduire que h? = 22— “)(:g b)(p—c)
3. Montrer la formule de Héron : A(ABC) = /p(p — a)(p — b)(p — ), ot p =
a+b+c

est le demi périmetre du triangle.

4. Application : Trouver une expression du rayon du cercle inscrit a un tri-
angle en fonction des longueurs des cotés de ce triangle.

Exercice 4 (Formule de Pick, ou comment compter des arbres dans une forét
plantée)

La formule de Pick assure que si P est un polygone simple dont les sommets
sont a coordonnées entiéres, alors son aire est donnée par la formule

A(P):]+;B—1,

ou I est le nombre de points a coordonnées entieres (de tels points sont dits
points entiers) situés a I'intérieur de P et B le nombre de points entiers situés sur
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A B

FIGURE 9 — Construction de 'exercice ??

le bord de P.

1. Montrer que si la formule est vraie pour deux polygones P, et P, ayant
une ou plusieurs arétes consécutives en commun, alors elle est vraie pour
le polygone P obtenu comme la réunion de P; et P.

2. Montrer que la formule est vraie pour les rectangles ayant leurs axes pa-
ralleles aux axes de coordonnées, puis pour les triangles ayant deux cotés
paralléles aux axes de coordonnées.

3. En déduire que la formule est vraie pour tous les triangles.

4. Conclure.

Solutions

Solution de I’exercice ??

1. Sereporter ala figure 13 : il suffit de retirer un triangle au parallélogramme
et de I'ajouter a l'autre coté; cette opération ne modifie en rien l'aire de
l'objet et on obtient un rectangle.

FIGURE 10 — L'aire du triangle ABC' se
calcule facilement : I = 5, B = 3 et FIGURE 11 - Configuration de la ques-

donc A(ABC) =5+ 1 tion 1
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2. Se reporter a la figure 14 : le fait que les diagonales d'un parallélogramme
se coupent en leur milieu (au fait, pourquoi'?) montre que le triangle
BC'D est I'image du triangle ABD par la symétrie de centre O ; leurs aires
sont donc identiques.

3. Soit ABC' un triangle. On lui associe un parallélogramme en considérant
l'intersection de la parallele a (BC') passant par A et de la parallele a (AB)
passant par C' (comme sur la figure 14) ; 'aire de ce parallélogramme vaut
la longueur d"un de ses base fois celle de la hauteur associée par la pre-
miere question, et 1’aire du triangle (ABC) vaut la moitié de celle du pa-
rallélogramme par la question précédente. Cela permet de conclure sur
l'aire du triangle.

4. Par le lemme du trapeze, on a A(BCC') = A(BCB') et donc
cc'  A(BCC')  A(BCB') BEP

CA  A(ABC)  A(ABC) BA’

cela fournit la premiere relation. On en déduit la premiere égalité de la

seconde relation a l’aide des relations
AB’+B’B 1 et AC’+C’C_
AB ~AB % Ac T ac T

Enfin, pour démontrer la derniére égalité, on applique ce qu’on vient d’ob-

1.

tenir au point C et aux droites paralleles (AB) et (C'C").

A
B’: TC/
B " C

FIGURE 12 — Preuve du théoréme de Thalés

5. On utilise plusieurs fois le lemme des proportions. Appliqué aux triangles
ABM et ABA' il donne A(ABM) = 24X A(ABA'). De méme pour les tri-

AA

angles ACM et ACA’ on a A(ACM) = 24X A(ACA'). Et ce méme lemme

des proportions appliqué aux triangles ABA’ et ACA’ donne A(ABA’) =

1. Je crois que pour démontrer cela on est obligé d’utiliser la réciproque du théoreme de
Thales
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A'B
AC
ment le lemme du chevron

A(ACA’). En combinant les trois égalités obtenues on obtient finale-

A(ABM) S8 A(ABA') A(ABA) A'B

A(ACM) ~ AM A(ACA) ~ A(ACAY) — AC

6. Soient ABC un triangle, A’ le milieu de [BC/|, B’ le milieu de [AC] et G le
point de concours de (AA’) et (BB’) (voir la figure 15). Soit C’ le point de

concours de (CG) et (AB), il s’agit de démontrer que C’ est le milieu de

[AB]. Le lemme du chevron donne $4 = ﬁ ggg Il suffit alors d’appliquer

le lemme du chevron pour ”tourner ” autour du triangle ABC' : on obtient
] = AB _ AMBG) 41 _ _ A(BCG)
A'C — A(ACG) Ba = A(BAG)"

par la premiere, on a jgggg; = 1, par conséquent C’ est le milieu de AB.

En divisant la deuxieme équation

7. Pour une fois, la solution consiste a désymétriser le probleme : on va uti-

liser le point A’ comme point de départ.Le lemme des proportions donne
a5 — jgiigg:g et $4 = jgﬁ:gg:g. En combinant ces deux égalités, ce qu'on

B'C _ A(A'CC')
aa démontrer devient 375 = 5767,

mais c’est tout simplement le lemme

du chevron!

A F D A D

£
B

C B C

FIGURE 13 - A(ABCD) = A(BCFE) FIGURE 14 - Le triangle ABD est
car les triangles EBA et FCD ont la  l'image du triangle BC'D par la symé-
méme aire (l'un est le translaté de trie de centre O le centre du parallélo-

l'autre) gramme.

Solution de I’exercice ??

1. Notons D le demi-disque délimité par le cercle C et le diametre BC. No-
tons aussi R la région délimitée par les segments AB, AC et 1’arc du cercle
C' entre B et C. Le théoréme de Pythagore indique que AC = v/240;
d’autre part A(D) = 11AO?, par conséquent A(R) = 11AC? = 27A0? =
A(D). Donc l'aire recherchée vaut A(D) — A(R) + A(ABC) = A(ABC) =
AO?.

264



VI. TROISIEME PERIODE 1. GROUPE A : GEOMETRIE

FIGURE 15 - Les médianes d"un triangle sont concourantes

2. Notons Dy, Dg et D¢ les demi-disques délimités par les cercles Cy, Cp et Ce
ainsi que les diameétres BC, AB et AC. Le théoreme de Pythagore exprime
que BC? = AB* + AC?; on en déduit que A(D,) = A(Dg) + A(D¢). Or
l’aire de la partie recherchée vaut A(Dg) + . A(D¢) — A(Dy) + A(ABC), soit
par I'égalité précédente A(ABC) = AB - AC.

Solution de I'exercice ??

1. Par le théoreme de Pythagore, on a b* = h? + d? et a*> = h? + (¢ — d)*. En
soustrayant ces deux égalités terme a terme on obtient a® — b* = ¢* — 2cd,

—a24b2 42

si bien que d = =,

2. De nouveau, le théoréme de Pythagore nous donne h? = b* — d?, il ne reste
plus qu’a calculer brutalement, a 1’aide des identités remarquables :

. <2bc>2_ <—a2—|—62+02>2 (2be — a® + B2+ ¢2)(2be + a® — b — &)

2c 2¢ 4c2
_ ((b+c)2—a2)(a2—(b—c)2) _ (b+c—a)b+c+a)la+b—c)la—b+c)
4c2 4c2
_2(p—a)-2p-2(p—c)-2(p—b) _ 4p(p—a)(p—b)(p—c)
4c? c2 ’

3. L'obtention de la formule de Héron n’est maintenant plus qu'une forma-
lité :

Aoy = B [ =0 Vo= e

4 c?

4. On adopte les notations de la figure 16 et note r = OD = OE = OF le
rayon du cercle inscrit au triangle ABC. On obtient directement :

cr ar br

A(ABC) = A(ABO) + A(BCO) + A(CAO) = - + 7 + 7.
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A(

d’ott r = A4B9 14 formule de Héron implique alors que
p

74:\/(10—a)(p—b)(p—C)‘

p

FIGURE 16 — Cercle inscrit dans un triangle

Solution de l’exercice ??

1. D’apres les hypotheses de I'énoncé, ona A(P,) = I + %Bl —let A(R) =
I+ %Bg —1, ou [; et B, sont les nombres de points entiers dans l'intérieur
de P, et sur le bord de P, (et de méme pour %) et on veut montrer que
la formule de Pick est vraie pour le polygone P. Notons B’ le nombre de
points entiers qui sont a la fois sur le bord de P, et sur le bord de P». Alors
le nombre de points entiers intérieurs a P est I = I + I, + B’ — 2 (il faut
enlever les deux points aux bouts du bord commun a P, et ) et le nombre
de points entiers sur le bord de P vaut B = B; + By — 2B’ + 2 (on a compté
B’ — 2 points deux fois de trop et 2 points une fois de trop). Donc

A(P) = A(P) + A(P)
1 1
:Il+§B1—1+]2+§BQ—1

1
:[1+IQ+B’—2+§(31+BQ—23/+2)—1

1
—J+-B-1
+3 ,

par conséquent la formule de Pick est aussi vraie pour P.

2. Soit R un rectangle dont les 4 sommets sont entiers. Notons [/ la longueur
de ses cotés verticaux et L celle de ses cOtés horizontaux. Alors son aire
vaut ! x L, le nombre de points entiers sur son bord vaut B = 2l 4 2L et le
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FIGURE 17 — Formule de Pick pour un
rectangle avec/ = 2et L = 3:1 = 2et FIGURE 18 — Tout triangle ABC' peut

B =10 s’inclure dans un rectangle de ma-
niere canonique. ...

nombre de points entiers dans son intérieur vaut / = ({ — 1)(L — 1). On a
donc

H—;B—l = (l—l)(L—1)+;(2l+2L)—1 = IL—l—L+1+I+L—1 =L = A(R).

La formule de Pick est donc vraie pour le rectangle R.

3. Un rectangle se découpe en deux triangles rectangles dont les cotés sont
paralléles aux axes de coordonnées (en découpant selon une diagonale du
rectangle). Par symétrie par rapport a la diagonale, ces deux triangles ont
le méme nombre de points entiers sur leur frontiére et leur intérieur. Si la
formule de Pick n’était pas vraie, alors par le méme calcul qu’a la question
précédente on aboutirait au fait que la formule n’est pas vraie pour le
rectangle de départ, ce qui contredit le résultat de la premiere partie de la
question. Donc la formule de Pick est vraie pour ces triangles.

4. Pour un triangle quelconque ABC, on l'inscrit dans un rectangle a la ma-
niéere de la figure 18. Puisque la formule est vraie pour les trois triangles
bordant ABC' et pour le rectangle, elle est aussi vraie pour le triangle ABC.

5. On utilise le fait que tout polygone a sommets entiers peut étre décomposé
en triangles a sommets entiers. Ceci est visuellement “évident”; pour le
démontrer proprement on peut par exemple faire une récurrence sur le
nombre de sommets ou bien sue le nombre de points entiers a 1'intérieur
ou sur le bors du polygone. La formule de Pick résulte alors de cela et du
résultat de la premiére question.
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FIGURE 19 - Triangulons !

2  Groupe B : géométrie

1 samedi 23 matin : Jean-Fran¢ois Martin

S’il y a un seul théoréme a connaitre en géométrie olympique c’est le théo-
réme de I’angle inscrit, qui se décline en de multiples formes :

Théoréme . Soit [AB] une corde d’un cercle de centre O. Alors pour C et D sur
le méme arc AB, E sur 'autre 'arc AB, ACB = ADB = 180° — AEB = JAOB,
qui vaut également I’angle formé avec la tangente au cercle en A.

Démonstration. En utilisant les triangles isoceles que nous fournissent les rayons,
on obtient : ACB = ACO + OCB = %(@+@+@+@) = 2(180° —
AOC +180° — BOC) = ; AOB.
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On obtient de méme ADB = %A/O\B, d’ot1 en particulier ADB = ACB.

De méme, AEB est la moitié du grand angle AOB, qui vaut 360° — AOB.
D'ott AEB = 180° — ACB. Finalement, en faisant tendre le point £ vers le point
A, on obtient a la limite ’angle avec la tangente. O

L’exercice suivant s’appelle souvent théoréme du pa‘le Sud. Le lecteur inté-
ressé pourra d’ailleurs montrer que SA = SB = SI = Sy, avec I le centre du
cercle inscrit et /4 le centre du cercle exinscrit au-dela de [BC].

Exercice 1 Soit ABC' un triangle. Sa bissectrice issue de A coupe le cercle cir-

conscrit en S. Montrer que S est le milieu de I’arc BC, autrement dit que SA =
SB.

Solution de l'exercice 1

S |

S

D’aprés le théoréme de I'angle inscrit, les angles BAS et BCS interceptant
le méme arc BS du cercle circonscrit, ils sont égaux. On montre de méme que
CAS = CBS. Finalement, comme BAS = @, on obtient BC'S = CBS. Le
triangle BSC est donc isocele en S, d’ot1 la conclusion.

Exercice 2 Soit I' et IV deux cercles s’intersectant en P et (). Soit A et B deux
points sur I'. Les droites (AP) et (BQ) recoupent I" en A’ et B’ respectivement.
Montrer que les droites (AB) et (A’'B’) sont paralleles.

Solution de l'exercice 2
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On se place dans la configuration de la figure. Il faut dire que les autres cas
sont similaires, ou mieux, utiliser des angles orientés.

D’ apres le théoreme de I’angle inscrit, ABQ et APQ sont supplementalres
d’ol ABQ = A’PQ D’apres le théoreme des angles inscrits, A’B’Q et A’PQ
sont supplémentaires. Finalement, ABB' et BB'A’ sont supplémentaires, d’ou
la conclusion.

Exercice 3 Soit I' et [" deux cercles s’intersectant en P et (). Soit A un point sur
I'.La tangente aI' en P et la droite (A()) recoupent I en P’ et A’ respectivement.
Montrer que les droites (AP) et (A’P’) sont paralleles.

Solution de l'exercice 3

A/
P/
On peut dire que c’est le cas limite de 1'exercice précédent quand B tend vers

P,avec P = B'.
On peut toutefois le démontrer directement : dans la configuration de la fi-

gure, d’apres le théoreme de l'angle inscrit version tangente, PAQ = QPF’,

puis d’apres le théoréme de 'angle inscrit classique, QPP’ = QAP'. On en dé-
duit que PAA" = AA'P', d’ot1 la conclusion.

Exercice 4 Soit I' et I'” deux cercles s’intersectant en P et (). Soit A un point sur
I'. La droite (AP) recoupe I en A’. Montrer que les triangles AQA’ et OQO’ sont
semblables (i.e. ont les mémes ang]les).

Solution de l'exercice 4
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La somme des angles d"un triangle valant 180°, il suffit de prouver qu’ils

ont deux angles en commun. Si I’'on montre que A'AQ = 0'0OQ, on obtiendra

symétriquement que AA'Q) = 00'Q et cela suffit donc.

D’apres le théoreme de I'angle au centre, A/’m = P/@ = %]TO\Q
Or, (O0') est un axe de symétrie du quadrilatere O PO’ (comme le lecteur

sceptique pourra s’en convaincre en vérifiant par équidistance que (O0’) est la

médiatrice de [PQ)).

Donc POO’ = O/’OTQ, d’ou %FTO\Q = 57@ et finalement la conclusion m =

0'0Q.

Remarque . En fait, cet exercice montre qu’il existe une similitude directe de

centre () envoyant I'; sur I'; et envoyant tout point A de I'; sur le deuxiéme

point d’intersection de I'; et (AP)...

Maintenant, la question naturelle est la suivante : sil’on a les angles du théo-

réme de I'angle inscrit mais pas le cercle, cela montre-t-il que le cercle existe ?

Théoréme . Soit ABC'D un quadrilatére convexe. Si 1’'on a ACB = ADB, alors

les points A, B, C' et D sont cocycliques. Il existe une réciproque similaire pour

le cas des angles supplémentaires ainsi que le cas de la tangente.

Démonstration. Le cercle circonscrit a ABC recoupe (AD) en D'. D’apres le
théoreme de 'angle inscrit, ACB = AD'B, d'ou ADB = AD'B, ce qui prouve
que les droites (BD) et (BD’) sont paralleles donc confondues. D'out D = D’ et

la conclusion. Les autres variantes se démontrent de maniére similaire. O

Exercice 5 Soit ABC' un triangle d’orthocentre H. Montrer que le symétrique

H' de H par rapport a (BC) est sur le cercle circonscrit a ABC'

Solution de l'exercice 5
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On se place dans la configuration de la figure. On note Hp et Hc les pieds
des hauteurs issues de B et C respectivement.

BH'C = BHC = m. Or, le quadrilatere Hp AH-H est inscrit dans le
cercle de diametre [AH], d’ ot @ = 180° — m.

On obtient finalement que BH'C et BAC sont supplémentaires, ce qui per-

met de conclure grace a la réciproque du théoréme de 1’angle inscrit.

Exercice 6 Soit ABC un triangle, D et E sur (AB) et (AC) respectivement. Les
cercles circonscrits 8 ADE et ABC' se recoupent en (). Soit F' I'intersection de
(DE) et (BC). Montrer que () est sur le cercle circonscrit de DB et de FEC.

Solution de l'exercice 6
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Le ra’le des droites (AB) et (AC) étant totalement symétrique, il suffit de
montrer la premiere assertion. Supposons que nous sommes dans le cas de la
figure.

Le seul angle que 1’'on a une chance de connaitre concernant F' est I'angle
BFD. On cherche, d’apres la réciproque du théoreme de 1’angle inscrit, 8 mon-
trer que BFD = B/QT) Pour avoir des angles sur les différents cercles, on écrit
BQD = BQA — DQA. D’apres le théoreme de l'angle inscrit appliqué deux
fois, cette différence est égale a 180° — ACB — (180° — 1@), autrement dit
180° — EC'F — Z*{E\C, qui vaut EFC = lﬁ, d’otu1 la conclusion.

Remarque . Ce théoreme, appelé théoreme de Miquel, cache bien plus de choses
qu’iln’en a l'air. En particulier, le point de Miquel () de ce quadrilatere complet
est le centre de la similitude envoyant [DE] sur [BC] (ainsi que, d’apres ce que
’on a montré, celle envoyant [BD] sur [C'E]), comme le lecteur pourra s’amuser
a le montrer. Il est méme en géométrie projective complexe le centre de I'invo-
lution échangeant les six sommets de ce quadrilatere complet.

Exercice 7 Soit ABC'D un quadrilatere de centre O. Ses diagonales s’intersectent
en P, les cercles circonscrits a ABP et CDP en (). Montrer que 1’angle OQP est
droit.

Solution de l'exercice 7

On se place dans la configuration de la figure.
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On s’apergoit que quelque soit la fagon dont on essaie de décomposer OQP,
il faut connaitre un angle de la forme OQD. 1l devient donc naturel d’essayer de
montrer que AOQD est un quadrilatere inscriptible.

Effectivement, en utilisant une fois le théoreme de 1’angle inscrit dans cha-
cun des petits cercles puis le théoréme de I’angle au centre dans le grand pour

—— e —

tout ramener en O, on obtient AQD = AQP + QPD = ABP + PCD =21 AOD
d’ou cette cocyclicité

————————

2 samedi 23 aprés-midi : Nicolas Ségarra

Introduction.
Commencons par énoncer et démontrer un théoreme bien surprenant !
Théoréme. Tout triangle est isocéle.

Démonstration.

Soit ABC un triangle. Supposons par I'absurde
/. que ABC n’est pas isocele en A. Soit P le pomt
/ )& d’intersection de la bissectrice de 1’angle BAC
A T
”// [f /\ . R les projetés orthogonaux de P sur les droites
X | /

W /;,3//k// | (AQ) et (AB), respectivement (i.e : le point () est

et de la médiatrice du segment [BC]. Soient () et

/] \\,, . lintersection de (AC) et de la perpendiculaire

\é—f‘i\\\\ a (AC) passant par P). Tragons rapidement un

(8 - -schéma a main levée pour pouvoir mieux rai-

“sonner!
Les triangles APR et AP() ont deux angles en commun donc ils sont sem-

blables. Comme ils ont aussi le coté [AP] en commun, ils sont méme isomé-
triques, donc AR = AQ) et PR = PQ.

Le point P appartient a la médiatrice du segment [BC| donc PB = PC. Les tri-
angles PRB et PQC sont rectangles respectivement en R et en () donc d’apres
le théoreme de Pythagore, on a : RB? = PB? — PR? et QC* = PC? — PQ>
Comme, PB = PC et PR = PQ, on en déduit que : RB*> = QC* donc RB = QC
(les longueurs étant toujours positives!). Finalement, ona: AB = AR + RB =
AQ + QC = AC donc le triangle ABC est isocele en A! Ce qui contredit 'hypo-
these de départ donc tous les triangles sont isoceles !

274



VI. TROISIEME PERIODE 2. GROUPE B : GEOMETRIE

Bien sfir, ce théoreéme est totalement faux donc la démonstration est également
fausse. Mais ou est l’erreur ? Elle est subtile : elle se trouve dans les égalités :
AB = AR + RB = AQ + QC. Sur notre schéma a main levée (qui est bien trop
imprécis et méme faux pour "pouvoir mieux raisonner" comme il est écrit ci-
dessus!), on voit que P est a I'intérieur du triangle et du coup, les points R et )
appartiennent respectivement aux segments [AB] et [AC], ce qui n’est pas vrai
si P est a I'extérieur du triangle! En fait, on a méme prouvé par 'absurde que
le point P se trouve toujours a l'extérieur du triangle ABC si ABC n’est pas
isocele (et que 'on suppose non plat!) et ainsi, 'un des points () et R sera a
I'extérieur du triangle si ce dernier n’est pas isocele. D’oti 'importance de rai-
sonner sur de bonnes figures et méme, si possible, sur plusieurs figures !

I) Droites et points remarquables du triangle.

Pour cette partie, des rappels oraux concernant les définitions et propriétés
connues (au programme du collége) ont été faits.

1) Médiatrices et cercle circonscrit.

La définition de la médiatrice d'un segment et les propriétés ont été rappelées a
l'oral.

2) Hauteurs.

Propriété. Les trois hauteurs d"un triangle sont concourantes en un point appelé
orthocentre du triangle.

Démonstration. Soit ABC un triangle.

La parallele a (AB) passant par C et la parallele a (AC') passant par B se coupent
en I, la parallele a (BC') passant par A et la parallele a (AB) passant par C' se
coupent en J et enfin, la parallele a (AC) passant par B et la parallele a (BC)
passant par A se coupent en K.
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a:(AK) ) (BC) et (BK) )
(AC) donc AK BC' est un paral-
lélogramme donc AK = BC.
De plus, (AJ) J (BC) et (CJ) )
(AB) donc ABC'J est un paral-
lélogramme. Ainsi, BC = AJ.
Comme A € [KJ] et AK = AJ,
on en déduit que A est le milieu
du segment [/ J]. De méme, on
montre que C est le milieu de
[IJ] et que B est le milieu de
[IK].

J

Soit (d;) la médiatrice du segment [JK]|. Ainsi, A appartient a (d;) car A est le
milieu de [KJ]. De plus, les droites (d;) et (JK) sont perpendiculaires et les
droites (JK) et (BC') sont paralleles donc les droites (d;) et (BC) sont perpen-
diculaires. Donc, la droite (d;) est la hauteur issue de A dans le triangle ABC.
De méme, nous montrons que la médiatrice de [/ K] est la hauteur issue de B
dans le triangle ABC et que la médiatrice de [/.J] est la hauteur issue de C' dans
le triangle ABC.

Or, les trois médiatrices d"un triangle sont concourantes donc les trois média-
trices du triangle /.JK sont concourantes, ce qui prouve que les trois hauteurs
du triangle ABC sont concourantes.

3) Médianes.

Propriétés.

1) Les trois médianes d"un triangle sont concourantes en un point appelé : centre
de gravité du triangle.

2) Le centre de gravité est situé aux deux tiers de chaque médiane en partant du
sommet.

Démonstration.
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Soit ABC' un triangle. On note : I,

J et K les milieux respectifs des segments [AC], [AB] et [BC|. Les droites (BI)
et (C'J) sont alors des médianes du triangle ABC. Les droites (C'J) et (BI) ne
sont pas paralleles donc elles sont sécantes en un point que I’on note G. Enfin,
on note M le symétrique du point A par rapport a G. 1) D’apres le théoreme des
milieux appliqué aux triangles ACM et ABM, on en déduit que: (IG) /) (CM) et
que: (GJ)/(BM).CommeG € (IB)et(IG)/(CM),(GB)/(CM). De méme, on
montre que (CG) J/ (BM). Donc le quadrilatere BM CG est un parallélogramme.
Ses diagonales : [BC| et [GM] ont alors le méme milieu : K (puisque par hypo-
these K est le milieu de [BCY). Le point K est alors le milieu du segment [G)] et
comme M est le symétrique de A par rapport a G, on en déduit que les points A4,
G, K et M sont alignés. Ainsi, G € (AK). Donc les trois médianes d'un triangle

sont concourantes.

1
2) Raisonnons vectoriellement pour gagner en précision. On a : AC = 5[]\7 car
G est le milieu de [AM].

1l — — l—  1——
Ainsi, par relation de Chasles, on a : AC = §(AK + KM) = §AK + §KM =
l— 1—= — =
§AK + iGK (en utilisant le fait que GK = KM car K est le milieu de [GM]).
11— 1 1—
Puis, par relation de Chasles, on a : ﬁ = §AK + EG—ZZX + §AK ainsi, ;A(i =

- 2— 2
AK = AC = - AK. On montre exactement de la méme facon que : BG = gé_}

3
etque:C?: §CTJ>

Conséquence. Une conséquence des relations vectorielles précédemment éta-

blies est le fait que le centre de gravité d'un triangle est toujours a l'intérieur de
ce triangle.

Exercice 1. Soient ABC' un triangle et G son centre de gravité. Montrer la rela-
on:GA + GB + GO -
tion:GA+GB+GC = 0.

Remarque. La relation de 1’exercice : GA + GB + GC = 0 nous apprend que
le point G est le barycentre des points A, B et C, chacun affecté du coefficient 1
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(par exemple!). On note : G = bary{(A4,1),(B,1),(C,1)}. On dit aussi que G est
I'isobarycentre des points A, B et C.

4) Bissectrices.

Définition. La bissectrice d'un angle est la demi-droite (on peut aussi la définir
en tant que droite) qui partage cet angle en deux angles de méme mesure.

Propriétés de la bissectrice.

1) Un point appartient a la bissectrice d"un angle si et seulement si ce point est
équidistant des deux cotés de I'angle.

2) Soit ABC un triangle. Soit I € [AB], la droite (C1) est la bissectrice intérieure
issue de (' si et seulement si cA_I4
CB IB’

Propriété. Les trois bissectrices intérieures d’un triangle sont concourantes en
un point et ce point est le centre du cercle inscrit dans le triangle.

Démonstration.

Soient ABC un triangle et (d; ), (d2) et (d3) les bissectrices des angles BAC, ABC
et BC'A respectivement.

Soit I le point d’intersection de (d;) et (ds).

Notation : pour un point M et une droite (AB), la distance du point M a la
droite (AB) est notée : d(M, (AB)).

Le point [ appartient a (d;) donc a la bissectrice de BAC donc d(I,(AB)) =

d(I,(AC)).
Le point [ appartient a (dy) donc a la bissectrice de ABC' donc d(I,(AB)) =
d(I,(BC)).
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Ainsi, on a : d(I, (AC)) = d(I,(BC)) donc le point I appartient a la bissectrice
de I'angle BC'A donc I € (d3).
Par conséquent, les trois bissectrices du triangle ABC' sont concourantes en /.

Remarque. Le cercle inscrit a un triangle ABC' est tangent aux droites (AB),
(AC) et (BC).

Définition.

On considere un angle AOB. Soit

(d) sa bissectrice intérieure.
Définition.
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Sur la figure, on a tracé en vert les bissectrices intérieures du triangle ABC' et en
bleu les bissectrices extérieures.

On remarque que les bissectrices extérieures des angles BAC et ABC ainsi que
la bissectrice intérieure de I'angle ACB sont concourantes en un point D. On
voit que le point D est le centre d"un cercle appelé : cercle exinscrit du triangle
ABC. On voit aussi que le cercle exinscrit de centre D est tangent au segment
[AB] et aux droites (AC) et (BC).

Enfin, on remarque qu’il a deux autres cercles exinscrits (de centres I et I sur
la figure) construits de la méme facon que le premier et ayant des propriétés
similaires au cercle exinscrit de centre D.

IT) Droite d’Euler et cercle d’Euler.
1) Droite d’Euler.

Exercice 2 : droite d’Euler. Soit ABC' un triangle. On note H son orthocentre, G

son centre de gravité et O le centre de son cercle circonscrit.
oF — OA

1) Démontrer la relation vectorielle : OH = OA + O? + O?

2) En déduire que les points O, G et H sont alignés.

Remarque. On reprend les notations de 'exercice 2. On appelle droite d’Euler :
la droite passant par les points O, G et H.

2) Cercle d’Euler.
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Définition : homothétie (du plan). Lhomothétie de centre O et de rapport A (ot

O est un point du plan et A est un réel non nul) est une transformation du plan
— =
qui a tout point M du plan associe le point M’ tel que: OM’ = A\OM.

Théoréme (admis). Une homothétie i de rapport A transforme un cercle de centre

I et de rayon R en un cercle de centre I’ et de rayon R’ avec : I' = h([) et
R = |\ R.

Théoréme : cercle d’Euler.

de son cercle circonscrit, G son centre de gravité et H son orthocentre. Soient A’,
B, C' les milieux respectifs des cotés [BC|, [AC], [AB], Ha, Hg, Hc les pieds des
hauteurs issues de A, B, C respectivement et P4, Pp et Pr les milieux respectifs
des segments [HA|, [HB] et [HC|. Alors, les neuf points A’, B, C’', Ha, Hg, He,
P4, Pp, Pc appartiennent a un méme cercle appelé cercle d’Euler, de centre O

milieu du segment [OH]| et de rayon 5 ou R est le rayon du cercle circonscrit
au triangle ABC.

Démonstration. Soient O’ le milieu de [OH] et I le cercle de centre O’ et de rayon

1
];. Soit h I'homothétie de centre G et de rapport —5 Ona: h(O) = O’ (découle
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— 1
de la relation : GO' = —§Gi 3) donc A envoie le cercle circonscrit a ABC sur I'.
— 1—
Commeona:GA = ——GA, onendéduit que: h(A) = A". De méme, on montre

que h(B) = B' et h(C) = C". Ainsi, les points A’, B’ et C" appartiennent a I'. Soit
maintenant »’ '’homothétie de centre H et de rapport ; Ona: H—O>’ = ;[?6
donc /'(O) = O" donc I’ envoie le cercle circonscrit a ABC sur I'. De la relation :
H—PA> = 1}?4, on déduit que : #'(A) = P4. De méme, on montre que : /(B) = Py
et que: h'(C) = Pc. Ainsi, Py, Pp et Pc appartiennenta I'.

Soit (D4) la parallele a la droite (AH 4) passant par le point O'. Comme (AH,4) L
(BC),onendéduitque: (D) L (BC). Le point A’ est le milieu de [BC| et O est
le centre du cercle circonscrit au triangle ABC donc (OA’) est la médiatrice de
[BCJ ainsi: (OA’) L (BC). Ainsi, (D4) J (OA).

En appliquant le théoreme des milieux dans le triangle HOH 4 puis dans le tri-
angle OH4A’, on montre que la droite (Dy4) coupe le segment [H4A’] en son
milieu.

La droite (D4) coupe le segment [H 4 A’] en son milieu tout en lui étant perpen-
diculaire donc la droite (D4) est la médiatrice du segment [H4A']. Ainsi, on a:

R
OHy =0A = by donc H4 € I'. On montre de la méme fagon que Hy et He
appartiennenta I'.

3 dimanche 24 matin : Alix Deleporte

Ceci est le troisieme cours de géométrie. Son but est de compléter les deux
premiers cours, et de donner une vision un peu différente de la géométrie, a
savoir une vision algébrigue. Le concept clé est celui de vecteur, et on cherchera a
traduire dans le langage vectoriel les principales propriétés géométriques, pour
en déduire des généralisations, ou des preuves plus rapides.

On se placera, pour tout le cours et sauf mention contraire, dans un plan P

. N p -
muni d'un repere orthonormé (O, i, j ).

Définition et propriétés élémentaires du produit scalaire

Définition (Produit scalaire). Soient deux vecteurs u et v, de coordonnées res-
pectives (z1,y1) et (z3,y2). Le produit scalaire de u et v, noté u.v est défini
comme :

U.V=21T2+ Y1 Yo (VL1)

Le produit ainsi défini est symétrique, distributif par rapport a la somme de
deux vecteurs (insister la -dessus).

On a la premiere propriété fondamentale suivante :
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Théoréme . Soient A et B des points de P,on a:
AB.AB = AB? (VL2)

Démonstration. On utilise le théoréme de Pythagore :

B
b
A
a
Le vecteur a pour coordonnées (a, b), donc le carré scalaire vaut a? + b*. d

On vient de traduire du point de vue vectoriel le concept de longueur.

Une longueur relative a quoi? A 1’échelle donnée par le repére! Le produit
scalaire n’est donc pas une donnée purement géométrique.

On note ||u|| 1a norme du vecteur u, soit /u . u.

On vient de voir qu’on pouvait exprimer les distances en fonction d"un pro-
duit scalaire. Peut-on faire l'inverse, donnant ainsi une interprétation géomé-

trique au produit scalaire ?

Théoréme . u et v sont des vecteurs non nuls de P. On a alors :

o v = o (o~ ol

> Le produit scalaire ne dépend pas du repere orthonormé ;

> u et v sont portés par des droites perpendiculaires ssiu.v =0;

> Plus généralement, si v = E etv = z@ ou A, B, C sont des points de P,
onau.v=ABAC cos (@)

Démonstration. Le premier item découle du développement de |ju + v||. Les
autres découlent du premier. O

On a traduit, en termes de produit scalaire, 1'orthogonalité de deux droites.
Le produit scalaire est donc particulierement approprié pour tous les exercices
oul apparaissent des perpendiculaires.

Exercices

Exercice 1 (Théoréme d’Al-Kashi) Si ABC est un triangle, montrer que I'on a :
BC? = AB?+ AC? — AB AC cos (BAC) . (VL3)
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Solution de l'exercice 1 On calcule || BC |? de deux manieres différentes.

Exercice 2 Pour ABC un triangle, et H le projeté orthogonal de B sur (AC),

montrer que :

AB.AC = AC - A0 (VL4)

Solution de l'exercice 2 On a :
AB.AC = AH.AC + HB. AC
= AC - AH cos(0)
=AC - AH

Trigonométrie élémentaire
Théoréme . Soient a et b deux réels, alors :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) (VL5)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) (VIL.6)

Démonstration. On considére les vecteurs u = (cos(a), —sin(a)) et v = (cos(b), sin(b)).

A
—1

0.5 1

\

—0.5 T
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Calculons alors le produit scalaire u . v de deux maniéres différentes :
cos(a +b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)
La deuxieme égalité s’obtient a partir de la premiere, en remplagant a par a + 3.
O
Exercices

Exercice 3 Développer cos(a — b), sin(a — b) et tan(a + b). Proposer un moyen
mnémotechnique pour retenir les formules (VIL.5) et (VL.6).

Solution de l'exercice 3 - - -

Puissance d’un point par rapport a un cercle et axe radical

Théoréme (Puissance dun point par rapport a un cercle). Soit C un cercle de
centre O et de rayon R et soit M un point quelconque du plan. Si une droite
passant par M coupe C en A et B, alors :

MA -MB=0M? - R (VL7)

En particulier, M A - M B ne dépend pas de la droite considérée. Cette valeur
constante est appelée puissance du point M par rapport a C.

Démonstration.

Comme sur la figure ci-dessus, soit A’ le symétrique de A par rapport a O.
On a alors

MA -MB = MA.MB = MA.MA = (MO +04). (10 - 04) =om?— R
0
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Théoréme . Le lieu géométrique des points de méme distance par rapport a
deux cercles donnés C et C’, de centres distincts O et O’, est une droite perpen-
diculaire a (O0’). Cette droite est appelée axe radical des deux cercles C et C'.

Démonstration. On veut résoudre I'équation :
OM2 —R2 — O/M2 —R/2
c’est-a -dire
200" -IM, = R* - R'?,

ou I est le milieu de [OO'] et M, le projeté orthogonal de M sur (OO’). Ainsi,
I’ensemble de ces points est une droite perpendiculaire a (OO’) et passant par
le point M défini par :

R2_R/2

IM1: —
200/

(VL8)
O

Exercices

Exercice 4 Soient A, B, C, D quatre points non alignés. Si (AB) et (C'D) s’inter-
sectent en un point M, montrer que A, B, C, D sont cocycliques si et seulement
si:

MA-MB=MC-MD

Solution de 'exercice 4 Supposons A, B, C, D cocycliques, alors 'égalité est vé-

rifiée par le théoreme de la puissance d’un point. Réciproquement, 1'équation
montre que A, B, C ne sont pas alignés. Soit D’ le point de la droite (M C') qui
recoupe le cercle circonscrita ABC. On aalors D = D'.

Exercice 5 Proposer une construction permettant de tracer I’axe radical de deux
cercles donnés. Dans le cas non-intersectant, on pourra commencer par étudier
le lieu des points ayant la méme puissance par rapport a trois cercles donnés.

Solution de I'exercice 5 Dans tous les cas, il suffit de déterminer un point apparte-

nant a 1’axe radical, puisqu’on connait sa direction a priori. Le cas ot les cercles
s’intersectent est immédiat : aux points d’intersection, la puissance des deux
cercles est nulle.

Si les deux cercles ne s’intersectent pas, on considere un troisieme cercle
intersectant les deux autres, tel que les trois centres ne soient pas alignés. Les
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deux axes radicaux ainsi formés se coupent en un point, ot les puissances par
rapport aux deux premiers cercles sont égales! On vient en fait de déterminer
le centre radical des trois cercles.

TD

Exercice 6 (Loi des sinus) Soit ABC' un triangle, et R le rayon de son cercle

circonscrit. Démontrer que :

sin(A)  sin(B)  sin(C) 1 VL9
BC ~ AC  AB 2R (V9)

Exercice 7 Pour a un réel, exprimer cos(a), sin(a) et tan(a) en fonction de ¢ =
tan(a/2). En déduire une paramétrisation rationnelle du cercle, dont on donnera
une interprétation géométrique ; en déduire une caractérisation des triplets py-
thagoriciens.

Exercice 8 Soient A, B, C, D quatre points du plan. Montrer que les droites (AB)
et (CD) sont perpendiculaires ssi AC? + BD?* = AD? + BC?.

Exercice 9 Si ABC est un triangle, O le centre du cercle circonscrit de rayon R
et H 'orthocentre, montrer :

1. OA.OB=R*— <.

97
2. 0720—1>4+O?+O?;

3. OH? = 9R? — a2 — b* — 2.

Exercice 10 (Intersection des hauteurs) Si ABC est un triangle, montrer (vecto-
riellement!) que ses trois hauteurs sont concourantes.

Exercice 11 Montrer (vectoriellement!) que I'orthocentre, le centre de gravité et
le centre du cercle circonscrit d'un méme triangle ABC sont alignés.

Exercice 12 Soient C' et C’ deux cercles et A leur axe radical. Soit (AB) une
droite tangente a C' et a C’, oit A et B sont les points d’intersection. Montrer que
A intersecte [AB] en son milieu.

Exercice 13 (Olympiades de Saint-Pétersbourg 1996) Soit ABC' un triangle et
D le pied de la bissectrice issue de 5. On note E le second point d’intersection
du cercle circonscrit de BC'D avec (AB), et I le second point d’intersection du
cercle circonscrit de ABD avec (BC'). Montrer que AE = CF.

Exercice 14 Soit ABC' un triangle acutangle. La perpendiculaire a (AC') passant
par B coupe le cercle de diametre [AC] en P et (), et la perpendiculaire a (AB)
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passant par C coupe le cercle de diametre [AB] en R et S. Montrer que les points
P,Q, R, S sont cocycliques.

Exercice 15 Soit ABC un triangle isocele en 5. Les tangentes en A et B du cercle
circonscrit I' a ABC se coupent en D. Soit E le second point d’intersection de
(DC') avec I'. Montrer que (AF) coupe [DB] en son milieu.

Exercice 16 (IMO 2000 - 1) Soient 2 et €2, deux cercles qui se coupent en M et
N. Soit A la tangente commune aux deux cercles qui est plus proche de M que
de N. A est tangente a {); en A eta (2, en B. La droite passant par M et paralléle
a A recoupe 2 en C et {2y en D. Soit E l'intersection des droites (C'A) et (BD),
P le point d'intersection de (AN) et (CD), et () le point d’intersection de (BN)
et (CD). Montrer que EP = EQ.

Corrigé du TD

sin(A) )
= o5 Dans le cas contraire,
soit D le symétrique de B par rapport a O, le centre du cercle circonscrit :

Solution de I'exercice 6 Si A = £, on a bien

On a alors :

—~ —

sin(A)  sin(D)

BC BC

" BD
1
- —

Solution de I'exercice 7 Considérons la figure suivante :
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S, . e 7 |
 ——

On a alors OH = cos(a), HM = sin(a). On sait déja , grace aux formules de

dédoublement, que
2t

1—t%

tan(a) =

1 1+ cos(a)
t~ sin(a)
1 1
- sin(a) * tan(a)
1—t

sin(a) i 2t

On en déduit les formules tres importantes :

2t
sin(a) = e (VI.10)
1—¢
COS(&) = m (VIll)
2t
tan(a) = T (VI.12)

On remarque que si ¢ est rationel, alors sin(a) et cos(a) le sont. On en déduit
la paramétrisation rationnelle suivante [expliquer ce que c’est] :

( 1—¢2
o=
{ L+t (VL13)
, 21
T

Cette paramétrisation a un nom : la projection stéréographique. En effet, sur
la figure, on a OC' = t, et la projection stéréographique associe bien, a chaque
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point de I'axe des ordonnées, un unique point sur le cercle. On a ainsi démontré
que cette paramétrisation couvrait tout le cercle a 1’exception du point S.

Solution de I'exercice 8 On écrit :
AC? 4 BD? — AD? — BC? = (AB + BC)? + (AD — AB)? — AD* — BC?
— 2AB? 4 248 . (BC — AD)
— 948 .(BC — BD)
— 245 . DC.

D’ou le résultat.

Solution de l'exercice 9

1. OA.OB — R?cos(AOB) = R?cos(2C) = R?(1—2sinC?) = R? — ¢2/2
grace a la loi des sinus.

2. Soit H' le point défini par OH' = OA + OB + O?, et I le milieu de [BC]|.
On a alors :

AH'.BC =40 .BC + OH' . BC
— 40.BC+0A.BC+0B.BC+0C . BC
—201I.BC
= 0.
Donc (AH') L (BC), etde méme (BH') L (AC),donc H' = H.
3. On développe :

OH? — (O_XHO?JFO?) (WHO?JFO?)
=3R? +2(R* — d%/2) + 2(R* — bv*/2) + 2(R* — ¢*/2)
D’ot la solution.

Solution de l'exercice 10
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Si, comme sur la figure, H est le point d’intersection des hauteurs issues de B
et de C, il suffit de montrer que ﬁ ) B? =0.

Or0 = BH.AC = BA. AC+AH . AC,et0 = CH. AB = CA. AB+ AH . AB.

Ainsi AH . AC = AH . 1@, ce qui permet de conclure.

On peut également faire la preuve en complexe. On pose zp = 0 l'origine du
repere, et zc = 1, z4 = a + ib, avec b # 0. On va calculer zy.

L'équation de la droite (BH) est alors z(t) = bt — i(1 — a)t et 'équation de
la droite (C'H) est z5(t) = 1 + bt — iat.

On cherche alors I'intersection des droites, donc le couple (¢, t') tel que z; (t) =

a—1 ala—1)

1
2(t'). Onaalors t = — — ¢/, puis t' = ,donc zyp = a+1 3 . On voit

alors que (AH) est perpendiculaire a (BC).
Solution de I'exercice 11 Ona OH = OA + OB + 0C = 300,

Solution de I'exercice 12 Soit I le point d’intersection de (AB) et de A. La puis-

sance de [ par rapport a C est AI?, celle par rapport a C’ est BI?, et I est sur
I’axe radical, finalement Al = BI.

Solution de I'exercice 13 L'exercice invite a utiliser les puissances des points par
rapport aux droites. Ona AE. AB = AD. AC, et CF.CB = C'D.CA. Autrement
dit,

AE AD.CB

CF~ AB.CD
Or (BD) est la bissectrice en B, donc AD/CD = AB/BC.

Solution de l'exercice 14 Les droites (RS) et (P()) se coupant en H, 1’orthocentre
de ABC, il suffit de montrer que HR. HS = HP. HQ).

Or, avec D le pied de la hauteur issue de A, D appartient au cercle de diameétre
AB,donc HA.HD = HR. HS. Par ailleurs D appartient au cercle de diameétre
AC,donc HA.HD = HP. HQ).

Solution de l'exercice 15 Soit I le cercle circonscrit a ADE. 11 suffit de voir que
DB est tangente a I'. C’est une chasse aux angles : il faut ADB =180 — AED =
AEC = ABC.Orle triangle ABD estisocele, donc ADB = 180—2ABD = ABC.

Solution de I'exercice 16 Une chasse aux angles s'impose : ABE = CDE = MBA.
De méme BAE = MAB. M est donc I'image de E par la symétrie d’axe (ADB).
Donc (M E) et (PQ) sont orthogonales.

Remarquons également une situation de Thales : la droite (M N) coupant
AB en son milieu, elle coupe également (P()) en son milieu. Finalement (M E)
est la médiatrice de [PQ)], d’ou le résultat.
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3 Groupe C: arithmétique

1 samedi 23 matin : Pierre Bertin

Arithmétique
Exercice 1 Montrer que tout entier n admet un multiple dont I’écriture décimale
contient au moins un fois chaque chiffre.

Exercice 2 Soit ay, as, ..., a;; une permutation des entiers 1,2, ...,11. Montrer
) ) ) ) ) )

que si on regarde le reste de la division euclidienne de a,, 2as, 3as, . . . 11a;; alors

on obtiendra au moins 2 restes identiques.

Exercice 3 Soient a, b, c trois entiers positifs. Montrer que

PGCD(a,b,c)? B PPCM(a,b,c)?
PGCD(a,b)PGCD(a,c)PGCD(b,c) PPCM/ a,b)PPCM (a,c)PPCM/b,c)

Exercice 4 Montrer que pour tout entier n, [\/n ++v/n + 1] = [v/4n + 2] ([z] est la
partie entiere de z).

Exercice 5 Trouver tous les entiers qui ne peuvent pas s’écrire comme la somme

d’au moins deux entiers consécutifs.

Exercice 6 Trouver les couples d’entiers (a,b) tels que 2¢ + 1 soit divisible par
20 — 1.

Exercice 7 A quelle condition sur n (*") = % est-il divisible par 4 ?

Exercice 8 Montrer que si je prends 3 entiers, je peux en trouver 2 dont la
somme est paire, puis que si je prends 5 entiers je peux en trouver 3 dont la
somme est divisible par 3. Montrer ensuite que si je prends 11 entiers je peux
en trouver 6 dont la somme est divisible par 6 et trouver le plus petit entier n
tel que si je prends n entiers je peux toujours en trouver 18 dont la somme est
divisible par 18.

Exercice 9 Soient a, b, c trois entiers tels que 7 + % + £ = 3. Montrer que abc est
le cube d’un entier.

Exercice 10 Montrer que tout entier k peut s’écrire de la forme k = +1% + 2% +
3?-..+m? avec m un entier suffisamment grand et des signes bien choisis. Mon-
trer que cette écriture n’est pas unique et que chaque entier £ admet une infinité
d’écriture différentes.
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Exercice 11 Onjoue aujeu suivant: on commence avec trois boites qui contiennent
un certain nombre de jetons. A chaque étape, on choisit deux boites et on trans-
vase des jetons de la boite qui en avait le plus vers la boite qui en avait le moins
jusqu’a ce que le nombre de jetons dans la boite qui en avait le moins ait doublé.
Par exemple, si on avait une boite A avec 4 jetons et une boite B avec 17 jetons,
on transvase 4 jetons vers la boite A et on se retrouve avec une boite de 8 et un
boite de 13. Est-il toujours possible de vider une des trois boites en un nombre
fini d’étapes ?

Solutions

Solution de I'exercice 1 Prenons k tel que 10* > n et construisons p = 1234567890
10*. L'un des entiers p + 1,p + 2, ..., p + n est divisible par n, et ses chiffres les
plus a gauche sont 1234567890.

Solution de I'exercice 2 Par ’absurde, supposons que les 11 restes soient tous dis-

tincts. Déja, si on veut que le reste 0 n’apparaisse qu'une fois, il faut que a;; =
11. Les restes de ay, 2as, . .., 10a;g sont donc 1,2, ..., 10 (dans le désordre). Fai-
sons maintenant le produit :

a; X 2ag X -+ x 10a19 = 1x2x---x10[11]

(101)% = 10![11]

Mais 10! = 10[11] et (10!)? = 1[11], ce qui est une contradiction.

Solution de l'exercice 3 Pour montrer que les deux fractions sont égales, nous al-

lons montrer que pour tout premier p les valuations p-adiques sont égales. On
utilise la propriété que

v,(PGCD(a,b)) = min(vy(a),v,(b)) et v,(PPCM(a,b)) = max(v,(a),v,(b))

Soient «, 3,7 les valuations p-adiques de a,b,c. On peut supposer que o <
B < 7. Ainsi v,(PGCD(a,b,c)) = a,v,(PGCD(a,b)) = a,v,(PGCD(a,c)) =
a,v,(PGCD(b,c)) = B, et

PGCD(a,b,c)? > _ 3

vp (PGCD(a, b)PGCD(a,c)PGCD(b, )

On fait le méme calcul pour les PPCM et on trouve le méme résultat.

Solution de I'exercice 4 Tout d’abord, grace a la concavité de la fonction /, on-

voit que v/ ++v/n + 1 < v/4n + 2. On peut aussi le montrer sans la concavité en
mettant tout au carré.

Supposons par I'absurde que les deux parties entiéres sont différentes, c’est-
a-dire qu’il existe un entier k tel que \/n +v/n + 1 < k < v/4n + 2. Mettons tout
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au carré :
m+1+2ynvn+1<k*<4n+2

Mais n < \/nyv/n+1,donc 4n + 1 < k? < 4n + 2 mais comme k est un entier,
k* = 4n + 2. Mais vous savez qu'il est impossible qu'un carré soit congru a 2
modulo 4, on arrive donc a une contradiction.

Solution de l'exercice 5 On utilise la formule suivante : soit a < b,

(a+b)(b—a+1)
5 :

a+ @+ +(@+2)+--+0b-1)+b=

a+b)(b—a+1)
2

Ainsi, si n est un entier, on veut trouver a < b tels que ( = n ou encore

(a+b)(b—a+1)=2n

Sion arrive a écrire 2n comme produit de deux facteurs pg non triviaux de parités
différentes, alors en prenant a = % etb = % on aura gagné. Les seuls n
pour lesquels c’est impossible sont les puissances de 2 (tous les diviseurs non
triviaux sont pairs). Pour tous les autres entiers c’est possible. Par exemple, pour
n=12,2n=24 =3 x 8 ontrouvea =3,b=5et12=3+4 + 5.

Solution de I'exercice 6 Si b = 1, alors 2° — 1 = 1 divise tout, donc (a, 1) marche.

Ensuite, si b = 2, alors 2° — 1 = 3 divise 2! + 1 = 3 et pour tout a impair, 2% + 1
divisible par 3, donc (2k + 1,2) marche.

Prenons maintenant b > 3. Déja, si a < b, alors 2% + 1 < 20 — 1, et on ne
peut pas avoir 2’ — 1|2% 4 1. Si a > b, je fais la division euclidienne de a par b :
a = bg + r. Ensuite je vois que :

2a+1:(2b_1><2a—b+2a—2b+.”+2a—qb>_|_27"_|_1

Ainsi, 2” + 1 n’est pas divisible par 2° — 1.
Les seules solutions sont donc (a, 1) et (2k + 1, 2).

Solution de I'exercice 7 On va utiliser la formule de Legendre pour calculer la

valuation 2-adique de (*") : Soit k le plus petit entier tel que n < 2.

G+ (5] ++ (5]

o = [2] (5] (2] [

Donc v5((2n)!) = va(n!) + n. Donc (*") est divisible par 4 ssi vs(n!) < n — 2.
Lorsque n est une puissance de 2, n = 2F, le calcul nous donne vy(n!) =

va(n!)

n(1 —27%) = n — 1. Donc dans ce cas (*") n’est pas divisible par 4.
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Pour tous les autres cas, si 28 < n < 2¥!, le méme calcul donne v,(n!) <
n(l —27% <n —1,donc v,(n!) <n — 2 etonen déduit que (2:) est divisible par
4.

Solution de I'exercice 8 1l est évident que parmi 3 entiers il y en a 2 de méme

parité, donc leur somme est paire. Parmi 5 entiers, par le principe des tiroirs, soit
il y en a 3 de méme congruence modulo 3 soit un entier de chaque congruence.
Dans chacun de ces cas, si on additionne les trois entiers on obtient un nombre
divisible par 3.

Essayons maintenant de faire une somme divisible par 6. Prenons 11 entiers :
parmi les 5 premiers je peux en trouver 3 dont la somme est divisible par 3.
Je les appelle a,b,c et les mets de coté. Il reste maintenant 8 entiers : je fais
pareil, parmi les 5 premiers je trouve d,e, f dont la somme est divisible par
3. Enfin parmi les 5 restants je choisis de méme ¢, h,i. Ainsi j’ai 3 groupes de 3
entiers dont la somme est divisible par 3. Je choisit deux des groupes tels que les
sommes appropriées soient de méme parité. Ainsi j'ai 6 entiers dont la somme
est divisible par 6.

Pour 18, je remarque d’abord que si je prend 17 fois 1’entier 0 et 17 fois I’entier
1, on ne peux pas en prendre 18 qui marchent. Donc 34 entiers ne suffisent pas.
Par contre, si on en prend 35, en faisant comme dans le paragraphe précédent,
ca marche.

Solution de I'exercice 9 Tout d’abord, sipged(a, b, c) = k, on peut écrire a = ka',b =

kb',c = kd,etdans ce cas d/, V', c vérifient ‘;—,’+%+2—1 = 3 abc = k?a’'l/ donc abc est
un cube ssi a’b'¢’ est un cube. On peut donc se ramener au cas ol pged(a, b, ¢) = 1.

En mettant tout su le méme dénominateur, on obtient a?c + b%a + c?b = 3abc.
Soit p un diviseur premier de abc. Il ne peut pas diviser les 3 entiers, car le pgcd
vaut 1. Par contre, comme il doit aussi diviser le terme de gauche, p doit diviser
2 d’entre eux. Sans perte de généralité, on peut supposer que c’est a et b. Soient
a = v,(a) et B =uvy(b).

Si B < 2a, alors B+ 1 < 2a et p?! divise a’c, b%a, 3abe, du coup p**1|c?,
et donc p|c, ce qui est faux. De méme, si § > 2q, alors p***! divise b?a, ¢*b, abe
et donc divise a®c et plc. Ainsi le seul cas possible est 5 = 2aq, et v,(abc) = 3a.
Toutes les valuations p-adiques de abc sont des multiples de 3, abc est bien un
cube.

Solution de I'exercice 10 On commence par remarquer que m?* — (m +1)? — (m +

2)% + (m + 3)? = 4. 1l suffit ensuite de savoir obtenir 1,2 et 3 pour obtenir tous
lesentiers:1=1,2=—-1—4—-9+ 16 et 3 = —1 + 4. Pour obtenir de nouvelles
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decompositions, on fait

k+d—4 = k+(m*—(m+1)°—(m+2)*+(m+3)?) —((m-+4)*—(m+5)*— (m+6)*+(m-+7)?).

Solution de l'exercice 11 Soient a, b, c le nombre de jetons initialement dans les 3

boites (numérotées 1, 2 et 3). Sans perte de généralité, on peut supposer que
a < b < c. Faisons la division euclidienne de b par a : b = aq + . Ecrivons ¢ en
bas2:q = mg+2m; + 4my + ... 28my, avec m; € {0,1} et my, = 1.

Nous allons faire les manipulations suivantes : pouri = 0,1, ..., k, on trans-
vase des jetons dans la boite n °1. Si m; = 1 on les transvase depuis la boite 2 et
si m; = 0, depuis la boite 3.Comme on double le nombre de jetons dans la boite
1 a chaque fois, au début de I’étap i il y a 2° x a jetons dans la boite 1. Ainsi, a la
fin des manipulations, on a bien retiré ga jetons de la boite 2 et il en reste r. De
plus comme la boite 3 contenanit au début plus de jetons que la boite 2, on ne
risque pas de manquer de ce coté-la.

Apres toutes ces péripéties, on se retrouve dans une configuration ou la boite
la moins remplie contient 7 jetons, avec r < a. Si on répete ces étapes, on se
retrouvera a chaque fois avec moins de jetons dans la boite la moins remplie,
jusqu’a arriver a une boite vide.

2 samedi 23 apres-midi : Thomas Budzinski

Résumé du cours

Définition . Soient a € Z et n € N* premiers entre eux. L'ordre de a modulo n est
le plus petit entier d > 0 tel que a? =1 (mod n).

Proposition . L'ordre est bien défini, i.e il existe bien d tel que a? = 1 (mod n).
De plus, soit k € N: alors a* = 1 (mod n) si et seulement si k divise n.

Remarque . ATTENTION!!! Si a* = 1 (mod n), cela ne veut pas forcément
dire que k est1’ordre de a modulo n. La seule chose qu’on peut conclure est que
I'ordre de a est un diviseur de k.

Théoréme . (Petit théoréme de Fermat) Soient p premier et a non divisible par
p. Alors a’~! =1 (mod p). Autrement dit, I’ordre de @ modulo p est un diviseur
dep— 1.

Définition . Soit n > 2. On note ¢ de n le nombre d’entiers entre 0 et n» qui sont
premiers avec n. ¢ est appelée fonction indicatrice d’Euler.
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Proposition . Sin = pi*...p* avec les p; premiers, alors :
a1—1 ap—1 1 1
on) = (pm — Dp (o — Dppt = ( — —)...(1 - —)n
D1 Dk

Théoréme . (Théoreme d’Euler) Soient n et a premier avec n. Alors a#™ = 1
(mod n). Autrement dit, 'ordre de a est un diviseur de ¢(n).
Exercices :

Exercice 1 (Théoreme de Wilson) Soit p un nombre premier. Montrer que (p —
)= -1 (mod p).

Solution de l'exercice 1 En faisant le p