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Avant-propos
Le stage olympique de Montpellier 2014 a été organisé par l’association Animath.

Son objet a été de rassembler 80 collégien-ne-s et lycéen-ne-s de sixième à première,
de 10 à 18 ans, passioné-e-s de mathématiques

sélectionnés parmi les 315 candidats à la COUPE ANIMATH
dont certains représenteront la France aux compétitions internationales :

Olympiades Internationales de Mathématiques,
Olympiades Balkaniques Junior de Mathématiques (JBMO),

Olympiades Européennes de Filles de Mathématiques (EGMO).
Cinq stagiaires ont déjà participé à l’Olympiade Internationale de Mathématiques,

plusieurs autres aux JBMO et EGMO.

Nous tenons à remercier l’internat d’excellence de Montpellier pour son excellent
accueil.
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I. Déroulement du stage

C’est la troisième fois qu’Animath organise son stage à l’Internat d’Excel-
lence de Montpellier, pendant dix jours (du 18 août vers midi au 28 août vers
midi), mais c’est la première fois que nous accueillons 80 stagiaires, grâce à des
subventions de Cap’ Maths et de la DGESCO. Cette dernière n’est pas encore at-
tribuée à la date du stage, bien qu’elle finance également d’autres actions olym-
piques qui ont déjà eu lieu, notamment le voyage en Afrique du Sud pour la
participation aux Olympiades Internationales de Mathématiques.

Parmi les 315 candidats au test de sélection, nous en avons retenu 80 de
10 à 18 ans (âge moyen 15,9 ans), dont 11 filles (en prévision des Olympiades
Européennes de Filles : moins que l’an passé), 13 jeunes nés en 2000 ou après
(en prévision des Olympiades Balkaniques Junior). Nous avons fixé des quotas
par classe, de sorte que nous avions plus d’élèves de première que l’an passé
(50% au lieu de 40%), et moins d’élèves des Académies de Paris et Versailles
(41%). 19 animateurs, pour la plupart d’anciens stagiaires, mais aussi quelques
nouveaux qui n’avaient jamais participé aux activités olympiques, ont assuré
les 168 heures de cours, les soirées, les tests, la muraille, le polycopié...

Le stage était structuré comme celui de l’an dernier : deux périodes de quatre
jours (19 - 22 août et 23 - 26 aout), trois de cours / exercices (nous avons aban-
donné la différence entre "cours" et "travaux dirigés"), un test le matin du qua-
trième jour (8h30 à 12h30 pour le groupe D, 9h à 12h pour les autres) et une
après-midi libre et improvisée (sans visite planifiée). Le vendredi 22, par exemple,
un groupe de dix élèves est allé à la piscine, une quinzaine d’autres au bowling,
d’autres encore au lasergame. Enfin, le mercredi 27 aout, dernier jour du stage,
était consacré à des cours non sanctionnés par un test, sur des sujets plus larges
que la stricte préparation olympique. C’est la journée d’ "ouverture". Les tests
étaient corrigés le soir même, les soirées étaient libres les veilles de tests ainsi
que le dernier jour (soirée spéciale sans contrôle d’heure de coucher). Même les
autres soirs, l’heure de coucher n’était guère respectée.

Le premier soir, Martin Andler, président d’Animath, a remis la coupe Ani-
math aux 9 lauréats, puis a présenté une conférence sur les médailles Fields.
Puis les 19 et 20 août ont eu lieu deux conférences, l’une d’algèbre linéaire,
l’autre intitulée : "votre nom de famille est-il voué à disparaître ?". Les 23 et
24 août, la présentation des différentes Olympiades Internationales et la soirée
ITYM - TFJM. Comme l’an passé, l’horaire des repas était : petit déjeuner à 8 h,
déjeuner à 12 h 30, dîner à 19 h, les soirées commençaient soit à 20 h 30 soit à 20
h. Les élèves devaient être couchés à 23 h 30, mais ce n’était guère respecté, nous
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I. DÉROULEMENT DU STAGE

n’étions pas suffisamment nombreux pour assurer une véritable surveillance.

Le lundi 18 août, jour de l’arrivée, après la présentation du stage (14 h) au
cours de laquelle nous n’avions pas de tee-shirts Animath à distribuer, en raison
des restrictions budgétaires (exceptionnellement, les animateurs ont accepté de
travailler bénévolement... et on a failli ne pas imprimer le présent polycopié),
les élèves ont répondu à un questionnaire d’évaluation en une heure et demie,
afin d’être répartis dans quatre groupes de niveaux équilibrés et autant que pos-
sible homogènes. Les groupes valaient pour l’ensemble du stage, mais quelques
élèves ont demandé de changer de groupe et cela leur a été accordé. Ce n’est
que plus tard dans la semaine que leur ont été distribués les bics Animath ainsi
que les DVD Dimensions et Chaos. Comme l’an passé, des cours autres que les
chapitres habituels ont été proposés.

Quelques liens utiles pour poursuivre le travail réalisé pendant ce stage :

– Le site d’Animath : http ://www.animath.fr
– Le site MathLinks : http ://www.mathlinks.ro
– Les polycopiés de stages olympiques précédents :

http ://www.animath.fr/spip.php ?article260
– Les cours de l’Olympiade Française de Mathématiques :

http ://www.animath.fr/spip.php ?article255
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I. DÉROULEMENT DU STAGE

Groupe A Groupe B Groupe C Groupe D
Lundi 18/08 Arrivé, accueil des élèves et première évaluation

20h30 -21h30 Remise de la coupe Animath et conférence : Les médailles Fields (Martin)
9h - 12h stratégies de base logique géométrie arithmétique

(François) (Joon) (Jean-François) (Baptiste)
Mardi 14h - 17h+ε stratégies de base stratégies de base géométrie arithmétique

(Cécile) (Arsène) (Samuel) (Pierre)
20h30 -21h30 Conférence : Algèbre linéaire (Nicolas)

9h - 12h stratégies de base stratégies de base géométrie arithmétique
(Joon) (Alix) (Thomas) (Igor)

Mercredi 14h - 17h+ε algèbre stratégies de base géométrie géométrie
(Alix) (Margaret) (Jean-Louis) (Baptiste)

20h30 -21h30 Conférence : votre nom de famille est-il voué à disparaître ? (Thomas)
9h - 12h algèbre algèbre polynômes géométrie

(Margaret) (Jean-Louis) (Igor) (Jean-François)
Jeudi 14h - 17h+ε logique algèbre polynômes géométrie

(Joon) (Baptiste) (Guillaume) (Jean-Louis)
20h30 - 21h 30 Soirée libre

9h - 12h Test
Vendredi Après-midi Sorties improvisées (piscine, bowling, laser game)

20h30 - 21h 30 Correction du Test
9h - 12h géométrie géométrie arithmétique combinatoire

(François) (Jean-François) (Pierre) (Guillaume)
Samedi 14h - 17h+ε géométrie géométrie arithmétique combinatoire

(Cécile) (Nicolas) (Thomas) (Margaret)
20h15 - 21h Présentation des différentes olympiades internationales

9h - 12h géométrie géométrie arithmétique combinatoire
(Pierre-Antoine) (Alix) (François) (Thomas)

Dimanche 24/08 14h - 17h+ε arithmétique arithmétique Inégalités éq. fonctionnelles
(Matthieu) (Margaret) (Vincent) (Guillaume)

20h - 21h Conférence : ITYM et le TFJM (Matthieu etc...)
9h - 12h arithmétique arithmétique éq. fonctionnelles inégalités

(Nicolas) (François) (Pierre-Antoine) (Jean-François)
Lundi 14h - 17h+ε arithmétique arithmétique éq. fonctionnelles inégalités

(Arsène) (Matthieu) (Pierre) (Vincent)
20h - 23h30 Anniversaire Pierre-Alexandre + Soirée libre

9h - 12h Test
Mardi Après-midi Sortie

20h30 - 21h 30 Correction du Test
9h - 12h théorie des graphes suites réelles dénombrabilité analyse complexe

(Guillaume) (Nicolas) (Matthieu) (Pierre)
Mercredi 14h - 17h+ε combinatoire combinatoire calculabilité Cauchy Lipschitz

(Arsène) (Joon) (Vincent) (Thomas)
20h - 23h30 +ε Soirée/nuit libre

Jeudi Matinée Brunch puis départ
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II. coupe Animath et évaluation
initiale

1 Présentation

La "coupe Animath" organisée le 3 juin 2014 vient se substituer au test de
sélection du stage olympique. C’est une compétition de 3 heures pour les col-
légiens, 4 heures pour les lycéens, qui sert notamment à sélectionner les sta-
giaires, mais pas uniquement. Les résultats de la coupe Animath sont publiés
sur notre site. Pour la sélection au stage, on applique des bonifications qui mo-
difient quelque peu le classement : les filles, les trois premiers de leur Acadé-
mie à l’Olympiade Académique et les dix premiers de Kangourou ainsi que les
nouveaux entrants bénéficient de 22,5% de bonification, ceux classés entre la
quatrième et la sixième place de leur Académie à l’Olympiade Académique,
d’une bonification de 10%, le cumul étant limité à deux bonifications. Ceci afin
de favoriser l’égalité des chances. Malheureusement, cela n’a pas suffi à nous
donner un nombre suffisant de filles, et nous avons favorisé les filles sur la liste
d’attente pour compenser.

Pendant la première soirée du stage, le Président d’Animath, Martin Andler,
a remis une coupe aux meilleurs élèves de chaque catégorie :

Quatrième : Pierre-Alexandre BAZIN
Troisième : Ilyès HAMDI
Seconde : Adrien LEMERCIER et Lucie WANG
Première : Vincent BOUIS, Nicolas FABIANO, Jérémy LENGELE, Arthur

NEBOUT et Florent NOISETTE.

2 Enoncés

Instructions

. Rédigez les différents problèmes sur des copies distinctes. Sur chaque
copie, écrivez en lettres capitales vos nom et prénom en haut à gauche
ainsi que votre classe, et le numéro du problème en haut à droite.

. On demande des solutions complètement rédigées (sauf pour l’exercice
1), où toute affirmation est soigneusement justifiée. La notation tiendra
compte de la clarté et de la précision de la copie.
Travaillez d’abord au brouillon, et rédigez ensuite au propre votre solu-
tion, ou une tentative, rédigée, de solution contenant des résultats signifi-
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II. COUPE ANIMATH ET ÉVALUATION INITIALE

catifs pour le problème.
Ne rendez pas vos brouillons : ils ne seraient pas pris en compte.

. Une solution complète rapportera plus de points que plusieurs tentatives
inachevées. Il vaut mieux terminer un petit nombre de problèmes que de
tous les aborder.

. Règles, équerres et compas sont autorisés. Les rapporteurs sont interdits.
Les calculatrices sont interdites, ainsi que tous les instruments électro-
niques.

Les collégiens traitent les exercices 1 à 4. Les lycéens traitent les exer-
cices 4 à 7.
L’exercice 1 est noté sur 5 points, les autres sont notés sur 10 points.

Merci de bien vouloir respecter la numérotation des exercices. Rédigez les différents
problèmes sur des copies distinctes. Sur chaque copie, écrivez en lettres capitales vos
nom et prénom en haut à gauche ainsi que votre classe, et le numéro du problème en
haut à droite.

Énoncés collège

Exercice 1 Dans cette question, et uniquement cette question, on demande une réponse
sans justification.

Sachant que le petit carré est de côté x et que les triangles sont équilatéraux,
déterminer la longueur du côté du grand carré.

Exercice 2 Trouver tous les couples de chiffres (a, b) tels que l’entier dont les
quatre chiffres sont ab32 est divisible par 99.

Exercice 3 Deux cercles de centres O et O′ et de rayons respectifs R < R′ sont
tangents extérieurement en B. Soit (T ) la tangente commune passant par B.

On mène une tangente commune (MN) (où M appartient au premier cercle
et N au second). Cette tangente coupe (T ) en A. Les droites (OA) et (O′A)
coupent BM et BN en C et D. Les droites (OO′) et (MN) se rencontrent en
E.

(1) Démontrer que (CD) est parallèle à (MN).
(2) Prouver que OAO′ est rectangle en A.
(3) Calculer la longueur EO en fonction de R et R′.
(4) Calculer la longueur CD en fonction des rayons des cercles.

Énoncé commun
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Exercice 4 a) Est-il possible de répartir les nombres 1, 2, 3, . . . , 10 en cinq paires
de sorte que les cinq sommes par paires donnent cinq nombres premiers diffé-
rents ?

b) Est-il possible de répartir les nombres 1, 2, 3, . . . , 20 en dix paires de sorte
que les dix sommes par paires donnent dix nombres premiers différents ?

Énoncés lycée

Exercice 5 Lors d’un tournoi de football, chaque équipe rencontre exactement
deux fois chacune des autres. Il n’y a pas de match nul, une victoire rapporte
deux points et une défaite ne rapporte rien. Il se trouve qu’une seule équipe a
remporté le tournoi avec 26 points, et qu’il y a deux équipes dernières ex-aequo
avec 20 points chacune. Déterminer le nombre d’équipes, et donner un exemple
de tournoi où de tels résultats se produisent.

Exercice 6 Étant donnés un point P et un cercle C du plan, on appelle distance de
P à C la longueur minimale PM entre P et un pointM du cercle C. Par exemple,
si P appartient au cercle alors la distance de P à C est nulle, et si P est le centre
du cercle alors la distance de P à C est égale au rayon de C.

Étant donnés quatre points A,B,C,D non cocycliques, combien y a-t-il au
maximum de cercles qui passent à égale distance de ces quatre points ?

Exercice 7 Déterminer tous les entiers x1, x2, · · · , x9, x10 tels que
0 < x1 < x2 < · · · < x9 < x10 et x9x10 ≤ 2(x1 + x2 · · ·+ x9).

3 Solutions

Énoncés collège

Exercice 1 Dans cette question, et uniquement cette question, on demande une réponse
sans justification.

Sachant que le petit carré est de côté x et que les triangles sont équilatéraux,
déterminer la longueur du côté du grand carré.

Solution de l’exercice 1
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A
B

C

x/2

x
h

La hauteur h d’un triangle équilatéral de côté x est égale à x
√

3

2
.

En effet, d’après le théorème de Pythagore on a x2 = h2 + (x/2)2, donc h2 =
x2 − (x/2)2 = 3

4
x2.

Le côté du grand carré vaut donc x+ 2h = x(1 +
√

3).

Exercice 2 Trouver tous les couples de chiffres (a, b) tels que l’entier dont les
quatre chiffres sont ab32 soit divisible par 99.

Solution de l’exercice 2 Soit n l’entier formé par les deux chiffres ab. On cherche
a et b de sorte que 100n+ 32 soit divisible par 99.

Or, 100n + 32 = n + 32 + 99n, donc la condition équivaut au fait que n + 32
soit divisible par 99.

Or, 0 6 n 6 99, donc 32 6 n + 32 6 131. L’unique entier entre 32 et 131 qui
est divisible par 99 étant 99, la seule solution est n = 99 − 32 = 67, c’est-à-dire
a = 6 et b = 7.

Exercice 3 Deux cercles, l’un de centre O et de rayon R, l’autre de centre O′ et
de rayonR′ avecR < R′, sont tangents extérieurement enB. Soit (T ) la tangente
commune passant par B.

On mène une autre tangente commune (MM ′) (où M appartient au premier
cercle etM ′ au second). Cette tangente coupe (T ) enA. Les droites (OA) et (O′A)
coupent BM et BM ′ en D et D′. Les droites (OO′) et (MM ′) se rencontrent en
E.

(1) Démontrer que (DD′) est parallèle à (MM ′).

(2) Prouver que OAO′ est rectangle en A.

(3) Calculer la longueur EO en fonction de R et R′.

(4) Calculer la longueur DD′ en fonction de R et R′.

Solution de l’exercice 3
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O O′B
E

M

M ′

A

D

D′

Notons C et C ′ les deux cercles.

1) Les deux tangentes à C menées à partir de A étant (AM) et (AB), leurs
points de contact M et B sont symétriques par rapport à (AO), donc D est le
milieu de [MB]. De même, D′ est le milieu de [M ′B]. D’après le théorème des
milieux dans le triangle BMM ′, (DD′) est parallèle à (MM ′).

2) On a 180◦ = ×MAO+ ÖOAB +×BAO′ + ØO′AM ′ = 2(ÖOAB +×BAO′) = 2×OAO′
donc ×OAO′ = 90◦.

Autre méthode.
(OA) et (O′A) sont les médiatrices de [MB] et [M ′B] doncAM = AB = AM ′.

On en déduit que le triangle MBM ′ est rectangle en B.
Alors le quadrilatèreADBD′ a 3 angles droits : c’est un rectangle doncDAD′

est aussi un angle droit et OAO′ est aussi un triangle rectangle.

3) (OM) et (O′M ′) sont parallèles puisque perpendiculaires à (MM ′). D’après
le théorème de Thalès, on a

R

R′
=

OM

O′M ′ =
EO

EO′
=

EO

EO +R +R′
.

En multipliant membre à membre par R′(EO+R+R′), on obtient R(EO+R+
R′) = EO ×R′ donc (R′ −R)EO = R(R +R′). Finalement,

EO =
R(R +R′)

R′ −R
.

4) Les diagonales du rectangle DAD′B ont la même longueur donc DD′ =
AB.

D’après le théorème de Pythagore, on a

AO2 = R2 + AB2

AO′
2

= R′
2

+ AB2

On additionne terme à terme :

OO′
2

= R2 +R′
2

+ 2AB2

(R +R′)2 = R2 +R′
2

+ 2AB2

2RR′ = 2AB2.
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Il vient AB2 = RR′ donc DD′ = AB =
√
RR′.

Autre méthode.
D’après le théorème de Pythagore dans le triangle rectangle EMO, on a

EM2 = EO2 −MO2 =
R2(R +R′)2

(R′ −R)2
−R2 = R2 ×

�
(R +R′)2

(R′ −R)2
− 1

�
= R2 × (R +R′)2 − (R−R′)2

(R−R′)2
= R2 × (R +R′ +R−R′)(R +R′ − (R−R′))

(R−R′)2

=
4R2RR′

(R′ −R)2
.

On en déduit que EM = 2R
R′−R

√
RR′.

Comme EM ′ = R′

R
EM , on a EM ′ = 2R′

R′−R

√
RR′. Il vient

MM ′ = EM ′ − EM = 2
R′ −R
R′ −R

√
RR′ = 2

√
RR′.

Comme D et D′ sont les milieux de [BM ] et [BM ′], on en déduit que DD′ =√
RR′.

Autre solution. On a ÖBOA = 90◦ −ÖOAB = ×BAO′. On en déduit que les
triangles rectanglesOBA etABO′ sont semblables, donc AB

OB
= O′B

AB
, ce qui s’écrit

aussi AB
R

= R′

AB
, ou encore AB =

√
RR′.

Or, on a AM = AB et AM ′ = AB, donc MM ′ = 2
√
RR′. Comme D et D′

sont les milieux de [BM ] et [BM ′], on en déduit que DD′ =
√
RR′.

Énoncé commun
Exercice 4 a) Est-il possible de répartir les nombres 1, 2, 3, . . . , 10 en cinq paires
de sorte que les cinq sommes par paires donnent cinq nombres premiers diffé-
rents ?

b) Est-il possible de répartir les nombres 1, 2, 3, . . . , 20 en dix paires de sorte
que les dix sommes par paires donnent dix nombres premiers différents ?

Solution de l’exercice 4 a) Oui : 1 + 4 = 5, 3 + 8 = 11, 5 + 2 = 7, 7 + 6 = 13,
9 + 10 = 19.

b) Les nombres premiers sommes de deux entiers distincts parmi 1, . . . , 20
sont compris entre 3 et 39, donc figurent parmi 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37.
La somme de ces nombres premiers vaut 195, qui est strictement plus petite
que 1 + 2 + · · · + 20 = 210. Par conséquent, il n’est pas possible d’effectuer le
regroupement comme dans l’énoncé.

Énoncés lycée
Exercice 5 Lors d’un tournoi de football, chaque équipe rencontre exactement
deux fois chacune des autres. Il n’y a pas de match nul, une victoire rapporte
deux points et une défaite ne rapporte rien. Il se trouve qu’une seule équipe a
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remporté le tournoi avec 26 points, et qu’il y a deux équipes dernières ex-aequo
avec 20 points chacune. Déterminer le nombre d’équipes, et donner un exemple
de tournoi où de tels résultats se produisent.

Solution de l’exercice 5 Notons n le nombre d’équipes.
Chaque équipe gagne un nombre de matchs compris entre 10 et 13. Comme

il y a n(n− 1) matchs, chaque équipe gagne en moyenne n− 1 matchs. L’équipe
victorieuse et les deux dernières ex-aequo gagnent en moyenne 11 matchs, tan-
dis que les autres équipes gagnent en moyenne entre 11 et 12 matchs. Par consé-
quent, le nombre moyen de matchs gagné par équipe est > 11 et < 12. Comme
n− 1 est un entier, on a nécessairement n− 1 = 11, c’est-à-dire n = 12.

Montrons qu’un tel tournoi est possible. Pour se fixer les idées, disons que
les 12 équipes appartiennent à 12 villes différentes. Chaque paire de villes joue
deux matchs, l’un dans la ville de l’une des équipes et l’autre dans la ville de
l’autre équipe. On dira qu’une équipe joue à domicile si le match se déroule
dans sa ville, et à l’extérieur sinon.

Voici un exemple de tournoi qui convient : lorsque deux des équipes 2, . . . , 12
se rencontrent, celle qui joue à domicile gagne. De plus, l’équipe 1 gagne tous
ses matchs contre les équipes 2 et 3, et gagne seulement à domicile contre les
équipes 4, . . . , 12.

Autre solution pour la première partie. Notons a le nombre d’équipes qui
gagnent 11 matchs et b le nombre d’équipes qui gagnent 12 matchs. Le nombre
total d’équipes est n = 3 + a + b. D’autre part, le nombre de matchs gagnés est
n(n− 1) = 10× 2 + 11a+ 12b+ 13 = 33 + 11a+ 12b = 11(3 + a+ b) + b = 11n+ b.

On en déduit que b = n(n − 1) − 11n = n(n − 12). Comme 0 6 b < n, on a
0 6 n(n− 12) < n. En divisant par n, on obtient 0 6 n− 12 < 1, d’où n = 12.

Exercice 6 Étant donnés un point P et un cercle C du plan, on appelle distance de
P à C la longueur minimale PM entre P et un pointM du cercle C. Par exemple,
si P appartient au cercle alors la distance de P à C est nulle, et si P est le centre
du cercle alors la distance de P à C est égale au rayon de C.

Étant donnés quatre points A,B,C,D non cocycliques, combien y a-t-il au
maximum de cercles qui passent à égale distance de ces quatre points ?

Solution de l’exercice 6 Soit C un cercle passant à égale distance de A,B,C,D.
Les quatre points ne peuvent pas être tous intérieurs au cercle, sinon ils seraient
équidistants du centre, donc seraient cocycliques. De même, ils ne peuvent pas
être tous extérieurs.

Déterminons le nombre de cercles C passant à égale distance de A,B,C,D
tels que A,B,C soient du même côté du cercle. Supposons A,B,C non alignés.
Soit Ω le centre du cercle circonscrit à A,B,C et R son rayon. Notons r le rayon
de C et d = ΩD. Le fait que A,B,C,D soient équidistants de C s’écrit |r − R| =
|r − d|. De plus, r −R et r − d ne peuvent pas être égaux, sinon on aurait d = R
et A,B,C,D seraient cocycliques. L’égalité |r − R| = |r − d| équivaut donc à

r − R = d − r, ou encore à r =
R + d

2
, ce qui prouve l’existence et l’unicité du

cercle CD tel que A,B,C soient d’un côté et D de l’autre côté du cercle.
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(Si A,B,C sont alignés, aucun point n’est équidistant de A,B,C, donc il
n’existe pas de cercle passant à égale distance de A,B,C tel que A,B,C soient
tous du même côté du cercle.)

On définit de même les cercles CA, CB et CC s’ils existent.

A

B

C

D

O

R

d

Déterminons le nombre de cercles C passant à égale distance de A,B,C,D
tels que A,B soient d’un côté et C,D de l’autre. Le centre de C est nécessaire-
ment équidistant de A et B, donc se situe sur la médiatrice de [AB]. De même,
il se situe sur la médiatrice de [CD].

Supposons que (AB) et (CD) ne sont pas parallèles. Alors les médiatrices
de [AB] et de [CD] se rencontrent en un point Ω. Soient R1 = ΩA et R2 = ΩC.
Alors R1 6= R2 car A,B,C,D ne sont pas cocycliques. Comme dans le cas pré-

cédent, on voit que le cercle de centre Ω et de rayon
R1 +R2

2
est l’unique cercle

équidistant de A et B tel que A et B sont d’un côté et C,D de l’autre. Notons-le
CAB.

A

B

C

D

a

b
O

R1 R2

Supposons que les médiatrices de [AB] et [CD] sont parallèles non confondues.
Alors il n’existe pas de cercle équidistant de A,B,C,D tel que A,B soient d’un
côté et C,D de l’autre.

Supposons que les médiatrices de [AB] et [CD] sont confondues. SiA,B,C,D
ne sont pas alignés, alors les médiatrices de [AB] et de [AC] se coupent en un
point Ω qui est équidistant de A,B,C,D, ce qui contredit le fait que A,B,C,D
ne sont pas cocycliques.
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Supposons queA,B,C,D sont alignés tels que les milieux de [AB] et de [CD]
sont confondus. Il y a alors une infinité de cercles passant à égale distance de
A,B,C,D, les centres étant sur la médiatrice commune.

A BC
D

O

R1 R2

M

La discussion qui précède montre que, sauf dans le cas particulier où les
quatre points sont alignés de sorte que le milieu de deux points est égal au mi-
lieu des deux autres, il y a au plus 7 cercles passant à égale distance deA,B,C,D :
il s’agit de CA, CB, CC , CD, CAB, CAC , CAD. L’égalité a lieu lorsque deux quel-
conques des six droites déterminées par A,B,C,D ne sont pas parallèles.

Exercice 7 Déterminer tous les entiers x1, x2, · · · , x9, x10 tels que
0 < x1 < x2 < · · · < x9 < x10 et x9x10 6 2(x1 + x2 + · · ·+ x9).

Solution de l’exercice 7 On vérifie immédiatement que x1 = 1, x2 = 2, . . . , x10 =
10 est une solution. Montrons qu’il n’y en a pas d’autre.

Première méthode. Notons a = x9 et b = x10 pour abréger. On a

a(a+ 1) 6 ab 6 2((a− 8) + · · ·+ (a− 1) + a) = 18a− 72,

donc 72 6 18a− a(a+ 1) = a(17− a). Ceci prouve que a 6 16. De plus, comme
0 < x1 < x2 < · · · < x9 = a on a a > 9. En essayant toutes les valeurs de a
comprises entre 9 et 16, on voit que la seule valeur qui satisfait l’inégalité est
a = 9. On a alors

90 = a(a+ 1) 6 ab 6 18a− 72 = 90,

donc a(a+ 1) = ab, d’où b = a+ 1 = 10. Comme 0 < x1 < x2 < · · · < x9 = 9, on
a nécessairement xk = k pour tout k = 1, 2, . . . , 10.

Remarque : si on ne veut pas essayer toutes les valeurs de a comprises entre
9 et 16, on peut remarquer que

72 6 a(17− a) ⇐⇒ a2 − 17a+ 72 6 0 ⇐⇒ (a− 8)(a− 9) 6 0 ⇐⇒ 8 6 a 6 9.

Deuxième méthode. On sait que pour tout entier naturel n on a 1 + 2 + · · ·+

n =
n(n+ 1)

2
.
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On a x9x10 6 2(1 + 2 + 3 + · · ·+ (x9− 1) +x9) = x9(x9 + 1), donc x10 6 x9 + 1.
Comme on a d’autre part x10 > x9, on en déduit que x10 = x9 + 1 et que

x1 + x2 + · · ·+ x9 = 1 + 2 + · · ·+ x9.

Par conséquent, tous les entiers entre 1 et x9 figurent dans la liste x1, . . . , x9, ce
qui entraîne que xk = k pour tout k = 1, 2, . . . , 10.

4 Evaluation initiale
Le premier jour du stage est consacré à répartir les stagiaires en quatre groupes

de niveaux, équilibrés. Ceci sur la base d’un questionnaire d’ "évaluation ini-
tiale" présenté ci-dessous :

GEOMETRIE

As-tu déjà utilisé le théorème de l’angle inscrit ? OUI ? NON ?
Sais-tu ce que sont des triangles semblables ? OUI ? NON ?
Sais-tu ce qu’est une homothétie ? OUI ? NON ?
As-tu déjà utilisé le théorème de Céva ? OUI ? NON ?
Connais-tu la loi des sinus ? OUI ? NON ?
Si oui, écris-la :
Résous l’exercice suivant :
Soient ABC un triangle, P ∈]AB[, Q ∈]BC[ et R ∈]CA[. Les cercles circons-

crits à APR et BPQ se coupent en P et X . Montrer que X est sur le cercle
circonscrit à CQR.

COMBINATOIRE

As-tu déjà utilisé le principe des tiroirs ? OUI ? NON ?
Sais-tu ce qu’est un coefficient binomial ? OUI ? NON ?
Si oui, combien vaut :

�
n
k

�
+
�
n
k+1

�
?

Sais-tu ce qu’est une démonstration par récurrence ? OUI ? NON ?
Si oui, résous l’exercice suivant :
On trace dans le plan n droites, dont deux ne sont jamais parallèles et trois ne

sont jamais concourantes. Montrer que ces n droites partagent le plan en n2+n+2
2

régions.

ALGEBRE

Sais-tu effectuer une division euclidienne de polynômes ? OUI ? NON ?
Si oui, écris la division euclidienne de X3 +X + 1 par X − 2.
Connais-tu l’inégalité arithmético-géométrique ? OUI ? NON ?
Si oui, écris-la :
Trouve toutes les fonctions f telles que pour tous x et y réels, on ait : f(x +

y − f(x)) = y

ARITHMETIQUE
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Sais-tu ce qu’est le PGCD de deux entiers ? OUI ? NON ?
Si oui, quel est le PGCD de 21 et 91 ?
As-tu déjà utilisé le théorème de Bézout ? OUI ? NON ?
Sais-tu manipuler les congruences ? OUI ? NON ?
Si oui, combien vaut : 20142014 modulo 7 ?
Connais-tu le théorème chinois ? OUI ? NON ?
Si oui, écris-le :

S’il te reste du temps, voici deux exercices à résoudre (directement sur la
feuille) :

1 ) Dans la ville de Bagdad, le bon Calife vient d’inventer un nouveau jeu :
on dispose de vingt cailloux et chacun des deux joueurs à tour de rôle peut
prendre un, deux ou cinq de ces cailloux. Le gagnant est celui qui prend le ou
les derniers cailloux. Le bon Calife adore ce jeu : comme il est Calife, il joue le
premier et gagne toujours. Comment fait-il ?

2 ) Soit ABC un triangle dont l’angle en A vaut 60˚, I le centre de son cercle
inscrit, F le point de [AB] tel que (IF ) soit parallèle à (AC) et P le point de [BC]

tel que BC = 3BP . Montrer que l’angle ÖBFP = 1
2
ÖABC.
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III. Première période

1 Groupe A : stratégies de base

1 mardi 19 matin : François Lo Jacomo

Les stratégies de base désignent traditionnellement des stratégies utilisées
dans de nombreux domaines des mathématiques. Le présent cours se limitera à
deux d’entre elles : le principe des tiroirs, et les invariants. On terminera, si l’on
a le temps, par quelques exercices de pavage.

Principe des tiroirs

Le principe des tiroirs semble élémentaire, mais il n’a été utilisé en mathé-
matiques qu’à partir du 19-ème siècle :

Si l’on range au moins n + 1 objets dans n tiroirs, l’un des tiroirs au moins
contiendra au moins deux objets. Et plus généralement, si l’on range au moins
kn + 1 objets dans ces mêmes n tiroirs, l’un des tiroirs au moins contiendra au
moins k + 1 objets. Par exemple : sachant qu’un humain a moins de 250 000
cheveux et qu’il y a 2 500 000 Parisiens, au moins deux Parisiens ont le même
nombre de cheveux. On peut même préciser qu’il existe 10 Parisiens au moins
ayant le même nombre de cheveux. S’il existait 2 500 001 Parisiens ayant chacun
moins de 250 000 cheveux, on pourrait affirmer qu’il en existe au moins 11 parmi
eux ayant le même nombre de cheveux.

Exercice 1
Chacun des 80 stagiaires connaît un certain nombre d’autres stagiaires. On

admet que si A connaît B, B connaît A. Montrer qu’il existe au moins deux
stagiaires qui connaissent précisément le même nombre de stagiaires.

Exercice 2
Montrer que quel que soit n, parmi (n + 1) entiers quelconques a0, a1 ... an,

on peut en trouver deux ai et aj tels que ai − aj soit divisible par n.

Exercice 3
Montrer que pour tout n, il existe un multiple de n d’au plus n chiffres, tous

égaux à 0 ou 1.

Solution de l’exercice 1
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Les tiroirs seront le nombre de stagiaires connus. Il peut varier de 0 à 79, ce
qui fait 80 tiroirs pour 80 stagiaires, c’est un tiroir de trop. Mais on remarque
que si un stagiaire connaît les 79 autres stagiaires, alors tous les stagiaires le
connaissent, donc le nombre de stagiaires connus ne peut pas prendre la valeur
0 s’il prend la valeur 79. Il prend donc au plus 79 valeurs, et le principe des
tiroirs s’applique.

Solution de l’exercice 2
Si n = 2, cela revient à dire que parmi trois entiers donnés, il y en a au moins

deux qui ont même parité. On répartit les nombres dans deux tiroirs (pair et
impair), et l’un des tiroirs contient au moins deux nombres. On peut faire la
même chose si n = 3, en répartissant les nombres dans trois tiroirs : ceux qui
sont divisibles par 3, ceux de la forme 3k + 1 et ceux de la forme 3k + 2, et plus
généralement on classe les nombres dans les n classes modulo n : {kn}, {kn +
1}...{kn+ (n− 1)}. Au moins une classe contient au moins deux entiers : kn+ r
et k′n+ r, et leur différence (k − k′)n est bien divisible par n.

Solution de l’exercice 3
On utilise ce premier résultat avec la suite : a0 = 0, a1 = 1, a2 = 11, a3 = 111

etc... : ai est l’entier formé de i chiffres tous égaux à 1. Deux d’entre eux ont une
différence multiple de n, et cette différence a au plus n chiffres tous égaux à 0
ou 1.

Historiquement, la première utilisation véritablement mathématique du prin-
cipe des tiroirs est la démonstration que voici, qui date du milieu du XIX˚ siècle.

Exercice 4
Soit x un nombre irrationnel positif. Montrer qu’il existe une infinité de frac-

tions p
q

telles que |x− p
q
| ≤ 1

q2

Solution de l’exercice 4
On choisit un nombre n, et on place les parties décimales de 0x, 1x, 2x, · · ·nx

dans les n intervalles
�
k
n
; k+1

n

�
: deux au moins ix et jx seront dans le même

intervalle. On pose q = |i − j|, et si l’on fait la différence : partie décimale de
|ix − jx| = qx − p, avec |qx − p| < 1

n
≤ 1

q
. D’où l’existence d’une fraction p

q
.

Maintenant, pour prouver qu’il en existe une infinité, il faut raisonner par l’ab-
surde, c’est-à-dire prouver que si c’était faux, nous aurions une contradiction :
supposons en effet qu’il en existe un nombre fini, et considérons la plus petite
valeur ε prise par les |qx − P | pour toutes les fractions vérifiant la condition
de l’énoncé. En choisissant n tel que 1

n
< ε, avec le raisonnement précédent on

construira une nouvelle fraction vérifiant elle aussi la condition de l’énoncé et
pour laquelle |qx − p| sera plus petit que pour toutes les fractions précédem-
ment listées, preuve que cette liste n’était pas exhaustive. D’où la contradiction
qui achève la démonstration.

Il n’y a pas qu’en arithmétique qu’on fait appel au principe des tiroirs. Voici
deux exercices simples de géométrie qui l’utilisent.
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Exercice 5
Les points du plan sont coloriés arbitrairement en rouge et en noir. Montrer

qu’on peut trouver deux points de même couleur situés à exactement 1 m de
distance.

Solution de l’exercice 5
Il suffit de considérer les trois sommets d’un triangle équilatéral de 1 m de

côté. Deux au moins d’entre eux sont de même couleur.

Exercice 6
On place 51 points au hasard sur un carré de côté 1. Montrer qu’on peut en

trouver au moins 3 à l’intérieur d’un cercle de rayon 1
7

(ce cercle peut déborder
les cotés du carré).

Solution de l’exercice 6
Pour appliquer le principe des tiroirs, il faut strictement moins de 51

2
tiroirs,

soit au plus 25. Couvrir un carré avec 25 cercles est moins facile que le couvrir
avec 25 carrés, de côté 1

5
. Mais la diagonale d’un tel carré mesure

√
2

5
< 2

7
, de

sorte que chacun de ces carrés est inclus dans un cercle de rayon 1
7
. Les trois

points qui se trouvent à l’intérieur d’un même carré se trouvent a fortiori à
l’intérieur d’un même cercle.

Invariants

Un invariant est une caractéristique d’une situation qui ne peut pas chan-
ger pour un problème donné, quels que soient les choix arbitraires que l’on
fait. On étudie un processus qui se déroule selon certaines règles, et on montre
que quelle que soit le manière dont se déroule le processus conformément aux
règles, une caractéristique (un invariant) ne change pas, et aura donc toujours
la même valeur, ce qui prouve certaines impossibilités. Exemple :

Exercice 7
On dispose d’un tas de 2013 billes noires et 2014 billes blanches, et d’une

réserve d’autant de billes blanches que l’on veut. On tire deux billes : si elles
sont de la même couleur, on remet dans le tas une bille blanche, sinon on remet
la bille noire. On recommence jusqu’à ce qu’il ne reste qu’une seule bille. Quelle
est sa couleur ?

Solution de l’exercice 7
L’invariant est la parité du nombre de billes noires dans le tas. En effet, si à

un moment donné, le tas contientN billes noires, au tirage suivant il en contien-
dra soit N , soit N − 2, en tout cas un nombre de même parité que N . Car si l’on
tire deux billes noires et remet une bille blanche, il en contiendra N − 2, si l’on
tire deux billes blanches et remet une blanche, il en contiendra N , et de même si
l’on tire une bille blanche et une bille noire et remet une bille noire. Comme au
premier tirage, il y a un nombre impair de billes noires (2013), il y aura toujours
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un nombre impair de billes noires, donc il n’y en aura jamais zéro. La dernière
bille est donc nécessairement une bille noire.

Exercice 8
16 ampoules sont disposées en carré, quatre par ligne et quatre par colonne.

Sur chaque ligne et sur chaque colonne, un interrupteur permet de changer
l’état de toutes les lampes de la ligne ou de la colonne. On part d’un état où
une seule lampe est allumée. Peut-on les éteindre toutes ?

Solution de l’exercice 8
Non ! car la parité du nombre de lampes allumées est invariante quand on

actionne n’importe quel interrupteur, il y en aura donc toujours un nombre im-
pair (donc non nul) d’allumées.

Exercice 9
On écrit sur le tableau les entiers de 1 à 2014. A chaque étape, on en efface

deux et on écrit à la place leur différence. Le nombre d’entiers diminue donc de
1. Le dernier entier obtenu à la deux mille treizième étape peut-il être égal à 0 ?
Peut-il être égal à 1 ?

Solution de l’exercice 9
Les deux questions sont très différentes : pour l’une, la réponse est "non", on

utilise un invariant pour le prouver. Pour l’autre, la réponse est "oui", on le dé-
montre en construisant explicitement la solution. Dans le cas de l’impossibilité,
c’est encore un argument de parité qui permet de conclure. Comme la différence
de deux entiers a même parité que leur somme, la somme de tous les entiers sur
le tableau conserve, à chaque étape du processus, la même parité. Or au départ
elle vaut : 1 + 2 + ...+ 2014 = 2014×2015

2
qui est impair. Cette somme restera donc

toujours impaire, et le dernier nombre obtenu sera un nombre impair, ce ne peut
pas être 0.

Pour prouver que ce peut être 1, il faut un tout autre raisonnement. On
groupe les nombres ainsi : (1, 2, 3, 4), (5, 6, 7, 8), ...(2009, 2010, 2011, 2012), (2013, 2014).
Chacun des quadruplets peut être ramené à 0, en remplaçant (4n+1, 4n+2) par
1, (4n+ 3, 4n+ 4) par 1, puis (1, 1) par 0. Il reste (2013, 2014) qu’on ramène à 1.

Prouver que la réponse est "oui" ou que la réponse est "non" nécessite donc
des raisonnements totalement différents, il est donc impératif de deviner le plus
vite possible la bonne réponse car on perd beaucoup de temps lorsqu’on part
dans la mauvaise direction.

Exercice 10
6 arbres se trouvent aux 6 sommets d’un hexagone régulier. Sur chaque arbre

se pose un oiseau. Toutes les minutes, deux oiseaux simultanément vont de leur
arbre à l’un des deux arbres voisins. Peut-on avoir, après un certain nombre de
minutes, tous les oiseaux regroupés sur un même arbre ?

Solution de l’exercice 10
Si la réponse était "oui", il faudrait décrire une suite de déplacements abou-

tissant à la solution. Pour prouver que la réponse est "non", on peut faire appel
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à un invariant. Considérons un triangle équilatéral formé de trois arbres non
voisins. Ce triangle contient au départ 3 oiseaux. Si tous les oiseaux sont sur le
même arbre, le triangle contiendra 0 ou 6 oiseaux. Or il est facile de voir que
chaque déplacement laisse invariante la parité du nombre d’oiseaux perchés
sur le triangle : comme chaque arbre du triangle a ses voisins hors du triangle
et inversement, soit les deux oiseaux qui s’envolent étaient sur le triangle et
le nombre d’oiseaux sur le triangle diminue de 2. Soit aucun n’était sur le tri-
angle et le nombre augmente de 2. Soit l’un était sur le triangle et l’autre hors
du triangle, auquel cas le nombre d’oiseaux reste inchangé. Dans tous les cas, le
nombre d’oiseaux sur le triangle restera impair et ne vaudra jamais 0 ni 6.

Exercice 11
On dispose de trois tas de pièces, contenant au départ respectivement 51, 49

et 5 pièces. A chaque étape, on a le droit soit de réunir deux tas en un seul, soit
de diviser en deux moitiés égales un tas contenant un nombre pair de pièces.
Peut-on faire avec ces opérations trois nouveaux tas de 52, 48 et 5 pièces ?

Solution de l’exercice 11
Non ! car à la première opération, on est obligé de réunir deux tas, aucun

n’ayant un nombre pair de pièces. On obtiendra soit un tas de 100 pièces et un
de 5 pièces, mais alors, par la suite, tous les tas obtenus auront un multiple de 5
de pièces ; soit un tas de 54 et un de 51, et tous les tas suivants seront multiples
de 3 ; soit un tas de 56 et un de 49, et tous les suivants seront multiples de 7.
Jamais on n’obtiendra un tas de 52 pièces car 52 n’est multiple ni de 3, ni de 5,
ni de 7.

Pavages

Nous conclurons par des problèmes un peu différents : peut-on paver telle
surface avec des objets de telle forme ? Là encore, il faut distinguer clairement
le cas où la réponse est oui (il suffit alors de montrer un exemple de pavage
solution) du cas où la réponse est non : souvent, on a alors recours à un coloriage
pour montrer que, si l’on pouvait paver, le nombre de cases de telle couleur ne
serait pas ce qu’il est effectivement. Ci-dessous trois exemples typiques :

Exercice 12
On considère un échiquier, dont on découpe la case en haut à gauche et la

case en bas à droite. Peut-on paver les 62 cases restantes avec des dominos ?

Solution de l’exercice 12
Problème très classique : chaque domino couvre une case blanche et une

case noire, donc quelle que soit la manière de disposer les dominos, on couvrira
autant de cases blanches que de cases noires. Or si l’on découpe les deux cases
en haut à gauche et en bas à droite de l’échiquier, il s’agit de deux cases de
même couleur, toutes deux noires ou toutes deux blanches. Il restera donc soit
30 cases noires et 32 cases blanches soit 32 noires et 30 blanches. Si l’on parvient
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à placer 30 dominos (ce qui reste à prouver, mais c’est facile), les deux dernières
cases seront obligatoirement de même couleur, et on ne pourra pas y placer un
domino de plus : il n’est donc pas possible de paver tout l’échiquier ainsi.

3

1

1
1

2

6

66

Exercice 13

Peut-on paver un triangle équilatéral de coté 6 avec des "sphinx" de forme
ci-dessus (angles de 60˚, 120˚ ou 240˚) ?

Solution de l’exercice 13

Le triangle équilatéral de côté 6 peut être divisé en 36 triangles de côté 1, dont
15 = 1+2+3+4+5 sont "pointe en bas" (colorions-les en gris) et 21 = 1+2+3+
4 + 5 + 6 "pointe en haut" (blancs). Or un sphinx est composé de 6 triangles (qui
est bien un diviseur de 36, ce n’est pas là que se situe l’impossibilité), mais parmi
ces 6 triangles, 4 sont dans un sens et 2 dans l’autre. Quelle que soit l’orientation
de mon sphinx, celui-ci couvrira donc soit 2 cases grises et 4 cases blanches,
soit 2 cases blanches et 4 cases grises. Dès lors, avec un nombre quelconque de
sphinx on ne pourra couvrir qu’un nombre pair de cases blanches et un nombre
pair de cases grises. En particulier, on ne couvrira jamais 15 cases grises et 21
cases blanches : il restera un nombre impair de cases grises non pavées et un
nombre impair de cases blanches non pavées.
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Exercice 14

Combien peut-on placer au maximum de parallélogrammes de cotés 1 et 2,
d’angles 60˚ et 120˚, dans un hexagone régulier de coté 3 ?

Solution de l’exercice 14

Appelons s l’aire d’un triangle équilatéral de côté 1. L’hexagone régulier
peut être découpé en 6 triangles équilatéraux de côtés 3, donc d’aire 9s : son
aire totale est 54s. Or les parallélogrammes ont chacun pour aire 4s : comme
54s
4s

> 13, on devrait pouvoir en placer 13. Mais une fois encore, ce n’est pas
possible : il suffit de colorier l’hexagone comme ci-dessous en 12 triangles noirs
et 42 triangles blancs de sorte qu’un parallélogramme, quelles que soient les
quatre cases qu’il occupe, couvre obligatoirement un et un seul triangle noir.
On peut donc placer au maximum 12 parallélogrammes, mais il faut encore
prouver qu’on peut effectivement en placer 12, ce qui est relativement facile (en
ne couvrant pas du tout l’hexagone blanc du centre par exemple).
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2 mardi 19 après-midi : Cécile Gachet

Introduction. La récurrence est un principe de raisonnement mathématique,
utile dans de nombreux domaines, notamment en combinatoire et en arithmé-
tique.

Elle s’appuie sur l’idée que l’on peut parcourir l’ensemble des entiers natu-
rels N de la manière suivante : on part de 0, puis on va en 0 + 1 = 1, puis en
1 + 1 = 2, puis en 2 + 1 = 3... et ainsi de suite, à chaque fois qu’on se trouve
en un entier donné n (autrement dit, à chaque fois qu’on se place au rang n), on
peut aller à l’entier suivant, qui sera n+ 1.

Définitions et notations. Ce qui est alors intéressant, c’est qu’on peut définir
des objets qui dépendent de notre entier n. Par exemple, on peut procéder ainsi :
à chaque fois qu’on se place en un entier n, on choisit un nombre et on dit qu’on
l’associe à notre entier n. Pour bien souligner cette association entre le nombre
choisi et l’entier n sur lequel on était placé lorsqu’on a choisi le nombre, on note
un le nombre associé à l’entier n.

Quand on regarde u0, puis u1, puis u2,. . . , et ainsi de suite tous les un que l’on
a définis, on définit en fait une suite de nombres, notée en l’occurrence (un). Il ne
faut pas confondre la suite, notée (un), qui est la succession de tous les nombres,
et le terme de la suite au rang n, noté un, qui n’est qu’un seul nombre.

Enfin, on peut aussi procéder ainsi : à chaque fois que l’on se place en un
entier n, on choisit non pas un nombre, mais une propriété ; autrement dit, on
associe à chaque entier n une propriété. On note alors Pn la propriété associée à
l’entier n.
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Principe de récurrence. Considérons une propriété dépendant d’un entier n,
notée Pn.

Pour montrer que Pn est vraie pour tout n , on peut s’appuyer sur la des-
cription précédente de N. Ainsi, on peut représenter la situation par un escalier,
dont la n-ième marche correspond à la propriété Pn.

. On commence par vérifier que la propriété P0 est vraie (l’escalier repose
sur un sol ferme !).

. Ensuite, on démontre que : si la propriété est vraie pour un entier donné
n, alors elle est encore vraie pour l’entier suivant n + 1 (d’une marche à
l’autre, il n’y a qu’un pas. . . à franchir !).

P0

P1

P2

Pn

Pn+1

FIGURE.– Escalier de récurrence

Plus formellement, un raisonnement par récurrence se rédige ainsi :

On considère, pour n ∈ N, la propriété Pn : « ... ».
Montrons par récurrence que Pn est vraie pour tout n ∈ N.
. Initialisation : on vérifie que la propriété P0 est vraie.
. Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel n tel que la propriété
Pn est vraie. On montre qu’alors la propriété Pn+1 est aussi vraie.

Exercice 1
Soit n un entier naturel. Donner une formule explicite de la somme 0 + 1 +

2 + ...+ n.
Indication. Essayer une formule du type : 0 + 1 + 2 + ...+ n = an2 + bn+ c, où

a, b, c sont trois constantes.

Exercice 2 Une suite arithmético-géométrique est une suite (un)n∈N définie par
son premier terme u0 et la relation : un+1 = aun + b pour tout n ∈ N, où a et b
sont deux réels fixés.

On prend ici (un)n∈N une telle suite, avec a 6= 1.
Montrer que, pour tout n ∈ N,

un = anu0 + b
an − 1

a− 1
.
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Exercice 3
Montrons que toute boîte de crayons de couleur ne contient que des crayons

de la même couleur.
On fait l’initialisation pour n = 1 : une boîte contenant un seul crayon de

couleur ne contint forcément que des crayons de la même couleur.
Pour l’hérédité, supposons qu’il existe un entier n tel que toute boîte conte-

nant n crayons ne contienne que des crayons de la même couleur.
Prenons alors une boîte de n + 1 crayons. Les n premiers crayons de cette

boîte sont tous de la même couleur, et les n derniers crayons sont aussi tous de
la même couleur. Donc tous les crayons de notre boîte sont de la même couleur.

Par principe de récurrence, on peut bien conclure que, pour tout entier n ≥ 1,
n’importe quelle boîte contenant n crayons ne contient en fait que des crayons
de la même couleur ; autrement dit, n’importe quelle boîte de crayons de cou-
leur ne contient que des crayons de la même couleur.

Maintenant, trouvez l’erreur !

Remarques.

(i) L’entier n dont on parle dans l’hérédité est fixé arbitrairement : ce n’est pas
un entier naturel explicite comme 0, 1 ou 42, mais un entier naturel pour
lequel on sait uniquement que la propriété Pn est vraie (c’est ainsi qu’on
le définit).

(ii) Il existe de nombreuses variantes du raisonnement par récurrence. No-
tamment :
• Récurrence à partir d’un certain rang.

Pour montrer qu’une propriété Pn est vraie pour tout n supérieur ou
égal à un entier k donné (qui ne vaut pas forcément 0) :
. Initialisation : on vérifie que la propriété Pk est vraie.
. Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel n ≥ k tel que la

propriété Pn est vraie. On montre qu’alors la propriété Pn+1 est aussi
vraie.

• Récurrence finie.
Pour montrer qu’une propriété Pn est vraie pour tout n tel que 0 ≤ n ≤
N (où N ∈ N est un rang fixé) :
. Initialisation : on vérifie que la propriété P0 est vraie.
. Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel n ≤ N−1 tel que la

propriété Pn est vraie. On montre qu’alors la propriété Pn+1 est aussi
vraie.

• Récurrence forte.
Pour montrer qu’une propriété Pn est vraie pour tout n, quand Pn ne
suffit pas à prouver Pn+1, on peut aussi procéder ainsi :
. Initialisation : on vérifie que la propriété P0 est vraie.
. Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel n tel que les pro-

priétés P0,P1, . . . ,Pn sont toutes vraies. On montre qu’alors la pro-
priété Pn+1 est aussi vraie.
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• Récurrence descendante.
On préfère ce type de récurrence quand la propriété est difficile à initia-
liser en 0 : voir pour exemple l’exercice 7.
Pour montrer qu’une propriété Pn est vraie pour tout n tel que 0 ≤ n ≤
N (où N ∈ N est un rang fixé) :
. Initialisation : on vérifie que la propriété PN est vraie.
. Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel 1 ≤ n ≤ N tel

que la propriété Pn est vraie. On montre qu’alors la propriété Pn−1 est
aussi vraie.

(iii) Parfois, on a intérêt à montrer une propriété un peu plus générale que ce
que demande l’énoncé : voir pour exemple l’exercice 6. Il faut alors penser
à initialiser la récurrence en conséquence !

Exercice 4
Soit x un nombre réel non nul tel que x+ 1

x
soit un entier. Montrer que pour

tout n ∈ N, xn + 1
xn

est un entier.

Exercice 5
Soit n ≥ 1 un entier. On trace n cercles dans le plan. Montrer qu’on peut

colorier chaque région du plan ainsi délimitée avec exactement deux couleurs
(bleu et rouge en l’occurrence) de manière à ce que deux régions séparés par un
arc de cercle soient toujours de couleur différente.

FIGURE.– Exemple de coloriage possible pour n = 3 cercles

Exercice 6
Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On place 2n points dans l’espace, et

on trace n2 + 1 segments entre ces points. Montrer que l’on a tracé au moins un
triangle.

Exercice 7
Déterminer tous les entiers strictement positifs n pour lesquels le nombre

un := 1 + 1
2

+ 1
3

+ ...+ 1
n−1

+ 1
n

est entier.
Indication. Pour n pair, exprimer un+1 en fonction de un. Pour n impair, utiliser

le fait que un+1 =
�
1 + 1

3
+ . . .+ 1

n

�
+
�

1
2

+ 1
4

+ . . .+ 1
n+1

�
.
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Exercice 8
Montrer que pour tout entier N ≥ 2,Ì

2

s
3

Ê
4

É
...
q

(N − 1)
√
N < 3.

Indication. Montrer, par récurrence sur m, que pour tout N ≥ 2 et pour tout m
tel que 2 ≤ m ≤ N , Ê

m

É
(m+ 1)

È
. . .
√
N < m+ 1.

Solution de l’exercice 1
Comme souvent lorsqu’une récurrence est en jeu, nous allons procéder en

deux temps : tout d’abord, nous conjecturons une formule explicite grâce aux
petites valeurs de n, puis nous montrons qu’elle est valable pour tout n.

Si l’on note un := 0 + 1 + ...+ (n− 1) + n pour tout n ∈ N, on a :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
un 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

A priori, on peut commencer par chercher un comme fonction affine de n,
i.e. un = an+ b pour tout n, avec a, b fixés (dans la vraie vie, on n’a pas toujours
d’indications...). On aurait alors u0 = a×0+b = 0, d’où b = 0, et u1 = a×1+0 = 1,
d’où a = 1. Or u2 6= 1× 2 + 0. Donc il faut essayer autre chose...

Ensuite on cherche un comme fonction polynÃ´miale du second degré de
n, i.e. un = an2 + bn + c pour tout n, avec a, b, c fixés. On aurait alors u0 =
a × 02 + b × 0 + c = 0, d’où c = 0, et u1 = a × 1 + b × 1 + 0 = 1, d’où a + b = 1,
et u2 = a × 4 + b × 2 + 0 = 3, d’où 4a + 2b = 3. On en déduit a = b = 1

2
, ce qui

donnerait (si cela se confirme...) : un = n2+n
2

= n(n+1)
2

.
D’ailleurs, cette formule est vérifiée sur toutes les valeurs calculées dans le

tableau. On est donc très motivés pour montrer que un = n(n+1)
2

pour tout n ∈ N,
par récurrence.

L’initialisation pour n = 0 est déjà faite (voir le choix judicieux de a, b, c).
Supposons maintenant qu’il existe un entier naturel n tel que un = n(n+1)

2
.

Alors :

un+1 = un + (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ n+ 1 =

(n+ 1)(n+ 2)

2
.

donc Pn+1 est vraie, ce qui conclut par principe de récurrence.

Solution de l’exercice 2
Soit, pour n ∈ N, Pn : « un = anu0 + ba

n−1
a−1

».
Comme cette propriété passe bien du rang n au rang n+ 1, puisqu’on a une

formule pour un+1 qui ne dépend que de un, une récurrence classique devrait
marcher...

Pour l’initialisation, P0 : « u0 = a0u0 + ba
0−1
a−1

»est bien vraie.
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Pour l’hérédité, supposons qu’il existe n ∈ N tel que Pn est vraie, et mon-
trons qu’alors Pn+1 est aussi vraie. Par hypothèse de récurrence, on a un =
anu0 + ba

n−1
a−1

, donc :

un+1 = aun + b

= a
�
anu0 + b

an − 1

a− 1

�
+ b

= an+1u0 + b
an+1 − a+ a− 1

a− 1

= an+1u0 + b
an+1 − 1

a− 1
,

donc Pn+1 est vraie, ce qui conclut par principe de récurrence.

Solution de l’exercice 3
Le principe de cet exercice est le suivant : on veut obtenir xn+2 + 1

xn+2 à partir
des xk + 1

xk
précédents par des opérations, qui conservent le caractère entier des

nombres (addition, soustraction, multiplication).
Or, on constate que :�

xn+1 +
1

xn+1

��
x+

1

x

�
= xn+2 + xn +

1

xn
+

1

xn+2
(?)

A partir de cela, il suffit de supposer que xn + 1
xn

et xn+1 + 1
xn+1 sont des

entiers pour passer la même propriété à xn+2 + 1
xn+2 .

Donc on rédige notre récurrence ainsi : soit, pour tout n ∈ N, la propriété
Pn : « xn + 1

xn
est un entier ».

L’initialisation doit être faite pour n = 0 et n = 1. Or x0 + 1
x0

= 2 est entier et
x+ 1

x
aussi, par hypothèse de l’énoncé.

On passe donc à l’hérédité, en supposant qu’il existe n ∈ N tel que Pn et Pn+1

sont toutes les deux vraies. Alors, d’après (∗), Pn+2 est aussi vraie. Ceci conclut
par principe de récurrence.

Remarque. D’un point de vue technique, il s’agit ici d’un schéma de récur-
rence double, qui est un cas simplifié de récurrence forte. C’est pourquoi il faut
initialiser au deux premiers rangs (avec un seul rang, on ne peut pas encore
déclencher l’hérédité).

Solution de l’exercice 4
Si l’on n’a qu’un seul cercle, on colorie l’intérieur d’une couleur arbitraire,

l’extérieur de l’autre couleur et c’est gagné.
Si on peut toujours colorier n cercles comme voulu, qu’en est-il de n + 1

cercles ? Pour colorier les régions comme voulu, on oublie tout d’abord un cercle :
il en reste alors n, et on peut colorier les régions correspondantes comme voulu,
par hypothèse de récurrence. Puis on rajoute le cercle oublié. Il coupe en deux
certaines régions coloriées : on change alors la couleur de chaque région colo-
riée à l’intérieur de notre cercle, et on garde la couleur initiale pour les autres
régions.
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Alors, on a bien colorié toutes nos régions comme voulu ! En effet, c’est ga-
gné quand on regarde deux régions séparées par un arc du cercle oublié (grâce
au changement qu’on a fait), mais aussi quand on regarde deux régions sépa-
rées par un arc d’un autre cercle (par hypothèse de récurrence).

Solution de l’exercice 5
L’initialisation se fait pour n = 2 : on a 4 points et 5 segments. Or, il existe

exactement 6 segments distincts reliant 4 points. Donc on a oublié de tracer
exactement un segment, notons-le [AB]. Si C et D sont nos deux autres points,
les triangles ACD et BCD sont complets.

Maintenant, on fixe n ∈ N, n ≥ 2 et on se place dans une configuration à
2n+ 2 points et (n+ 1)2 + 1 segments. Soit [AB] l’un de ces segments, et Ci l’un
des 2n points restants (avec 1 ≤ i ≤ 2n). Si, pour un certain i, les segments [ACi]
et [BCi] sont tous les deux tracés, alors on a tracé le triangleABCi et c’est gagné.

Sinon, cela veut dire que, pour chaque valeur de i, au plus l’un des deux
segments [ACi] ou [BCi] est tracé. Cela donne au plus 2n segments reliant A ou
B à un des points restants. Si l’on efface alors les points A et B et tous les seg-
ments dans lesquels ces deux points interviennent, il nous reste alors au moins
(n+1)2 +1−(2n+1) = n2 +1 segments et 2n points. Dans cette configuration, on
a tracé, par hypothèse de récurrence, au moins un triangle, et donc c’est aussi
gagné.

Solution de l’exercice 6
On pose un := 1 + 1

2
+ ...+ 1

n
pour tout entier naturel non nul n. On regarde

ce qui se passe pour de petites valeurs de n :

n 1 2 3 4 5

un 1 3
2

11
6

25
12

137
60

On remarque que u1 est entier. De plus, on remarque que, pour les petites
valeurs de n, un peut s’écrire comme le quotient d’un entier impair par un en-
tier pair. Si nous réussissons à montrer cette propriété plus générale pour tout
n ≥ 2, nous saurons aussi que un n’est jamais entier quand n ≥ 2, ce qui nous
permettra de résoudre l’exercice.

Pour cela, on constate que, pour tout n ≥ 2, un+1 = un + 1
n+1

. Si on suppose
alors que un = an

bn
, avec an un entier impair et bn un entier pair non nul, on aura :

un+1 =
an(n+ 1) + bn

(n+ 1)bn
(?)

Dans cette expression, le dénominateur est un entier toujours pair (comme bn
est pair). De plus, on remarque que le numérateur an(n+ 1) + bn est toujours de
parité contraire à n (car bn est pair an est impair). Donc, si n est pair, le résultat
voulu passe naturellement du rang n au rang n + 1 ; toutefois, si n est impair,
cette écriture est insuffisante, car la fraction n’est pas sous forme irréductible...
Il faut donc procéder de manière plus fine.

On procède donc par récurrence forte :
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L’initialisation pour n = 2 a déjà été faite (voir le tableau).
Supposons qu’il existe un entier n ≥ 2 tel que, pour tout 2 ≤ k ≤ n, on peut

écrire : uk = ak
bk

, avec ak un entier impair et bk un entier pair non nul.
• si n est pair, alors la relation (?) permet d’obtenir le résultat au rang n+ 1,

en suivant le raisonnement ci-dessus.
• si n est impair, alors on pose n = 2k−1, où 2 ≤ k ≤ n est un entier. On veut

calculer un+1 en regroupant les termes suivant la parité du dénominateur.
On a :

un+1 = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

2k − 1
+

1

2k

=
�

1 +
1

3
+

1

5
+ ...+

1

2k − 1

�| {z }
= p
q

(avec q impair)

+
�

1

2
+

1

4
+ ...+

1

2k

�
=
p

q
+

1

2

�
1 +

1

2
+ . . .+

1

k

�
=
p

q
+

1

2
uk

=
p

q
+

1

2

ak
bk

par hypothèse de récurrence,

=
2pbk + qak

2qbk
.

Or, q et ak sont impairs, donc qak est impair, et 2pbk est pair : donc le nu-
mérateur est impair. De plus, le dénominateur 2qbk est pair. On peut donc
poser an+1 := 2pbk + qak et bn+1 := 2qbk, et on a encore le résultat voulu au
rang n+ 1.

Ceci conclut, par principe de récurrence.
Donc le seul n pour lequel un est un entier est 1.

Solution de l’exercice 7
Il est clair que l’indication propose de montrer un résultat plus général que

l’exercice en lui-même. Toutefois, la version généralisée a un avantage : elle
permet de jouer assez finement sur l’entier m.

Soit un entier N fixé. On note pour tout entier m tel que 2 ≤ m ≤ N : Pm la

propriété : «
É
m
q

(m+ 1)
È
...
√
N < m+ 1 ».

Une initialisation en m = 2 n’est pas envisageable (c’est la propriété qu’on
veut avoir à la fin), nous allons donc procéder par récurrence descendante. Pour
m = N , il s’agit de prouver que

√
N < N + 1.

Or, (N + 1)2 = N2 + 2N + 1 > N , d’où l’initialisation.
Maintenant, supposons qu’il existe un entier m tel que 3 ≤ m ≤ N et que :Ê

m

É
(m+ 1)

È
...
√
N < m+ 1.

Il s’agit de montrer que Pm−1 est vraie, soit :s
(m− 1)

Ê
m

É
(m+ 1)

È
...
√
N < m.
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Comme m− 1 > 0, l’hypothèse de récurrence donne :

(m− 1)

Ê
m

É
(m+ 1)

È
...
√
N < (m− 1)(m+ 1) = m2 − 1 < m2,

d’où l’on déduit :s
(m− 1)

Ê
m

É
(m+ 1)

È
...
√
N <

√
m2 − 1 <

√
m2 = m

et donc c’est gagné pour l’hérédité !
Ainsi, par principe de récurrence, notre propriété est vraie pour tout N et

pour tout m ∈ [2, N ]. A fortiori, elle est vraie pour tout N dans le cas où m = 2.

3 mercredi 20 matin : Joon Kwon

Prà c©liminaires

On rappelle qu’un ensemble fini de nombres réels contient toujours un maxi-
mum et un minimum ; et qu’un ensemble éventuellement infini d’entiers natu-
rels contient toujours un minimum.

Le principe de l’extremum est une heuristique qui consiste à considérer un
objet pour lequel une certaine quantité associée est minimale ou maximale.

Exemple 1. On se donne n points du plan. On suppose que pour deux points
quelconques distincts, il en existe un troisième aligné avec les deux premiers.
Montrer que tous les points sont alignés.

Démonstration. Pour chaque paire de points distincts, traçons la droite passant
par ces deux points. Supposons par l’absurde que tous les points ne sont pas
alignés. Autrement dit, tous les points ne sont pas sur une même droite. Il existe
donc des distances entre les points et les droites qui sont strictement positives.
Considérons donc le point et la droite qui ont la plus petite distance strictement
positive. Appelons A ce point et d la droite. Par d, il passe par hypothèse au
minimum trois points B, C et D, qu’on place comme sur la figure.

d

A

B C D

On voit alors que la distance de C à la droite (AB) est strictement inférieure à
celle entre A et d, ce qui est absurde. Conclusion, tous les points sont alignés. �
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Exercices

Exercice 1 On se donne des points dans le plan tels que chaque point soit le
milieu de deux autres. Montrer que les points sont en nombre infini.

Exercice 2 On affecte une valeur entière positive ou nulle à chaque point à co-
ordonnées entières du plan de sorte que chaque valeur soit la moyenne de ses
quatre voisines. Montrer que toutes les valeurs sont égales.

Exercice 3 On considère un ensemble fini de droites parmi lesquelles il n’existe
pas deux droites parallèles. On suppose également qu’en tout point d’intersec-
tion passe au moins trois droites. Montrer que toutes les droites se croisent en
un même point.

Exercice 4 On se donne n points du plan. On suppose que chaque triplet de
points forme un triangle de surface inférieure ou égale à 1. Montrer que les n
points sont tous dans un triangle de surface 6 4.

Exercice 5 On se donne 2n points du plan de sorte que trois ne soient jamais ali-
gnés. Exactement n de ces points sont des maisons M = {M1, . . . ,Mn} et les n
points restants sont des puits P = {P1, . . . , Pn}. Montrer qu’il est possible d’as-
socier bijectivement les puits aux maisons de sorte qu’en reliant chaque puits
en ligne droite à sa maison, aucune des routes ainsi construites ne se croise.

Exercice 6 On considère un ensemble fini de personnes. Chacune de personnes
a au plus trois ennemis. Montrer qu’on peut séparer ces personnes en deux
groupes, de sorte que chaque personne ait au plus un ennemi dans son groupe.

Exercice 7 On place les n2 entiers 1, 2, . . . , n2 dans un tableau n × n (sans répé-
tition). On dit que deux cases sont voisines si elles ont au moins un point en
commun. Prouver qu’il existe deux cases voisines dont la différence des valeurs
vaut au moins n+ 1.

Exercice 8 Dans un tournoi, chaque compétiteur rencontre chaque autre com-
pétiteur exactement une fois. Il n’y a pas de match nul. A l’issue de la compéti-
tion, chaque joueur fait une liste qui contient les noms des joueurs qu’il a battus,
ainsi que les noms des joueurs qui ont battu les joueurs qu’il a battus. Montrer
qu’il existe une liste qui contient les noms de tous les autres joueurs.

Exercice 9 On considère un ensemble fini de personnes E. Deux personnes
dans E ayant le même nombre d’amis n’ont aucun ami commun dans E. Mon-
trer qu’il existe une personne dans E qui possède exactement un ami dans E.

Exercice 10 On a placé n voitures identiques sur une piste circulaire. Elles ont
juste assez d’essence à elles toutes pour faire un tour complet. Montrer qu’une
des voitures peut réaliser ce tour complet en prenant l’essence des voitures
qu’elle rencontre.
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Solutions des exercices

Solution de l’exercice 1 On suppose par l’absurde qu’il n’y a qu’un nombre fini
de points. On considère un couple de points (A,B) tel que la distance AB soit
maximale. B est par hypothèse le milieu de deux points qu’on nommera C et
D. On a alors AC > AB ou AD > AB, ce qui contredit la maximalité de AB.
Conclusion, les points sont bien en nombre infini.

• •A B

•

•

C

D

Solution de l’exercice 2 Les valeurs étant des entiers naturels, on peut considérer
m la plus petite de ces valeurs. On se place un point ayant cette valeur. On note
a, b, c et d les valeurs de ses voisins.

••

•

•

•

a m c

b

d

On a par hypothèse m = (a+ b+ c+ d)/4, et m étant la valeur minimale, elle est
inférieure ou égale aux quatre autres. Si l’une des quatre valeurs, disons a, est
strictement supérieure à m, on a :

m =
a+ b+ c+ d

4
>
m+ b+ c+ d

4
>
m+m+m+m

4
= m,

et doncm > m, ce qui est absurde. On a donc nécessairementm = a = b = c = d.
En chacun des voisins peut s’appliquer ce même raisonnement, et on prouve de
proche en proche que les valeurs sont égales à m en tout point.

Solution de l’exercice 3 Il s’agit d’une variante de l’exercice donné en exemple.
On s’appuiera sur la même figure. On suppose par l’absurde que toutes les
droites ne se croisent pas en un même point. Il existe alors des points d’inter-
section à distance strictement positive d’une droite. On considère la plus petite
de ces valeurs, en notant A le point d’intersection et d la droite concernés. Par
hypothèse, il passe en A trois droites non parallèles à d. Elles croisent donc d en
trois points B,C et D. Deux de ces points, disons B et C, se trouvent du même
cà´té du projeté orthogonal de A sur d. La distance de C à la droite passant par
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A et B est alors strictement inférieure à la distance entre A et d, ce qui contredit
la minimalité de cette dernière. Conclusion, toutes les droites se croisent en un
même point.

Solution de l’exercice 4 On considère trois pointsA,B,C formant un triangle d’aire
maximale. On trace la droite parallèle à un des cà´tés et passant par le troisème
point.

On sait qu’il n’y a pas de point dans la zone grise. En effet, un tel point for-
merait avec les deux points du bas du triangle un triangle d’aire plus grande
que le premier (ils auraient la même base, et une plus grande hauteur) ; cela
contredirait la maximalité de l’aire du premier. Le même raisonnement avec les
deux autres cà´tés laisse une zone autorisée triangulaire, formée de 4 triangles
semblables au premier, et donc d’aire inférieure ou égale à 4.

Solution de l’exercice 5 On considère un tracé de routes pour lequel la somme
des longueurs des routes est minimale. Montrons que les routes ne se croisent
alors pas. Supposons par l’absurde que deux routes se croisent et notons C le
point d’intersection.

• •

•

•

C
Mi Pj

Mk

Pl

On peut alors modifier ces deux routes de la manière suivante.

• •

•

•

Mi

Pl

Mk

Pj
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Montrons que ces deux nouvelles routes sont de longueur strictement inférieure
aux deux routes initiales. L’inégalité triangulaire appliquée aux points Mi, C et
Pl donne :

MiPl < MiC + CPl,

où l’inégalité est stricte car C n’est pas sur la droite (MiPl) (les maisons et les
puits n’étant pas hypothèse jamais alignés). Le même raisonnement appliqué
aux points Mk, C, Pj donne :

MkPj < MkC + CPj.

En additionnant ces deux inégalités, on obtient :

MiPl +MkPj < MiC + CPl +MkC + CPj = MiPj +MkPl.

Ainsi, cette modification diminue strictement la longueur totale des routes, contre-
disant la minimalité de la longueur du tracé initial des routes. Conclusion, le
tracé initial ne contient pas de croisement.

Solution de l’exercice 6 Il est sous-entendu dans l’énoncé que la relation être en-
nemi est réciproque. On considère une répartition en deux groupes pour laquelle
le nombre de relations ennemies internes aux groupes est minimal. Montrons
que chaque personne a alors au plus un ennemi dans son groupe. Supposons
par l’absurde qu’il existe une personne ayant strictement plus de deux ennemis
dans son groupe. Il existe trois cas de figure.

(i) Elle a deux ennemis dans son groupe, et un dans l’autre ;

(ii) Elle a deux ennemis dans son groupe, et aucun dans d’autre ;

(iii) Elle a trois ennemis dans son groupe.

Nous allons voir que dans chacun de ces cas, le fait de changer cette personne
de groupe réduit strictement le nombre total de relations internes aux groupes.
Dans la figure suivante, on représente la personne concernée et ses ennemis.

(i)
•
•
•

•
•

•
•

•

(ii)
•
•
•

•
•

•

(iii)
•
•
•

•
•

•
•

•
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Dans chaque cas, le nombre d’ennemis que la personne concernée a dans son
groupe diminue strictement (de 1, 2 et 3 respectivement). Le fait de changer cette
personne de groupe ne modifie que les relations représentées sur les figures ci-
dessus. Ainsi, par cette modification, on obtient une nouvelle répartition ayant
un nombre total de relations internes strictement inférieur à la répartition ini-
tiale, ce qui est absurde. Conclusion, chaque personne a dans la répartition ini-
tiale au plus un ennemi dans son groupe.

Solution de l’exercice 7 On peut supposer que n > 2 (si n = 1, il n’y a pas de
cases voisines). On considère la case contenant 1 et celle contenant n2. Il existe
un chemin passant par au plus n cases voisines.

1

n2

Notons 1 = c1, c2, , . . . , cn−1, cn = n2 les valeurs des cases successives par les-
quelles passe le chemin. Supposons par l’absurde que toutes les différences
entre deux cases voisines sont inférieures ou égales à n. On a alors :

n2 − 1 = cn − c1

= (cn − cn−1) + (cn−1 − cn−2) + · · ·+ (c2 − c1)

6 |cn − cn−1|+ |cn−1 − cn−2|+ · · ·+ |c2 − c1|
6 n+ · · ·+ n| {z }

n−1 fois

6 n2 − n,

ce qui est absude car n > 2. Conclusion, il existe deux cases voisines dont les
valeurs ont une différence supérieure ou égale à n+ 1.

Solution de l’exercice 8 AppelonsA le participant qui a battu le plus grand nombre
d’adversaires. Montrons qu’il a sur sa feuille les noms de tous les autres parti-
cipants. On suppose par l’absurde que ce n’est pas le cas. Il existe alors un par-
ticipant B qui a battu A. B a sur sa feuille le nom de A et de tous ceux que A a
battus. B a donc battu 1 adversaire de plus que A, ce qui est absurde.

Solution de l’exercice 9 Soit n le nombre maximal d’amis qu’une personne de E
possède et soit A une telle personne. Tous les amis de A ont A comme ami
commun, et ont donc tous un nombre d’amis différent. Ils sont au nombre de n,
et ont chacun au moins un ami,A, et au plus n. Nécessairement, ils ont 1, 2, . . . , n
pour nombres d’amis. En particulier, il existe une personne ayant exactement 1
ami.
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Solution de l’exercice 10 On place à un point arbitraire du circuit une voiture sup-
plémentaire avec un réservoir suffisamment plein. On lui fait faire un tour com-
plet en récupérant à chaque voiture l’essence qu’elle a. En le point où le niveau
de son réservoir était le plus bas, il existe une voiture. Cette voiture pouvait
faire le tour complet.

2 Groupe B : logique et stratégies de base

1 mardi 19 matin : logique, Joon Kwon

Introduction

Nous passerons en revue la construction des assertions et les principes cou-
rants de démonstration. Nous n’aborderons pas la théorie des ensembles. On se
contentera de rappeler que l’on note x ∈ E pour "x appartient à l’ensemble E".
Voici quelques exemples familiers au lecteur. N = {1, 2, 3, . . . } est l’ensemble
des naturels et Z = {−2,−1, 0, 1, 2, . . . } celui des entiers naturels. On peut dire
5 ∈ N, −5 6∈ N, −5 ∈ Z et 1/2 6∈ Z.

On pourra également consulter l’excellent cours de logique de Vincent Jugé,
dont la saveur est assez différente, et qui se trouve dans le polycopié du stage
de Montpellier 2013.

Assertions

Une assertion (ou proposition) est un énoncé mathématique qui peut àatre
vrai ou faux. Voici quelques exemples :

. 5 ∈ N (vrai) ;

. 2 < 15 (vrai) ;

. 0 = 1 (faux) ;

. "(1+2)" n’est en revanche pas une assertion.
Dans la suite, A et B désigneront des assertions.

Négation Pour chaque assertionA, on définit une nouvelle assertion notée nonA,
appelée la négation de A, à l’aide de la table de vérité suivante.

A nonA
V F
F V

Si on définit, pour x ∈ R, l’assertion (A : x > 0), on a (nonA : x 6 0).

Disjonction La disjonction de A et de B est définie de la manière suivante.

A B A ou B
V V V
V F V
F V V
F F F
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Remarquons que l’assertion (A ou (nonA)) est toujours vraie.

Conjonction La conjonction de A et de B est définie de la façon suivante.

A B (A et B)
V V V
V F F
F V F
F F F

L’assertion (A et (nonA)) est toujours fausse.

Implication On définit "A implique B" par

A B A =⇒ B
V V V
V F F
F V V
F F V

Lorsque (A⇐⇒ B) est vraie, on peut dire
. A implique B ;
. si A, alors B ;
. pour B, il suffit A ;
. pour A, il faut B ;
. A est une condition suffisante pour B ;
. B est une condition nécessaire pour A.
Voici quelques exemples d’implications vraies.
. ABCD est un carré =⇒ ABCD est un rectangle.
. x ∈ N =⇒ x ∈ Z.
. 1 + 1 = 2 =⇒

√
2 est irrationnel.

Le troisème exemple peut sembler plus étrange, car on se demande quel
est le rapport entre les deux assertions. Mais il n’est en fait pas nécessaire
qu’il existe un rapport ou une causalité, puisque qu’il suffit qu’A etB soient
deux assertions vraies (ou deux assertions fausses) pour que l’implication
A =⇒ B le soit également.

Equivalence On note (A ⇐⇒ B) pour ((A =⇒ B) et (B =⇒ A)). On peut voir
que cette assertion est vraie lorsque A et B sont toutes les deux vraies, ou
toutes les deux fausses. Autrement dit, lorsqu’elles sont les màames d’un
point de vue de leur valeur logique. On dit alors qu’elles sont équivalentes,
ou encore que :
. A si, et seulement si B ;
. pour A, il faut et il suffit B ;
. A est une condition nécessaire et suffisante pour B.
Voici quelques exemples d’équivalences vraies.
. non(nonA)⇐⇒ A.
. Le théorème de Pythagore : si ABC est un rectangle de côtés a, b, c où a

est le côté opposé à A, ABC est rectangle en A si, et seulement si a2 =
b2 + c2.
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Quantificateurs Soit E un ensemble et A(x) une assertion dépendant de x ∈
E. On peut par exemple définir, pour x ∈ N, (A(x) : x > 0). Ou encore, pour
x ∈ R, (B(x) : x2 > 5).

On définit l’assertion (∀x ∈ E, A(x)) comme étant vraie si, et seulement si
A(x) est vraie pour tout élément x ∈ E. Par exemple, (∀x ∈ N, x > 0) est vraie.

On définit (∃x ∈ E, A(x)) comme étant vraie si, et seulement si il existe au
moins un élément x ∈ E pour lequel A(x) est vraie. Par exemple, (∃x ∈ R, x2 >
5).

On peut se convaincre que les négations de telles assertions peuvent se ré-
écrire de la façon suivante.

non (∀x ∈ E, A(x)) ⇐⇒ ∃x ∈ E, nonA(x)

non (∃x ∈ E, A(x)) ⇐⇒ ∀x ∈ E, nonA(x)

Lorsque plusieurs quantificateurs sont emboà R©tés, on ne peut les permuter
et obtenir une assertion équivalente que lorsqu’ils sont du màame type. Avec de
gros guillemets, ∀∃ 6⇔ ∃∀ en général.

Principes de démonstration

Preuve de (A =⇒ B) Le principe le plus courant consiste à supposer que A
est vraie puis à tenter de démontrer que B est alors vraie.

Exemple 2. Montrer que (ABC rectangle en A) =⇒ a = 5.

3

•

a

•
4

•A

B

C

Démonstration. Supposons que ABC est rectangle en A. Montrons que a = 5.
Le théorème de Pythagore donne a2 = 32 + 42 = 25. Donc a = 5 ou a = −5.
Mais a est positif car il s’agit d’une longueur. D’où a = 5. Conclusion, on a bien
démontré (ABC rectangle en A) =⇒ a = 5. �

Preuve de (A ⇐⇒ B) Il peut àatre tentant de procéder par équivalences suc-
cessives, mais ce n’est une bonne idée que dans de rares cas extràamement
simples. La plupart du temps, on procédera par double implication. C’est-à -
dire qu’on démontrera une implication, (A =⇒ B) par exemple, avant de prou-
ver sa réciproque (B =⇒ A).

Raisonnement par contraposée Il existe une démarche alternative pour dé-
montrer une implication (A =⇒ B). Elle revient à remarquer que

(A =⇒ B) ⇐⇒ (nonB =⇒ nonA).

On prouve cette équivalence grâce à la table de vérité suivante.
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A B A =⇒ B nonA nonB nonB =⇒ nonA
V V V F F V
V F F F V F
F V V V F V
F F V V V V

Les colonnes de (A =⇒ B) et de (nonB =⇒ nonA) sont identiques, ce qui
signifie que les deux assertions sont bien équivalentes.

Plutôt que de démontrer (A =⇒ B), il arrive qu’il soit plus facile de prouver
(nonB =⇒ nonA), qu’on appelle l’implication contraposée.

Raisonnement par l’absurde Pour démontrer que l’assertion A est vraie, on
peut supposer que A est fausse et tenter d’aboutir à une absurdité. On conclut
alors qu’il était absurde de supposer A fausse. Autrement dit, A est vraie.

On peut voir le raisonnement par l’absurde comme une utilisation de la
contraposée. En effet, supposer A fausse et aboutir à une absurdité, revient à
prouver une implication (nonA =⇒ B) où B est un absurdité, c’est-à -dire une
assertion qu’on sait àatre fausse. Cette implication est équivalente à son impli-
cation contraposée : (nonB =⇒ A). Cette dernière est donc vraie, et on sait que
nonB est vraie. On conclut donc que A est vraie.

Exemple 3. Soit n ∈ Z. Montrer que n ne peut àatre pair et impair à la fois.

Démonstration. On suppose par l’absurde que n est pair et impair à la fois.
Traduisons cette hypothèse. n est pair, donc il existe k ∈ Z tel que n = 2k. n est
impair, donc il existe l ∈ Z tel que n = 2l + 1. On peut alors écrire

0 = n− n = 2l + 1− 2k = 2(l − k) + 1,

puis,

−1

2
= l − k.

Or l et k étant deux entiers, leur différence aussi. Donc −1/2 ∈ Z, ce qui est
absurde. Conclusion, n ne peut pas àatre pair et impair. �

Preuve de (∀x ∈ E, A(x)) On procède de la façon suivante. On se donne
un x ∈ E quelconque, et démontre que A(x) est vraie. L’élement x qu’on s’est
donné étant quelconque, ce raisonnement est valable pour tout élément de E.
On a donc bien démontré que A(x) est vraie pour tout x ∈ E.

Exemple 4. Montrer que (∀x ∈ R, x2 + x+ 1 > 0).

Démonstration. Soit x ∈ R. Montrons que x2 + x + 1 > 0. Cherchons à faire
apparaitre une identité remarquable.

x2 + x+ 1 = x2 + 2 · 1

2
· x+

�
1

2

�2

+
3

4

= (x+ 1/2)2| {z }
>0

+
3

4
>

3

4
> 0.

Conclusion, on a bien démontré (∀x ∈ R, x2 + x+ 1 > 0). �
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Preuve de (∃x ∈ E, A(x)) Pour prouver (∃x ∈ E, A(x)), on peut soit utiliser
un théorème qui assure l’existence d’un x tel que A(x) soit vraie, ou bien exhiber
un tel x.

Exemple 5. Montrer (∃x ∈ R, x2 − 2x+ 1 = 0).

Démonstration. x = 1 convient. En effet, 12 − 2 · 1 + 1 = 0. Conclusion, on a
démontré (∃x ∈ R, x2 − 2x+ 1 = 0). �

Exercices

Exercice 1 Soient A et B deux assertions. Montrer les équivalences suivantes :

1. non(A et B)⇐⇒ (non A) ou (non B)

2. non(A ou B)⇐⇒ (non A) et (non B).

Exercice 2 Montrer que l’assertion (A =⇒ B) est équivalente à (non A ou B).

Exercice 3 Soient A,B,C trois assertions. Montrer les équivalences suivantes.

1. A et (B ou C)⇐⇒ (A et B) ou (A et C)

2. A ou (B et C)⇐⇒ (A ou B) et (A ou C).

Exercice 4 Les assertions suivantes sont-elles vraies ?

1. ∀x ∈ R, x > 1

2. ∃x ∈ N, x ∈ R
3. ∀x ∈ R, x > 2 =⇒ x > 3

4. ∃n ∈ Z, ∀x ∈ R, n 6 x < n+ 1.

Exercice 5 Soit n ∈ N. Démontrer que n2 impair =⇒ n impair.

Exercice 6 Soit n ∈ N∗. On range (n + 1) paires de chaussettes dans n tiroirs
distincts. Montrer qu’alors qu’il existe un tiroir contenant au moins 2 paires de
chaussettes.

Solutions des exercices

Solution de l’exercice 1 Il suffit de dresser les tables de vérité.

Solution de l’exercice 2 A l’aide d’une table de vérité.

Solution de l’exercice 3 Avec les tables de vérité.

Solution de l’exercice 4

1. Montrons que cette assertion est fausse. Autrement dit, montons que sa
négation est vraie.

non (∀x ∈ R, x > 1) ⇐⇒ ∃x ∈ R, x < 1

C’est le cas car x = 0 < 1 convient. Conclusion, (∀x ∈ R, x > 1) est fause.
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2. Montrons que cette assertion est vraie. x = 0 convient, il s’agit bien d’un
entier naturel et d’un nombre réel. Conclusion, (∃x ∈ N, x ∈ R) est vraie.

3. Montrons que cette assertion est fausse.

non (∀x ∈ R, x > 2 =⇒ x > 3) ⇐⇒ ∃x ∈ R, non(x > 2 =⇒ x > 3)

⇐⇒ ∃x ∈ R, non(non(x > 2) ou x > 3)

⇐⇒ ∃x ∈ R, (x > 2 et x < 3),

où on a utilisé l’exercice 2 pour la seconde équivalence et l’exercice 1 pour
la troisième. x = 2, 5 convient. Conclusion, on a montré que (∀x ∈ R, x > 2 =⇒ x > 3)
est fausse.

4. Montrons que cette assertion est fausse.

non(∃n ∈ Z, ∀x ∈ R, n 6 x < n+ 1) ⇐⇒ ∀n ∈ Z, ∃x ∈ R, non(n 6 x et x 6 n+ 1)

⇐⇒ ∀n ∈ Z, ∃x ∈ R, (n > x ou x > n+ 1)

Soit n ∈ Z. x = n+ 2 convient. Conclusion, on a montré que (∃n ∈ Z, ∀x ∈
R, n 6 x < n+ 1) est fausse.

Solution de l’exercice 5 Montrons la contraposée. On suppose n pair et montrons
que n2 est pair. Il existe par hypothèse k ∈ N tel que n = 2k. Alors,

n2 = (2k)2 = 2(2k2),

et n2 est bien un nombre pair. Conclusion, on a montré que (n2 impair =⇒
n pair) est vraie.

Solution de l’exercice 6 On suppose par l’absurde qu’il y a au plus une chaussette
par tiroir. Puisqu’il y a n tiroirs, il y a au plus n chaussettes au total, ce qui
contredit l’hypothèse. Conclusion, on a bien montré qu’un tiroir contient au
moins deux chaussettes.

2 mardi 19 après-midi : Arsène Pierrot

Introduction

Ce cours traite de deux stratégies de base particulièrement utiles : le principe
de l’invariant et les démonstrations par coloriages.

Principe de l’invariant

Un invariant est une quantité qui ne change pas. Mais cette notion est évi-
demment peu intéressante dans un problème ou rien ne peut varier. En appelant
au contraire " problème dynamique ", un problème dans lequel une ou plusieurs
transformations sont possibles - avec répétition -, on arrive à la définition sui-
vante :

57



III. PREMIÈRE PÉRIODE 2. GROUPE B : LOGIQUE ET STRATÉGIES DE BASE

Définition 6. Un invariant est une quantité qui, dans un problème dynamique,
ne varie jamais.

On reconnait alors un " problème à invariant " grâce aux conditions sui-
vantes : c’est un problème dynamique, dans lequel on demande s’il est possible
de passer d’un état initial A à un état final B. La réponse est alors systématique-
ment " non ", et la preuve consiste à trouver un invariant I tel que I(A) 6= I(B).

Exemple 7. On a des piles de jetons. On peut prendre une pile et la diviser en
deux autres (pas forcément de même taille), ou fusionner deux piles différentes.
Peut-on passer d’une pile de 2014 jetons à 2015 piles de 1 jeton ?

On identifie ici un problème à invariant : on dispose de 2 transformations,
que l’on peut répéter autant de fois que l’on veut, et on se demande s’il est
possible de passer d’un état initial A (une pile de 2014 jetons) à un état final B
(2015 piles de 1 jeton). Il reste à trouver un invariant I tel que I(A) 6= I(B).

Dans cet exemple, c’est facile, I est tout simplement le nombre total de je-
tons. En effet, I ne change pas lorsque l’on fusionne deux piles ou que l’on en
divise une, et I(A) = 2014 6= 2015 = I(B).

Exemple 8. Un dragon a 100 têtes. Un chevalier tente de le tuer en lui coupant
13, 17 ou 6 têtes - mais il ne peut pas couper plus de têtes qu’il n’en reste au
dragon : si le dragon n’a plus que 5 têtes, il est invincible. Malheureusement,
dans chacun de ces cas, des têtes repoussent. Plus précisément, il en repousse 7,
11, ou 9 respectivement. Le chevalier peut-il effectivement tuer le dragon ?

Vérifions tout d’abord qu’on a bien un problème à invariant. Le système dy-
namique est n, le nombre de têtes du dragon. On peut lui appliquer autant de
fois que l’on veut - sous des hypothèses de positivité - les transformations sui-
vantes : (n ← n − 13 + 7), (n ← n − 17 + 11), (n ← n − 6 + 9). L’état initial
est A : n = 100 et l’état final B : n = 0. On peut donc chercher un invariant
intéressant. Il s’agit ici de I = n mod 3. En effet, I reste inchangé après cha-
cune des transformations (par exemple, n − 13 + 7 ≡ n − 6 ≡ n mod 3), et
I(A) = 1 6= 0 = I(B).

Une question naturelle survient alors : comment savoir l’invariant qui per-
met de résoudre le problème ? Il n’y a bien sà»r pas de méthode générale, mais
quelques invariants reviennent assez souvent :
- La somme ou la moyenne de certaines (souvent toutes) les quantités mises en
jeu
- La différence - ou sa valeur absolue - de deux quantités
- La congruence modulo n d’une certaine quantité, notamment avec n = 2 -
c’est-à -dire avec la parité de cette quantité -, ou avec n = 10 ou n = 9 lorsque
l’on travaille sur l’écriture décimale d’un entier. Cette dernière congruence est
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d’ailleurs la clé de la fameuse " preuve par 9 ", affirmant qu’un entier est tou-
jours égal modulo 9 à la somme de ses chiffres en base 10.
- La somme des carrés de certaines quantité. Cela peut bien sà»r faire penser au
carré de la norme d’un certain vecteur, et implique en général une interpréta-
tion géométrique du problème.

Enfin, il arrive parfois que la quantité intéressante ne soit pas un invariant
mais un "monovariant", c’est à dire une quantité ne faisant que croà R©tre - ou
décroà R©tre.

Démonstrations par coloriage

Tout comme comme le principe de l’invariant, une démonstration par co-
loriage permet de démontrer l’impossibilité d’une certaine configuration. Plus
précisément, il s’agit souvent de démontrer l’impossibilité d’un pavage en ex-
hibant une partition astucieuse de la figure à paver, que l’on représente par un
" coloriage ".

Exemple 9. On considère un carré de taille 8× 8 auquel deux coins opposés ont
été enlevés. Peut-on le paver avec des dominos de taille 2× 1 ?

La réponse est non. En effet, en coloriant le carré comme un échiquier en
noir et blanc, on voit que les deux cases enlevées ont la même couleur, disons
noire. Ainsi, on doit recouvrir 30 cases noires et 32 blanches, alors que chaque
domino couvre 1 case noire et 1 case blanche. Cela est impossible.

Exercices

Exercice 1
On considère un rectangle composé de 5 ×m carrés unitaires. Peut-il être pavé
par le pentamino P dessiné ci-dessous ? On peut faire effectuer des rotations ou
des réflexions aux pentaminos P.

Exercice 2
Soient (un) et (vn) deux suites définies par u0 = 6etv0 = 4 et
∀n ∈ N, un+1 = 3

5
un − 4

5
vn et vn+1 = 4

5
un + 3

5
vn. Existe-t-il k dans N tel que uk = 7

et vk = 2 ?
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Exercice 3
Le sol de la salle de bain de Caribert est un rectangle pavé de carreaux de taille
2 × 2 et 4 × 1 (que l’on peut faire tourner). Caribert est maladroit et vient de
casser un de ses carreaux. Il ne lui reste plus en réserve qu’un seul carreau, de
l’autre type que celui qu’il vient de casser. Peut-il réparer son carrelage, quitte à
redéplacer tous les carreaux ?

Exercice 4
Sur une à R©le se trouvent des moutons magiques. Il y en a 22 bleus, 18 rouges,
et 15 verts. Lorsque deux moutons de couleurs différentes se rencontrent, ils se
prennent tous les deux la dernière couleur. Après un certains nombre de ren-
contres, tous les moutons ont la même couleur. Quelle est-elle ?

Exercice 5
Un carré de taille 5 × 5 contient une ampoule dans chacune de ses cases. Au
début, une seule ampoule est allumée. On peut changer l’état des ampoules
dans tout carré de taille k × k, avec k > 1. Quelles sont les positions initiales de
l’ampoule allumée permettant d’éteindre toutes les ampoules ?

Exercice 6
On écrit n fois le nombre 1. A chaque étape, on remplace 2 des nombres écrits a
et b par a+b

4
(a et b sont donc ensuite effacés). Au bout de n− 1 étapes, il ne reste

plus qu’un nombre, noté x. Montrer que x ≥ 1
n

.

Exercice 7
On a un carré de taille 3×3 dans lequel des entiers relatifs sont écrits. On choisit
deux carrés voisins (i.e. qui ont un cà´té en commun), et on ajoute aux nombres
dans chacun de ces carrés un même entier relatif. Peut-on passer de la position
de gauche à la position de droite ?

1 2 3
4 5 6
7 8 9

7 9 2
3 5 6
1 4 8

Solutions

Solution de l’exercice 1
Pour m > 0 pair, il est clair que le pavage est réalisable. Pour m impair, on
adopte le coloriage suivant :
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Il y a au total m − 1 cases noires. Chaque pentamino P couvre alors 1 ou 2
cases noires. Si par l’absurde, la figure est pavable, alors on a besoin d’exacte-
ment m pentaminos P. Donc au minimum m × 1 cases noires sont couvertes.
D’où m− 1 ≥ m, absurde. Finalement on ne peut pas paver le rectangle si m est
impair.

Solution de l’exercice 2
Soit In = u2

n + v2
n. On vérifie par simple calcul que la suite (In) est constante. On

a donc trouvé un invariant I dont la valeur en l’état initial vaut 62 + 42 = 52 et
en l’état final devrait valoir 72 + 22 = 53. C’est absurde. Il n’existe donc pas de
tel k.

Solution de l’exercice 3
Adoptons le coloriage suivant :

Chaque rectangle 1 × 4 couvre un nombre pair de cases noires, et chaque carré
2×2 en couvre exactement une. Ainsi, il est impossible de re-paver correctement
la salle de bain de Caribert.

Solution de l’exercice 4
Notons respectivement R, V , B, le nombre de moutons rouges, verts, bleus. On
remarque queR−V mod 3 est invariant. En effet, si un mouton rouge rencontre
un mouton vert, alors R et V diminuent tout deux de 1 ; et si un mouton rouge
rencontre un mouton bleu, R diminue de 1 tandis que V augmente de 2 ; on
raisonne de même si un mouton vert rencontre un mouton bleu. On a bien sur
de la même façon que V − B mod 3 et B − R mod 3 sont des invariants du
problème. Supposons par l’absurde que la couleur finale soit le rouge. On a
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alors R = 55 et V = 0. Mais alors R − V ≡ 1[3], ce qui n’est pas sa valeur
initiale. Absurde. De même si la couleur finale est le vert. Finalement la couleur
cherchée est le bleu.

Solution de l’exercice 5
On colorie la grille comme suit :

Soit maintenant I la parité du nombre d’ampoules allumées et posées sur
une case rouge. On remarque - après une étude un peu laborieuse des différents
cas possibles, en considérant tous les carrés de taille 2×2, 3×3, 4×4, et 5×5 - que
I est un invariant du problème. Ainsi, si l’ampoule allumée est initialement sur
une case rouge, il y aura toujours un nombre impair d’ampoules allumées sur
des cases rouges, t il sera donc impossible de toutes les éteindre. En considérant
de même le coloriage obtenu par rotation d’angle 90 degrés du précédent, on
voit que l’ampoule initialement allumée doit être en position centrale pour que
l’on puisse toutes les éteindre. Réciproquement, on voit facilement que cette
position permet bien d’éteindre toutes les ampoules.

Solution de l’exercice 6
On rappelle que ∀(a, b) ∈ R∗+

2, 1
a
+ 1

b
≥ 4

a+b
(cette inégalité se démontre à l’aide de

simples équivalences et d’une inégalité arithmético-géométrique). On en déduit
alors que la somme des inverses des nombres écrits à l’étape k, notés Sk, ne peut
que diminuer : c’est un monovariant décroissant. Ainsi 1

x
= Sn−1 ≤ S0 = n. D’où

le résultat voulu.

Solution de l’exercice 7
On colorie notre carré comme sur la figure ci-dessous :

Appelons alors N la somme des nombres écrits sur des cases noires, et B celle
des nombres écrits sur des cases blanches. Puisque que deux nombres écrits
sur des carrés voisins sont toujours sur des couleurs différentes, et qu’ils sont
augmentés simultanément d’un même entier relatif, on a que I = N −B est un
invariant du problème. Il ne nous reste plus qu’à vérifier que pour la position
initiale, I = 5, et pour la position finale, I = 1 pour prouver l’impossibilité de
l’existence de la transformation demandée.
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3 mercredi 20 matin : Alix Deleporte
Ce deuxième cours de stratégies de base contiendra une heure de TD à la fin

de la séance. Nous verrons le principe du maximum, le principe des tiroirs, et la
récurrence. Comme hier, dans ce cours, il n’y aura pas de gros théorème difficile
à appréhender. Ce sont des principes simples qui s’appliquent un peu partout.

Ce cours contiendra deux pauses de cinq minutes, délimitant trois séances
d’une heure.

Principe du maximum

Il faut dire en fait "les" principes du maximum, il y en a deux :

Théoréme 10 (Principes du maximum).

1. Tout ensemble fini de nombres réels contient un plus petit élément.

2. Tout ensemble d’entiers naturels contient un plus petit élément.

Pas besoin de démonstration. Deux remarques :
. Cela s’appelle "principe du maximum" alors qu’il n’y a que des minima !

Le premier item s’applique bien sûr aussi au plus grand élément.
. Il n’y a pas forcément unicité du minimum ! (Deux nombres de l’ensemble

peuvent être égaux au minimum).
Voyons des cas d’application naturels de cet énoncé.
Exercice 1 Soit Ω un ensemble non vide de points du plan. On suppose que
tout point dans Ω est le milieu d’un segment formé par deux autres points de
Ω. Montrer que Ω est un ensemble infini.

Solution de l’exercice 1 Si Ω est fini, alors il existe deux points A et B qui maxi-
misent la distance entre les points de Ω, car Ω contient au moins deux points. Par
définition, B est le milieu d’un segment [CD]. On se convainc assez facilement
que, ou bien C, ou bien D, est plus loin de A que B.

Exercice 2 Soit f une fonction dont le domaine est les points à coordonnées
entières du plan, à valeurs dans N. On suppose qu’en chacun de ces points, la
valeur de la fonction est égale à la moyenne des valeurs de la fonction en les
quatre voisins du point. Montrer que f est constante.

Solution de l’exercice 2 Considérons le minimum des valeurs prises par f , et un
point où ce minimum est atteint. Puisque cette valeur est la moyenne des va-
leurs des points voisins, toutes ces valeurs sont aussi égales au minimum. De
proche en proche, on en déduit que la valeur de la fonction en tout point est
égale au minimum, donc que f est constante.

Exercices

Exercice 3 On place les n2 entiers 1, 2, . . . , n2 dans un tableau n × n (sans répé-
tition). Prouver qu’il existe deux cases voisines (éventuellement en diagonale)
dont la différence des valeurs vaut au moins n+ 1.
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Solution de l’exercice 3 Notons A la case dont la valeur est 1, et B la case dont la
valeur est n2. Il existe un chemin de longueur au plus n−1 entre ces deux cases,
et si sur chaque passage on augmente au plus de n, alors on ne peut pas arriver
à n2 > 1 + n(n+ 1).

Exercice 4 Au stage olympique, chaque élève connaît exactement trois autres
élèves. Montrer qu’on peut partager les élèves en deux groupes, tels qu’au sein
de chaque groupe, chaque élève en connaisse au plus un autre.

Solution de l’exercice 4 Choisissons le partage en deux groupes qui minimise le
nombre cumulé de connaissances à l’intérieur du groupe. Par l’absurde, si dans
l’un des groupes une personne en connaît au moins deux autres, alors en le
changeant de groupe, il n’en connaît plus qu’une seule et le nombre de connais-
sances cumulé a diminué.

Principe des tiroirs

Appelé également "principe du pigeonnier" ou "principe de Dirichlet", du
nom du mathématicien qui s’est rendu compte de l’intérêt mathématique de ce
principe.

Théoréme 11. Si j’ai n tiroirs et n + 1 cahiers, alors l’un des tiroirs contient au
moins deux cahiers.

Démonstration. Par l’absurde, si chaque tiroir contenait un cahier ou moins,
j’aurais au plus n cahiers. �

Quelques exemples simples :
Exercice 5 On se donne n entiers a1, . . . , an. Prouver qu’il existe un sous-ensemble
de {a1, . . . , an} dont la somme des éléments est divisible par n.

Solution de l’exercice 5 Considérons S1 = a1, S2 = a1 +a2, . . . , Sn = a1 + . . .+an.
Si l’un de ces nombres est divisible par n, c’est fini. Sinon, les restes possibles
dans la division euclidienne par n vont de 1 à n − 1, donc deux des Si ont le
même reste. Leur différence Si − Sj = ai+1 + . . .+ aj est divisible par n.

Exercice 6 Un grand maître d’échecs joue au moins une partie par jour, mais
pas plus de dix par semaine. Montrer qu’il existe une période contiguà« de jours
pendant laquelle il aura joué exactement 21 parties.

Solution de l’exercice 6 On appelle ai le nombre de parties disputées jusqu’au
jour i. On a :

1 ≥ a1 < a2 < . . . < ak ≥ 10×
$
k

7

%
,

donc

22 ≥ a1 + 21 < a2 + 21 < . . . < ak + 21 ≥ 10×
$
k

7
+ 21

%
.
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Pour k assez grand,

22 ≥ a1 + 21 < a2 + 21 < . . . < ak + 21 < 2k.

Il existe alors deux indices i et j tels que aj = ai + 21.

Exercices

Exercice 7 Dans un groupe de 2014 personnes, certaines se connaissent et d’autres
pas. (La connaissance est symétrique) Montrer qu’il existe deux personnes connais-
sant le même nombre de personnes.

Solution de l’exercice 7 Ou bien quelqu’un connaît tout le monde, auquel cas les
nombres possibles de connaissances vont de 1 à 2013, ou bien personne ne
connaît tout le monde, auquel cas les nombres possibles de connaissances vont
de 0 à 2012.

Exercice 8 Montrer que le produit de cinq nombres entiers consécutifs ne peut
pas être le carré d’un nombre entier.

Solution de l’exercice 8 Soit a, b, c, d, e sont des entiers consécutifs tels que abcde
soit un carré, et p un nombre premier plus grand ou égal à 5. Si l’un des nombres
est multiple de p, alors aucun des autres nombres ne l’est, donc ce nombre est
multiple de p2. (Expliquer pourquoi)
Donc chacun de ces nombres appartient à l’une de ces catégories, selon le nombre
de facteurs 2 et 3 :

1. un carré ;

2. deux fois un carré ;

3. trois fois un carré ;

4. six fois un carré.

Par le principe des tiroirs, une des catégories contient deux nombres. Si deux
nombres sont dans les catégories 2, 3 ou 4, alors leur différence vaut au moins
6. Si deux nombres sont des carrés, alors ce sont 1 et 4, ce qui ne laisse que
1× 2× 3× 4× 5 = 120, qui n’est pas un carré.

Principe de récurrence

Le principe de la récurrence est encore plus important que les deux autres
points de ce cours. On peut même, d’une certaine manière, réduire toutes les
constructions mathématiques à ce principe.

Théoréme 12 (Principe de récurrence). Soit P une proposition à démontrer pour
tout entier n. On suppose :

. que P est vraie pour n = 0 ;

. que si P est vraie pour n, alors P est vraie pour n+ 1 ;
Alors P est vraie pour tout n.

65



III. PREMIÈRE PÉRIODE 2. GROUPE B : LOGIQUE ET STRATÉGIES DE BASE

Remarque : on peut remplacer le second item par "si P est vrai pour tout
k ≤ n, alors P est vrai pour n+ 1, ça s’appelle la récurrence forte.
Exercice 9 Montrer que, pour tout n ∈ N∗,

1 +
1

4
+

1

9
+ · · ·+

1

n2
≤ 2−

1

n

Solution de l’exercice 9 On va raisonner par récurrence. Le résultat est vrai pour
n = 1 (on dit qu’on initialise la récurrence). S’il est vrai au rang n, alors :

1 +
1

4
+ · · ·+

1

n2
+

1

(n+ 1)2
≤ 2−

1

n
+

1

(n+ 1)2
< 2−

1

n+ 1

Donc par récurrence, pour tout n, le résultat est vrai.

Exercice 10 Soit n un entier naturel, et E un ensemble de 2n + 1 entiers natu-
rels non nuls. On suppose que, en enlevant à E un élément quelconque, il est
toujours possible de partitionner les éléments restants en deux parties de n élé-
ments, la somme des éléments constituant chaque partie étant la même. Montrer
que tous les éléments de E sont égaux.

Solution de l’exercice 10 On commence par remarquer que tous les éléments de
E ont la même parité, car pour xi et xj deux éléments de E , il existe deux entiers
Si et Sj tels que xi+2Si = xj +2Sj . On peut alors simplifier : si tous les éléments
de E sont pairs, on divise tout par 2, s’ils sont tous impairs, on ajoute 1 puis on
divise par 2. Formalisons cela :
On va prouver le résultat par récurrence forte sur le plus grand élément de E . Si
ce plus grand élément vaut 1, alors tous les éléments valent 1, et la proposition
est vérifiée. Si le résultat est vrai jusqu’au rang m, et que le plus grand élément
de E vaut m+ 1, alors soit m est impair, et on peut se ramener au cas où le plus
grand élément est m+1

2
≤ m, soit m est pair, et on peut se ramener au cas oùù le

plus grand élément est m+2
2
≤ m. Par récurrence forte, on en déduit le résultat.

Exercices

Exercice 11 Trouver tous les entiers n tels que 2n ≥ n2.

Solution de l’exercice 11 On voit que 1,2 et 4 vérifient cette propriété, mais pas 3.
On va montrer le résultat par récurrence sur tous les entiers plus grands que 4.

Si le résultat est vrai pour n ≥ 4, alors il est vrai pour n + 1, car dans le
facteur de gauche, on multiplie par 2, et dans le facteur de droite, on multiplie
par 1 + 2n+1

n2 ≤ 1 + 2,25n
n2 ≤ 2. Par récurrence, pour tout n ≥ 4, le résultat est vrai.

Exercice 12 On considère n princes vénitiens habitant chacun dans un palais.
Chaque palais est relié à chaque autre, soit par une ruelle, soit par un canal (mais
pas les deux). Le prince Alfonzo décide de rendre visite à tous ses amis dans la
même soirée, mais il ne veut pas se compliquer la tâche et décide de n’utiliser
qu’un moyen de transport. Montrer qu’en choisissant bien, il peut rendre visite
à tous les autres princes.
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Solution de l’exercice 12 Avant de foncer dans le tas (on sait qu’on va le démon-
trer par récurrence !), il est utile de considérer des configurations pour n petite.
Si n = 2, les deux palais sont reliés soit par un canal, soit par une ruelle. Si n = 3,
on peut supposer par exemple que les palais A et B sont reliées par une ruelle,
auquel cas, soit C est relié à A ou à B par une ruelle, soit C est relié à A et à B
par un canal. Dans les deux cas, on conclut.

Essayons de généraliser cela en une preuve par récurrence. La proposition
à démontrer est "Si il y a n palais tous reliés entre eux, soit par des canaux,
soit par des ruelles, alors il existe un moyen de transport connectant tous les
palais." Cette propriété est vraie au rang 2. Supposons-la vraie au rang n et
considérons n + 1 palais. Le palais d’Alfonzo étant noté A, les n autres palais
sont interconnectés, par des ruelles par exemple. Si le palais d’Alfonzo est reliée
à au moins un autre palais par une ruelle, alors en choisissant de se déplacer
à pied, la propriété est vérifiée. Si le palais d’Alfonzo est relié à tous les autres
palais par des canaux, alors en se déplaçant en gondole, il peut bien sûr rendre
visite à tous ses amis par ce biais.

TD

Exercice 13 Montrer que, pour tout n ∈ N,

1 + 4 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(III.1)

Exercice 14 A un tournoi, chaque compétitrice rencontre chaque autre compéti-
trice exactement une fois. Il n’y a pas de match nul. A l’issue de la compétition,
chaque joueuse fait une liste qui contient les noms des joueuses qu’elle a bat-
tues, ainsi que les noms des joueuses qui ont battu les joueuses qu’elle a battues.
Montrer qu’il existe une liste qui contient le nom de toutes les autres joueuses.

Exercice 15 Soit n un entier strictement positif. Prouver que, pour tout entier
strictement positif a ≥ n!, il existe des entiers positifs d1, d2, . . . , dk, avec k ≥ n,
deux à deux distincts et divisant n!, tels que a = d1 + d2 + . . .+ dk.

Exercice 16 Soient a0, a2, . . . , a10 des entiers. Prouver qu’il existe des nombres
α0, α2, . . . , α10 égaux à -1,0 ou 1, non tous nuls, tels que

P10
i=0 αiai soit divisible

par 2014.

Exercice 17 Résoudre :
x3 + 2y3 = 4z3, (III.2)

où x, y et z sont des entiers relatifs.

Exercice 18 Résoudre :
x3 + y3 = 3(z3 + t3), (III.3)

où x, y, z et t sont des entiers relatifs.

Exercice 19 Soit un ensemble fini E de points du plan. On suppose que, si A et
B sont deux points de E, alors il existe un troisième poit C de E tel que A,B,C
soient alignés. Montrer alors que tous les points de E sont alignés.
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corrigé du TD

Solution de l’exercice 13 On peut par exemple démontrer le résultat par récur-
rence. Le résultat est vrai au rang 1. S’il est vrai au rang n, alors :

1 + 4 + . . .+ n2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1) + 6(n+ 1)2

6

=
(n+ 1)(2n2 + 7n+ 6)

6

=
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6

Solution de l’exercice 14 On applique le principe du maximum ! Soit A la joueuse
ayant gagné le plus de matches. S’il n’existe pas de liste contenant le nom de
toutes les autres joueuses, alors il existerait une joueuseB, ayant gagné contreA
et contre toutes les personnes battues par A, donc aurait gagné plus de matches
que A, absurde.

Solution de l’exercice 15 On va raisonner par récurrence sur n. En effet, si le ré-
sultat est vrai au rang n, soit a un nombre plus petit que (n + 1)!. Effectuons
alors une division euclidienne par n+ 1 : a = q(n+ 1) + r, avec q ≥ n!, et r ≥ n.
On peut appliquer l’hypothèse de récurrence à q : il existek ≥ n et c1, . . . , ck,
deux à deux distincts divisant n!, et tels que q = c1 + . . .+ cn.

On a alors : a = (n + 1)c1 + . . . (n + 1)ck + r, et tous les nombres de cette
décomposition sont différentes et divisent (n+ 1)!.

Solution de l’exercice 16 Commençons par regarder l’ensemble des coefficients
β0, . . . , β10, égaux à 0 ou à 1, et les sommes

P
βiai. Il y a 2048 combinaisons pos-

sibles (qui forment éventuellement la même somme, mais ce n’est pas ce qu’on
regarde). En appliquant le principe des tiroirs, il y a deux suites différentes de
coefficients, βi et β′i, tels que les sommes associées aient le même reste dans la
division euclidienne par 2014. On pose alors αi = βi − β′i.
Solution de l’exercice 17 La solution fait appel à un principe contraposé de la ré-
currence, la descente infinie. Il s’agit de nier une proposition portant sur un indice
n entier naturel en le ramenant à cette proposition pour un indice k < n. La pro-
position est alors évidemment fausse pour n = 0, et devient fausse pour tout
n.

Ici, on veut montrer que la seule solution possible est (0, 0, 0).
Soit en effet un triplet non nul vérifiant l’équation. On sait que x est pair,

ainsi x3 est divisible par 8, donc l’équation devient 4p3 + y3 = 2z3, ainsi y est
pair à son tour, et z aussi. Finalement, l’équation est aussi vérifiée pour le triplet
(x/2, y/2, z/2), qui est strictement plus "petit" que le précédent(on peut mesurer
la "taille" du triplet par |x| + |y| + |z| ∈ N∗). Par descente infinie sur la taille du
triplet, on démontre le résultat.

On remarque que c’est par une preuve similaire qu’on démontre que
√

2 est
irrationnel.

68



III. PREMIÈRE PÉRIODE 2. GROUPE B : LOGIQUE ET STRATÉGIES DE BASE

Solution de l’exercice 18 C’est la même méthode générale, mais il faut ruser. On
sait que x3 + y3 est divisible par 3. Or le reste d’un carré par une division eucli-
dienne est toujours 0 ou 1 (à démontrer !), donc x et y sont divisibles par 3.

Solution de l’exercice 19 On va appliquer le principe du maximum, en raisonnant
par l’absurde. Parmi tous les couples (A,∆), où ∆ est une droite passant par des
points de E et A n’appartient pas à ∆, on prend celui qui minimise la distance
entre A et son projeté orthogonal sur ∆, noté P . Il y a alors au moins trois points
de E sur la droite ∆ ; parmi ceux-ci, deux sont du même cà´té de P , appelons B
le plus proche et C le plus éloigné. Avec Q le projeté orthogonal de B sur (AC),
on a BQ < AP , d’où le résultat.

4 mercredi 20 après-midi : Margaret Bilu

Exercices

Exercice 1 30 équipes participent à un tournoi de maths. Chaque équipe dis-
pute au plus un match contre chacune des autres équipes. Montrer qu’à tout
moment du tournoi, il existe toujours deux équipes ayant disputé le même
nombre de matchs.

Exercice 2 Les nombres 1 à 20 sont écrits au tableau. Une opération consiste à
en effacer deux, disons a et b, et écrire a + b − 1. Que peut-il y avoir écrit au
tableau au bout de 19 telles opérations ?

Exercice 3 Dans un polygone convexe à n ≥ 4 sommets on trace des diagonales
de sorte que deux quelconques d’entre elles ne s’intersectent pas (sauf peut-être
aux extrémités). Montrer qu’il existe deux sommets non adjacents du polygone
dont ne part aucune diagonale.

Exercice 4 6 enfants sont assis autour d’une table ronde. Au départ, deux d’entre
eux, séparés d’une personne, ont chacun un bonbon, les autres n’ont ayant au-
cun. Ils jouent à un jeu tel que à chaque coup du jeu, deux enfants assis côte à
côté récupèrent chacun un bonbon. A la fin du jeu, se pourrait-il que tous les
enfants aient le même nombre de bonbons ?

Exercice 5 Dans une salle de classe, il y a 7 rangées de 10 places. Un groupe
de 50 stagiaires Animath y a cours le matin et l’après-midi. Montrer qu’il existe
deux personnes ayant été assises dans la même rangée aussi bien le matin que
l’après-midi.

Exercice 6 Il y a 25 élèves dans une classe. Parmi 3 quelconques d’entre eux,
il y en a toujours au moins deux qui sont amis (la relation d’amitié étant réci-
proque). Montrer qu’il existe un élève ayant au moins 12 amis.

Exercice 7 Parmi les nombres 1 à 2n, on en a choisi n + 1. Montrer que parmi
les nombres choisis, il en existe deux tels que le premier divise le deuxième.

Exercice 8 On se donne 7 droites dans le plan, deux quelconques d’entre elles
n’étant jamais parallèles. Montrer qu’il en existe deux tel que l’angle qu’elles
forment soit inférieur ou égal à 26◦.
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Exercice 9 On dispose de 2014 points dans le plan tels que parmi trois quel-
conques d’entre eux il y en a toujours deux à distance inférieure ou égale à 1.
Montrer qu’on peut recouvrir tous les points par deux disques fermés de rayon
1.

Exercice 10 Soit n ≥ 1 un entier, et soient a1, . . . , an des entiers naturels non
nuls tels que pour tout i, ai ≤ i, et tels que leur somme a1 + . . . + an soit paire.
Monter qu’il existe un choix de signes dans l’expression

a1 ± a2 ± . . .± an

tel que le total fasse 0.

Exercice 11 A un stage Animath, il se trouve que si deux élèves connaissent le
même nombre d’élèves, alors il n’ont aucune connaissance en commun. Mon-
trer qu’il existe alors un élève qui connaà R©t exactement un seul autre élève.

Exercice 12 Dans un tableau 15× 15, on relie les centres de certaines cases adja-
centes par des segments, de sorte à obtenir une ligne fermée qui ne s’intersecte
pas elle-même et qui est symétrique par rapport à l’une des grandes diagonales.
Montrer que la longueur de la ligne est inférieure ou égale à 200.

Exercice 13 On écrit au tableau les nombres 1, 1
2
, . . . , 1

n
. Une opération consiste

à effacer deux nombres, disons a et b, et a écrire a+b+ab. Quel nombre reste-t-il
après n− 1 opérations ?

Exercice 14 On considère un point P à l’intérieur d’un polygône à 2n sommets,
et on trace tous les droites passant par P et par un sommet du polygone. Mon-
trer que l’un des côtés du polygone n’est intersecté par aucune de ces droites.

Solutions

Solution de l’exercice 1 A tout instant, chaque équipe a disputé entre 0 et 29 matchs,
ce qui fait exactement 30 possibilités. Supposons qu’à un moment donné, il
n’existe pas deux équipes ayant disputé le même nombre de matchs. Alors il
existe une équipe qui en disputé 0, et une autre qui en a disputé 29. Cette der-
nière a joué avec tout le monde, donc en particulier aussi avec celle qui a disputé
0 matchs, contradiction.

Solution de l’exercice 2 La somme totale des nombres écrits au tableau diminue
de un à chaque coup. Au bout de 19 opérations elle est donc de 1+. . .+20−19 =
10×21−19 = 191. Au bout de 19 opérations, il ne reste qu’un nombre au tableau,
et ce nombre sera 191.

Solution de l’exercice 3 Nous allons raisonner par récurrence sur le nombre de
sommets. Pour n = 4 c’est clair. Supposons que ce soit vrai pour tous les poly-
gones à n sommets, et considérons un polygone à n+1 sommets. Si aucune dia-
gonale n’a été tracée, on a fini. Sinon, choisissons l’une des diagonales tracées,
et appelons A et B ses extrémités. Elle coupe le polygone en deux polygones
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convexes de strictement moins de n + 1 sommets, et chaque autre diagonale
choisie appartient à seulement un de ces deux polygones, vu qu’elle ne peut
intersecter la diagonale [AB]. Si l’un de ces deux polygones est un triangle, on a
déjà un sommet non utilisé et il reste à en trouver un autre. Par hypothèse de ré-
currence, dans chacun de ces deux polygones s’il n’y a pas de triangle (ou alors
seulement dans le polygone qui n’est pas un triangle), il existe deux sommets
non adjacents non utilisés. Or A et B sont des sommets adjacents dans chacun
de ces deux « petits »polygones. Donc par le principe des tiroirs, dans chaque
« petit »polygone, il existe au moins un sommet non utilisé différent de A et B,
et donc aussi non utilisé dans le grand polygone.

Solution de l’exercice 4 On numérote les enfants de 1 à 6, et on suppose sans perte
de généralité que les enfants 1 et 3 sont ceux qui ont un bonbon au départ. A
chaque tour, il y a un enfant parmi 1, 3, 5, et un enfant parmi 2, 4, 6 qui gagne un
bonbon. La différence entre le nombre de bonbons possédés par les enfants de
numéros impairs et le nombre de bonbons possédés par les enfants de numéros
pairs ne change donc pas. Or au début elle vaut 2, et si à un moment tous les
enfants ont le même nombre de bonbons, elle vaut 0, contradiction.

Solution de l’exercice 5 Le matin, il y avait au moins une rangée avec 8 personnes.
En effet, sinon, il y aurait eu au plus 7 personnes par rangée, et donc au plus
7×7 = 49 personnes dans la salle. Considérons donc 8 personnes ayant été dans
la même rangée le matin. Puisqu’il n’y a que 7 rangées, il y en a nécessairement
deux qui vont encore se retrouver dans la même rangée l’après-midi.

Solution de l’exercice 6 On raisonne par l’absurde, en supposant que tout le monde
a strictement moins de 12 amis. Soit A un élève : comme il a au plus 11 amis, il
y a au moins 13 personnes qui ne sont pas amies avec lui. Soit B l’une de ces
personnes. Alors B est ami avec les personnes qui ne sont pas amies avec A, qui
sont au moins au nombre de 12, contradiction.

Autre méthode : Si tout le monde est ami avec tout le monde, on a fini. Sinon,
soient A et B des personnes qui ne sont pas amies. Alors chacune des 23 autres
personnes est amie avecA ouB. Par principe des tiroirs, au moins l’un des deux
a 12 amis.

Solution de l’exercice 7 On va raisonner par récurrence sur n. Si n = 1, la conclu-
sion est claire. Supposons que ce soit vrai pour n, et considérons un choix de
n + 2 nombres a1 < a2 < . . . < an+2 dans l’ensemble {1, . . . , 2n + 2}. Si an+2 ≤
2n + 1, alors les n + 1 nombres a1, . . . an+1 sont en fait inclus dans l’ensemble
{1, . . . , 2n}, et on peut conclure par hypothèse de récurrence. Nous pouvons
donc supposer que an+2 = 2n+ 2 et que parmi a1, . . . , an, on ne peut en trouver
deux se divisant l’un l’autre. Si n + 1 ∈ {a1, . . . , an}, on a fini car n + 1 divise
2n + 2 = 2(n + 1). Sinon, cela veut dire que l’ensemble {a1, . . . , an, n + 1} est
un sous-ensemble de {1, . . . , 2n} de cardinal n + 1, donc deux de ses éléments
se divisent l’un l’autre par hypothèse de récurrence. Vu ce qu’on a supposé sur
a1, . . . , an, l’un de ces éléments est nécessairement n + 1. Or il n’y a aucun mul-
tiple de n + 1 dans {1, . . . , 2n} autre que lui-même, donc l’autre nombre est
forcément un diviseur de n + 1. Il existe donc un diviseur de n + 1, et par là de
an+2 = 2n+ 2, dans l’ensemble {a1, . . . , an}, ce qui conclut.
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Solution de l’exercice 8 On choisit un point A du plan, et pour chacune des 7
droites, on trace la droite qui lui est parallèle et qui passe par A. Ainsi, on ne
change pas les angles entre les droites, et on voit que les droites forment 14
angles de sommet A et de somme 14. Il y en a donc au moins un inférieur ou
égal à 360

14
= 180

7
= 25 + 5

7
≤ 26 degrés.

Solution de l’exercice 9 Soient A et B des points qui sont à distance maximale.
S’ils sont à distance inférieure ou égale à 1, c’est que tous les points sont à dis-
tance inférieure égale à 1, et en particulier ils sont à distance≤ 1 deA, donc dans
ce cas le disque fermé de centre A et de rayon 1 suffit. Sinon, A et B étant à dis-
tance> 1, chaque autre point est à distance≤ 1 d’au moins l’un des deux points
A et B. Ainsi, les deux disques de centres A et B et de rayon 1 conviennent.

Solution de l’exercice 10 On va raisonner par récurrence double sur n. Pour n = 1
il n’y a rien à vérifier. Pour n = 2, on a nécessairement a1 = a2 = 1, d’où le ré-
sultat. Supposons que la conclusion soit vraie pour tous les entiers inférieurs ou
égaux à un certain n, et considérons des entiers a1, . . . an+1 vérifiant les condi-
tions de l’énoncé. Si on a an = an+1, la somme a1 + . . .+an−1 est paire, et on peut
appliquer l’hypothèse de récurrence aux entiers a1, . . . , an−1. En combinant le
choix de signes obtenu avec +an − an+1 on a le résultat. Supposons donc main-
tenant que an 6= an+1, et considérons la suite a1, . . . , an−1, |an − an+1| (la valeur
absolue est là afin que le dernier élément de la suite soit un entier naturel non
nul). La somme des éléments de cette suite est de même parité que a1+. . .+an+1.
De plus, puisque 1 ≤ an ≤ n et 1 ≤ an+1 ≤ n + 1, on a |an − an+1| ≤ n. Nous
pouvons donc appliquer l’hypothèse de récurrence à cette suite, pour obtenir
un choix de signes annulant l’expression

a1 ± a1 ± . . .± an−1 ± |an − an−1|

. On adapte le dernier signe selon si |an−an−1| est égal à an−an−1 ou à an+1−an
pour conclure.

Solution de l’exercice 11 Soit A le stagiaire qui connait le plus de monde, et soit k
le nombre de personnes qu’il connaà R©t. Alors chaque personne qui le connaà R©t
connaà R©t entre 1 et k personnes. Or deux personnes connaissant A ont une
connaissance en commun, il ne peuvent donc pas connaà R©tre le même nombre
de personnes. Ainsi, parmi les personnes connaissant A, pour tout i entre 1 et k,
il existe une personne connaissant exactement i personnes.

Solution de l’exercice 12 La ligne passe nécessairement par une case de la diago-
nale qui sert d’axe de symétrie, appelons-la A. On parcourt la ligne dans un
sens à partir de A, jusqu’à tomber sur un second point de la diagonale, que l’on
appelle B. Par symétrie, si on la parcourt dans l’autre sens à partir de A, c’est
en B qu’on recroisera pour la première fois la diagonale. Ainsi, vu que la ligne
est fermée, elle n’intersecte la diagonale qu’en A et B, il y a donc 13 cases non
atteintes sur la diagonale.

Colorions maintenant le tableau en noir et blanc comme un échiquier, et
supposons que la diagonale en question soit noire. La ligne traverse autant de
cases blanches que de cases noires. Il y a 152+1

2
= 113 cases noires, donc au plus
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100 cases noires sont atteintes. La ligne parcourt donc au plus 200 cases, ce qui
conclut.

Solution de l’exercice 13 On remarque que a + b + ab = (a + 1)(b + 1) − 1. Si les
nombres écrits au tableau à une certaine étape sont a1, . . . , an, cela suggère de
considérer le produit (a1 + 1) . . . (ak + 1), qui sera invariant d’une opération à
l’autre. Au début, il vaut

(1 + 1)
�

1

2
+ 1

�
. . .
�

1

n
+ 1

�
=

nY
i=1

i+ 1

i
= n+ 1,

la dernière égalité étant obtenue par télescopage. Donc le nombre restant est n.

Solution de l’exercice 14 Nous allons distinguer deux cas. Si P appartient à une
diagonale du polygone, il ne reste plus que 2n− 2 droites pour 2n côtés à inter-
secter, donc on peut conclure par le principe des tiroirs. Supposons donc main-
tenant que P n’appartient à aucune des diagonales du polygone. Traçons une
diagonale reliant deux sommets séparés de n côtés. Par hypothèse, P se trouve
d’un côté de cette diagonale. Ainsi, toute droite reliant P et un des n+1 sommets
situés de l’autre côté de la diagonale (y compris les extrémités de cette diago-
nale) recoupe nécessairement le polygone du côté de P . Ainsi, il n’y a qu’au
plus n − 1 droites qui peuvent passer par un des n côtés situés de l’autre côté
de la diagonale par rapport à P . Par le principe des tiroirs, il y aura un côté non
utilisé.

3 Groupe C : géométrie

1 mardi 19 matin : Jean-François Martin

Puissance d’un point par rapport à un cercle

Théoréme 13. Soit Γ un cercle, P un point du plan. On considère une droite ∆
passant par P. Elle coupe Γ en A et B. Alors, le produit PA ·PB (considéré avec
des longueurs algébriques) est indépendant de ∆.

Démonstration.

A

B

C

D

P

On se place dans la configuration de la figure. La bonne manière de faire
serait de considérer des angles orientés, ce que le lecteur est invité à faire, ici
comme sur chaque exercice qu’il résoudra dans sa vie olympique...
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D’après le théorème de l’angle inscrit, il est clair que ÖPAC = ÖPDB. En par-
ticulier, les triangles PAC et PDB sont semblables, d’où PA/PD = PC/PB et
la conclusion. �

Définition 14. Cette quantité est la puissance du point P par rapport au cercle
Γ, notée PΓ(P ).

On a différente manière particulière de calculer la puissance d’un point par
rapport à un cercle.

En prenant une droite passant par un diamètre du cercle, et en notant O le
centre du cercle, on obtient (PO + r)(PO − r), i.e. PΓ(P ) = PO2 − r2.

Si P est à l’extérieur du cercle et en notant T le point de tangence d’une
tangente passant par P , en faisant tendre ∆ vers cette tangente et donc A et B
vers T , on obtient PΓ(P ) = PT 2.

On a de plus une réciproque au théorème de la puissance d’un point par
rapport à un cercle.

Théoréme 15. Soit P , A, B, C et D cinq points du plan. Supposons qu’en terme
de longueurs orientées on ait PA ·PB = PC ·PD. Alors ABCD est inscriptible.

Démonstration. La preuve du théorème précédente était composée d’équiva-
lences. �

Définition 16. Étant donné deux cercles, on appelle axe radical de ces deux
cercles le lieu des points ayant même puissance par rapport aux deux cercles.

Théoréme 17. L’axe radical de deux cercles non confondus est une droite per-
pendiculaire à la droite des centres.

O1
O2

P

Q

Démonstration. Soit Γ1 et Γ2 deux cercles de centres respectifs O1 et O2. Soit P
un candidat à l’axe radical, de projection sur (O1O2) Q. Alors, d’après le théo-
rème de Pythagore PO2

1 − r2
1 = PO2

2 − r2
2 est équivalent à PQ2 + PO2

1 − r2
1 =

PQ2 + PO2
2 − r2

2. Ainsi donc, P est sur l’axe radical de Γ1 et Γ2 si et seulement
si QO2

1 − QO2
2 = r2

1 − r2
2. Or, cette fonction en Q ∈ (O1O2) étant continue, stric-

tement monotone de limites + et −∞, il existe un unique point Q vérifiant cette
conclusion. L’axe radical de Γ1 et Γ2 est donc la droite orthogonale à (O1O2)
passant par ce Q, d’où la conclusion. �
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Remarque 18. Si Γ1 et Γ2 se coupent, on connaît très bien l’axe radical : c’est la
droite passant par leurs deux points d’intersection. En effet, ces deux points ont
puissance nulle par rapport aux deux cercles.

Finalement, la question naturelle suivante est : que se passe-t-il quand nous
considérons trois cercles ?

Théoréme 19. Soit Γ1, Γ2 et Γ3 trois cercles deux-à -deux non confondus. Alors
leurs axes radicaux deux-à -deux sont soient confondus, soit parallèles, soit
concurrents. Dans ce dernier cas, le point de concurrence est appelé centre radi-
cal des trois cercles.

Démonstration.

P

Il suffit de montrer qu’un point à la fois sur deux axes radicaux est également
sur le troisième axe radical.

Soit P sur l’axe radical à Γ1 et Γ2 ainsi que celui à Γ2 et Γ3. Alors PΓ1(P ) =
PΓ2(P ) = PΓ3(P ), d’où PΓ1(P ) = PΓ3(P ) et la conclusion. �

Remarque 20. Le lecteur est vivement encouragé, quand il rédige un exercice
dans un test ou autre truc du genre, à préciser un avertissement du type : nous
nous plaçons dans le cas général, les cas particulier pathologiques pouvant être
écartés par continuité de toutes les notions considérées. Cela sera implicite dans
tous nos exercices, et nous supposerons en particulier que nous sommes tou-
jours en présence d’un centre radical.

Exercice 1 Deux cercles Γ1 et Γ2 s’intersectent en A et B. Une tangente com-
mune à ces deux cercles les coupent respectivement en C et D. Montrer que
(AB) coupe [CD] en son milieu.

Solution de l’exercice 1
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D

C

B

A

M

Soit M le point d’intersection de (AB) et (CD). LA seule manière de com-
prendre simplement (AB) étant de dire qu’il est l’axe radical de Γ1 et Γ2, la chose
naturelle à faire est de considérer la puissance de M par rapport aux cercles.
Donc PΓ1(M) = PΓ2(M), i.e. MC2 = MD2, d’où la conclusion.

Exercice 2 Montrer que les hauteurs d’un triangle sont concourantes.

Solution de l’exercice 2 L’orthocentre peut être vue comme centre radical des trois
cercles de diamètre chacun des côtés, dont les axes radicaux deux-à -deux forment
les hauteurs.

Exercice 3 (IMO ’95 / 1) Soient A, B, C et D quatre points distincts dans cet
ordre. Soient Γ1 et Γ2 les cercles de diamètre respectif [AC] et [BD], qui s’inter-
sectent en X et Y . On considère O un point arbitraire sur (XY ) qui ne soit pas
sur la droite originelle. (CO) recoupe Γ1 en M , (BO) recoupe Γ2 en N . Montrer
que (AM), (DN) et (XY ) sont concourantes.

Solution de l’exercice 3

A B C D

X

Y

O

M N

L’énoncé invite clairement à démontrer (et est d’ailleurs équivalent à , comme
le lecteur est invité à s’en convaincre) la cocyclicité de A, M , N et D, ce qui
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conclurait puisque les trois droites considérées s’intersecteraient en le centre
radical de ce cercle, de Γ1 et de Γ2.

On a naturellement envie de faire une chasse aux angles. On calcule donc
les deux angles de ce cercle qui paraissent les plus sympathiques : ×MND =

90◦ + ×MNB et ×MAC = 90◦ −×MCB.
Il s’agit de montrer que ces deux angles sont supplémentaires, i.e. que ×MCB =×MNB, autrement dit que M , N , C et B sont cocycliques.
Or, on reconnaît la situation habituelle : O sera le centre radical de ce cercle,

de Γ1 et de Γ2.
On conclut donc de la façon suivante (l’égalité entre les puissances découlant

de l’appartenance de O à l’axe radical (XY ) de Γ1 et Γ2) : OM ×OC = PΓ1(O) =
PΓ2(O) = OB × ON et la conclusion en utilisant la réciproque du théorème de
la puissance d’un point.

Exercice 4 Soit Γ1 et Γ2 deux cercles distincts de centre O1 et O2. Une tangente
extérieure commune les touche en A et C respectivement, tandis que tangente
intérieure commune les coupe en B et D respectivement. Montrer que le point
d’intersection de (AB) et (CD) est sur (O1O2).

Solution de l’exercice 4

PA

B

C

D

O1

O2

X

E
F

La première chose à remarquer est que cet exercice est littéralement infesté
d’angles droits (ce qui est évidemment intéressant puisque cela à une chance de
nous donner des points cocycliques et permettre donc une chasse aux angles ou
des arguments de puissance). En particulier, en notant P l’intersection des deux
tangentes considérées, (PO1) ⊥ (AB) et (PO2) ⊥ (CD) par symétrie, ainsi que
(PO1) ⊥ (PO2) en utilisant le fait que les bissectrices intérieures et extérieures
de deux angles sont égales.
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On obtient en particulier un rectangle en considérant les différents points
d’intersection, d’où en particulier (AB) ⊥ (CD).

Le point d’intersection de ces droites peut alors être vu comme une des inter-
sections des cercles de diamètre respectifs [AC] et [BD]. Cela semble pertinent,
l’intersection de cercles étant mieux connue que celles de droites.

Il suffit maintenant de montrer que l’axe radical de ces deux cercles est
(O1O2) (ce que dans le cadre d’une compétition il serait sage de vérifier sur
une figure juste...). Or, (O1A) est d’après les différents angles droits tangent au
cercle de diamètre [AC], donc la puissance deO par rapport à ce cercle estO1A

2.
De même, sa puissance par rapport au second cercle est O1B

2 et on en conclut
que ces deux puissances sont égales, donc queO1 est sur l’axe radical considéré.
De même pour O2 d’où la conclusion.

Exercice 5 Soit ABC un triangle, D un point arbitraire sur le côté [BC]. La mé-
diatrice de [BD] coupe le côté [AB] en M , celle de [CD] coupe le côté [AC] en N .
Montrer que le symétrique de D par rapport à (MN) est sur le cercle circonscrit
à ABC.

Solution de l’exercice 5

A

B C
D

M

N

E F
D′

Raisonnons dans un premier temps dans le vague, pour trouver la démarche
à appliquer.

Faute d’idée géniale immédiate, il est naturel de se demander ce que devrait
être le symétrique Γ′ de ce cercle circonscrit Γ par rapport à la droite (MN), dont
on est censé montrer qu’il contient D. La droite (MN) devient plus compréhen-
sible : c’est l’axe radical de Γ et Γ′. Or, la puissance de M par rapport à Γ est
facilement exprimable : c’est MA×MB. Par rapport à Γ′, le seul point dont on
sait (en admettant l’énoncé) qu’il est sur Γ′. Il est donc tentant de considérerE le
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deuxième point d’intersection de (DM) avec Γ′ pour calculer MD×ME. L’éga-
lité MA ×MB = MD ×ME, i.e. MA = ME permet de trouver concrètement
le point E.

On considère donc la parallèle ∆ à (BC) passant par A ainsi que E et F ses
points d’intersection respectifs avec (DM) et (DN).

Comme ME ×MD = MA ×MB, M est sur l’axe radical de Γ et du cercle
circonscrit à DEF . En raisonnant symétriquement, (MN) est cet axe radical.

Or, les trianglesABC etDEF étant clairement isométriques, ces deux cercles
ont même rayon et (MN) est leur axe de symétrie. En particulier, cette symétrie
envoie D sur un point du cercle circonscrit à ABC.

Remarque 21. Cet exercice est un des nombreux exemples où une bonne figure
est bienvenue : l’identification du cercle Γ′ à celui circonscrit à DEF est alors
immédiate.

Exercice 6 Le cercle inscrit du triangle ABC touche les côtés [AC] et [AB] en E
et F . (BE) et (CF ) se coupent en G. Les points R et S sont définis de sorte à ce
que BCER et BCSF soient des parallélogrammes.

Montrer que GR = GS.

Solution de l’exercice 6

A

B

C

D

EF

R

S

La première remarque qu’on pourra faire sur cet exercice est qu’il n’est pas
absurde de tenter de le tuer calculatoirement au vu de la simplicité de la figure
et de la présence de ces parallélogrammes. Ce calcul, bien que très loin d’être
simple et indolore, est effectivement faisable. Ce ne sera pas notre point de vue
ici, mais dans une éventuelle compétition l’efficacité (toute relative) peut primer
sur l’élégance.
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Élémentairement, comment démontrer une égalité telle que GR = GS ? On
peut essayer de calculer individuellement les longueurs considérées. Cela ne
paraît ici pas chose aisée tant les points G et R semblent indépendants. On peut
essayer de regarder si le cercle de centre G passant par R et S semble pertinent,
ce qui ne semble pas être le cas ici. Finalement, on peut tenter de démontrer que
G est sur la médiatrice de R et S.

Comment bien comprendre cette médiatrice ? Le segment [RS] n’étant pas
naturel, il faut vraiment la voir de façon intrinsèque à R et S. Une idée natu-
relle à avoir est alors de la regarder comme axe radical de ces deux points vus
comme des cercles de rayon nul. L’exercice reviendrait alors à trouver un troi-
sième cercle d’axe radical avec les deux autres points (BE) et (CF ) pour avoir
G centre radical. Cette démarche ne semble pas absurde puisque par exemple la
puissance de B et E par rapport à R est bien connu grâce au parallélogramme :
elle vaut respectivement z2 et (y + z)2.

Il suffit de trouver le dernier cercle, à distance de tangence z et (y + z) de B
et E respectivement. On s’aperçoit alors que le cercle exinscrit au triangle asso-
cié au point A convient d’après les résultats habituels obtenus par chasse aux
tangentes concernant les x, y et z et le cercle exinscrit (que le lecteur est invité à
redémontrer). Par symétrie, son axe radical avec S est (CF ), d’où finalement la
conclusion.

2 mardi 19 après-midi : Samuel Bach

Orthocentre, droite et cercle d’Euler

Soit H l’orthocentre d’un triangle ABC non plat, H1 le symétrique de H par
rapport à la droite (BC). On note aussiHA, HB, HC les pieds des hauteurs. Alors
H1 est sur le cercle C circonscrit au triangle ABC.
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C
AH=2OA’

A

B
C

H

O

H1

A′

H2

G

Démonstration. Comme souvent pour montrer une cocyclicité, on va montrer
une égalité d’angles entre les quatre points censés être cocycliques. On com-
mence par utiliser la définition de H1 qui donne par symétrie ×H1BC = ÖHBC
or les triangles HBBC et HAAC sont rectangles respectivement en HB et HC et
partagent l’angle ÖACB donc ils sont semblables et ÖHBC = ØHBBC = ØHAAC =×H1AC et finalement ×H1BC = ×H1AC, donc H1, A,B,C sont cocycliques.

On vient de montrer que les symétriques de l’orthocentre par rapport aux
côtés sont sur le cercle circonscrit.

De même, soit H2 le symétrique de H par rapport au milieu A′ du côté [BC].
Alors H2 se trouve aussi sur le cercle C circonscrit à ABC.

Démonstration. Ici, on reconnaît en traçant les segments [BC] et [HH2] deux
diagonales d’un quadrilatère BHCH2 s’intersectant en leurs milieux respectifs,
d’où l’on déduit que BHCH2 est un parallélogramme.

Le parallélisme des côtés nous permet de constater que (H2C) est perpendi-
culaire à (AC) (puisque (BH) l’est en tant que hauteur), et de même (H2B) est
perpendiculaire à (AB). De ces deux angles droits on déduit la cocyclicité de
A,B,C et H2, et même que [AH2] est un diamètre du cercle C.

Soit O le centre du cercle C circonscrit à ABC. On remarque que puisque O
et A′ sont des milieux dans le triangle AHH2, on a par le théorème des milieux
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AH = 2OA′. Soit alors G le point d’intersection de (AA′) et (OH). Comme les
droites (OA′) et (AH) sont parallèles, on a par le théorème de Thalès AG =
2GA′, donc G se situe aux deux-tiers de la médiane, et donc G est le centre de
gravité du triangle ABC. On a donc montré l’alignement du centre du cercle
circonscrit, du centre de gravité et de l’orthocentre, et même par le théorème de
Thalès la relation OH = 3OG. On résume cela vectoriellement par la relation
d’Euler

−−→
OH = 3

−→
OG.

C
C ′

A

B

C

H

O

H1

A′

G

B′C′

H′C

HB

HA

HC

O′

g

H′B

H′A

Soit A′, B′, C ′ les milieux des côtés du triangle ABC, HA, HB, HC les pieds des
hauteurs,H ′A, H ′B, H ′C les milieux respectifs des segments [AH], [BH], [CH]. Alors
les neuf points définis ci-dessus sont sur un même cercle C ′ appelé le cercle
d’Euler du triangle ABC.

Démonstration. Pour une fois, nous allons étudier le cercle à proprement parler
plutôt que montrer de trop nombreuses cocyclicités par le théorème de l’angle
inscrit.

La première remarque à faire sur le cercle C ′ est qu’il est circonscrit au tri-
angle médian, le triangle des milieux deABC. C’est la définition que l’on prend
de ce cercle, pour ensuite montrer que les six points restants sont dessus. Intui-
tivement, C ′ doit être la « moitié » du cercle C circonscrit à ABC. En effet, soit
H (G,−1

2
) l’homothétie de centre G et de rapport −1

2
. Elle envoie les sommets
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sur les milieux des côtés, donc le cercle C sur le cercle C ′. Soit O′ le centre de C ′,
comme c’est l’image de O par l’homothétie, la relation d’Euler montre que O′

est le milieu de [OH].

Il suffirait maintenant de voir que HA et H ′A sont les images de points de C
par une transformation envoyant C sur C ′. On s’aperçoit rapidement que H ′A est
l’image de A par l’homothétie de centre H et de rapport 1

2
qui envoie O sur O′

et divise les longueurs par deux donc qui envoie bien C sur C ′. L’antécédent de
HA par cette homothétie n’est autre que H1, le symétrique de H par rapport à
(BC), dont on a montré qu’il est sur C, ce qui conclut par symétrie.

Coordonnées barycentriques

Les coordonnées barycentriques sont un moyen de repérer les points du plan
par rapport aux sommets d’un triangle ABC, en les exprimant comme bary-
centre des trois points A,B,C. On remarque qu’elles sont définies à un facteur
multiplicatif près. Elles présentent l’avantage de posséder une certaine symé-
trie, contrairement à des coordonnées cartésiennes qui privilégient deux direc-
tions et un point du plan. De plus, les points remarquables du triangle ABC ont
des coordonnées remarquables.

Montrons que si K est un point du plan, K est le barycentre de A,B,C avec
pour coefficients respectifs A(KBC),A(KCA),A(KAB) où A(XY Z) est l’aire
algébrique du triangle XY Z (étant donné une orientation du plan, on donne à
l’aire le même signe que l’angle ÖXY Z). Si K est à l’intérieur du triangle ABC,
on peut oublier les signes, ce que nous ferons pour simplifier.

A

B
C

K

A′

B1

C1

Démonstration. On note K ′ le barycentre

Bar(A,A(KBC)), (B,A(KCA)), (C,A(KAB))

SoitA′ l’intersection des droites (AK) et (BC). CommeA′ est sur la droite (BC),
et même à l’intérieur du segment si on suppose K à l’intérieur de ABC, il est
le barycentre du système (B,A′C), (C,A′B). On va montrer que K ′ est sur la
droite (AA′) en le voyant comme barycentre de A et A′, grâce à la propriété
d’associativité des barycentres.
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Pour cela, on essaie de calculer le barycentre « partiel »

(B,A(KCA)), (C,A(KAB))

en espérant que ce soit A′. Soit B1 et C1 les projetés orthogonaux respectifs de B
et C sur (AK), alors 2A(KAB) = BB1×AK et 2A(KCA) = CC1×AK or (BB1)
et (CC1) sont parallèles donc le couple (BB1, CC1) est proportionnel au couple
(A′B,A′C), donc Bar(B,A(KCA)), (C,A(KAB)) = Bar(B,A′C), (C,A′B) = A′,
d’où K ′ est un barycentre de A et A′ donc sur la droite (AA′) = (AK), et par
symétrie, il est aussi sur la droite (BK) donc K ′ = K, ce qu’il fallait démontrer.

On a comme application immédiate que le centre de gravité G d’un tri-
angleABC le découpe en trois triangles d’aires (algébriques) égales, et que c’est
l’unique point possédant cette propriété.

Calculons les coordonnées barycentriques de quelques points particuliers.

2α

α

R

A

B
C

O

Si on considère O le
centre du cercle circonscrit à ABC, le triangle OBC est isocèle en O de côté
R et d’angle 2ÖBAC, donc d’aire R

2
sin(2ÖBAC, et de même pour les autres tri-

angles ayant pour sommet O, donc les coordonnées barycentriques de O sont
(A, sin(2ÖBAC)), (B, sin(2ÖCBA)), (C, sin(2ÖACB)).

A

B
CHA

H

Soit H l’orthocentre du triangle ABC, HA, HB, HC les pieds des hauteurs.
Alors HA est barycentre de (B,HAC), (C,BHA) or les triangles ABHA et ACHA

sont rectangles en HA avec AHA pour côté commun donc la trigonométrie nous
permet d’exprimer HA comme barycentre de (B, cotan(ÖACB)), (C, cotan(ÖCBA),
ou encore en multipliant les coefficients par tan(ÖACB)tan(ÖCBA),

HA = Bar(B, tan(ÖCBA))(C, tan(ÖACB))
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On obtient des formules similaires pour les autres pieds des hauteurs, donc
en utilisant l’associativité des barycentres, on voit que l’orthocentre est bary-
centre de (A, tan(ÖBAC)), (B, tan(ÖCBA)), (C, tan(ÖACB)) (par le même argument
que dans la démonstration ci-dessus).

A

B C

I

Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. Le calcul des aires
donne immédiatement que I est barycentre de (A,BC), (B,CA), (C,AB).

Triangle orthique

Nous nous intéressons au problème suivant : trouver le triangle de périmètre
minimal inscrit dans un triangle ABC supposé acutangle.

Un argument topologique qui dépasse le niveau lycée permet de s’assurer
qu’il existe bien un tel triangle, mais pas qu’il est unique. La solution de ce
problème s’appelle le triangle orthique.

SoitM ∈ [AB], N ∈ [BC], P ∈ [AC], on cherche à minimiserMN+NP+PM .

Pour simplifier le problème, on peut essayer de trouver le minimum en
fixant deux points, par exemple M et P . On cherche alors à positionner N de
façon à minimiser MN + NP . Exprimer qu’une position de N est optimale re-
vient à écrire une inégalité, or la seule inégalité géométrique simple que nous
connaissons est l’inégalité triangulaire, qui exprime que la ligne droite est le
plus court chemin entre deux points. L’idée consiste alors à trouver une ligne
brisée de longueurMN+NP , d’extrémités fixées, qui puisse être rectiligne pour
un certain N , qui atteindra donc le minimum.
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NP=NP’

B C

M

P

P ′

N

Les extrémités de la ligne brisée doivent être fixées donc ne dépendre que
de M,N et (BC). Le plus simple consiste à garder la section [MN ] et remplacer
la section [NP ], mais pour que les deux segments se recollent, il faut laisser N
invariant, qui varie sur l’axe (BC), donc on applique la symétrie d’axe (BC) qui
envoie P en P ′, et on obtient la ligne brisée [MN ]∪[NP ′] de longueurMN+NP ,
qui est droite quand N est l’intersection de (MP ′) et (BC). Autrement dit, N a
une position optimale quand (NP ) est l’image de (MN) par une réflexion d’axe
perpendiculaire à (BC). C’est le trajet que suit un rayon lumineux dirigé vers
un miroir.

On en déduit que, si triangle minimal il y a, ses côtés sont obtenus les uns des
autres par réflexion par rapport aux normales respectives aux côtés. Cet exer-
cice préparatoire peut servir à tenter de généraliser le raisonnement quand un
point est fixé et deux varient. Par exemple, on fixe cette foisN et on fait varierM
et P . S’inspirant de la démonstration précédente, on considère N1 et N2 les sy-
métriques de N par rapport respectivement à (AB) et (AC). Alors NM +MP +
PN = N2M+MP+PN2, minimal quandN1,M, P,N2 sont alignés. Le minimum
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est alorsN1N2.

A

B

C

N

M

P

N1

N2

Nous allons calculer ce minimum en fonction de N et en déduire la position
optimale de N . Par définition de N1 et N2, on a AN1 = AN = AN2 donc le
triangle AN1N2 est isocèle en A de côté AN . On a par ailleurs que N2 est l’image
deN1 par la réflexion d’axe (AB) suivie de celle d’axe (AC), donc par la rotation
de centre A et d’angle 2ÖBAC, donc ØN1AN2 = 2ÖBAC et la loi des sinus nous
donne alors N1N2 = sin(2ÖBAC) AN

sin(π
2
−ÔBAC)

= 2sin(ÖBAC)AN .

On obtient ainsi que le périmètre est minimal quand AN est minimal, autre-
ment dit quand N est le projeté orthogonal de A sur [BC] (on utilise ici l’hypo-
thèse acutangle), et alors le triangle minimal est obtenu en construisant N1 et
N2 comme ci-dessus puis en définissant M et P comme les intersections respec-
tives de (N1N2) avec (AB) et (AC). Par symétrie, on a aussi que M et P sont des
projetés orthogonaux, autrement dit MNP est le triangle formé des pieds des
hauteurs, appelé triangle orthique. On en déduit en particulier que les hauteurs
sont les bissectrices du triangle orthique, puisque les côtés de ce triangle sont
obtenus par réflexion par rapport aux normales aux côtés du triangle ABC, qui
sont ici les hauteurs.
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A

B

C

M
P

N

N1

N2

Droite de Simson

Soit ABC un triangle non aplati et P un point du plan, P1, P2, P3 ses projetés
orthogonaux respectifs sur les droites (BC), (AC) et (AB). La question est de
savoir quand ces projetés sont alignés.

Pour cela, on cherche à calculer l’angle ØP2P1P3 pour voir à quelles conditions
il est plat. Calculer signifie réécrire en fonction de A,B,C, P d’une façon exploi-
table. On constate préalablement que P1, P2, P, C sont sur un cercle de diamètre
[PC] et P2, P3, P, B sur un cercle de diamètre [PB]. On écrit alors ØP2P1P3 =×P2P1P + ×PP1P3 en angles orientés, et par cocyclicité ×P2P1P = ×P2CP = ÖACP ,×PP1P3 = ×PBP3 = ÖPBA donc ØP2P1P3 = ÖACP + ÖPBA qui est aplati si et seule-
ment si A,B,C, P sont cocycliques (ils ne peuvent être alignés) par le théorème
de l’angle inscrit.

Ainsi, les projetés d’un point sur les côtés d’un triangle sont alignés si et
seulement si ce point appartient au cercle circonscrit au triangle.
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A

B

C

P

P3

P2

P1

D

3 mercredi 20 matin : Thomas Budzinski

Résumé du cours :

Homothéties :

Définition 22. Soient O un point du plan et k un réel non nul. L’homothétie de
centre O et de rapport k est la transformation qui à un point M associe le point
M ′ tel que

−−→
OM ′ =

−−→
OM .

Proposition 23. Les homothéties conservent les angles, les rapports de lon-
gueurs, les droites, les cercles etc... De plus, l’image d’une droite (∆) par une
homothétie est parallèle à ∆.

Proposition 24. La composée de deux homothéties h1 et h2 de rapports k1 et k2

est une translation si k1k2 = 1, et une homothétie de rapport k1k2 sinon. Dans ce
cas, le centre de h1 ◦ h2 est aligné avec ceux de h1 et de h2.

Proposition 25. Soient [AB] et [A′B′] deux segments supportés par des droites
parallèles. Il existe une unique homothétie envoyant A sur A′ et B sur B′.
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Rotations :

Définition 26. Soient O un point du plan et θ un angle. La rotation de centre O
et d’angle θ est la transformation qui à un point M associe le point M ′ tel que
OM ′ = OM et ∠MOM ′ = θ, les angles étant orientés.

Proposition 27. Les rotations conservent les longueurs, les angles, les droites,
les cercles etc... De plus, si (∆′) est l’image d’une droite ∆ par un rotation
d’angle θ, alors l’angle entre les droites (∆) et (∆′) vaut θ.

Proposition 28. . La composée de deux rotations d’angles θ et θ′ est une
translation si θ + θ′ est un multiple de 2π, et une rotation sinon.

. Soient (∆1) et (∆2) deux droites se coupant en un point O et faisant entre
elles un angle θ. On note s1 et s2 les symétries par rapport à (∆1) et (∆2).
Alors s1 ◦ s2 est la rotation de centre O et d’angle 2θ.

Proposition 29. Si [AB] et [A′B′] sont deux segments non parallèles de même
longueur, il existe une unique rotation envoyant A sur A′ et B sur B′.

Similitudes :

Définition 30. . Une similitude est une transformation qui conserve les rap-
ports de longueurs.

. On peut montrer qu’une similitude conserve les angles. Elle est dite directe
si elle conserve les angles orientés, et indirecte sinon.

Théoréme 31. . Une similitude directe est soit une translation, soit la com-
posée d’une rotation et d’une homothétie positive de même centre.

. Une similitude indirecte est la composée d’une homothétie et d’une symé-
trie axiale.

Proposition 32. Les similitudes conservent les droites, les cercles, les angles
etc... De plus, l’image d’une droite (∆) par une homothétie est parallèle à ∆.

Proposition 33. . La composée de deux similitudes est une similitude.
. La composée de deux similitudes directes est une similitude directe. De

plus, le rapport de la composée est le produit des rapports, et l’angle de la
composée est la somme des angles.

Théoréme 34. . Soient A, B, A′ et B′ quatre points du plan. Alors il existe
une unique similitude directe envoyant A sur A′ et B sur B′.

. De plus, soient P l’intersection de (AA′) et (BB′), Γ1 et Γ2 les cercles cir-
conscrits à PAB et PA′B′ et Q la deuxième intersection de Γ1 et Γ2. Alors
Q est le centre de cette similitude directe.

. Soient ABC et A′B′C ′ deux triangles. Alors il existe une similitude en-
voyant ABC sur A′B′C ′ ssi ABC et A′B′C ′ sont semblables.
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A

B

A′

B′

P

Q

Remarque 35. Si Q est le centre de la similitude directe qui envoie A sur A′ et B
sur B′, alors QA

QA′
= QB

QB′
et ÖAQA′ = ×BQB′ donc QA

QB
= QA′

QB′
et ÖAQB = ×A′QB′, donc

Q est aussi le centre de la similitude directe qui envoie A sur B et A′ sur B′.
Par conséquent, si on applique la construction du théorème précédent en

cherchant à envoyer [AA′] sur [BB′], on obtiendra le même point Q, d’où le
théorème de Miquel :

Théoréme 36. Soient A, B, A′ et B′ quatre points, P1 l’intersection de (AA′) et
(BB′) et P2 l’intersection de (AB) et (A′B′). Alors les cercles circonscrits aux
triangles ABP1, A′B′P1, AA′P2 et BB′P1 passent par un même point.

A

B

A′

B′

P1

Q

P2

Exercices traités en cours :

Exercice 1 Soit ABC un triangle. Construire (par exemple à la règle et au com-
pas) un carré ayant deux sommets sur [BC], un sommet sur [AB] et un sommet
sur [AC].
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A

BC

D
E

K L

IJ

Solution de l’exercice 1 On commence par construire l’image de notre carré par
une homothétie bien choisie de centre A. On construit donc le carré BCDE tel
que les intérieurs de ABC et BCDE soient disjoints. On note ensuite K l’inter-
section de (AD) avec (BC), et L l’intersection de (AE) avec (BC). Pour complé-
ter notre carré. On choisit enfin I et J "au-dessus" de K et L tels que IJKL soit
un carré. Il reste à vérifier que i ∈ [AB] et J ∈ [AC].

On sait qu’il existe h une homothétie de centre A qui envoie (DE) sur (BC).
Comme K ∈ (AD) et L ∈ (AE), on a h(D) = K et h(E) = L. De plus, h envoie
un carré sur un carré, donc envoie BCDE sur IJKL, donc B sur I et C sur J .
Ainsi, A, I et B sont alignés de même que A, J et C. Comme h est de rapport
entre 0 et 1, ils sont même alignés dans cet ordre.

Exercice 2 Soit ABC un triangle équilatéral et M sur son cercle circonscrit, sur
l’arc entre B et C ne contenant pas A.
Montrer que MB +MC = MA.

A

B
C

M

N

Solution de l’exercice 2 En géométrie, il est plus facile de manipuler des sommes
de longueurs quand les points considérés sont alignés. Soit donc N le point
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de (MB) sur la demi-droite issue de M ne contenant pas B, tel que MN =
MC : par chasse aux angles, ∠CMN = 60◦, donc CMN est équilatéral. On veut
maintenant montrer AM = BN . Or, soit r la rotation de centre C et d’angle 60◦ :
elle envoie A sur B et M sur N , d’où le résultat.

Exercice 3 Soient Γ1 et Γ2 deux cercles qui se coupent en deux points A et D. La
tangente à Γ1 en A recoupe Γ2 en B, et la tangente à Γ2 en A recoupe Γ1 en C.
Soit E ∈ [AB) tel que BE = AB, et F la deuxième intersection de [AC) avec le
cercle circonscrit Ω à ADE. Montrer que AC = AF .

A

Γ2

Γ1

B

C

D

E

F

Solution de l’exercice 3 D’après la construction du centre d’une similitude appli-
quée aux cercles Γ1 et Γ2, D est le centre de la similitude directe s1 qui envoie C
sur A et A sur B. En regardant les cercles Γ1 et Ω, D est le centre de la similitude
directe qui envoie C sur F et A sur E, donc le centre de la similitude directe s2

qui envoie C sur A et F sur E.

Or, comme il existe une unique similitude directe de centre D qui envoie C
sur A (car le rapport est forcément DA

DC
et l’angle forcément ÖADC), on a s1 = s2,

donc on a une similitude qui envoie C sur A, A sur B et F sur E. Comme B est
le milieu de [AE], on en déduit que A est le milieu de [CF ].

Exercice 4 Soit ABCD un quadrilatère convexe inscrit dans un cercle Γ de
centre O. On note P l’intersection des diagonales de ABCD. Les cercles cir-
conscrits à PAB et PCD se recoupent en Q. Montrer que l’angle ÖOQP est droit.
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A

B
C

D

O

P

Q

Solution de l’exercice 4 La première chose à remarquer est que Q est le centre de
la similitude qui envoie A sur B et C sur D, et donc de celle qui envoie A sur C
et B sur D. On devra choisir celle qui nous intéresse plus tard...

Pour faire apparaà R©tre des angles droits, on introduit les milieux M et N
des diagonales [AC] et [BD] : les angles ×OMP et ÖONP sont droits donc O, M ,
N et P sont cocycliques sur le cercle de diamètre [OP ]. Pour pouvoir utiliser
M et N , on choisit la similitude s de centre Q qui envoie A sur B et C sur D.
Elle envoie M sur N et A sur B, donc la construction du centre d’une similitude
montre que Q est l’intersection des cercles circonscrits à MNP et ABP , donc Q
est sur le cercle de diamètre [OP ], d’où le résultat.

Exercices non traités en cours :

Exercice 5 Soit ABC un triangle, D le point de contact du cercle inscrit avec
[BC], J le centre du cercle A-exinscrit et M le milieu de la hauteur issue de A.
Montrer que M , D et I sont alignés.

Remarque 37. On rappelle que le cercleA-exinscrit au triangleABC est le cercle
tangent au segment [BC], et aux demi-droites [AB) et [AC).
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A

BC

I

J

D H

M

E

Z

Solution de l’exercice 5 Soit Z le point "en bas" du cercle exinscrit : l’homothétie
de centre A qui envoie le cercle inscrit sur le cercle exinscrit envoie D sur Z,
donc A, D et Z sont alignés, donc il existe h de centre D qui envoie A sur Z. Elle
envoie (BC) sur elle-même, donc la hauteur issue de A sur la droite (IZ), donc
le pied H de la hauteur est envoyé sur le point de contact E du cercle exinscrit
avec [BC], donc le milieu de la hauteur M est envoyé sur le milieu de [EZ],
c’est-à -dire I . D étant le centre de cette homothétie, on en déduit que D, M et I
sont alignés.

Exercice 6 Soit ABC un triangle, Γ son cercle circonscrit et P un point variable
sur l’arc BC ne contenant pas A. On note I et J les centres des cercles inscrits
à PAB et PAC. Montrer que quand P varie, la seconde intersection du cercle
circonscrit à PIJ avec Γ est fixe.
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A

B

C

P
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Solution de l’exercice 6 Tout d’abord, on rappelle le théorème dit du Pôle Sud : la
bissectrice de ÖABC recoupe Γ au milieu M de l’arc AC. De plus, M est le centre
d’un cercle passant par B, C et le centre du cercle inscrit à ABC. La démonstra-
tion de ce théorème est une chasse aux angles simple, laissée en exercice.

Soient donc K et L les milieux des arcs AB et AC : d’après le théorème du
pôle Sud, P , I et K sont alignés de même que P , J et L. De plus, KA = KB =
KI et LA = LC = LJ . D’après la construction du centre d’une similitude, le
second point qui nous intéresse, noté Q, est le centre de la similitude directe qui
envoie K sur L et I sur J . Il suffit donc de montrer que la similitude qui envoie
K sur L et I sur J est toujours la même.

Or l’angle de la similitude est l’angle entre les deux droites (IK) et (JL), qui
vaut 180 −ÖKPL = ÖKAL ; qui est fixe. De plus, le rapport vaut JL

IK
= AL

AK
, fixe

aussi. Comme il n’existe qu’une similitude de rapport et d’angle fixé qui envoie
K sur L, la similitude qui nous intéresse est toujours la même. En particulier,
son centre est fixe.

4 mercredi 20 après-midi : Jean-Louis Tu

Isogonalité

La symédiane

Soit ABC un triangle. On appelle la symédiane issue de A le symétrique de
la médiane par rapport à n’importe quelle bissectrice issue de A.

Proposition 38. Soient D et E les points du cercle circonscrit autres que A ap-
partenant respectivement à la médiane et à la symédiane issues de A. Alors

96



III. PREMIÈRE PÉRIODE 3. GROUPE C : GÉOMÉTRIE

(DE) est parallèle à (BC).

A

B C

D EF

Soit F le milieu de l’arc BC ne contenant pas A. Alors F est le milieu de l’arc
DE, donc E est le symétrique de D par rapport à la médiatrice de [BC], ce qui
prouve que (DE) est perpendiculaire à la médiatrice de [BC].

La proposition qui précède fournit donc un moyen de construire une symé-
diane d’un triangle. Voici une autre construction très importante :

Théoréme 39. La symédiane issue de A passe par l’intersection des tangentes
en B et en C au cercle circonscrit.

A

B C

F

D

F ′

A′

Une démonstration rapide utilise les notions de birapport et de polarité par
rapport à un cercle mais d’autres démonstrations existent. Nous la donnons ci-
dessous ; le lecteur pourra admettre le résultat en première lecture.

Soient F et F ′ les milieux des arcs délimités par BC.
Soit D le point d’intersection des tangentes en B et en C. Le pôle de (BC)

par rapport au cercle circonscrit est D, donc (D,A′, F, F ′) est une division har-
monique.
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On projette à partir de A. Comme (AF ) et (AF ′) sont perpendiculaires, ce
sont les bissectrices de (AA′) et de (AD), ce qui montre que (AA′) est la symé-
diane issue de A.

Théoréme 40. Soit S le pied de la symédiane issue de A. Alors

SB

SC
=
AB2

AC2
.

A

B C

D

TS

Ici encore, on pourra admettre le résultat en première lecture.

On reprend les notations précédentes. Soit T le point d’intersection entre
(BC) et la tangente en A au cercle circonscrit. Alors T appartient à la polaire de
D et à la polaire de A, donc T est le pôle de la symédiane (AD). Par conséquent,

T est le conjugué harmonique de S par rapport à [BC]. On en déduit que
SB

SC
=

TB

TC
.

Or, TAC et TBA sont semblables, donc
TB

TA
=

TA

TC
=
AB

AC
. Le produit des

deux premières fractions est égal au carré de la troisième :

TB

TC
=
AB2

AC2
,

ce qui conclut.

Théoréme 41. Soient X et Y les projetés orthogonaux d’un point S de la sy-

médiane issue de A sur les côtés (AC) et (AB). Alors
SX

SY
=

b

c
où b = AC et

c = AB.
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A

B CS

X

Y

D’après le théorème de Thalès, on peut supposer que S est le pied de la symé-
diane. Soit h la hauteur du triangle issue de A. On a

|ASB| =
1

2
hBS =

1

2
SY × c

|ASC| =
1

2
hCS =

1

2
SX × b

donc
SX

SY
× b

c
=
CS

BS
=
b2

c2
, d’où la conclusion.

Exercice 1 Soient B′ et C ′ les points de [AC) et [AB) tels que AB′ = AB et
AC ′ = AC. Montrer que le milieu de [B′C ′] se trouve sur la symédiane de ABC
issue de A.

Solution de l’exercice 1 B′ et C ′ sont les symétriques de B et C par rapport à la
bissectrice de ÖBAC, donc leur milieu est le symétrique du milieu de [BC].

Exercice 2 Sur les côtés [AB] et [AC] on construit des carrés à l’extérieur du tri-
angleABC. Montrer que les côtés des carrés opposés à (AB) et (AC) se coupent
en un point de la symédiane issue de A.

Solution de l’exercice 2
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A

B C

X′

Y ′

A′

YX

Soient X et Y les projetés de A′ sur (AC) et (AB) et X ′ et Y ′ les sommets des
carrés, autres que C et B, qui sont adjacents à A′. Alors A′Y = AY ′ car A′Y AY ′

est un rectangle, donc A′X = AB et de même A′Y = AC. On en déduit que
A′X

A′Y
=
AB

AC
, donc A′ est sur la symédiane.

Exercice 3 La symédiane issue de A d’un triangle ABC recoupe le cercle cir-
conscrit enD. Soient P,Q,R les projetés orthogonaux deD sur les côtés (BC), (CA)
et (AB). Montrer que PQ = PR.

Solution de l’exercice 3

A

B
C

D

P

Q

R

On rappelle que P,Q,R sont alignés sur la droite de Simson associée au point
D.

En utilisant la loi des sinus dans le triangle PQD et la cocyclicité de PQCD,

on trouve que
PQ

QD
=

sin ÖQDP
sin ÖDPQ =

sin ÖACB
sin ÖDPQ et de même

PR

RD
=

sin ÖCBA
sin ÖRPD .

On en déduit que
PQ

PR
=
DQ

DR
× sin Ĉ

sin B̂
=
AC

AB
× c

b
= 1.
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Droites isogonales

Plus généralement, deux droites passant parA qui sont symétriques par rap-
port à n’importe quelle bissectrice de ÒA sont dites isogonales. De même que
pour la symédiane, on montre que si deux droites sont isogonales, la droite
reliant leurs seconds points d’intersection avec le cercle circonscrit à ABC est
parallèle à (BC).

Théoréme 42. Soient M et N deux points tels que les droites (AM) et (AN)
soient isogonales. Notons P et Q (resp. R et S) les projetés orthogonaux de M
(resp.N ) sur (AC) et (AB). Alors P,Q,R, S sont cocycliques. Le centre du cercle
passant par ces quatre points est le milieu de [MN ].

A

B

CM

N
P

R

S

Q

AQM et ARN étant semblables, on a
AQ

AR
=

AM

AN
. De même,

AS

AP
=

AN

AM
. En

effectuant le produit de ces deux égalités, il vient AQ · AS = AP · AR, donc
P,Q,R, S sont cocycliques.

Soit O le milieu de [MN ]. En considérant le trapèze MQSN , on voit que
la droite passant par le milieu de [QS] qui est parallèle à (NS) passe par O,
autrement dit O appartient à la médiatrice de [QS]. De même, O appartient à la
médiatrice de [PR], donc O est le centre du cercle.

Exercice 4 Montrer que le conjugué isogonal de la parallèle à (BC) passant par
A est la tangente en A au cercle circonscrit.

Solution de l’exercice 4 Soit ∆ la parallèle à (BC) passant parA et T son conjugué
isogonal. On a (T,AB) = (AC,∆) = (AC,BC) donc d’après le cas limite du
théorème de l’angle inscrit, T est la tangente en A au cercle ABC.

L’exercice suivant n’a pas été traité en cours.

Exercice 5 Soit ABC un triangle. Soient M un point de [BC] et N un point du
cercle circonscrit à ABC tels que (AM) et (AN) sont conjugués isogonaux l’un
de l’autre. Montrer que AM · AN = bc.

Solution de l’exercice 5
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A

B

CM

N

ABM et ANC sont semblables.

Points isogonaux

Théoréme 43. SoitABC un triangle. SoitM un point qui n’est ni sur le cercle cir-
conscrit, ni sur un côté du triangle. Alors les conjuguées isogonales des droites
(AM), (BM) et (CM) sont concourantes. Le point commun s’appelle le conju-
gué isogonal de M .

Notons ∆A et ∆B les bissectrices des angles ÒA et ÒB.
Si sym∆A

(AM) et sym∆B
(BM) étaient parallèles, alors (AM) serait parallèle

à sym∆A
sym∆B

(BM) = Rot
I,−bC(BM) où I est le point d’intersection de ∆A et

de ∆B, donc (BM,AM) = −ÒC = (CB,CA), et M appartiendrait au cercle ABC.
Contradiction.

Notons alors N l’intersection de sym∆A
(AM) et sym∆B

(BM). Il n’est pas
situé sur un sommet du triangle car M n’est pas sur un côté.

Pour des raisons de symétrie, on a
d(M,AB)

d(M,AC)
=

d(N,AC)

d(N,AB)
et
d(M,BA)

d(M,BC)
=

d(N,BC)

d(N,BA)
. En effectuant le quotient, on obtient

d(M,BC)

d(M,AC)
=
d(N,AC)

d(N,BC)
donc N

est sur le conjugué isogonal de (CM).

Exemples : O et H sont conjugués isogonaux l’un de l’autre. Le conjugué
isogonal de G s’appelle le point de Lemoine, c’est le point d’intersection des
trois symédianes.

Théoréme 44. Soient M un point, et N son conjugué isogonal par rapport au
triangle ABC. Alors les projetés orthogonaux de M et de N sur les côtés de
ABC sont cocycliques, et le centre du cercle est le milieu de [MN ].

Notons Ma le projeté de M sur le côté [BC]. On introduit de même les no-
tations Mb,Mc, etc. D’après le Théorème 42, les points Mb,Mc, Nb, Nc sont cocy-
cliques, le centre du cercle étant le milieu de [MN ]. On a de même deux autres
familles de quatre points cocycliques, et il reste à montrer que ces trois cercles
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sont confondus. En effet, ces trois cercles ont tous le même centre, et ils sont des
points communs deux à deux, donc ils ont également le même rayon.

Exemple : il existe un cercle, centré au milieu de [OH] passant par les pieds
des hauteurs et les milieux des côtés. Il s’agit en fait du cercle d’Euler.

Problèmes

Exercice 6 (Pologne 2000) Soit ABC un triangle isocèle en C, et P un point à
l’intérieur du triangle tel que ÖPAB = ÖPBC. Montrer que si M est le milieu de
[AB], alors ×APM + ÖBPC = 180◦.

Solution de l’exercice 6

A
B

P

C

MS

L’égalité ÖPAB = ÖPBC signifie que P appartient au cercle tangent en A et
B à (CA) et (CB) respectivement. D’après une construction de la symédiane,
la droite (PC) est la symédiane de PAB issue de P . Notons S le pied de cette
symédiane, on a par symétrie ×APM = ÖSPB, donc ×APM = 180◦ −ÖBPC.

Exercice 7 (OIM, shortlist 2003) On fixe trois points A,B,C alignés dans cet
ordre sur une droite. Soit Γ un cercle passant par A et C dont le centre ne se
trouve pas sur (AC). On désigne par P l’intersection des tangentes à Γ en A et
en C. On suppose que Γ rencontre le segment [PB] au point Q. Montrer que
l’intersection de la bissectrice de ÖAQC et de la droite (AC) ne dépend pas du
choix de Γ.

Solution de l’exercice 7
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A B C

P

Q

D

Par construction, B est le pied de la symédiane de QAC issue de Q, et il faut
montrer que le pied D de la bissectrice de ÖAQC ne dépend pas du choix de Γ.

Ceci découle du fait que
DA

DC
=
QA

QC
et que

BA

BC
=

�
QA

QC

�2

.

Les exercices suivants n’ont pas été traités en cours.

Exercice 8 (Test de sélection Vietnam 2001) Deux cercles du plan se coupent en
A et B, et une tangente commune intersecte les cercles en P et Q. Les tangentes
en P et Q au cercle circonscrit au triangle APQ se coupent en S. Soit H le symé-
trique de B par rapport à la droite (PQ). Montrer que les points A, S et H sont
colinéaires.

Solution de l’exercice 8

A

P Q

B

S

H

A′

A′′

(AS) est la symédiane issue de A du triangle APQ. On doit montrer qu’elle
contient le point H .

Soit A′ le milieu de [PQ]. Comme A′P = A′Q, le point A′ est sur l’axe radical
des deux cercles, donc (AB) est une médiane du triangle APQ.
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Soit A′′ le second point d’intersection de (AB) avec le cercle (APQ). Soit ∆
la médiatrice de [PQ]. On sait que la symédiane passe par le symétrique H ′ de
A′′ par rapport à ∆. On doit donc montrer que H = H ′. Or,

H ′ = H ⇐⇒ s∆(H ′) = s∆(H) ⇐⇒ A′′ = sA′(B),

donc il suffit de montrer que A′ est le milieu de [BA′′].
Or, d’après la puissance d’un point par rapport à un cercle, on a A′B ·A′A =

A′P 2 = −A′P · A′Q = −A′A · A′A′′, ce qui entraîne bien A′B = −A′A′′.
Exercice 9 (Test de sélection USA 2007) Soit ABC un triangle. Les tangentes en
B et C au cercle circonscrit à ABC se coupent en T . Soit S le point de (BC) tel
que (AS) ⊥ (AT ). Les points B1 et C1 se trouvent sur la droite (ST ) de sorte que
B1 se trouve entre C1 et S, et B1T = BT = C1T . Montrer que les triangles ABC
et AB1C1 sont semblables.

Solution de l’exercice 9

A

B

C

T

S

B1

C1

M

Analysons le problème. S’il est exact que ABC et AB1C1 sont semblables,
alors l’angle de la similitude est égal à (BC,B1C1) = (SB, SB1) puisque la
similitude envoie (BC) sur (B1C1). Mais il est aussi égal à (AB,AB1), donc
(SB, SB1) = (AB,AB1), ce qui montre que A, S,B,B1 sont cocycliques.

On va donc définir les points B2 et C2 appartenant à (ST ) de sorte que
A, S,B,B2 et A, S, C,C2 sont cocycliques. Le but est de montrer que

1) ABC et AB2C2 sont semblables ;
2) B1 = B2 et C1 = C2.

Montrons le premier point. D’après la construction du centre de la similitude
directe s qui envoieB surB1 etC surC1, le centre de s est égal àA, donc s envoie
ABC sur AB1C1.

Montrons le deuxième point. Par symétrie des rôles de B et C, il suffit de
montrer que BT = B2T , c’est-à-dire que BB2T est isocèle en T . On procède par
une chasse aux angles :
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(TB, TB2) = (TB,BC) + (SB, SB2) = (AB,AC) + (AB,AB2) (on a utilisé
le théorème de l’angle inscrit dans les cercles ABC et ASB). Comme (AB,AB2)
est égal à l’angle de la similitude directe s, et que s envoie M sur T , on a

(TB, TB2) = (AB,AC) + (AM,AT ).

D’autre part, (B2T,B2B) = (B2S,B2B) = (AS,AB) = π
2

+ (AT,AB).

Il vient

(BB2, BT ) = (BB2, B2T ) + (B2T,BT ) =
π

2
+ (AB,AT ) + (AT,AM) + (AC,AB)

=
π

2
+ (AB,AM) + (AC,AB)

=
π

2
+ (AT,AC) + (AC,AB) car (AT ) est la symédiane issue de A

=
π

2
+ (AT,AB) = (B2T,B2B).

Exercice 10 (USA 2008) Soit ABC un triangle acutangle scalène, et soient M,N
et P les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB]. Les médiatrices de [AB] et
[AC] coupent la droite (AM) aux points D et E respectivement. Soit F le point
d’intersection entre (BD) et (CE). Montrer que A,N, F et P sont cocycliques.

Solution de l’exercice 10

A

B CM

NP D

EF

Analysons le problème. Il semble que le point F se trouve sur la symédiane
issue de A. Supposons que ce soit vrai, alors F est le point d’intersection de la
symédiane et du cercle APN . D’autre part, comme le triangle DAB est isocèle
en D, on a ÖFBA = ÖBAD = ×BAM .

Remarquons également que (AM) est une symédiane deAPN puisqueAPN
est l’image de ABC par l’homothétie de centre A et de rapport 1/2.

Par conséquent, si l’énoncé de l’exercice est exact alors le lemme suivant doit
être vrai :
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Lemme : soit APN un triangle. On note A′ le milieu de [PN ]. Soit K le point
d’intersection entre le cercle APN et la symédiane issue de A, alors ÖKBA =ÖPAA′.

A

B

NP

K

A′

Montrons le lemme. On va démontrer que BPK est semblable à AA′P .
En effet, (PB, PK) = (AP,AK) + (KA,KP ) = (AA′, AN) + (NA,NP ) =

(AA′, A′P ) et

PB

PK
=
PA

PK
=

sin ÖAKP
sin ÖPAK =

sin ÖANP
sin×A′AN =

AA′

A′N
=
AA′

A′P
,

ce qui démontre le lemme. On va maintenant conclure. Soit K comme dans
le lemme. Il suffit de montrer que K se trouve sur les droites (BD) et (CE).
D’après le lemme, on a (BK,BA) = (AB,AM) car (AM) est la médiane de
APN issue de A, donc (BK,BA) = (AB,AD) = (BD,BA) puisque ABD est
isocèle en D, ce qui implique que B,K,D sont alignés. De même, C,K,E sont
alignés.

4 Groupe D : arithmétique

1 mardi 19 matin : Baptiste Louf

Pour commencer

Exercice 1 (IMO 2009 Problème 1)
Soit n ∈ N et (a1, · · · , ak) dans J1, nK tels que ∀i 6= j, ai 6= aj et ∀i ∈ J1, k − 1K, n |
ai(ai+1 − 1). Montrer que n - ak(a1 − 1).

Solution de l’exercice 1 Si on se place modulo n, ça donne aiai+1 ≡ ai. Raisonnons
par l’absurde en supposant aka1 ≡ ak.
Pour k = 2, on aurait a1a2 ≡ a1 et a2a1 ≡ a2 donc a1 ≡ a2. Contradiction.
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Pour k = 3, a1a2 ≡ a1, a2a3 ≡ a2 et a3a1 ≡ a3. Donc a1a2a3 ≡ a1a2 ≡ a2a3, donc
a1 ≡ a2. Contradiction.
On applique le même raisonnement pour tout k.

Exercice 2 (IMO 2011 Problème 5)
Soit f : Z→ N∗ telle que pour tous n,m entiers relatifs f(m− n) | f(m)− f(n).
Montrer que pour tous n,m tels que f(n) ≤ f(m), f(n) | f(m).

Solution de l’exercice 2 On commence par tester les choses basiques.
Poser n = 0 donne f(m) | f(0) pour tout m.
Poser m = 0 donne f(n) = f(−n) pour tout n.
En remplaçantm par (k+1)n et n par kn dans l’équation, on obtient f(n) | f((k+
1)n) − f(kn), d’où f(n) | f(kn) pour tous k, n. En particulier, on a f(1) | f(n)
pour tout n.
On remarque que f ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. On va donc
raisonner par récurrence sur le nombre de ces valeurs.
S’il n’y en a qu’une, f est constante, c’est fini. Sinon, soit a le plus petit entier
positif tel que f(a) > f(1). On veut prouver que si a - n alors f(n) = f(1). Il
suffit pour cela de prouver f(n) = f(1)⇔ f(n+ a) = f(1).
Soit n tel que f(n) = f(1). On a f(n + a) | f(n) − f(a) (car f est paire), donc
f(n + a) < f(a) donc directement f(n + a) = f(1). La réciproque se prouve de
manière identique.
La fonction g : n 7→ f(an) vérifie les conditions de l’énoncé et prend une valeur
de moins que f , on a donc f(m) ≤ f(n) ⇒ f(m) | f(n) pour tous les multiples
de a d’après l’hypothèse de récurrence. Or si a - n alors f(n) = f(1), on a donc
démontré ce qu’on voulait.

Exercice 3 (IMO 2010 Problème 3).
Trouver toutes les g : N→ N telles que (g(n) +m)(g(m) + n) est un carré parfait
pour tous n,m.

Solution de l’exercice 3 On veut chercher à prouver que les solutions sont du type
g(n) = n+ c. On vérifie que ces fonctions sont solution.

Lemme 45. Soit p un premier tel que g(n) ≡ g(m) mod p. Alors m ≡ n mod p

Démonstration. On cherche k tel que p ‖ g(n)+k (i.e. p | g(n)+k et p2 - g(n)+k)
et p ‖ g(m) + k.
Si p > 2 : choisir k1 tel que p2 | g(n) + k1 et k2 tel que p2 | g(m) + k2.
Si k1 + p ≡ k2 mod p

2 choisir k = k1 + 2p, sinon choisir k = k1 + p.
Si p=2 :
- Cas 1 : 4 | g(n) − g(m), on choisit k tel que 2 ‖ g(n) + k et on aura aussi
2 ‖ g(m) + k
- Cas 2 :2 ‖ g(n)− g(m). C’est un cas particulier (mais ça va marcher de la même
manière), il faut choisir k tel que 8 ‖ g(n) + k et on aura aussi 2 ‖ g(m) + k.
Or (g(n) + k)(g(k) + n) est un carré parfait divisible par p, il l’est donc par p2. Et
comme p ‖ g(n) + k, p | g(kn (dans le cas particulier, ça marche exactement de
la même façon, avec p3 et p4). De même, p | g(k) +m. Donc p | n−m. �

Si g(m) = g(n), alors pour tout p premier, p | m− n, donc m = n. Donc g est
injective.
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On pose m = n+ 1, on obtient |g(n)− g(n+ 1)| = 1 pour tout n. Comme elle est
injective, elle doit être forcément monotone. Et comme elle est à valeurs dans N,
elle doit être croissante.
Donc g(n) = n+ c.

Remarque 46. Si on trouve le lemme un peu trop difficile à prouver, on peut
très bien se débrouiller sans le cas p=2.

Ordre d’un élément

Rappel 47. Soit n ∈ N. Alors pour tout a premier avec n, aϕ(n) ≡ 1 mod n. En
particulier, si n = p premier, alors ap−1 ≡ 1 mod p.

Exercice 4 Soit un entier n > 1. Montrer que n - 2n − 1.

Solution de l’exercice 4 Soit p le plus petit diviseur premier de n. On a alors pgcd(n, p−
1) = 1. Donc d’après Bezout, il existe x, y des entiers tels que xn+ y(p− 1) = 1.
Raisonnons par l’absurde. On a alors p | 2n−1. Or 2 ≡ 2xn+y(p−1) ≡ (2n)x(2p−1)y ≡
1 mod p. Contradiction.

Définition 48. Si a est premier avec n, on appelle ordre de a modulo n le plus
petit entier k > 0 tel que ak ≡ 1 mod n. On le note ordn(a).

Proposition 49. ordn(a) | ϕ(n). En fait, pour tout k tel que ak ≡ 1 mod n, on a
ordn(a) | k.

Démonstration. Soit d = pgcd(ordn(a), k). Alors d’après Bezout, il existe des en-
tiers x et y tels que xordn(a)+yk = d. Alors ad ≡ axordn(a)+yk ≡ (aordn(a))x(ak)y ≡
1. Donc d = ordn(a), donc ordn(a) | k. �
Exercice 5 Soit p premier. Prouver que pp − 1 a au moins un diviseur premier
congru à 1 modulo p.

Solution de l’exercice 5 Pour tout diviseur premier q de pp−1 , pp ≡ 1mod q. Donc
ordq(p) = 1 ou p. S’il existe un q tel que ordq(p) = p, alors p | q − 1 et on a fini.
Sinon, tout diviseur premier de pp − 1 divise p − 1. Donc tout diviseur premier
de 1 + p + · · · + pp−1 divise p − 1. Soit q un tel diviseur. On a donc p ≡ 1 mod q
donc 1 + p+ · · ·+ pp−1 ≡ p mod q, contradiction.

Définition 50. On appelle racine primitive modulo n un élément g tel que ordn(g) =
ϕ(n).

Proposition 51. Une racine primitive génère les inversibles modulo n, i.e. pour
tout a premier avec n, il existe un unique k ∈ J1, ϕ(n)K tel que gk ≡ a mod n.

Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il existe a premier avec n et k < j
dans J1, ϕ(n)K tels que gk ≡ gj ≡ a mod n. Alors gj−k ≡ 1mod n, et donc g n’est
pas une racine primitive, contradiction. Donc la fonction qui va de J1, ϕ(n)K vers
les inversibles modulo n est injective, donc bijective par égalité de cardinaux.�
Exercice 6 Soit p un nombre premier. Montrer que pour tout i ∈ J1, p − 1K on a
1i + · · ·+ (p− 1)i ≡ 0 mod p
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Solution de l’exercice 6 Soit S = 1i + · · · + (p − 1)i et g une racine primitive,
qui génère donc les inversibles modulo p. Soit d = pgcd(i, p − 1), on a S ≡
d(
P p−1

d
−1

k=0 gkd). Or ((gd − 1)S ≡ gp−1 − 1 ≡ 0 donc S ≡ 0.

Proposition 52. Soit p un nombre premier. Alors il existe ϕ(p−1) racines primi-
tives modulo p.

Démonstration.

Lemme 53. soit d midp− 1. Alors Xd − 1 a exactement d racines modulo p.

Démonstration. D’après Fermat, Xp−1 − 1 possède p − 1 racines. Or Xp−1 =
(Xd− 1)(1 +Xd + · · ·+X(p−1)−d) et (1 +Xd + · · ·+X(p−1)−d) a au plus (p− 1)−d
racines. Donc Xd − 1 a exactement d racines modulo p. �

Montrons maintenant par récurrence qu’il existe exactement ϕ(d) éléments
d’ordre d pour tout d | p− 1. Le cas d=1 est trivial. Supposons le résultat correct
pour tout d′ < d. Alors parmis les d solutions de Xd − 1, il y en a

Pd′<d
d′|d (ϕ(d′))

qui ont un ordre inférieur à d. Or comme
P
d′|d(ϕ(d′)) = d, il y a ϕ(d) éléments

d’ordre d. �

Proposition 54. Soit m entier. S’il existe des racines primitives modulo m, il y
en a ϕ(ϕ(m)).

Proposition 55. Les entiers possédant des racines primitives sont 2, 4, pk et 2pk,
avec p premier impair.

Exercice 7 Soit n > 2. Montrer que 72n−2 ≡ 1 mod 2n.

Solution de l’exercice 7 Comme n > 2, 2n ne possède pas de racine primitive · · ·

Résidus quadratiques

Définition 56. Soit a premier avec m. On dit que a est un résidu quadratique
modulo m s’il existe x tel que a ≡ x2. Autrement, on dit que a est un non-résidu
quadratique.

Définition 57. Soit p un premier impair et a premier avec p. Alors le symbole
de Legendre

�
a
p

�
vaut 1 si a est un résidu quadratique modulo p et -1 sinon.

Proposition 58 (Critère d’Euler).
�
a
p

�
≡ a(p−1)/2 mod p.

Démonstration. Si a ≡ x2, a(p−1)/2 ≡ xp−1 ≡ 1. Sinon, pour tout i ∈ J1, p − 1K,
il existe j ∈ J1, p − 1K différent de i tel que a ≡ ij. On peut donc faire (p − 1)/2
paires d’éléments de J1, p− 1K. En en prenant le produit, on a (p− 1)! ≡ a(p−1)/2,
donc a(p−1)/2 ≡ −1 d’après Wilson. �

Corollaire 59.
�
a
p

��
b
p

�
≡
�
ab
p

�
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Exercice 8 Combien y a-t-il de résidus quadratiques modulo p ? Solution de l’exercice 8

Xp−1 − 1 = (X(p−1)/2 − 1)(X(p−1)/2 + 1) donc X(p−1)/2 − 1 a (p− 1)/2 racines. Il y
a donc (p− 1)/2 résidus quadratiques modulo p.

Théoréme 60 (Lemme de Gauss). Soit p premier impair et a premier avec p.
On regarde les résidus modulo p de a, 2a, · · · ((p − 1)/2)a, il y en a n qui sont
supérieurs à p/2. Alors

�
a
p

�
= (−1)n.

Démonstration. On va évaluer le produit a · 2a · · · p−1
2
a modulo p. Il vaut d’une

part a
p−1
2 (p−1

2
)!. D’autre part, définissons | x |= x si 0 < x < p/2, p − x sinon.

Alors le produit vaut (−1)n | a | · | 2a | · · · | p−1
2
a |. Or on observe que les

| ka | sont tous différents et inférieurs à p/2, donc ils sont une permutation
de 1, 2 · · · fracp− 12. Donc le produit est également égal à (−1)n(p−1

2
)!, d’où le

résultat. �

Proposition 61.
�
−1
p

�
= 1 si et seulement si p ≡ 1 mod 4.

Proposition 62.
�

2
p

�
= (−1)(p2−1)/8.

Démonstration. Utiliser le lemme de Gauss en distinguant selon la valeur de p
modulo 8. �
Exercice 9 Soit n impair. Prouver que tous les diviseurs de 2n − 1 sont congrus
à 1 ou -1 modulo 8.

Solution de l’exercice 9 Soit p premier divisant 2n − 1. n = 2m + 1 donc 2(2m)2 ≡
1mod p, donc 2 ≡ (2−m)2 mod p. Donc

�
2
p

�
= 1, donc p equiv±1mod 8. Donc tous

les diviseurs premiers de 2n − 1 sont congrus à 1 ou -1 modulo 8, c’est donc le
cas de tous ses diviseurs.

Théoréme 63 (Réciprocité quadratique). Soient p et q deux premiers impairs
distincts. Alors

�
p
q

��
q
p

�
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

Exercice 10 Montrer qu’il n’existe pas p et q premiers et m,n entiers tels que
(2p − p2)(2q − p2) = pmqn.

Solution de l’exercice 10 On élimine les cas où p ou q vaut 2. Dans les autres cas,
on a forcément 2p − p2 = qn et 2q − q2 = pm. En regardant la première équation
modulo q, on obtient 2p ≡ p2 donc

�
2p

q

�
= 1. Or

�
2p

q

�
=
�

2
q

�p
donc

�
2
q

�
= 1. De la

même manière
�

2
p

�
= 1. Regardons à présent la première équation modulo p :

qn ≡ 2. Or comme
�

2
p

�
= 1,

�
qn

p

�
= 1. Supposons n pair. Alors 4 | 2p = p2+qn. Or la

somme de deux carrés impairs n’est jamais divisible par 4, contradiction. Donc
n est impair,

�
q
p

�
= 1. De la même manière,

�
p
q

�
= 1. Donc d’après la réciprocité

quadratique, p ou q ≡ 1 mod 4. Par symétrie, disons p ≡ 1 mod 4. Donc pm ≡
1 mod 4, or 2q − q2 ≡ 3 mod 4, contradiction.
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Entiers de Gauss

Définition 64. Un entier de Gauss est un entier de la forme a+ib, avec a et b des
entiers. On noteZ[i] l’ensemble des entiers de Gauss

Remarque 65. -L’écriture a+ib est unique
-On peut définir la division dans les entiers de Gauss comme dans Z.
-On note |z|2 = a2 + b2 le module carré de z=a+ib. C’est un entier naturel

Proposition 66. Soit n entier. Si z | n, alors z | n.

Démonstration. Il existe a entier de Gauss tel que n = za. Donc n = za. �

Proposition 67. Si z | z′ alors |z|2 | |z′|2

Démonstration. Il existe a un entier de Gauss tel que z=az’, donc |z|2 = |a|2|z′|2.
�

Corollaire 68. Il existe des "premiers" dans les entiers de Gauss. Donc tout entier
de Gauss a une décomposition en premiers de Gauss, unique à mulitiplication
par -1, i ou -i près.

Exercice 11 Soit p un entier premier. A quelle condition est-il somme de deux
carrés ?

Solution de l’exercice 11 On va montrer que la condition est p ≡ 1 mod 4, ou bien
p=2. Pour p=2 c’est évident, supposons p>2.
Si p est somme de deux carrés, comme un carré est congru à 0 ou 1 modulo 4,
on a forcément p ≡ 1 mod 4.
Si p ≡ 1 mod 4 alors comme on l’a vu, -1 est un carré modulo p. Donc il existe x
entier strictement inférieur à p tel que p | x2 + 1. Supposons que p est premier
de Gauss. Alors p divise x+i ou x-i. Or |x− i|2 = x2 +1 ≥ (p−1)2 +1 < p2 = |p|2,
contradiction. Donc p n’est pas un premier de Gauss. Il existe donc a+ib avec
a, b 6= 0 divisant p. Or a-ib divise aussi p, donc a2 + b2 divise p. Or |a + ib|2 | p2,
donc |a+ ib|2 = p, donc |a2 + b2|2 = p2, donc p = a2 + b2.

Proposition 69. Si p est un premier congru à 3 modulo 4, alors p est un premier
de Gauss.

Démonstration. Par l’absurde, il devrait exister a+ib divisant p, donc p = a2 +
b2, contradiction. �

Remarque 70. Soit ω une racine primitive n-ième de l’unité. On peut définir
Z[ω] comme l’ensemble des a0 + a1ω + · · · + an−1ω

n−1, on aura des propriétés
similaires. Le cas n=3 est parfois utile.
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2 mardi 19 après-midi : Pierre Bertin

Équations Diophantiennes

Exercice 1 Trouvez toutes les solutions entières des équations suivantes :

1. 5
x
− 7

y
= 2

2. a4 + b4 + c4 + · · ·+m4 + n4 = 1599

3. y4 = x3 + 7

4. 3× 2x + 1 = y2

5. a2 + b2 + c2 = a2b2

6. xy + yz + zx = xyz + 2 (x, y, z strictement positifs)

7. (xy − 7)2 = x2 + y2

8. 3(xy + yz + zx) = 4xyz (x, y, z strictement positifs)

Exercice 2 Soient a, b, c, d 4 entiers tels que ab = cd. Montrer qu’il existe des
entiers w, x, y, z tels que a = wx, b = yz, c = wy, d = xz.

Exercice 3 (UK Olympiades) Trouver tous les entiers positifs x, y, z tels que�
1 +

1

x

��
1 +

1

y

��
1 +

1

z

�
= 2

Exercice 4 Soient a, b, c, d des entiers non nuls tels que ab = cd. Montrer que
a2 + b2 + c2 + d2 n’est pas un premier.

Exercice 5 (IMO 86 exo 1) Soit x un entier positif. Montrer que parmi les trois
entiers 2x− 1, 5x− 1, 13x− 1 il y en a au moins un qui n’est pas un carré parfait.

Exercice 6 (UK Olympiades) Montrer que l’équation suivante a une infinité de
solutions :

x3 + y3 = z4 − t2

Exercice 7 (IMO 97 exo 5) trouver les entiers a, b ≥ 1 tels que

ab
2

= ba.

Exercice 8 (IMO 01 exo 6) Soient a > b > c > d > 0 des entiers tels que

ac+ bd = (b+ d− a+ c)(b+ d+ a− c).

Montrer que ab+ cd n’est pas un nombre premier.

Solutions
Solution de l’exercice 1
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1. On réécrit l’équation 5y − 7x = 2xy. Sous cette forme il est difficile de
voir comment il est possible de factoriser. Il suffit de tout multiplier par 2 :
10y−14x = 4xy ou encore (2x−5)(2y+7) = −35. Les diviseurs de -35 sont
−35,−7,−5,−1, 1, 5, 7, 35. Le premier cas 2x−5 = −35 et 2y+7 = 1 donne
x = −15, y = −3. Les autres solutions sont : (−1,−1),(2, 14),(3,−21),(5,−7),(6,−6)
et (20,−4). La solution x = y = 0 est bien sûr invalide.

2. On regarde modulo 16 : x4 ≡ 0 ou 1[16]. Ici on a une somme de 14 puis-
sance quatrièmes, on peut donc obtenir 0, 1, 2, . . . , ou 14 modulo 16. Il est
donc impossible d’obtenir 1599 qui est congru à 15.

3. Il faut regarder modulo 13 : y4 ≡ 0, 1, 3, 9[13] et x3 ≡ 0, 1, 5, 8, 12[13]. On
voit qu’il n’y a aucun moyen d’obtenir y4 = x3 + 7.

4. On commence par réécrire l’équation sous la forme 3× 2x = (y− 1)(y+ 1).
Les seuls diviseurs de 3 × 2x sont de la forme 2p ou 3 × 2q.Il y a deux cas
possibles : y− 1 = 2p et y+ 1 = 3× 2q ou y− 1 = 3× 2q et y+ 1 = 2p. Dans
les deux cas, x = p + q. Ensuite, un peu de travail nous donne les seules
solutions (3, 5), (0, 2) et (4, 7).

5. En regardant modulo 4, on voit qu’il faut que a, b et c sont tous pairs. On
écrit a = 2a′, b = 2b′, c = 2c′. L’équation devient alors a′2 +b′2 +c′2 = 4a′2b′2.
Encore une fois, en regardant modulo 4, on déduit que a′, b′, c′ sont pairs,
on les divise par 2 à nouveau. On peut continuer comme ça éternellement.
Par un argument de descente infinie, on peut prouver qu’il n’y a pas de
solutions non nulles. La seule solution est (0, 0, 0).

6. Sans perdre de généralité, on peut supposer que x ≤ y ≤ z. On voit que
si x ≥ 3, alors xyz + 2 > 3yz alors que xy + yz + zx ≤ 3yz. Les seules
solutions possibles sont x = 1 ou 2. Étudions ces deux cas.
Si x = 1, on a alors yz + y + z = yz + 2, donc y + z = 2. Mais comme
1 = x ≤ y ≤ z, l’unique solution est (1, 1, 1).
Si x = 2, alors yz + 2y + 2z = 2yz + 2, donc 2y + 2z = yz + 2. Si y ≥ 4,
alors yz + 2 > 4z, mais 2y + 2z ≤ 4z, ce qui est impossible. Il y a donc
2 possibilités : y = 2 ou 3. Si y = 2, on a 4 + 2z = 2z + 2 qui n’a pas de
solutions. Si y = 3, on a 6 + 2z = 3z + 2 donc z = 4.
Pour conclure les solutions sont (1, 1, 1) et les différentees permutations
de (2, 3, 4).

7. On peut supposer que x ≤ y.

8. On peut supposer que x ≤ y ≤ z. Si x ≥ 3, alors 4xyz ≥ 12yz alors que
3(xy + yz + zx) ≤ 9yz.
Si x = 1, alors 3(yz+ y+ z) = 4yz donc 3y+ 3z = yz. On vérifie facilement
que y ≤ 6, ce qui nous donne les solutions (1, 4, 12) et (1, 6, 6).
Si x = 2, alors 3(yz + 2y + 2z) = 8yz donc 6y + 6z = 5yz. On vérifie que
y < 3, donc la seule solution est (2, 2, 3).
En conclusion, les solutions sont (1, 4, 12), (1, 6, 6), (2, 2, 3) et leurs permu-
tations.
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Solution de l’exercice 2 Comme ab = cd, on a aussi a
c

= d
b
. Soit x

y
la forme irréduc-

tible de cette fraction. Pour obtenir la forme irréductible d’une fraction il faut
diviser en haut et en bas par un même entier, donc il existe un entier w tel que
a = wx et c = wy, et un entier z tel que b = yz et d = xz.

Solution de l’exercice 3 Sans perte de généralité, on suppose x ≤ y ≤ z. Si x ≥ 4,
alors

�
1 + 1

x

� �
1 + 1

y

� �
1 + 1

z

�
≤
�

5
4

�3
< 2. Donc x = 1, 2 ou 3. Si x = 1, alors�

1 + 1
y

� �
1 + 1

z

�
= 1 ce qui est impossible. En étudiant les autres cas on trouve

les solutions (2, 6, 7), (2, 5, 9), (2, 4, 15), (3, 3, 8) et (3, 4, 5).

Solution de l’exercice 4 On utilise le résultat de l’exercice 2 pour écrire a = wx,
b = yz, c = wy, d = xz. Donc

a2 + b2 + c2 + d2 = w2x2 + y2z2 + w2y2 + x2z2 = (w2 + z2)(x2 + y2)

Les deux termes (w2 + z2) et (x2 + y2) sont au moins 2, donc le produit n’est pas
un premier.

Solution de l’exercice 5 Considérons le modulo 16. Les seuls carrés modulo 16
sont 0,1,4,9. Il suffit ensuite de vérifier que quelque soit la congruence de x mo-
dulo 16, au moins un des entiers 2x − 1, 5x − 1 ou 13x − 1 n’a pas la bonne
congruence.

Solution de l’exercice 6 On remarque que si l’on a une solutions (x, y, z, t), alors
pour tout entier k, (k4x, k4y, k3z, k6t) est aussi solution. Il suffit donc de trouver
une solution pour en avoir une infinité.

Il y a plusieurs façons de trouver une solution, par exemple si x = y = 2n,
on veut 23n+1 = z4 − t2 = (z2 − t)(z2 + t). Il faut trouver deux puissances de
2 qui s’écrivent z2 − t et z2 + t. Un couple qui marche est 32 = 122 − 112 et
256 = 122 + 112. une solution est (16, 16, 12, 112).

Solution de l’exercice 7 Soit d = pgcd(a, b) et écrivons a = du et b = dv avec u et
v premier entre eux. l’équation devient (du)dv

2
= (dv)u. Étudions plusieurs cas

différents selon les valeurs de u et dv2 :
Premier cas : dv2 = u dans ce cas v|u et du coup v = 1, u = d et d2d = dd, donc

d = 1. On a donc la solution a = 1, b = 1.
Deuxième cas : dv2 > u l’équation devient ddv2−uudv2 = vu. On a alors u|v donc

u = 1. Le cas d = 1 donne la même solution (1, 1) que précédemment. Si d ≥ 2,
ddv

2−1 ≥ 22v2−1 > v, il n’y a pas de solution.
Troisième cas : dv2 < u l’équation devient udv2 = du−dv

2
vu. On a alors v|u donc

v = 1. On a donc
ud = du−d

Rappelons que d = dv2 < d, il faut donc que u − d > d, càd u > 2d. Soit p
un premier et α = vp(u), β = vp(d) les valuations p-adiques. On a alors αd =
β(u − d), donc α > β. C’est vrai pour tous les nombres premiers donc u est un
multiple de d. Écrivons u = kd, l’équation devient k = dk−2.

On sait que k ≥ 3 car u > 2d. Si k = 3, on a d = 3 et a = 27, b = 3. Si k = 4,
on a d = 2 et a = 16, b = 2. Si k ≥ 5, alors dk−2 ≥ 2k−2 > k et on n’a plus de
solutions. En conclusion, les solutions sont (1, 1), (2, 16), (3, 27).
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Solution de l’exercice 8 En développant et réarrangeant ac + bd = (b + d − a +
c)(b+ d+ a− c), on obtient

b2 + d2 + bd = a2 + c2 − ac

Ainsi, calculons la quantité (ac+ bd)(b2 + d2 + bd) :

(ac+ bd)(b2 + d2 + bd) = ac(b2 + d2 + bd) + bd(a2 + c2 − ac)
= acb2 + acd2 + bda2 + bdc2

= (ab+ cd)(ad+ bc)

Ainsi, ac+ bd divise (ab+ cd)(ad+ bc).
Supposons maintenant que ab + cd est un nombre premier p, alors deux cas

sont possibles : ac + bd est divisible par p, ou il est premier avec p et dans ce
cas il divise ad + bc. Nais comme a > b > c > d, on voit facilement que :
ab+ cd > ac+ bd > ad+ bc, donc les deux cas discutés demandent qu’un entier
soit divisible par un entier plus grand, ce qui est impossible.

On peut donc conclure que ab+ cd n’est pas premier.

3 mercredi 20 matin : Igor Kortchemski

Ce cours présente des résultats concernant l’étude des facteurs premiers de
an ± bn autour de trois thèmes :

(i) le théorème LTE (“Lifting The Exponent”), qui permet (sous certaines hy-
pothèses) de trouver la plus grande puissance d’un nombre premier divi-
sant an ± bn,

(ii) les polynômes cyclotomiques, qui interviennent en arithmétique en lien
avec la notion d’ordre d’un élément modulo un nombre premier,

(iii) et enfin le théorème de Zsigmondy, qui s’intéresse aux facteurs premiers
de an−bn qui ne divisent aucun des entiers aj−bj pour 1 ≤ i ≤ j. Ce théo-
rème s’énonce simplement, mais sa démonstration est délicate. Comme
celle-ci n’utilise que des notions élémentaires combinées avec (i) et (ii) et
qu’elle est instructive, nous avons jugé intéressant de la présenter dans sa
totalité.

Nous supposons ici acquis :

(i) la notion d’ordre d’un entier modulo un nombre premier (on rappelle que
si a et n sont des entiers premiers entre eux, l’ordre de a modulo n est le
plus petit entier ω ≥ 1 tel que aω ≡ 1 (mod n). Cela entraîne que si ak ≡ 1
(mod n), alors ω divise k).

(ii) la notion de nombre complexe, en particulier l’écriture sous la forme reiθ et
la notion de module, et renvoyons à un cours sur les nombres complexes
pour ces prérequis.
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Théorème LTE

Pour un entier n ≥ 1 et un nombre premier p, on note vp(n) l’exposant de la
plus grande puissance de p divisant n.

On commence par le lemme suivant.

Lemme 71. Soient x, y des entiers relatifs et n ≥ 1. Soit p un nombre premier ne
divisant pas n, tel que p | x− y mais tel que p - x, p - y. Alors

vp(x
n − yn) = vp(x− y).

Démonstration. On écrit xn−yn = (x−y)(xn−1+yxn−2+· · ·+yn−1). Comme x ≡ y
(mod p), on remarque que xn−1 + yxn−2 + · · · + yn−1 ≡ nxn−1 (mod p). Comme
p ne divise ni x, ni y, il s’ensuit que nxn−1 6≡ 0 (mod p). Donc p ne divise pas
xn−1 + yxn−2 + · · ·+ yn−1 et le résultat en découle.

Théoréme 72 (Théorème LTE). Soit p un nombre premier impair. Soient a, b des
nombres entiers relatifs et un entier n ≥ 1. On suppose que p divise a − b mais
que p - a, b - y. Alors :

vp(a
n − bn) = vp(a− b) + vp(n).

Démonstration. Étape 1. On montre d’abord que

vp(x
p − yp) = vp(x− y) + 1. (III.4)

À cet effet, notonsA = xp−1+yxp−2+· · ·+yp−1. Le même raisonnement que dans
la preuve du Lemme 71 fournit A ≡ pxp−1 ≡ 0 (mod p). Étudions maintenant A
modulo p2. Comme p divise x− y, il existe k ∈ Z tel que y = x + kp. Alors, tout
entier 0 ≤ i ≤ p− 1, on a

yixp−1−i = (x+ kp)ixp−1−i

=

�
xi + ikpxi−1 +

iX
j=2

 
j

i

!
(kp)jxi−j

�
xp−1−i

≡ xp−1 + ikpxp−2 (mod p2).

Il en découle que

p−1X
i=0

yixp−1−i ≡
p−1X
i=0

�
xp−1 + ikpxp−2

�
(mod p2)

≡ pxp−1 +
p− 1

2
· kp2xp−2 (mod p2)

�
p− 1

2
est entier car p est impair

�
≡ pxp−1 (mod p2)

6≡ 0 (mod p2) (car p - x).

Ceci établit (III.4) .

Étape 2. Par une récurrence immédiate, on obtient que

vp(x
pi − ypj) = vp(x− y) + i. (III.5)
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pour tout entier i ≥ 1. Écrivons à présent n = pαN avec p ne divisant pas N .
Alors

vp(x
n − yn) = vp

��
xp

α�N − �ypα�N�
= vp(x

pα − xpα) (d’après le Lemme 71)
= vp(x− y) + α (d’après (III.5)).

Ceci conclut la preuve.

Lorsque n est impair, en changeant y en −y on en déduit immédiatement le
résultat suivant.

Théoréme 73 (Théorème LTE bis). Soit p un nombre premier impair. Soient a, b
des nombres entiers (non nécessairement positifs) et un entier n ≥ 1 impair . On
suppose que p divise a+ b mais que p ne divise ni a ni b. Alors :

vp(a
n + bn) = vp(a+ b) + vp(n).

Ce théorème et son corollaire doivent être connus. Insistons sur le fait que p
doit être impair pour appliquer le théorème LTE. On renvoie à
http ://www.artofproblemsolving.com/Resources/Papers/LTE.pdf

pour des extensions au cas p = 2 et de nombreux autres exemples d’applica-
tion. Nous ne pouvons qu’encourager fortement le lecteur à lire attentivement
ce dernier texte.

Voici un exemple d’application :
Trouver tous les nombres premiers p tels que (p− 1)p + 1 soit une puis-

sance de p.

Pour répondre à cette question, on exclut d’abord le cas p = 2 qui convient
bien, et on remarque qu’on peut alors appliquer le théorème LTE :

vp((p− 1)p + 1) = vp(p− 1 + 1) + vp(p) = 2.

Donc (p− 1)p + 1 = p2, ou encore (p− 1)p−1 = p + 1. Donc p− 1 divise p + 1, et
donc p− 1 divise p+ 1− (p− 1) = 2. Donc p ≥ 3. On vérifie réciproquement que
p = 3 convient aussi.

- Exercices -

Exercice 1 Soient a, n deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
impair tel que ap ≡ 1 mod pn. Montrer que a ≡ 1 mod pn−1.

Exercice 2 Soit k un entier strictement positif. Trouver tous les entiers stricte-
ment positifs n tels que 3k divise 2n − 1.

Exercice 3 Soit p un premier impair et m un entier tel qu’il existe des entiers
x, y > 1 vérifiant

xp + yp

2
=
�x+ y

2

�m
.
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Montrer que m = p.

Exercice 4 Trouver toutes les solutions entières de x2009 + y2009 = 7k.

Exercice 5 (IMO 1990/3) Trouver tous les entiers n ≥ 1 tels que n2 divise 2n + 1.

Exercice 6 (Bulgarie 1997) Pour un entier n > 0, 3n − 2n est la puissance d’un
nombre premier. Montrer que n est premier.

Exercice 7 Soit a un entier strictement positif. On suppose que 4(an + 1) est le
cube d’un entier pour tout entier positif n. Trouver a.

Un lemme utile

On établit ici le lemme utile suivant (qui est probablement un résultat bien
connu lorsque b = 1) :

Lemme 74. Soient a 6= b des entiers relatifs premiers entre eux. Soient m,n ≥ 1
des entiers. Alors

PGCD (an − bn, am − bm) =
���aPGCD(m,n) − bPGCD(m,n)

��� .
Démonstration. On montre que chaque terme de l’égalité divise l’autre. Pour
simplifier les notations, posons Vn = an − bn pour n ≥ 1. Tout d’abord, comme
PGCD (m,n) divise m, VPGCD(m,n) divise Vm. De même, VPGCD(m,n) divise Vn. On
en déduit que VPGCD(m,n) divise PGCD (Vm, Vn).

Ensuite, si m = n, il n’y a rien à faire. Sinon, supposons m > n. On vérifie
que

am−bm−(an − bn) = an(am−n−bm−n)+(an−bn)(bm−n−1) = anVm−n+Vn(bm−n−1).

Il en découle que PGCD (Vm, Vn) divise anVm−n. Comme a et b sont premiers
entre eux, PGCD (Vm, Vn) divise Vm−n. Ainsi, PGCD (Vm, Vn) divise PGCD (Vm−n, Vn).

Si m < n, on montre de même que PGCD (Vm, Vn) divise PGCD (Vn−m, Vn).
Or on sait que PGCD (m− n, n) = PGCD (m,n−m) = PGCD (m,n). Par récur-
rence (par exemple surm+n) on en déduit que PGCD (Vm, Vn) divise PGCD (m,n),
ce qui conclut.

Polynômes cyclotomiques

Avant d’introduire les polynômes cyclotomiques, nous abordons d’abord les
racines primitives de l’unité et la fonction de Möbius.

1) Racines primitives de l’unité

Définition 75. Soit n ≥ 1 un entier. Un nombre complexe z tel que zn = 1 est
appelé racine n-ième de l’unité. Il y a n racines n-ièmes de l’unité : ce sont les
n nombres complexes e2iπk/n pour 0 ≤ k ≤ n − 1. On notera Ωn l’ensemble des
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racines n-ièmes de l’unité. Si z ∈ ∪n≥1Ωn, on dit simplement que z est racine de
l’unité.

Si z est une racine de l’unité, le plus petit entier k ≥ 1 tel que zk = 1 est ap-
pelé ordre de z, et est noté ordre(z). Si un nombre complexe z, racine de l’unité,
est d’ordre k, on dit que z est une racine primitive k-ième (de l’unité).

On laisse la preuve de la proposition suivante en exercice, qui se démontre
comme la proposition similaire concernant l’ordre modulo un entier (ou, si on
préfère, découle du fait que les groupes (Ωn,×) et (Z/nZ,+) sont isomorphes).

Proposition 76. Soit z ∈ Ωn. Alors :

(i) ordre(z) divise n.

(ii) Si zk = 1, alors ordre(z) divise k.

Lemme 77. Soit z une racine primitive n-ième. Alors Ωn = {z, z2, . . . , zn−1}.

Démonstration. L’ordre de z étant égal à n, l’ensemble {z, z2, . . . , zn−1} est consti-
tué de n éléments distincts, et a donc le même cardinal que Ωn. Il suffit donc de
montrer que {z, z2, . . . , zn−1} ⊂ Ωn. Soit donc 1 ≤ i ≤ n. Comme (zi)n = (zn)i =
1, on bien zi ∈ Ωn. Ceci conclut.

Proposition 78. Soit z une racine de l’unité. Alors ordre(zk) = ordre(z)
PGCD(k,ordre(z))

. En
particulier, si z est une racine primitive n-ième, alors zk est une racine primitive
n/PGCD (k, n)-ième.

Démonstration. Tout d’abord, on a bien (zk)n/PGCD(k,n) = (zn)k/PGCD(k,n) = 1. En-
suite, si (zk)m = 1 pour un entierm ≥ 1, on a zkm = 1 et donc n divise km d’après
la Proposition 78. On écrit ensuite k = PGCD (k, n) ·K et n = PGCD (k, n) · N ,
avec K et N premiers entre eux. Comme n divise km, on en déduit que N divise
Km et donc N , premier avec K, divise m. Donc n/PGCD (k, n) divise m, ce qui
montre que n/PGCD (k, n) divise ordre(zk) et conclut.

Dans la suite, φ désigne la fonction indicatrice d’Euler. On rappelle que φ(n)
est le nombre d’entiers compris au sens large entre 1 et n − 1 premiers avec n,
et que φ(ab) = φ(a)φ(b) lorsque a et b sont des entiers premiers entre eux. Du
Lemme 77 et de la Proposition 78, il vient immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 79. Il existe φ(n) racines n-ièmes de l’unité.

2) Fonction de Möbius

Définition 80. Soit µ : N→ {−1, 0, 1} la fonction définie comme suit :

µ(n) =

8>><>>:
1 si n = 1

(−1)k si n n’est pas divisible par un carré et k est le nombre de facteurs premiers de n
1 sinon.

La fonction µ est appelée fonction de Möbius, et on remarque que µ(ab) =
µ(a)µ(b) si a et b sont premiers entre eux.
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Lemme 81. Soit n ≥ 1. AlorsX
d | n

µ(d) =

8<:1 si n = 1

0 si n ≥ 2.

Démonstration. Pour n = 1, c’est vrai. On suppose donc n ≥ 2 et on note T le
produit des nombres premiers divisant n. Si d divise n, il est clair que µ(d) = 0
si d ne divise pas T . Soit ensuite p un nombre premier quelconque divisant T et
posons T = pT ′. AlorsX
d | n

µ(d) =
X
d | T

µ(d) =
X

d | pT ′
µ(d) =

X
d | T ′

(µ(d) + µ(pd)) =
X
d | T ′

(µ(d)− µ(d)) = 0.

L’utilité de la fonction de Möbius provient, entre autres, grâce au théorème
d’inversion suivant.

Théoréme 82 (Inversion multiplicative de Möbius). Soient F, f : N → R∗ deux
fonctions telles que F (n) =

Y
d | n

f(d) pour tout entier n ≥ 1. Alors f(n) =Y
d | n

F
�n
d

�µ(d)

pour tout entier n ≥ 1.

Démonstration. Posons

A =
Y
d|n
F
�n
d

�µ(d)

=
Y
d|n

Y
t|n
d

f (t)µ(d) .

Or (d | n et t | n
d
) est équivalent à (t | n, d | n, t | n

d
). Donc

A =
Y
t|n

Y
d|n,t|n

d

f (t)µ(d) =
Y
t|n
f(t)

X
d|n,t|n

d

µ(d)

.

Or, pour un diviseur t de n, (d | n et t | n
d
) est équivalent à d | n

t
. DoncX

d|n,t|n
d

µ(d) =
X
d|n
t

µ(d).

D’après le Lemme 81, cette somme est nulle sauf si t = n. En déduit que A =
f(n).

3) Définition et premières propriétés

Définition 83. Pour tout entier n ≥ 1, on pose

Φn(X) =
Y

z est racine primitive n-ièmedel′unit
(X − z) .
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Le polynôme Φn, de coefficient dominant égal à 1, a priori à coefficients com-
plexes, est appelé n-ième polynôme cyclotomique. Nous verrons plus loin que
Φ est en fait à coefficients entiers.

Théoréme 84. Pour tout entier n ≥ 1, on a Xn − 1 =
Y
d|n

Φd(X).

Démonstration. Pour simplifier les notations, posons P (X) = Xn − 1 et Q(X) =Q
d|n Φd(X). Comme P et Q sont unitaires, que les racines de P sont toutes dif-

férentes et que les racines de Q sont aussi toutes différentes, il suffit de montrer
que les racines de P et Q sont les mêmes. D’abord, si zn = 1, soit d = ordre(z).
Alors d | n et z est racine primitive d-ièm et donc Φd(z) = 0, de sorte que
Q(z) = 0. Réciproquement, si Q(z) = 0, on a bien zn = 1 et donc P (z) = 0.
Ceci conclut.

En prenant les degrés dans l’égalité du théorème précédent, on obtient le
résultat suivant.

Corollaire 85. Pour tout entier n ≥ 1, on a n =
X
d|n
φ(d).

Un autre corollaire utile, qui est une conséquence immédiate, est le suivant.

Corollaire 86. Soient n ≥ 1 un entier, a ∈ Z et p un nombre premier. Si p divise
Xn − 1, alors il existe un diviseur d de n tel que p divise Φd(a).

On déduit aussi du théorème 84 le résultat important qui suit.

Corollaire 87. Pour tout entier n ≥ 1, le polynôme Φn est à coefficients entiers.

Démonstration. On raisonne par récurrence forte sur n. Pour n = 1, on a bien
Φ1(X) = X−1. Supposons que Φk ∈ Z[X] pour tout 1 ≤ k ≤ n−1. Posons alors

Q(X) =
Y

d|n,d 6=n
Φd(X),

qui est à coefficients entiers, unitaire. Par division euclidienne de Xn − 1 par
Q, on en déduit l’existence de polynômes P,R ∈ Z[X] tels que Xn − 1 =
P (X)Q(X)+R(X) avec degR < degQ. En utilisant le théorème 84, on en déduit
que

R(X) = Q(X) (P (X)− Φn(X)) .

Comme degR < degQ, on a forcément R = 0 et φn(X) = P (X) ∈ Z[X].

Corollaire 88. Si n ≥ 1 est impair, on a Xn + 1 =
Y
d|n

Φ2d(X).

Démonstration. D’après le Théorème 84, on a

(Xn−1)(Xn+1) = X2n−1 =
Y
d|2n

Φd(X) =
Y
d|n

Φd(X)·
Y
d|n

Φ2d(X) = (Xn−1)·
Y
d|n

Φ2d(X),

d’où le résultat en divisant par Xn − 1.
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Lemme 89 (Encadrement des polynômes cyclotomiques). Soit a ∈ C et n ≥ 1.
On a

(|a| − 1)φ(n) ≤ Φn(a) ≤ (|a|+ 1)φ(n).

De plus, lorsque n > 2, ces inégalités sont strictes.

Démonstration. En prenant le module dans la définition de Φn(a), on a

Φn(a) =
Y

z est racine primitive n-ièmedel′unit
|a− z| .

Le résultat découle alors de l’inégalité triangulaire. Lorsque n > 2, les racines
primitives n-ième ne sont pas alignées, ce qui implique l’existence d’une racine
primitive n-ième z telle que |a| − 1 < |z − a| < |a|+ 1.

On va maintenant présenter quelques résultats permettant de calculer en
pratique les polynômes cyclotomiques.

Théoréme 90 (Factorisation des polynômes cyclotomiques). Pour tout entier
n ≥ 1, on a

Φn(X) =
Y
d|n

�
X

n
d − 1

�µ(d)
.

Compte tenu du Théorème 84, ce théorème est une conséquence immédiate
du théorème 82. En prenant les degrés dans l’égalité du théorème précédent, on
en déduit la formule suivante.

Corollaire 91. Pour tout entier n ≥ 1, on a φ(n) =
X
d|n

n

d
µ(d).

Dans le cas où n est un nombre premier, le théorème 90 fournit

Corollaire 92. Soit p un nombre premier. Alors

Φp(X) =
Xp − 1

X − 1
= Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1.

Théoréme 93. Si p est un nombre premier et n ≥ 1 un entiers, on a

Φpn(X) =

8><>:Φn(Xp) si p | n
Φn(Xp)

Φn(X)
si p - n.

Démonstration. On pourrait prouver ce résultat en utilisant le Théorème 90, mais
nous poursuivons ici une autre approche. Supposons d’abord que p divise n et
écrivons n = pkN avec p ne divisant pas N . On remarque que les racines du po-
lynôme de gauche de l’égalité du Théorème sont toutes différentes, et que c’est
également le cas pour celui de droite. Montrons que les deux polynômes ont
même degré. On a deg Φpn = φ(pk+1N) = pk(p− 1)φ(N). De plus, deg Φn(Xp) =
pφ(n) = pφ(pkN) = pk(p− 1)φ(N). Pour montrer que Φpn(X) = Φn(Xp), il suffit
donc de montrer que si Φpn(z) = 0 alors Φn(zp) = 0. Pour cela, soit z une racine
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pn-ième. D’après la Proposition 78, zp est racine pn/PGCD (p, pn) = n-ième de
l’unité, donc est racine de Φn.

Si p ne divise pas n, on vérifie de même que les degrés coincident. De plus,
si Φpn(z) = 0, alors zp est racine n-ième de l’unité et zn 6= 1, de sorte que z est
bien racine de Φn(Xp)/Φn(X).

Par récurrence immédiate, on obtient alors le résultat suivant.

Corollaire 94. Si p est un nombre premier et k, n ≥ 1 sont des entiers, on a

Φpkn(X) =

8><>:Φn(Xpk) si p | n
Φn(Xpk)

Φn(Xpk−1)
si p - n.

Corollaire 95. Si n ≥ 1 est un entier impair, alors Φ2n(X) = Φn(−X).

Démonstration. D’après le théorème 93, on a Φ2n(X) = Φn(X2)/Φn(X). Or Φn(X2) =
Φn(X) · Φn(−X). En effet, si z2 est racine n-ième de l’unité, on vérifie aisément
que soit z soit −z est racine n-ième de l’unité.

Exemples. Il est instructif d’utiliser les formules précédentes pour vérifier
que

Φ1 = X−1,Φ2 = X+1,Φ3 = X2+X+1,Φ4 = X2+1,Φ5 = X4+X3+X2+X2+X1,Φ6 = X2−X+1.

Théoréme 96. Si a, n ≥ 1 sont des entiers premiers entre eux, alors Φn(Xa) =Y
d|a

Φnd(X).

Démonstration. En utilisant le corollaire 85, on vérifie que les degrés des deux
polynômes unitaires de part et d’autre de l’égalité sont les mêmes. Il suffit donc
de montrer que si za est une racine primitive n-ième, il existe un diviseur d de a
tel que Φnd(z) = 0. À cet effet, appliquons la Proposition 78 :

n · PGCD (a, ordre(z)) = ordre(z). (III.6)

En particulier, ordre(z) divise an. Puisque a et n sont premiers entre eux, on peut
donc écrire ordre(z) = dn′ avec d | a et n′ | n. En injectant dans (III.6), on obtient
nd = dn′. Donc n = n′, et ordre(z) = dn. Ainsi, z est racine primitive dn-ième
avec d | n, ce qui conclut.

Remarque 97. Il est possible de montrer que Φn(X) est irréductible sur Q[X]
pour tout entier n ≥ 1, de sorte que le Théorème 84 fournit la décomposition en
polynômes irréductibles de Xn − 1 sur Q[X].
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4) Propriétés d’ordre

Lemme 98. Soient a, n ≥ 1 des entiers et p un nombre premier. Supposons qu’il
existe un polynôme P ∈ Z/pZ[X] tel que l’égalité

Xn − 1 = (X − a)2 · P (X)

ait lieu dans Z/pZ[X]. Alors p divise n.

Démonstration. On dérive l’égalité apparaissant dans l’énoncé du lemme :

nXn−1 = 2(X − a)P (X) + (X − a)2P ′(X).

On évalue en X = a pour obtenir que nan−1 = 0 dans Z/pZ[X]. Donc p divise
nan−1 Or 0 n’est pas racine deXn−1 dans Z/pZ[X], donc p ne divise pas a. Donc
p divise n.

On en déduit le résultat suivant, concernant les diviseurs premiers de deux
polynômes cyclotomiques évalués au même entier.

Lemme 99. Soient n ≥ 1 un entier et p un nombre premier. Soit d un diviseur de
n avec d 6= n. On suppose que p | Φn(a) et que p | Φd(a). Alors p divise n.

Démonstration. Comme p divise Φd(a), cela signifie que a est racine de Φd dans
Z/pZ[X]. Donc il existe un polynôme P1 ∈ Z/pZ[X] tel que Φd(X) = (X −
a)P1(X) dans Z/pZ[X]. De même, il existe un polynôme P2 ∈ Z/pZ[X] tel que
Φn(X) = (X − a)P2(X) dans Z/pZ[X]. D’après le Théorème 84, on a Xn − 1 =
(X−a)2R(X) dans Z/pZ[X] pour un certain polynômeR ∈ Z/pZ[X]. Le Lemme
99 implique alors que p divise n.

Ce lemme va nous permettre d’établir les deux théorèmes principaux sui-
vants concernant les polynômes cyclotomiques évalués en des entiers.

Théoréme 100. Soient m,n ≥ 1 des entiers, a ∈ Z et p un nombre premier. On
suppose que p divise Φm(a) et que p divise Φn(a). Alors il existe k ∈ Z tel que

m

n
= pk.

De plus, PGCD (Φm(a),Φn(a)) est une puissance de p.

Démonstration. On écritm = pαM et n = pβN avec p -M et p - N . On va montrer
que M = N . Tout d’abord, p | Φm(a) | am − 1, donc p ne divise pas a. Montrons
que p divise ΦM(a). On peut supposer α ≥ 1 (car sinon m = M et il n’y a rien à
faire). Alors, d’après le Théorème 93,

Φm(a) =
ΦM(ap

α
)

ΦM(apα−1)
.

Donc p divise ΦM(ap
α
). Or apα ≡ a (mod p) d’après le petit théorème de Fermat.

Donc
0 ≡ ΦM(ap

α

) ≡ ΦM(a) (mod p).
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On montre de même que p divise ΦN(a).
Maintenant, raisonnons par l’absurde en supposant M 6= N . Sans perte de

généralité, supposons que M > N et posons g = PGCD (M,N). On a

p | ΦM(a)− 1 | aM − 1, p | ΦN(a)− 1 | aN − 1.

Donc
p | PGCD

�
aM − 1, aN − 1

�
|ag − 1

d’après le Lemme 74. Le Corollaire 86 forunit alors l’existence d’un diviseur d de
g tel que p | Φd(a). Or p | ΦM(a) et on a d |M,d 6= M . D’après le Lemme 99, ceci
implique que p divise M , ce qui est absurde. Le fait que PGCD (Φm(a),Φn(a))
soit une puissance de p est une conséquence immédiate de la première assertion.

On peut remarquer que le Lemme 99 est un cas particulier du théorème 100.

Théoréme 101. Soit p un nombre premier, n ≥ 1 et a ∈ Z.

(i) Si p | Φn(a), alors p ≡ 1 (mod n) ou p | n.

(ii) Si n = pαN avec p premier avec N et p | Φn(a), alors l’ordre de a modulo p
vaut N .

(iii) Si p et n sont premiers entre eux, p | φn(a) si, et seulement si, ordrep(a) = n.

Démonstration. Pour (i), on remarque d’abord que p | Φn(a) | an− 1 et donc p ne
divise pas a. Soit ω l’ordre de a modulo p. Comme an ≡ 1 (mod p), ω divise n.

Premier cas : ω = n. D’après le petit théorème de Fermat, ap−1 ≡ 1 (mod p).
On en déduit que n = ω | p− 1, de sorte que p ≡ 1 (mod n).

Deuxième cas : ω < n. Comme p | aω − 1, le Corollaire 86 implique qu’il existe
un diviseur d de ω tel que p | Φd(a). Or p divise Φn(a) et d < n (car d ≤ ω < n).
D’après le Lemme 99, p divise n.

Pour (ii), notons ω l’ordre de a modulo n. On a 1 ≡ an = (aN)p
α ≡ aN

(mod p). Donc ω | N . Si ω < N , on raisonne comme dans la preuve de (i) :
puisque p | aω − 1, le Corollaire 86 implique qu’il existe un diviseur d de ω tel
que p | Φd(a). Or p | Φn(a) et n/d n’est pas une puissance de p car d ≤ ω < N .
Ceci contredit le Théorème 100, et donc ω = N .

Pour (iii), le sens direct provient du deuxième point avec α = 0. Pour la
réciproque, supposons que l’ordre de a modulo p vaille n. Alors p divise an − 1,
et d’après le Corollaire 86, il existe un diviseur d de n tel que p | Φd(a). D’après
le sens direct, l’ordre de a modulo p vaut d. Donc d = n, ce qui conclut.

Comme Φp(X) = 1 +X +X2 + · · ·+Xp−1, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 102. Si p, q sont deux nombres premiers tels que q divise 1 +x+ · · ·+
xp−1, alors q ≡ 1 (mod p) ou q = p.
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5) Applications

Théoréme 103 (Théorème de Dirichlet). Soit n ≥ 2. Il existe une infinité de
nombres premiers p tels que p ≡ 1 (mod n).

Démonstration. Par l’absurde, supposons qu’il n’en existe qu’un nombre fini.
Notons T le produit de ces nombres, multiplié également par tous les diviseurs
premiers de n. Comme T > 1, il existe un entier k ≥ 1 tel que Φn(T k) > 1. Soit
alors p un diviseur premier de Φn(T k). D’après le Théorème 101 (i), ou bien p ≡ 1
(mod T ), ou bien p divise n. Or p | Φn(T k) | T nk − 1, donc p est premier T . Donc
p est premier avec n, ce qui implique p ≡ 1 (mod T ) et ce qui est absurde.

Voici maintenant quelques exercices d’application.
Exercice 8 Soit n ≥ 1 un entier. Prouver que 22n + 22n−1

+ 1 est divisible par au
moins n nombres premiers différents.

Exercice 9 (D’après Shortlist IMO 2002) Soit n ≥ 1 un entier et soient p1, . . . , pn
des nombres premiers impairs distincts. Montrer que 2p1p2···pn + 1 a au moins
22n−1 diviseurs.

Exercice 10 (Iran 2013) Soit p un nombre premier et d un diviseur de p − 1.
Trouver tous les éléments de Z/pZ dont l’ordre vaut d.

Exercice 11 (Shortlist IMO 2006) Trouver tous les entiers relatifs x, y tels que

x7 − 1

x− 1
= y5 − 1.

Exercice 12 Prouver qu’il existe une infinité d’entiers positifs n tels que tous les
diviseurs premiers de n2 + n+ 1 sont tous inférieurs ou égaux à

√
n.

Théorème de Zsigmondy

Soient a, b ∈ Z et n ≥ 2 un entier. Un diviseur premier p de an − bn est dit
primitif si, pour tout entier 1 ≤ j ≤ n, p ne divise pas aj − bj , et non primitif
sinon.

Par exemple, 5 est un diviseur primitif de 24−1, 3 n’est pas diviseur primitif
de 23 − 1, et 26 − 16 n’admet pas de diviseur premier primitif.

Le Théorème de Zsigmondy établit l’existence de diviseurs premiers primi-
tifs, sauf exceptions.

Théoréme 104 (Théorème de Zsigmondy). Soient a > b ≥ 1 des entiers stric-
tement positifs premiers entre eux et n ≥ 2 un entier. Alors an − bn admet au
moins un diviseur premier primitif à l’exception des deux cas suivants :

(i) 26 − 16,
(ii) n = 2 et a+ b est une puissance de 2.

En prenant b = 1, ceci implique en particulier l’existence d’un nombre pre-
mier p tel que l’ordre de a modulo p soit égal à n.

On peut aussi aisément en déduire la version suivante :
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Théoréme 105 (Théorème de Zsigmondy bis). Soient a > b des entiers stricte-
ment positifs premiers entre eux et n ≥ 2 un entier. Alors an+bn admet au moins
un facteur premier qui ne divise pas ak + bk pour tout 1 ≤ k ≤ n, à l’exception
du cas 23 + 13.

Démonstration. Supposons (a, b, k) 6= (2, 1, 3). On peut alors appliquer le théo-
rème de Zsigmondy à a2n− b2n : il existe un nombre premier p divisant a2n− b2n

mais pas aj − bj lorsque 1 ≤ j < 2n. Donc p divise (an − bn)(an + bn). Comme p
ne divise pas an−bn, il divise nécessairement an+bn. Soit maintenant 1 ≤ j < n.
Comme p ne divise pas a2j− b2j = (aj− bj)(aj + bj), on en déduit que p ne divise
pas aj − bj , ce qui conclut.

Le reste de cette partie est consacré à la preuve du Théorème 104. On fixe
dans la suite a > b ≥ 1 des entiers strictement positifs premiers entre eux et
n ≥ 2 un entier.

Prouvons déjà le théorème de Zsigmondy dans le cas n = 2, qui n’est pas
difficile.

Preuve du Théorème 104 dans le cas n = 2. Supposons que n = 2 et que a+ b n’est
pas une puissance de 2. Soit p un diviseur premier impair de a + b. Alors p
ne divise pas a − b. En effet, si p | a − b, alors p | a + b + (a − b) = 2a et
p | a + b − (a − b) = 2b. Or a et b sont premiers entre eux, donc p = 2, ce qui
contredit le fait que p soit impair.

Dans la suite, on supposera n > 2.

- Quelques propriétés des diviseurs premiers primitifs -

Lemme 106. Soit p un nombre premier divisant an− bn. Alors p est non primitif
si, et seulement si, il existe un diviseur d | n tel que d < n et p | ad − bd.

Démonstration. La réciproque est claire par définition, on se concentre donc sur
l’implication. Soit p un diviseur premier non primitif de ak − bk avec k < n. Soit
d = PGCD (k, n). En particulier, d | n et d < n. En utilisant le Lemme 74, on
obtient

p | PGCD
�
an − bn, ak − bk

�
= ad − bd.

Lemme 107. Soit p un nombre premier divisant an − bn. Si p est primitif, alors
p ≡ 1 (mod n).

Démonstration. Comme a et b sont premiers entre eux, p ne divise ni a, ni b. Il
existe donc un entier c tel que a ≡ bc (mod p). Alors, pour j ≥ 1, aj − bj ≡
bj(cj − 1) (mod p). Donc l’ordre de c modulo p vaut n. D’après le théorème de
Fermat, cp−1 ≡ 1 (mod p), et donc n divise p− 1.

- Idées de la preuve et résultats préliminaires -
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L’idée est d’introduire l’entier

Ψn = bφ(n)Φn

�a
b

�
.

En effet, pour b = 1, le théorème de Zsigmondy implique l’existence d’un
nombre premier p tel que l’ordre de amodulo p vaut n, et compte tenu du Théo-
rème 101 (iii), il est naturel de considérer Φn(a).

L’identité clé est la suivante :

an − bn =
Y
d|n

Ψn. (III.7)

Pour la prouver, on écrit, en utilisant le Théorème 84 et le corollaire qui le suit,Y
d|n

Ψn =
Y
d|n

�
bφ(d)Φd

�a
b

��
= bn

��a
b

�n
− 1

�
= an − bn.

Il en découle en particulier que Ψn | an − bn. et que

Ψn =
Y
d|n

�
a
n
d − b

n
d

�µ(d)
. (III.8)

en vertu du Théorème 82.
On utilisera aussi l’inégalité suivante :

(a− b)φ(n) < Ψn < (a+ b)φ(n), (III.9)

avec inégalités strictes car n > 2. Cela se démontre exactement comme le Lemme
89 en remarquant que

Ψn = bφ(n)
Y

z est racine primitive n-ième de l’unité

�a
b
− z

�
=

Y
z est racine primitive n-ième de l’unité

(a−bz).

Concluons cette partie par deux égalités utiles ultérieurement. Si p est un
nombre premier divisant n, écrivons n = pαN avec p ne divisant pas N . Posons
Ψn(x, y) = yφ(n)Φn(x/y) pour des entiers x, y ≥ 1 quelconques. Alors

Ψn(a, b) =
ΨN

�
ap

α
, bp

α
�

ΨN (apα−1 , bpα−1)
, Ψn(a, b) = ΨpN

�
ap

α−1

, bp
α−1
�
. (III.10)

Cela se démontre aisément en utilisant le Corollaire 94 ; montrons par exemple
la première égalité en utilisant le fait que φ(pαN) = φ(pα)φ(N) = pα−1(p −
A)φ(N) :

Ψn(a, b) = bφ(pαN)ΦpαN

�a
b

�
= bp

α−1(p−1)φ(q)
ΦN

�
ap

α
/bp

α
�

ΦN (apα−1/bpα−1)

=

�
bp
α
�φ(N)

ΦN

�
ap

α
/bp

α
�

(bpα−1)
φ(N)

ΦN (apα−1/bpα−1)

=
ΨN

�
ap

α
, bp

α
�

ΨN (apα−1 , bpα−1)
.

La deuxième égalité apparaissant dans (III.10) se démontre de la même manière.
Pour simplifier, on écrira Ψn à la place de Ψn(a, b).
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- Preuve du Théorème 104 -

Soit an − bn = pα1
1 · · · p

αk
k la décomposition en facteurs premiers de an − bn.

Soient pi1 , . . . , pij les facteurs premiers primitifs de an − bn. On pose alors

Pn = pα1
i1 · · · p

αj
ij ,

qui est la “partie primitive” de an − bn (si an − bn n’a pas de facteurs premiers
primitifs, on pose Pn = 1). Nous allons montrer que Pn > 1.

Étape 1. On montre que Pn | Ψn.
En effet, soit p est un diviseur premier primitif de an− bn. D’après le Lemme

106, si d | n et d 6= n, alors p ne divise pas ad − bd, et donc p ne divise pas Ψd

non plus d’après (III.7). On en déduit que p est premier avec
Q
d|n,d 6=n Ψd. Par

(III.7), on en déduit que vp(an − bn) = vp(Ψn). Ceci étant vrai pour tout diviseur
premier primitif de an − bn, c’est-à-dire pour tout diviseur premier de Pn, cela
implique que Pn | Ψn. �

Soit alors λ ≥ 1 l’entier tel que

Ψn = λ · Pn. (III.11)

Tout d’abord, on remarque qu’on a bien Pn > 1 dans le cas λ = 1. En effet,
d’après (III.9), on a Pn = Ψn > (a − b)φ(n) ≥ 1. On suppose donc λ > 1 dans la
suite.

Étape 2. Soit p un nombre premier. On montre que :

(i) Si p | λ, alors p n’est pas primitif. En particulier, PGCD (λ, Pn) = 1.

(ii) Si p | λ, alors p | n.

Pour (i), il suffit de remarquer que par définition de Pn, Ψn/Pn = λ n’a pas de
diviseurs premiers primitifs.

Pour (ii), supposons que p | λ. Par (i), p n’est pas primitif, et d’après le
Lemme 106, il existe d0 6= n tel que d0 | n et p | ad0 − bd0 . Compte tenu de
(III.7), on a

an − bn = Ψn ·
�
ad0 − bd0

�
·

Y
d|n,d 6=n,d-d0

Ψd0 .

Donc p | Ψn | (an − bn)/(ad0 − bd0).
Premier cas : p 6= 2. Dans ce cas, le théorème LTE donne

vp(a
n − bn) = vp(a

d0 − bd0) + vp(n/d0).

Ainsi, si p ne divise pas n, alors vp(n/d0) = 0 et donc p ne divise pas (an −
bn)/(ad0 − bd0), ce qui est absurde.

Deuxième cas : p = 2. Dans ce cas, ad0−bd0 est pair. Comme a et b sont premiers
entre eux, cela entraîne que a et b sont impairs. Par l’absurde, supposons que n
soit impair. Alors on peut écrire

an − bn =
�
ad0
� n
d0 −

�
bd0
� n
d0 = (ad0 − bd0) · A,
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où A est une somme de n/d0 termes impairs. Donc A est impair et 2 ne divise
pas (an − bn)/(ad0 − bd0), ce qui est absurde. �

Étape 3. On montre que λ est une puissance du plus grand nombre premier
divisant n.

Soit p un nombre premier divisant λ. D’après l’étape 2, p divise n et on peut
écrire n = pαN avec p ne divisant pas N . Alors, par (III.10),

p | Ψn =
ΨN

�
ap

α
, bp

α
�

ΨN (apα−1 , bpα−1)
.

Donc p divise ΨN

�
ap

α
, bp

α
�
. Or, d’après le petit théorème de Fermat, apα ≡ a

(mod p) et bpα ≡ b (mod p), ce qui entraîne que

0 ≡ ΨN

�
ap

α

, bp
α� ≡ ΨN (a, b) (mod p).

Donc p divise ΨN . D’après l’étape 1 (appliquée avec N à la place de n), on peut
écrire ΨN = λ′ ·PN , où PN est la partie primitive de aN − bN et λ′ est un entier. Si
p divise λ′ alors p divise N d’après l’étape 2, ce qui n’est pas possible. Comme p
divise ΨN , cela implique que p divise PN . Donc p est un facteur premier primitif
de aN − bN . Donc

p ≡ 1 (mod N) (III.12)

par le Lemme 107. En particulier p > N . Ceci nous donne bien que p est bien le
plus grand facteur premier de n, et donc que le seul diviseur premier de λ est p.
�

Dans la suite, p désignera le plus grand diviseur premier de n et on écrit
n = pαN avec p ne divisant pas N .

Étape 4. On montre que λ = p.
Pour cela, comme Ψn = λ · Pn et que PGCD (λ, Pn) = 1 (d’après l’étape 2), il

suffit de montrer que vp(Ψn) = 1.
Considérons un entier d ≥ 1 tel que d | n et p | ad− bd. En particulier, comme

a et b sont premiers entre eux, p ne divise pas b. Soit c un entier tel que bc ≡ 1
(mod p). Nous avons déjà vu que p divise Ψn. Ainsi

0 ≡ Ψn = bφ(n)Φn

�a
b

�
≡ bφ(n)Φn(ac) (mod p).

Donc p | Φn(ac). Le Théorème 101 (ii) entraîne que l’ordre de ac modulo p vaut
N . Or p | an − bn (car ad − bd | an − bn). Donc (ac)d ≡ 1 (mod p) et N divise d.

Intéressons nous maintenant aux termes divisibles par p dans le produit
(III.8). Compte tenu de ce qui précède, si d | n et si p divise a

n
d−bnd , alorsN | n/d,

ce qui implique que d = pi pour un certain entier i ≥ 0. Comme µ(pi) = 0 dès
que i ≥ 2, la factorisation (III.8) entraîne que

vp(Ψn) = vp

�
an − bn

a
n
p − b

n
p

�
.
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Premier cas : p 6= 2. Alors le théorème LTE donne immédiatement vp(Ψn) = 1.
Deuxième cas : p = 2. Nous avons déjà établi qu’alors a et b sont impairs, et

que p est le plus grand diviseur premier de n. Donc n est une puissance de 2.
Comme n > 2, écrivons n = 2k avec k ≥ 2. Mais alors

an − bn

a
n
p − b

n
p

=
a2k − b2k

a2k−1 − b2k−1 = a2k−1

+ b2k−1 ≡ 2 (mod 4).

Ainsi v2(Ψn) = 1. �

Étape 5. Étude du cas λ = p : fin de la preuve du théorème.
Tout d’abord, si a− b ≥ 2, alors en utilisant successivement (III.11) et (III.9),

on a

Pn =
1

p
Ψn >

1

p
(a− b)φ(n) ≥ 2φ(n)

p
=

2p
α−1(p−1)φ(N)

p
≥ 2p−1

p
≥ 1,

et donc Pn > 1 dans ce cas.
Supposons donc a − b = 1. Raisonnons par l’absurde en supposant Pn = 1.

Alors Ψn = p. De plus, comme p divise (b+ 1)n − bn, p est impair.
Premier cas : α > 1. En vertu de successivement (III.10) et (III.9), on a

p = ΨN = ΨpN

�
(b+ 1)p

α−1

, bp
α−1
�
>
�
(b+ 1)p

α−1 − bpα−1
�φ(pN)

≥ (b+1)p−bp =
pX
i=1

 
p

i

!
bi > p,

ce qui est absurde.
Deuxième cas : α = 1. On remarque d’abord que ap − bp ≥ a+ b car

ap − bp =
pX
i=1

 
p

i

!
bi ≥ pb+ bp ≥ 2b+ 1.

Alors, en vertu de successivement (III.10) et (III.9), on a

p = ΨN =
ΨN (ap, bp)

ΨN

>

�
ap − bp

a+ b

�φ(N)

≥ ap − bp

a+ b
=

1

2b+ 1

p−1X
k=0

 
p

k

!
bk ≥ b

2b+ 1

p−1X
k=1

 
p

k

!
Or b/(2b+1) ≥ 1/3 pour tout entier b ≥ 1 et

Pp−1
k=1

�
p
k

�
= 2p−2. Ainsi, 3p > 2p−2,

ce qui force p = 3.
La congruence (III.12) entraîne queN divise 2. Ainsi, n = 3 ou n = 6. Traitons

d’abord le cas n = 3. On a

3 = Ψ3 = b2

�
1 +

a

b
+
a2

b2

�
= a2 + ab+ b2 = 1 + 3b+ 3b2,

ce qui est impossible. Finalement, si n = 6, on a

3 = Ψ6 = b2

�
1− a

b
+
a2

b2

�
= a2 − ab+ b2 = 1 + b+ b2.

Ceci entraîne b = 1 et a = 2, qui est précisément la dernière exception du théo-
rème de Zsigmondy. Ceci conclut (enfin !) la preuve de ce théorème.

132



III. PREMIÈRE PÉRIODE 4. GROUPE D : ARITHMÉTIQUE

- Exercices -

Exercice 13 (Italie TST 2003) Trouver tous les entiers strictement positifs (a, b, p)
avec p premier tels que 2a + pb = 19a.

Exercice 14 Trouver tous les entiers positifs (x, y, n, k) tels que x et y soient pre-
miers entre eux et tels que

3n = xk + yk.

Exercice 15 (Iran) Soit A un ensemble fini de nombres premiers et soit a ≥ 2 un
entier. Montrer qu’il n’existe qu’un nombre fini d’entiers positifs n tels que tous
les facteurs premiers de an − 1 appartiennent à A.

Exercice 16 (D’après IMO Shortlist 2002) Soit n ≥ 1 un entier et soient p1, p2, . . . , pn
des nombres premiers tous supérieurs ou égaux à 5. Montrer que 2p1p2···pn + 1 a
au moins 22n diviseurs différents.

Exercice 17 (IMO shortlist 2004 N4) Trouver tous les entiers strictement positifs
a,m, n tels que am + 1 divise (a+ 1)n.

Exercice 18 (Etats-Unis 2001) Trouver tous les entiers strictement positifs x, r, p, n
tels que p soit premier, n, r > 1 et xr − 1 = pn.

Exercice 19 (Compétition Tchèquo-Slovaque 1996) Trouver tous les entiers stric-
tement positifs x, y, p tels que px − yp = 1 avec p premier.

Exercice 20 (Pologne 2010) Soient q, p deux nombres premiers tels que q > p >
2. Montrer que 2pq − 1 a au moins trois facteurs premiers distincts.

Exercice 21 (Japon 2011)Trouver tous les entiers strictement positifs a, n, p, q, r
tels que

an − 1 = (ap − 1)(aq − 1)(ar − 1).

Exercice 22 (BMO 2009) Trouver tous les entiers strictement positifs x, y, z tels
que 5x − 3y = z2.

Exercice 23 Trouver tous les nombres strictement positifs a, p, n tels que pa−1 =
2n(p− 1), où p est un nombre premier.

Exercice 24 Trouver tous les entiers strictement positifs a,m, n tels que

(a+ 1)(a2 + a+ 1) · · · (an + an−1 + · · ·+ 1) = am + am−1 + · · ·+ 1.

Exercice 25 (Roumanie TST 1994) Montrer que la suite an = 3n − 2n ne contient
pas trois termes d’une même suite géométrique.

Exercice 26 (Angleterre 1996) Trouver les entiers positifs x, y, z tels que 2x+3y =
z2.
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Exercice 27 Résoudre l’exercice 4 en vous aidant du théorème de Zsigmondy,
qui, pour rappel, demandait de trouver toutes les solutions entières de

x2009 + y2009 = 7k

Exercice 28 Résoudre l’exercice 6 en vous aidant du théorème de Zsigmondy,
dont l’énoncé est le suivant pour rappel. Pour un entier n > 0, 3n − 2n est la
puissance d’un nombre premier. Montrer que n est premier.

Exercice 29 (Shortlist 1997) Soient b,m, n des entiers strictement positifs avec
b > 1 et m 6= n. Prouver que si bm − 1 et bn − 1 ont les même facteurs premiers,
alors b+ 1 est une puissance de 2.

Exercice 30 (Iran 2006) Soient a, b, c, k ≥ 1 des entiers. On pose n = ac
k − bc

k .
Si c est divisible par au moins q nombres premiers différents, montrer que n est
divisible par au moins qk nombres premiers différents.

Solution des exercices

Solution de l’exercice 1 Il est clair que a et p sont premiers entre eux. D’après le
petit théorème de Fermat, ap−1 ≡ 1 mod p. Comme ap ≡ 1 mod p, on en déduit
que a ≡ 1 mod p. On peut donc utiliser le théorème LTE et on obtient :

vp(a− 1) + 1 = vp(a− 1) + vp(p) = vp(a
p − 1).

Par hypothèse, le dernier terme est supérieur ou égal à n. Il en découle que
vp(a− 1) ≥ n− 1, ce qu’il fallait démontrer.

Solution de l’exercice 2 Soit k ≥ 1 un entier tel que 3k divise 2n−1. En raisonnant
modulo 3, on voit que n est pair. Écrivons donc n = 2m avec m > 0. Alors 3k

divise 4n − 1. Comme 3 divise 4− 1, on peut appliquer le théorème LTE :

v3(4− 1) + v3(n) = v3(4n − 1) ≥ k.

On en déduit que v3(n) ≥ k − 1. Ainsi 2× 3k−1 divise n.
Réciproquement, le même raisonnement nous donne que 3k divise 2n − 1 si

2× 3k−1 divise n.

Solution de l’exercice 3 Par convexité de x 7→ xp, on a

xp + yp

2
≥
�x+ y

2

�p
.

Comme xp+yp

2
=
�
x+y

2

�m
, il s’ensuit que m ≥ p. Soit d = pgcd(x, y), x = dX ,

y = dY . L’équation se réécrit

2m−1(Xp + Y p) = dm−p(X + Y )m. (III.13)

Soit q un diviseur premier impair de X+Y . Par le théorème LTE, vq(Xp+Y p) =
vq(X + Y ) + vq(p) et d’autre part vq(dm−p(X + Y )m) ≥ mvq(x + y). Donc m ≥ 2
et p ≥ 2, ce qui aboutit à une contradiction.
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Comme p est impair, X+Y divise Xp+Y p et donc v2(X+Y ) ≤ v2(Xp+Y p).
À présent, en prenant la valuation 2-adique dans l’égalité (III.13), on obtient

m− 1 + v2(X + Y ) ≥ mv2(X + Y ),

Ainsi v2(X + Y ) ≤ 1, X + Y ≤ 2, et donc X = Y = 1 et m = p.

Solution de l’exercice 4 Déjà, 2009 = 72 × 41. Comme x + y divise x2009 + y2009,
x + y est une puissance de 7. On remarque aussi que si x et y sont multiples
de 7, on peut tout diviser par 7 et juste changer l’exposant k ; on peut donc
supposer que x et y sont premiers avec 7. Le théorème LTE nous garantit que
v7(x2009+y2009) = v7(x+y)+v7(2009) = v7(x+y)+2, donc x2009+y2009 = 49(x+y),
donc

x2009 + y2009

x+ y
= x2008 − x2007y + x2006y2 − · · ·+ y2008 = 49

Mais il est facile de vérifier que ce terme est beaucoup plus grand que 49. Par
exemple, si on suppose x > y, on aura toujours (x2008 − x2007y) ≥ 1, (x2006y2 −
x2005y3) ≥ 1 et ainsi de suite, de sorte que la somme totale sera au moins égale à
1004. Il n’y a donc pas de solutions possibles.

Solution de l’exercice 5 Montrons que si n divise 2n + 1, alors n est une puissance
de 3. Il est clair que n est impair. Ensuite, en considérant p le plus petit facteur
premier de n, des considérations sur l’ordre de 2 modulo p donnent p = 3. En
effet, si r est l’ordre de 2 modulo p, alors 22n ≡ 1 (mod p), et donc r divise 2n.
D’après le petit théorème de Fermat, 2p−1 ≡ 1 (mod p), et donc r divise p − 1.
Par définition de p, on en déduit que r = 2. Ainsi, 4 ≡ 1 (mod p) ce qui force
p = 3.

Écrivons alors n = 3ku avec u non divisible par 3. Le même raisonnement
montre que si u > 1 alors le plus petit facteur premier de u est 3. On en déduit
que n est une puissance de 3.

On applique le théorème LTE (n est impair) :

v3(2n + 1) = v3(2 + 1) + v3(n) = k + 1.

Or v3(n2) = 2k et n2 divise 2n+1. On en déduit que 2k ≤ k+1, ce qui donne k = 0
ou k = 1. Notons que ce dernier résultat peut aussi se démontrer de manière
immédiate en regardant les puissances de 2 modulo 9. Réciproquement, n = 1
et n = 3 sont bien solution.

Solution de l’exercice 6 On suppose n > 2 et que 3n − 2n = pk pour k ≥ 1. Mon-
trons d’abord que n est impair. Si n = 2n′, alors 3n − 2n = (3n

′ − 2n
′
)(3n

′
+ 2n

′
).

Il existe donc α > β ≥ 0 tels que :

3n
′
+ 2n

′
= pα, 3n

′ − 2n
′
= pβ.

Alors 2n
′+1 = pβ(pα−β − 1). Donc p = 2, ce qui est absurde. Ainsi n est impair.

Raisonnons par l’absurde et considérons q est un nombre premier divisant n
avec q < n. Écrivons n = qr. Un raisonnement direct montre que 3q − 2q est une
puissance de p, disons 3q − 2q = pk

′ avec k′ < k. En appliquant le théorème LTE,
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on voit que vp(r) = k − k′. Écrivons donc r = pk−k
′
u avec p ne divisant pas u.

Alors :

pk = 3n − 2n = 3qp
k−k′u − 2qp

k−k′u = (3q)p
k−k′u − (2q)p

k−k′u

= (pk
′
+ 2q)p

k−k′u − (2q)p
k−k′u ≥ pk−k

′
u · pk′ · 2q(pk−k

′
u−1) = pku · 2q(pk−k

′
u−1) > pk,

ce qui est absurde. n est donc forcément premier.

Solution de l’exercice 7 Il est clair que a = 1 convient. Montrons que c’est le seul.
Supposons donc a > 1. Choisissons n = 2m et remarquons que a2 + 1 n’est pas
une puissance de 2 car congru à 1 ou 2 modulo 4. Soit donc p un nombre premier
impair tel que p divise a2 + 1. Alors d’après le théorème LTE :

vp(4(an + 1)) = vp(a
2 + 1) + vp(m).

On choisit m de sorte que ce dernier terme soit congru à 1 modulo 3. Alors
4(an + 1) ne peut pas être un cube, contradiction.

Solution de l’exercice 8 On commence par remarquer que

22n + 22n−1

+ 1 = Φ3

�
22n−1

�
=

Y
d|2n−1

Φ3d(2).

D’après le lemme 89, on a Φ3d(2) > 1. Il suffit de vérifier que si d et d′ sont deux
diviseurs distincts de 2n−1, alors Φ3d(2) et Φ3d′(2) sont premiers entre eux. Sup-
posons par l’absurde que ce ne soit pas le cas et choisissons un nombre premier
p qui divise leur PGCD. D’après le Théorème 100, d/d′ est une puissance de p,
donc p = 2. Or d’après le Théorème 84 le coefficient constant d’un polynôme
cyclotomique vaut ±1 (on peut en fait montrer qu’il vaut 1, voir la solution de
l’exercice 10), donc 2 ne peut pas diviser Φ3d(2). Ceci conclut

Solution de l’exercice 9 On va montrer que 2p1p2···pn + 1 a au moins 2n−1 diviseurs
premiers distincts, ce qui concluera. D’après le Corollaire 88, on a

2p1p2···+pn + 1 =
Y

d|p1···pn
Φ2d(2).

D’après le Théorème 100, si Φ2d(2) et Φ2d′(2) ne sont pas premiers entre eux,
alors d/d′ est une puissance d’un nombre premier. De plus, d’après le Lemme
89 on a Φ2d(2) > 1 pour d > 1 et on vérifie que Φ2(2) > 1. Il suffit donc de
trouver une collection de 2n−1 diviseurs de p1 · · · pn tels que le quotient de deux
quelconques d’entre eux n’est pas une puissance d’un nombre premier. Pour
cela, il suffit de choisir les diviseurs de p1 · · · pn qui ont un nombre pair de fac-
teurs premiers : il y en a exactement 2n−1.

Solution de l’exercice 10 Le problème revient à calculer Φd(0), qui vaut 1 car les
racines de Φd, de module 1, peuvent être réparties en couples de racines conju-
gées.

Solution de l’exercice 11 L’égalité est équivalente à

1 + x+ · · ·+ x6 = (y − 1)(1 + y + y2 + y3 + y4).
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Comme 1+x+· · ·+x6 = Φ7(x), d’après le Corollaire 102, n’importe quel diviseur
premier de 1 + x+ · · ·+ x6 est soit égal à 7, soit est congru à 1 modulo 7. Ainsi,
n’importe quel diviseur de 1 + x+ · · ·+ x6 est soit divisible par 7, soit congru à
1 modulo 7.

Ainsi, y ≡ 1 (mod 7) ou y ≡ 2 (mod 7). Dans le premier cas, 1 + y + y2 +
y3 + y4 ≡ 5 (mod 7), ce qui n’est pas possible, alors que dans le second cas, on a
1 + y+ y2 + y3 + y4 ≡ 2 (mod 7), ce qui n’est pas possible non plus. Il n’y a donc
pas de solutions.

Solution de l’exercice 12 On remarque que n2 + n + 1 = Φ3(n). Afin de factoriser
cette expression, l’idée est de considérer des entiers n de la forme n = km avec
m un entier fixé non divisible par 3 défini ultérieurement. En effet, dans ce cas,
d’après le Théorème 96,

n2 + n+ 1 = Φ3(km) =
Y
d|m

Φ3d(k).

Si pour tout diviseur d de m on a Φ3d(k) <
√
n = km/2, c’est gagné. Or en vertu

du Lemme 89, on a

Φ3d(k) < (k + 1)φ(3d) ≤ (k + 1)φ(3m) = (k + 1)2φ(m).

Choisissons pourm un entier tel que φ(m)/m < 1/10. Ceci est possible. En effet,

si on note (pn)n≥1 la suite croissante des nombres premiers à partir de p1 = 5,
il est connu que la somme

P
n≥1

1
pi

est infinie. Ainsi, si on pose mk = p1p2 · · · pk
pour tout k ≥ 1, alors

ln

�
φ(mk)

mk

�
=

kX
i=1

ln

�
1− 1

p

�
≤ −

kX
i=1

1

pi
.

Ainsi, ln(φ(mk)/mk)→ −∞ lorsque k →∞, ce qui implique que φ(mk)/mk → 0
lorsque k →∞.

Mais alors (k+ 1)2φ(m) ≤ (k+ 1)m/5. Comme ce dernier terme est strictement
inférieur à km/2 pour tout k suffisamment grand, cela conclut.
Solution de l’exercice 13 On réécrit l’équation sous la forme 19a−2a = pb. Comme
17 divise le terme de gauche, on a forcément p = 17. D’après le théorème de
Zsigmondy, si a ≥ 2, il existe un nombre premier divisant 19a − 2a mais pas
191 − 21 = 17, absurde. La seule solution est donc (a, b, p) = (1, 1, 17).

Solution de l’exercice 14 Tout d’abord, k doit être impair. En effet si k était pair, xk

et yk seraient des carrés et il est facile de vérifier 3|a2+b2 =⇒ 3|a et 3|b (il suffit de
vérifier toutes les congruences possibles mod 3 pour a et b). Si (x, y, k) 6= (2, 1, 3),
on peut appliquer le théorème de Zsigmondy, qui fournit un nombre premier
p divisant xk + yk mais pas x + y. Or x + y divise xk + yk, ce qui implique que
xk + yk admet au moins deux diviseurs premiers. La seule solution est donc
(x, y, k) = (2, 1, 3).

Solution de l’exercice 15 Soient p1, p2, p3, . . . des nombres premiers impairs dis-
tincts. Posons nk = p1p2 · · · pk. En particulier, ani − 1 divise anj − 1 pour i < j.
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D’après le théorème de Zsigmondy, il existe un nombre premier qk tel que qk
divise ank − 1 mais ne divise pas ani − 1 pour 1 ≤ i ≤ k. En particulier, cela
implique que les nombre premiers qk; k ≥ 1 sont tous différents, et cela conclut.

Solution de l’exercice 16 Posons N = 2p1p2···pn + 1. On va montrer que N a au
moins 2n facteurs premiers distincts, ce qui impliquera que N a au moins 22n ≥
4n diviseurs. Soit A ⊂ {1, 2, . . . , n} et posons NA = 2

Q
i∈A pi + 1, avec la conven-

tion N∅ = 3. Alors NA divise N . D’après le théorème de Zsigmondy (qu’on peut
utiliser car l’exception 23 +1 ne peut arriver puisque pi ≥ 5), il existe un nombre
premier qA divisant NA et ne divisant pas 2j + 1 pour 1 ≤ j <

Q
i∈A pi si A 6= ∅.

De plus, on voit que qA 6= qA′ si A 6= A′. Comme il existe 2n sous-ensembles de
{1, 2, . . . , n}, cela conclut.

Solution de l’exercice 17 Comme m = 1 convient pour tous entiers a, n > 0, on
peut supposer m > 1. Comme a = 1 convient pour tous entiers m,n > 0, on
peut supposer a > 1.

Si (a,m) 6= (2, 3), le théorème de Zsigmondy implique qu’il existe un facteur
premier de am + 1 qui ne divise pas a+ 1 et donc (a+ 1)n.

Si (a,m) = (2, 3), on voit que seuls les entiers n ≥ 2 sont solution.

Solution de l’exercice 18 Si les hypothèses du théorème de Zsigmondy sont rem-
plies, il existe un facteur premier de xr− 1 qui ne divise pas x− 1. Comme x− 1
divise xr − 1, ceci implique que xr − 1 admet au moins deux facteurs premiers
et ne peut donc pas être une puissance d’un nombre premier.

Il reste donc à traiter les deux cas suivants :

(i) (x, r) = (2, 6) (qui ne convient pas),

(ii) r = 2 et x + 1 est une puissance de 2. Dans ce cas (x − 1)(x + 1) = pn, ce
qui donne aisément p = 2 et x = 3.

Solution de l’exercice 19 Réécrivons l’équation sous la forme yp+1p = px. Si y = 1,
on voit que p = 2 et x = 1. Si p = 2, il est vient aisément que nécessairement
x, y = 1. On suppose donc p impair de sorte que y + 1 divise yp + 1.

Si les hypothèses du théorème de Zsigmondy sont remplies, il existe un fac-
teur premier de yp+1 qui ne divise pas y+1, de sorte que yp+1 ne peut pas être
une puissance d’un nombre premier. Il reste donc à traiter le cas (y, p) = (2, 3)
qui donne la solution x = 2.

Solution de l’exercice 20 Les entiers 2p − 1 et 2q − 1 divisent 2pq − 1. D’après le
théorème de Zsigmondy, 2pq − 1 a un facteur premier p1 qui divise ni 2p − 1, ni
2q − 1. De même, 2q − 1 admet un facteur premier p2 qui ne divise pas 2p − 1,
et 2p − 1 admet un facteur premier p3. De plus, par construction, p1, p2, p3 sont
distincts.

Solution de l’exercice 21 Tout d’abord, il est clair que n ≥ p, q, r ≥ 1. Comme
a = 1 est solution, supposons maintenant a ≥ 2.

Si l’un des entiers p, q, r sont égaux à n, on a forcément a = 2 et les deux
autres sont égaux à 1. On trouve donc les solutions (a, n, p, q, r) = (2, n, 1, 1, n), (2, n, 1, n, 1), (2, n, n, 1, 1).
On suppose dans la suite que p, q, r < n.
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Si les hypothèses du théorème de Zsigmondy sont remplies, alors an − 1
admet un diviseur premier qui ne divise aucun des entiers ap − 1, aq − 1, ar − 1,
et on ne peut donc pas avoir an − 1 = (ap − 1)(aq − 1)(ar − 1).

Sinon, on a soit :

(i) n = 2 et a = 2s − 1. Dans ce cas, comme on a supposé p, q, r < n, on a
p = q = r = 1, et a2 − 1 = (a − 1)3. Ceci implique a = 3 et on trouve la
solution (a, n, p, q, r) = (3, 2, 1, 1, 1).

(ii) a = 2 et n = 6. Dans ce cas, on trouve aisément les solutions

(a, n, p, q, r) = (2, 6, 2, 2, 3), (2, 6, 2, 3, 2), (2, 6, 3, 2, 2).

Solution de l’exercice 22 En regardant modulo 3, on voit que x est pair. On écrit
x = 2w, de sorte que

3y = 52w − z2 = (5w − z)(5w + z).

De plus, PGCD(5w − z, 5w + z)=PGCD(z, 5w) = 1. On a donc nécessairement
5w − z = 1 et 5w + z = 3a. En additionnant les deux égalités, il vient

3a + 1 = 2 · 5w.

Pour a = 2, on a w = 1 ce qui donne la solution (x, y, z) = (2, 2, 4). Si a ≥ 3,
d’après le théorème de Zsigmondy, 3a + 1 a un facteur premier p qui ne divise
pas 32 + 1, ce qui implique p 6= 2, 5. Il n’y a donc pas de solutions dans ce cas.

Solution de l’exercice 23 Il est clair que p > 2. Supposons par l’absurde que a =
uv soit composé. Alors d’après le théorème de Zsigmondy, pu − 1 a un facteur
premier q qui ne divise pas p− 1. Or pu − 1 divise pa − 1 = 2n(p− 1). On a donc
q = 2. Or p− 1 est pair, absurde. Donc a est premier.

Si a = 2, on trouve que p = 2n − 1.
Si a > 2, de même, le théorème de Zsigmondy implique que 2n(p−1) = pa−1

admet un facteur premier r qui ne divise pas p − 1. Ceci implique que r = 2,
absurde car p− 1 est pair.

Les solutions sont donc a = 2 et n tel que 2n − 1 soit premier.

Solution de l’exercice 24 Supposons que (m,n) 6= (1, 1) (qui convient clairement),
et aussi que a > 1 (si a = 1 on a la solution (a,m, n) = (1, (n + 1)! − 1, n). On a
alors m > n, et on peut écrire l’équation sous la forme équivalente suivante :

a2 − 1

a− 1
· a

3 − 1

a− 1
· · · a

n+1 − 1

a− 1
=
an+1 − 1

a− 1
,

ou encore

(a2 − 1)(a3 − 1) · · · (an+1 − 1) = (am+1 − 1)(a− 1)n−1.

Si les hypothèses du théorème de Zsigmondy sont remplies, il existe un facteur
premier de am+1 − 1 qui ne divise aucun des entiers a2 − 1, a3 − 1, . . . , an+1 − 1.
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Comme m+ 1 > 2, il reste donc à traiter le cas (a,m+ 1) = (2, 6), autrement dit
a = 2 et m = 5. Dans ce cas,

3 · 7 · 15 · · · (an+1 − 1) = 63,

qui ne fournit pas d’autre solution.

Solution de l’exercice 25 Raisonnons par l’absurde en supposant que ar, as, at ap-
partiennent à une suite géométrique de raison b, avec r < s < t. Alors

(3r − 2r)bs−r = 3s − 2s, (3s − 2s)bt−s = 3t − 2t. (III.14)

D’après le théorème Zsigmondy, il existe un nombre premier p divisant 3t − 2t

mais pas 3s − 2s. D’après la deuxième égalité de (III.14), p divise b. D’après la
première égalité de (III.14), p divise alors 3s − 2s, absurde.

Solution de l’exercice 26 Si x = 0, on vérifie que forcément y = 1, z = 2 et que si
y = 0, forcément x = 3 et z = 3. On suppose donc x, y ≥ 1. La suite est proche
de l’exercice 22. Modulo 3, on voit que x est impair. Écrivons donc x = 2w, de
sorte que

3y = z2 − 22w = (z − 2w)(z + 2w).

Le PGCD de z−2w et de z+ 2w est égal au PGCD de z et de 2w, qui vaut 1. Ainsi
z − 2w = 1 et z + 2w = 3y. En soustrayant ces deux égalités, il vient

2w+1 = 3y − 1.

Si y 6= 2, alors y ≥ 3 et le théorème de Zsigmondy assure l’existence d’un
nombre premier p divisant 3y − 1 = 2w+1 mais pas 31 − 1 = 2, absurde. Si
y = 2, on trouve la solution (x, y, z) = (4, 2, 5).

Solution de l’exercice 27 Comme 2009 = 49 · 41, x49 + y49 divise x2009 + y2009.
D’après le théorème de Zsigmondy, il existe un nombre premier divisant x49 +
y49 mais pas x+y. Comme x+y divise x2009 +y2009, on en déduit que x2009 +y2009

admet au moins deux facteurs premiers, absurde.

Solution de l’exercice 28 Comme dans la solution précédente de l’exercice 6, on
commence par montrer que si n > 2 et 3n − 2n = pk pour k ≥ 1, alors n est
impair. Supposons par l’absurde n = ab composé. Alors

(3a)b − (2a)b = pk.

Comme n est impair, on a b > 2 et on peut appliquer le théorème de Zsigmondy :
il existe un nombre premier q divisant 3n−2n mais pas 3a−2a. En considérant un
diviseur premier de 3a − 2a, on voit que 3n − 2n admet deux diviseurs premiers
distincts, absurde.

Solution de l’exercice 29 Par symétrie, supposons n > m. Si les hypothèses du
théorème de Zsigmondy sont remplies, il existe un facteur premier de bn − 1
qui ne divise pas bm − 1. Ainsi bm − 1 et bn − 1 ne peuvent pas avoir les mêmes
facteurs premiers.

Il reste donc à traiter les deux cas suivants :
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(i) (b, n) = (2, 6). On vérifie que cela ne donne pas de solution pour m ;

(ii) n = 2 et b+ 1 est une puissance de deux, ce qui était demandé.

Solution de l’exercice 30 Notons q le nombre de diviseurs premiers de c. Suppo-
sons d’abord q = 1, de sorte que c est premier. Si k = 1, il n’y a rien à faire. Sinon,
si c 6= 2, on peut appliquer le théorème de Zsigmondy avec ai − bi pour chaque
diviseur i de ck, ce qui nous fournit même k+ 1 diviseurs premiers différents de
ac

k − bck . Si c = 2, on écrit

a2k − b2k = (a2k−1 − b2k−1

)(a2k−1

+ b2k−1

).

On applique alors le théorème de Zsigmondy avec ai + bi pour chaque diviseur
i de 2k−1, ce qui nous fournit k diviseurs premiers différents de a2k − b2k .

Supposons maintenant q ≥ 2. On appliquer alors le théorème de Zsigmondy
avec ai − bi pour chaque diviseur i de ck autre que 2 et 6, ce qui nous donne au
moins (k + 1)q − 2 ≥ kq diviseurs premiers différents de ai − bi.
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IV. Deuxième période

1 Groupe A : algèbre et logique

1 mercredi 20 après-midi : Alix Deleporte

Ce cours portera sur l’algèbre fondamentale. Le mot algèbre vient d’un mot
arabe signifiant "la réunion de ce qui a été brisé", qui est la première partie du
titre d’un ouvrage de mathématiques du IXème siècle portant sur la manipula-
tion et la résolution d’équations. On traitera donc principalement de la mani-
pulation de quantités littérales.

Ce cours contiendra deux pauses de cinq minutes, délimitant trois séances
d’une heure.

Développements et Factorisations

Théoréme 108. Soit a, b, c ∈ R, alors on a :

a (b+ c) = a b+ a c (IV.1)

Démonstration. Par la figure suivante :

a

b c

�
De la formule de base (IV.1), on déduit :

Théoréme 109. Soit a, b, c, d ∈ R, alors on a :

(a+ b) (c+ d) = a c+ a d+ b c+ b d (IV.2)

Démonstration.
Preuve 1 : on applique deux fois la formule (IV.1).

Preuve 2 :
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a

b

c d

�

Identités remarquables du second degré

Le plus difficile est de reconnaître les cas de factorisations.

Théoréme 110. Soit a, b ∈ R, alors on a :

(a+ b)2 = a2 + 2 a b+ b2 (IV.3)
(a− b)2 = a2 − 2 a b+ b2 (IV.4)
a2 − b2 = (a+ b)(a− b) (IV.5)

Démonstration.
Preuve 1 : On applique la formule élémentaire de distributivité.

Preuve 2 : On fait un dessin. �

Exercices

Exercice 1 Soient a et b deux nombres réels vérifiant :

a

1 + b
+

b

1 + a
= 1

Montrer que a3 + b3 = a+ b.

Solution de l’exercice 1 On met sur le même dénominateur, ce qui donne a(1 +
a) + b(1 + b) = (1 + a)(1 + b) soit a2 + b2 = 1 + ab et on multiplie de chaque côté
par (a+ b).

Exercice 2 Montrer que 4n4 + 1 n’est jamais un nombre premier pour n ≥ 2.

Solution de l’exercice 2 4n4 +1 = (2n2 +1)2− (2n)2 = (2n2 +1+2n)(2n2 +1−2n).

Exercice 3 Soient a et b deux nombres réels vérifiant :

a

1 + a
+

b

1 + b
= 1

Montrer que :

a

1 + b2
−

b

1 + a2
= a− b

Solution de l’exercice 3 On commence par voir que ab = 1, donc a
1+b2

= a2

a+b
, et

b
1+a2

= b2

a+b
, d’où le résultat.
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Identités remarquables du troisième degré (10 minutes)

Théoréme 111. Soit a, b ∈ R, alors on a :

(a+ b)3 = a3 + 3 a2 b+ 3 a b2 + b3 (IV.6)
(a− b)3 = a3 − 3 a2 b+ 3 a b2 − b3 (IV.7)
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) (IV.8)

Démonstration. Envoyer des élèves au tableau. �
Exercice 4 Développer (a+ b)4.

Solution de l’exercice 4 a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4.

Exercices

Exercice 5 (*) Factoriser (a− b)3 + (b− c)3 + (c− a)3.

Solution de l’exercice 5 3(a− b)(b− c)(c− a)

Arrangements et permutations

C’est une initiation à la combinatoire. On cherche à compter des objets, et
assez souvent, le nombre de façons de faire quelque chose. Voici deux exemples
très simples qui vont illustrer les deux méthodes les plus élémentaires de dé-
nombrement :

Théoréme 112 (Arrangements). Pour deux entiers p ≤ n, on appelle Anp le
nombre d’arrangements, soit le nombre de choix ordonnés possibles de p éléments
parmi n. On a alors :

Anp =
n!

(n− p)!
(IV.9)

Démonstration. On utilise une méthode de comptage directe qu’on itère :
. On commence par choisir le premier objet : on a n choix ;
. On choisit ensuite le deuxième objet : on a n− 1 choix ;
. ...
. On choisit le p-ième objet : on a n− p+ 1 choix.

En définitive, le nombre de choix est bien n (n− 1) · · · (n− p+ 1) =
n!

(n− p)!
. �

Cette méthode est valide car :
. Le choix d’un objet n’influe pas sur le nombre de façons de choisir les

objets suivants ;
. Par cette méthode, on compte exactement une fois chaque possibilité.
Dans des cas plus compliqués, on ne peut pas toujours utiliser cette méthode

directe.
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Théoréme 113 (Combinaisons). Pour deux entiers p ≤ n, on appelle
�
n
p

�
le

nombre de combinaisons, soit le nombre de choix désordonnés possibles de p élé-
ments parmi n. On a alors : �

n
p

�
=

n!

p! (n− p)!
(IV.10)

Démonstration. Ici on ne peut pas utiliser le même genre de méthode, parce
qu’elle suppose qu’on choisisse les objets un par un, alors qu’ici, on les choisit
tous d’un coup !

On va plutôt utiliser le calcul précédent. Comment réaliser une combinai-
son ? Il suffit de faire un arrangement, puis d’ "oublier" qu’on a ordonné les
nombres.
On se rend compte alors que plusieurs arrangements donnent la même combi-
naison. Le nombre de tels arrangements est égal au nombre de réarrangements
possibles de l’un d’entre eux, donc App, qui vaut p!.
Finalement chaque combinaison équivaut à p! arrangements, d’où le résultat.�

La méthode utilisée est celle que j’appelle "méthode des moutons". Com-
ment compter les moutons ? On compte les pattes, et on divise par quatre. Cela
marche aussi avec des flamants roses.

Exercices

Exercice 6 Autour d’une table ronde de 2n places, on fait s’asseoir n filles et
n garçons. Combien y a-t-il de façons possibles de le faire en respectant une
alternance fille-garçon ? Solution de l’exercice 6 Il y a 2n! façons de faire asseoir

les garçons, et pour chacune d’elle, n! façons de faire asseoir les filles. Le résultat
est 2(n!)2.

Exercice 7 Dans un polygône convexe à n côtés, quel est le nombre de points
d’intersection des diagonales à l’intérieur du polygône, sachant que trois quel-
conques d’entre elles ne sont pas concourantes ? Solution de l’exercice 7 On ap-

pelle A1, · · · , An les sommets, numérotés dans l’ordre trigonométrique. A tout
ensemble Ai, Aj, Ak, Al, où i < j < k < l, correspond exactement un point M :

Ai

Al
Ak

Aj

M

Il y en a donc
�
n
4

�
.
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TD

Exercice 8 Calculer 1 + 3 + 5 + . . .+ 2n+ 1.

Exercice 9 Démontrer de deux manières différentes que
�
n
k

�
+

�
n

k + 1

�
=

�
n+ 1
k + 1

�
.

Exercice 10 Calculer
nP
k=0

�
n
k

�
.

Exercice 11 Calculer le nombre de façons différentes de placer k boules iden-
tiques dans n urnes, en supposant :

1. qu’il y a au plus une boule dans chaque urne ;

2. que le nombre possible de boules dans une urne est illimité.

Exercice 12 On colorie chaque face d’un cube par une couleur différente parmi
6. Combien, à rotations près, peut-on réaliser de cubes différents ?

Exercice 13

1. Montrer que k
�
n
k

�
= n

�
n− 1
k − 1

�
.

2. Montrer que
Pn
k=0

�
n
k

��
n

n− k

�
=

�
2n
n

�
.

Exercice 14 (Olympiades internationales 1987 - 1) On désigne par pn(k) le nombre
de permutations ayant exactement k points fixes. Montrer que :X

k=0

nkpn(k) = n! (IV.11)

Exercice 15 (Olympiades britanniques 1982) Prouver que le nombre de suites
finies de longueur n dont les valeurs possibles sont 0 et 1, et contenant le bloc

01 exactement m fois, est
�
n+ 1

2m+ 1

�
.

Exercice 16 (Inégalité arithmético-géométrique) Montrer que a+b
2
≥
√
ab. Quel

est le cas d’égalité ?

Exercice 17 Montrer que
q

a2+b2

2
≥ a+b

2
. Quel est le cas d’égalité ?

Exercice 18 (Olympiades du pacifique asiatique - 1996) Soient m et n deux en-
tiers positifs avec m ≥ n. Montrer que :

2n n! ≤
(m+ n)!

(m− n)!
≤ (m2 +m)n
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corrigé du TD

Solution de l’exercice 8 On conjecture assez rapidement que le résultat est (n +
1)2. On va le démontrer par récurrence.

Le résultat est vrai au rang 0, et s’il est vrai au rang n− 1, alors :

1 + 3 + 5 + . . .+ 2n+ 1 = n2 + 2n+ 1

= (n+ 1)2

D’où le résultat.

Solution de l’exercice 9 Solution 1 : On vérifie en appliquant la formule.
Solution 2 : Par dichotomie sur les combinaisons de k+ 1 éléments parmi n+ 1.

Solution de l’exercice 10 La quantité à calculer représente le nombre de sous-ensembles
d’un ensemble à n éléments. On peut le dénombrer de la manière suivante :
pour chaque élément, on a un choix indépendant entre le prendre ou ne pas le
prendre. La réponse est donc 2n. Une autre preuve consiste en une démonstra-
tion par récurrence.

Solution de l’exercice 11

1. On applique juste la définition : c’est
�
n
k

�
.

2. Un peu plus difficile... C’est
�
k + n− 1
n− 1

�
.

Solution de l’exercice 12 Si on numérote provisoirement les faces du cube, il y
a 6! = 720 possibilités. Mais plusieurs configurations correspondent au même
cube ! Il y a 24 configurations (les compter), donc finalement 30 cubes différents.

Solution de l’exercice 13 Les deux questions font apparaître la même technique,
qui consiste à dénombrer une chose de deux manières différentes.

1. Supposons que parmi n personnes, k se rassemblent et élisent un pré-

sident. Combien y a-t-il de façons de faire ? k
�
n
k

�
. Mais si on choisit le

président d’abord et les n− 1 membres réguliers après, ça fait n
�
n− 1
k − 1

�
.

2. Prenons une urne avec n boules blanches numérotées et n boules noires

numérotées. Combien y a-t-il de façons de prendre n boules ?
�

2n
n

�
, bien

sûr, mais on peut aussi dire qu’on choisit d’abord k boules blanches puis
n− k boules noires, et ce pour tout k.

Solution de l’exercice 14 La formule précédente donne d’abordX
k=0

npn(k) = n!.

Pour choisir une permutation à k points fixes, on choisit d’abord les points fixes,
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puis on fait une permutation des n−k autres points sans points fixes. Autrement
dit,

pn(k) =

�
n
k

�
pn−k(0),

donc

kpn(k) = k

�
n
k

�
pn−k(0) = n

�
n− 1
k − 1

�
p(n−1)−(k−1)(0) = npn−1(k − 1).

Ainsi X
k=1

nkpn(k) = n
X

k = 0n− 1pn−1(k) = n(n− 1)! = n!

Solution de l’exercice 15 On commence par remarquer qu’une telle suite S s’écrit :

1, . . . , 1(0, . . . , 0, 1, . . . , 1) . . . (0, . . . , 0, 1, . . . , 1)0 . . . , 0

Combien y a-t-il de bloc 10 ? m − 1, m ou m + 1. Cependant, la suite 1{S}0, de
longueur n + 2, contient bien m + 1 fois le bloc 10, donc 2m + 1 passages de 1
à 0. Réciproquement, une telle suite contient forcément m blocs 01. Combien y
a-t-il de telles suites ? Il faut choisir les m+1 points de passages parmi les 2n+1
possibilités.

Solution de l’exercice 16 On utilise le fait qu’un carré est toujours positif. Donc :

0 ≥ (
√
a−
√
b)2 = a+ b− 2

√
ab

Le cas d’égalité correspond au carré nul, donc a = b.

Solution de l’exercice 17 On commence par mettre l’inégalité à démontrer au carré :

a2 + b2

2
≥ a2 + b2 + 2ab

4

Et on se sert du fait que a2 + b2 ≥ 2ab. Le cas d’égalité correspond aussi à a = b.

Solution de l’exercice 18 Pour la première inégalité, on a :

(m+ n)!

(m− n)!
= (m+ n)(m+ n− 1) . . . (m− n+ 1)

≥ 2n(2n− 1) . . . 1

≥ 2n(2n− 2) . . . 2

= 2nn!
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On démontre la seconde inégalité par récurrence. Elle est vraie au rang n = 1,
et si on la suppose vraie au rang n,

(m+ n+ 1)!

(m− n− 1)!
= (m+ n+ 1)(m− n)

(m+ n)!

(m− n)!

≤
�
m2 +m− n(n+ 1)

�
(m2 +m)n

≤ (m2 +m)n+1.

2 jeudi 21 matin : Margaret Bilu

Généralisation des identités remarquables

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser les identités remarquables vues
dans le cours précédent.

Généralisation de a2− b2 = (a− b)(a+ b) : Si on regarde bien, on remarque un
point commun entre a2 − b2 = (a− b)(a+ b) et a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2), à
savoir le facteur (a− b). On peut donc imaginer que dans l’identité remarquable
qui donne plus généralement an − bn pour n quelconque, ce facteur apparaisse
également. Il suffit donc d’intuiter l’autre facteur. Pour cela, regardons déjà un
peu ce qui se passe pour n = 4 :

Tout d’abord, pour obtenir un terme a4, il faut nécessairement un a3 dans le
second facteur. On a donc :

(a4 − b4) = (a− b)(a3 + . . .) = a4 − a3b+ . . .

Cependant, on voit qu’en développant, ce dernier donne également un terme
−a3b. Pour annuler ce dernier, nous allons ajouter un terme a2b dans le facteur
cherché, qui grâce au a du premier facteur, donne bien a3b :

(a4 − b4) = (a− b)(a3 + a2b+ . . .) = a4 + a3b− a3b− a2b2 + . . . = a4 − a2b2 + . . .

Cependant, encore à cause du b, ce terme a2b fait apparaà R©tre un terme −a2b2

dans le développement. Pour annuler ce dernier, on utilise la même astuce, en
ajoutant un terme ab2 dans le facteur cherché

(a4 − b4) = (a− b)(a3 + a2b+ ab2 + . . .)

= a4 + a3b+ a2b2 − a3b− a2b2 − ab3 + . . .

= a4 − ab3 + . . .

Il reste maintenant un terme −ab3 « parasite », que nous allons évacuer grâce à
un b3 dans le facteur cherché... et cela nous donne notre factorisation !

a4 − b4 = (a− b)(a3 + a2b+ ab2 + b3).

C’est exactement le même genre de considérations qui nous permet de généra-
liser à n quelconque :
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Proposition 114. Soit n ≥ 2 un entier. Alors

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ an−3b2 + . . .+ a2bn−3 + abn−2 + bn−1).

Démonstration. On développe le côté droit, ce qui donne :

(an+an−1b+an−2b2+. . .+a3bn−3+a2bn−2+abn−1)−(an−1b+an−2b2+. . . a2bn−2+abn−1+bn)

Pour tout i dans {1, . . . , n − 1}, la première parenthèse fournit un terme aibn−i,
qui est annulé par un terme −aibn−i provenant de la deuxième parenthèse. Il
reste donc bien an − bn.

Généralisation de (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 : Maintenant, notre but est de don-
ner une manière de développer (a + b)n pour tout entier n. Nous allons pour
cela nous servir des notions de combinatoire abordées lors du cours précédent.
Commençons encore une fois par regarder ce que cela donne pour n petit :

(a+ b)1 = a+ b

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4

On observe plusieurs choses :
. Pour tout n, le développement est donné par des termes de la forme aibn−i

pour i ∈ {0, . . . , n} (rappelons que a0 = 1), accompagnés de coefficients.
. Les coefficients en question sont symétriques, c’est-à -dire que celui de-

vant aibn−i est le même que celui devant an−ibi, ce qui n’est pas étonnant
vu que a et b jouent des rôles symétriques : (a+ b)n = (b+ a)n.

. Les termes an et bn ont des coefficients 1.
Commençons par regarder le cas n = 2. Il s’agit de comprendre le dévelop-

pement du produit (a + b)(a + b). Chaque terme du développement s’obtient
en choisissant a ou b dans chaque parenthèse. Si on choisit a dans les deux, on
obtient le terme a2, et c’est la seule manière d’obtenir a2, d’où le coefficient 1
devant a2. Il en est de même pour le terme b2 Si on choisit a dans la première
parenthèse et b dans la deuxième, on obtient ab, mais c’est également le cas si
on choisit b dans la première et a dans la deuxième. Ainsi, il y a un coefficient 2
devant le terme ab, qui correspond au nombre de possibilités de choisir une fois
a et une fois b dans les deux parenthèses.

Plus généralement, quand on développe (a+ b)n = (a+ b) . . . (a+ b)| {z }
n fois

, le coef-

ficient devant le terme aibn−i sera exactement le nombre de manières de choisir
i fois a et n − i fois b dans ces n parenthèses. Cela revient exactement à choisir
i parenthèses parmi n, dans lesquelles on gardera a. Vous avez appris au cours
précédent que cela peut se faire de

�
n
i

�
manières. D’où la proposition suivante :
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Proposition 115. (Binôme de Newton)

(a+ b)n =

 
n

0

!
anb0 +

 
n

1

!
an−1b1 +

 
n

2

!
an−2b2 + . . .+

 
n

k

!
an−kbk + . . .+

 
n

n

!
a0bn.

Ainsi, les coefficients dans le développement de (a + b)n sont donnés exac-
tement par les lignes du triangle de Pascal !

En particulier, si on se souvient que
�
n
0

�
= 1 et

�
n
1

�
= n, on voit que les

coefficients devant an et bn sont égaux à 1, et les coefficients devant an−1b et
abn−1 sont égaux à n. De plus, la propriété

�
n
k

�
=
�
n

n−k

�
assure la symétrie des

coefficients.
Exercice 1 Retrouver les développements de (a+ b)3 et (a+ b)4, et donner celui
de (a+ b)5.

Solution de l’exercice 1 Il suffit d’utiliser la bonne ligne du triangle de Pascal.
Pour n = 5, on a

(a+ b)5 = a5 + 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5.

Exercice 2 Sans faire de gros calculs, calculer 115.

Solution de l’exercice 2 D’après le binôme de Newton,

115 = (10 + 1)5 = 105 + 5× 104 + 10× 103 + 10× 102 + 5× 10 + 1

= 100000 + 50000 + 10000 + 1000 + 50 + 1

= 161051.

Exercice 3 Pour tout n ≥ 1, simplifier l’expression 
n

0

!
+

 
n

1

!
+ . . .+

 
n

n− 1

!
+

 
n

n

!
.

Solution de l’exercice 3 On utilise la proposition avec a = b = 1 : la somme qui
nous intéresse vaut donc (1 + 1)n = 2n.

Ainsi, la somme des coefficients de la n-ième ligne du triangle de Pascal vaut
2n. On peut en donner une autre démonstration, par récurrence : la somme de la
0-ième ligne du triangle de Pascal est 1, d’où l’initialisation. Supposons que la
somme des nombres de la n-ième ligne vaut 2n et considérons la n+1-ième ligne.
Chaque terme de cette ligne est somme de deux termes de la ligne précédente,
et réciproquement, chaque terme de la ligne précédente intervient dans deux
termes de la ligne suivante, donc la somme des termes a été multipliée par deux,
et vaut 2n+1, d’où le résultat.
Exercice 4 Déterminer (sans faire de gros calculs) combien vaut 

6

0

!
−
 

6

1

!
+

 
6

2

!
−
 

6

3

!
+

 
6

4

!
−
 

6

5

!
+

 
6

6

!
.
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Généraliser en remplaçant 6 par n.

Solution de l’exercice 4 En prenant n = 6, a = 1 et b = −1 dans la proposition,
puisque (−1)k vaut 1 si k pair et −1 si k impair, on obtient que la première
expression vaut (1− 1)6 = 0. Plus généralement, on obtient pour tout n que 

n

0

!
−
 
n

1

!
+

 
n

2

!
−
 
n

3

!
+ . . .+ (−1)n−1

 
n

n− 1

!
+ (−1)n

 
n

n

!
= 0.

On peut résumer le résultat de l’exercice précédent en disant que la somme alternée
des coefficients du triangle de Pascal vaut 0.

Inégalités

Ce paragraphe est une introduction aux inégalités, qui représentent une
classe d’exercices non-négligeable aux olympiades. Il s’agit toujours de mon-
trer qu’une certaine quantité dépendant d’une ou plusieurs variables, est plus
grande qu’une autre quantité, lorsque les variables en question prennent des
valeurs dans un certain ensemble (qui peut être R, ou bien R+, ou bien encore
autre chose). Souvent, il faut aussi déterminer les cas d’égalité, c’est-à -dire les
valeurs des variables pour lesquelles ces deux quantités sont égales. Pour mon-
trer des inégalités, on a le droit de se servir de certaines inégalités connues.

L’inégalité la plus simple et la plus connue est celle qui dit qu’un carré est
toujours positif :

Proposition 116. Pour tout x ∈ R, on a x2 ≥ 0. De plus, l’égalité a lieu si et
seulement si x = 0.

Malgré ses airs inoffensifs, cette inégalité est très utile et permet de montrer
pas mal de choses.
Exercice 5 (Inégalité arithmético-géométrique pour deux variables) Soient a et
b des réels positifs. Montrer que

a+ b

2
≥
√
ab.

Solution de l’exercice 5 Si on multiplie par 2 et qu’on met tout du même côté, on
se ramène à montrer que a + b − 2

√
ab ≥ 0. On reconnaà R©t ici une identité

remarquable, ce qui donne (
√
a −
√
b)2 ≥ 0, cette dernière inégalité étant vraie

car un carré est toujours positif. De plus, cela nous donne le cas d’égalité : si a
et b sont des réels positifs, a+b

2
=
√
ab si et seulement si

√
a =

√
b, donc si et

seulement si a = b.

Exercice 6 Montrer que pour tout réel strictement positif x, on a

x+
1

x
≥ 2.
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Quels sont les cas d’égalité ?

Solution de l’exercice 6 C’est une application directe de l’inégalité arithmético-
géométrique. Il n’y a égalité que lorsque x = 1

x
, donc lorsque x = 1.

Exercice 7 (Inégalité géométrico-harmonique) Soient a, b ≥ 0. Montrer que
√
ab ≥ 2

1
a

+ 1
b

.

Quel sont les cas d’égalité ?

Solution de l’exercice 7 En multipliant tout par le dénominateur du côté droit, on
se ramène à montrer √

a√
b

+

√
b√
a
≥ 2.

Ceci est une application directe de l’inégalité x + 1
x
≥ 2 vue plus haut, et il y a

égalité si et seulement si
√
a√
b

= 1, donc lorsque a = b.

Remarque 117. Les quantités a+b
2

,
√
ab, 2

1
a

+ 1
b

sont respectivement les moyennes
arithmétique, géométrique et harmonique de a et b. On a donc montré ci-dessus que
la moyenne arithmétique est toujours plus grande que la moyenne géométrique,
qui est elle même plus grande que la moyenne harmonique.

Exercices

Exercice 8 Montrer que pour tout k ≥ 2,

1

k2
≤ 1

k − 1
− 1

k
.

Exercice 9
1. Dans la somme

100 + 101 + 102 + . . .+ 198 + 199 + 200

on remplace tous les termes par 150. La somme diminue-t-elle ou augmente-
t-elle ?

2. Dans le produit

100× 101× 102× . . .× 198× 199× 200

on remplace tous les facteurs par 150. Le produit diminue-t-il ou augmente-
t-il ?

Exercice 10 Les moyennes arithmétique et harmonique de deux réels a et b
valent 2. Combien valent a et b ?

Exercice 11 Calculer
1

1× 2
+

1

2× 3
+

1

3× 4
+ . . .+

1

2014× 2015
.
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Solutions des exercices

Solution de l’exercice 8 On met les fractions du côté droit au même dénomina-
teur :

1

k − 1
− 1

k
=
k − (k − 1)

k(k − 1)
=

1

k(k − 1)
.

Ainsi, il suffit de montrer que 1
k(k−1)

≥ 1
k2

, c’est-à -dire, comme k est positif, que
1

k−1
≥ 1

k
. Cette dernière inégalité est vraie car k − 1 ≤ k.

Solution de l’exercice 9

1. On remarque que dans la somme initiale, chaque nombre de la forme 150−
k pour k ∈ {1, . . . , 50} peut être regroupé avec 150 + k. Puisque 150− k +
150 + k = 2 × 150, cela ne change pas la somme de remplacer tous les
termes par 150.

2. La question précédente nous donne l’idée de regrouper dans le produit
chaque facteur de la forme 150 − k pour k ∈ {1, . . . , 50} avec 150 − k. Le
produit initial peut donc s’écrire comme 150 fois le produit de facteurs
(150− k)(150 + k) = 1502 − k2 pour k variant entre 1 et 50. En remplaçant
pour tout k les nombres 150 − k et 150 + k par 150, on remplace (150 −
k)(150 + k) = 1502 − k2 < 1502 par 1502, et donc on augmente le produit.

Solution de l’exercice 10 D’après les inégalités entre les moyennes, nous avons

2 =
2

1
a

+ 1
b

≤
√
ab ≤ a+ b

2
= 2.

Il y a donc nécessairement égalité entre les trois moyennes, donc a = b. D’autre
part, 2 = a+b

2
= 2a

2
= a. Finalement, a et b ne peuvent valoir que 2.

Solution de l’exercice 11 Pour cet exercice, il est utile de se souvenir que 1
(k−1)k

=
1

k−1
− 1

k
. Ainsi

1

1× 2
= 1− 1

2
1

2× 3
=

1

2
− 1

3
1

3× 4
=

1

3
− 1

4
...

1

2013× 2014
=

1

2013
− 1

2014
1

2014× 2015
=

1

2014
− 1

2015

On remarque que, quand on somme tout, quasiment tout se simplifie et il reste
1− 1

2015
= 2014

2015
.
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3 jeudi 21 après-midi : logique, Joon Kwon
Ce cours de logique pour le groupe A reprend celui du groupe B fait le mardi

19 août au matin. Voir chapitre III, section 2, sous-section 1 du présent polyco-
pié.

2 Groupe B : algèbre

1 jeudi 21 matin : Jean-Louis Tu

Polynômes

Notations et définitions de base

Un polynôme est une expression de la forme a0 + a1X + · · ·+ anX
n pour un

certain entier n ∈ N et certains nombres a0, . . . , an, appelés les coefficients.
Le plus grand entier m tel que am 6= 0 s’appelle le degré du polynôme. Le

coefficient am est appelé le coefficient dominant. Un polynôme est dit unitaire
si son coefficient est égal à 1.

A tout polynôme est associé une fonction polynomiale f : x 7→ a0 + a1x +
· · ·+ anx

n. Un réel x tel que f(x) = 0 s’appelle une racine du polynôme.

Soient P,Q deux polynômes. On dit que Q divise P s’il existe un polynôme
R tel que P = QR.

L’équation du second degré

Considérons une équation de la forme ax2 + bx + c = 0 d’inconnue x, avec
a, b, c fixés et a 6= 0. Comme

ax2 + bx+ c = a

�
x2 +

b

a
x+

c

a

�
= a

�
x2 + 2

b

2a
x+ (

b

2a
)2 − (

b

2a
)2 +

c

a

�
= a

�
(x+

b

2a
)2 − b2 − 4ac

a2

�
,

on est amené à poser
∆ = b2 − 4ac.

On appelle ∆ le discriminant. L’équation ax2 + bx+ c = 0 équivaut à (x+ b
2a

)2 =
∆
a2

.

1) Si ∆ > 0, alors ax2 +bx+c = 0 équivaut à x+ b
2a

= ±
√

∆
a

, ce qui se simplifie
en

x =
−b±

√
∆

2a
.

2) Si ∆ = 0, l’équation a une et une seule solution x = − b

2a
.
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3) Si ∆ < 0, l’équation n’a pas de solution.

Le graphe d’un polynôme du second degré est une parabole, orientée vers
le haut ou vers le bas selon le signe de a.

Le signe de ∆ est lié au nombre de points d’intersection de la parabole avec
l’axe des abscisses.

Exercice 1 (Moscou 2001, problème D1) Existe-t-il trois polynômes f, g, h du
second degré ayant chacun deux racines, mais tels que f + g, g+ h et h+ f n’en
ont aucune ?

Solution de l’exercice 1 Oui. f(x) = x2−1, g(x) = (x−4)2−1 et h(x) = (x+4)2−1.

Exercice 2 Soit f un polynôme du second degré tel que l’équation f(x) = x n’a
pas de solution réelle. Montrer que l’équation f(f(x)) = x n’a pas de solution
réelle.

Solution de l’exercice 2 La fonction x 7→ f(x)− x a un signe constant. Supposons
par exemple qu’elle garde un signe strictement positif. Alors pour tout x on a
f(f(x)) > f(x) > x, donc f(f(x)) 6= x.

Exercice 3 (Moscou 2003, problème C1) Existe-t-il des entiers a, b, c strictement
positifs tels que les quatre équations ax2 ± bx± c = 0 ont chacune deux racines
entières non nulles ?

Solution de l’exercice 3 On va essayer de construire une solution avec a = 1. Né-
cessairement, b2±4c doit être le carré d’un entier. Il doit donc exister des entiers
u et v tels que u2 = b2 − 4c et v2 = b2 + 4c. On a alors u2 + v2 = 2b2.

Cette équation a une infinité de solutions, par exemple u = 1, v = 7 et b = 5.
On obtient ainsi les équations x2 ± 5x± 6 = 0.

Proposition 118 (Somme et produit des racines). Considérons une équation de
la forme x2 − Sx + P = 0 où S et P sont deux réels. Supposons qu’il y ait deux
solutions distinctes. Alors S est la somme, et P est le produit des deux solutions.

Il suffit en effet de calculer x1 +x2 et x1x2 où x1 = S+
√
S2−4P
2

et x2 = S−
√
S2−4P
2

.

L’exercice suivant n’a pas été traité en cours.

Exercice 4 Calculer x2
1 + x2

2 et x3
1 + x3

2 en fonction de S et de P .

Solution de l’exercice 4 Comme x2
1 = Sx1−P et de même pour x2, on a x2

1 + x2
2 =

S2 − 2P .
Comme x3

1 = x1(Sx1 − P ) = S(Sx1 − P )− Px1 = (S2 − P )x1 − SP , on a

x3
1 + x3

2 = (S2 − P )S − 2SP = S3 − 3SP.

Exercice 5 (Moscou 2000, exercice A1) Soient x et y deux nombres réels diffé-
rents tels que x2 − 2000x = y2 − 2000y. Quelle est la valeur de x+ y ?
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Solution de l’exercice 5 Soit c = −x2 + 2000x, alors x et y sont les deux racines de
X2 − 2000X + c, donc x+ y = 2000.

La technique de résolution des équations du second degré permet de ré-
soudre certains types d’équations de degré supérieur.

Exercice 6 Résoudre l’équation x4 − 3x2 − 1 = 0.

Solution de l’exercice 6 En posant y = x2, on obtient y = 3±
√

13
2

. Une seule de ces

solutions étant positive, on trouve x = ±
q

3+
√

13
2

.

Exercice 7 Résoudre l’équation x4 − 4x3 + 3x2 − 4x+ 1 = 0.

Solution de l’exercice 7 x = 0 n’étant pas solution, on peut diviser l’équation par
x2, ce qui donne

(x2 +
1

x2
)− 4(x+

1

x
) + 3 = 0.

Soit y = x + 1
x
. On a y2 − 2 − 4y + 3 = 0, donc y2 − 4y + 1 = 0, ce qui donne

y = 2±
√

3.
Comme x2 − yx + 1 = 0, on peut retrouver x à partir de y. Le discriminant

de cette dernière équation est y2 − 4, ce qui nécessite |y| > 2. La seule solution
vérifiant cette condition est y = 2 +

√
3.

On trouve enfin x =
2 +
√

3±
È

3 + 4
√

3

2
.

Exercice 8 Résoudre l’équation cos 2x+ 3 cosx = 1.

Solution de l’exercice 8 Posons y = cosx, alors l’équation devient 2y2 + 3y − 2 =
0, donc y = −3±5

4
. Comme −1 6 y 6 1, on a nécessairement y = 1/2, donc

x = ±π
3

+ 2kπ avec k ∈ Z.

Utilisation de la division Euclidienne

Il existe des formules pour résoudre les équations de degré 3 et 4, mais pas
en degré supérieur.

On peut cependant chercher des racines rationnelles, puis factoriser l’expres-
sion.

Proposition 119. Soient a0, . . . , an des entiers, tels que a0 et an sont non nuls. Si
p et q sont des entiers premiers entre eux, et si x = p

q
est une racine rationnelle

de a0 + · · ·+ anx
n, alors p divise a0 et q divise an.

En effet, a0q
n + · · · + anp

n = 0, donc p divise a1q
n−1p + · · · + anp

n = −a0q
n.

Comme p est premier avec q, il divise a0. On raisonne de même pour l’autre
assertion.

Exercice 9 Résoudre 2x4 − 3x3 − 5x2 + 7x− 2 = 0.

Solution de l’exercice 9 On cherche d’abord des solutions entières. Si x est une
telle solution, elle divise 2, donc x est égal à±1 ou à±2. On vérifie que x = 2 est
effectivement solution. On effectue la division Euclidienne de 2x4− 3x3− 5x2 +
7x− 2 par x− 2 :
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2x4 − 3x3 − 5x2 + 7x− 2 x− 2

2x3 + x2 − 3x+ 1x3 − 5x2 + 7x− 2
− 3x2 + 7x− 2

x− 2
0

Il n’y a pas d’autre solution entière. On cherche ensuite s’il y a des solutions
rationnelles p/q. Comme p divise 1 et q divise 2, on essaye ±1

2
et on vérifie en

effet que 1
2

est solution. On divise le polynôme par 2x−1, ce qui donne x2 +x−1

dont les deux racines sont −1±
√

5
2

. Finalement, les racines du polynôme initial
sont 2, 1

2
et −1±

√
5

2
.

De manière formelle, si A et B sont deux polynômes avec B 6= 0, alors il
existe un et un seul couple (Q,R) de polynômes tel que A = BQ + R avec
deg(R) < deg(B).

Q et R s’appellent le quotient et le reste de la division Euclidienne de A par
B. Grâce à la division Euclidienne, on peut définir un algorithme d’Euclide, la
notion de PGCD de deux polynômes, établir un théorème de Bézout, etc. Nous
n’entrerons pas dans les détails.

La division Euclidienne de polynômes permet aussi de voir que

Théoréme 120. Soit P un polynôme de degré n. Alors P admet au plus n ra-
cines.

On raisonne par récurrence sur le degré. L’assertion est vraie en degré 0.
Supposons qu’elle soit vraie en degré n− 1. Soit a une racine de P . On effectue
la division Euclidienne de P par x− a :

P (x) = (x− a)Q(x) + b

où b est un réel. Comme P (a) = 0, on a b = 0 donc P (x) = (x − a)Q(x). Par
hypothèse de récurrence, Q admet au plus n− 1 racines, donc P admet au plus
n racines.

Exercice 10 (OIM 1974, exercice 6) Soit P un polynôme à coefficients entiers de
degré n > 1. Montrer qu’il y a au plus n+ 2 entiers k vérifiant P (k)2 = 1.

Solution de l’exercice 10 Soit r (resp. s) le nombre de solutions de l’équation P (k) =
−1 (resp. P (k) = 1). On doit montrer que r + s 6 n+ 2.

Comme s est le nombre de racines du polynôme P (X) − 1 qui est de degré
n, on a s 6 n, donc si r 6 2 alors on a bien r+ s 6 n+ 2. On peut donc supposer
que r > 3, et de même que s > 3.

Il existe trois entiers x1 < x2 < x3 tels que P (xi) = −1 pour tout i. Comme
P (X) + 1 admet xi pour racine, il est divisible par X − xi. Ecrivons P (X) =
−1+(X−xi)Qi(X). Comme P est à coefficients entiers, le polynôme Qi(X), qui
est le quotient de P (X) + 1 par X − xi, est également à coefficients entiers.
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Pour tout entier k tel que P (k) = 1, on a (k − xi)Qi(k) = 2, donc |k − xi| 6 2.
Ceci implique que x3 − 2 6 k 6 x1 + 2 6 x3. Comme de plus k 6= x3, on a
k ∈ {x3 − 2, x3 − 1}, donc il y a au plus deux entiers k vérifiant P (k) = 1. Ceci
contredit l’inégalité s > 3.

Croissance des polynômes

Si P et Q sont unitaires et de degrés respectifs n < m, alors P (x)/Q(x) tend
vers +∞ lorsque x → 0 : cela signifie que pour tout ε > 0 (éventuellement très
petit), il existe x0 tel que pour tout x > x0 on ait����P (x)

Q(x)

���� < ε.

Plutôt que d’en donner une démonstration formelle, traitons des exemples :
Exercice 11 Trouver une constante A > 0 telle que pour tout réel x > A, on ait

x3 + x+ 1 6
x4

1000000
.

Solution de l’exercice 11 Si x > 1, alors x3 + x + 1 6
3

x
x4 donc on peut prendre

A = 3000000.

L’exercice suivant n’a pas été traité en cours.

Exercice 12 Donner un intervalle, le plus petit possible, contenant les racines
de

x2014 − 100x+ 1.

Solution de l’exercice 12 Si x 6 0 alors l’expression est > 1, donc x n’est pas ra-
cine.

Si x > 1001/2013, alors x2014 > 100x > 100x− 1.
Si 0 < x 6 1/100 alors x2014 − 100x+ 1 > 1− 100x > 0.
Donc les racines sont comprises dans [ 1

100
, 1001/2013].

Exercice 13 Soit P un polynôme P tel qu’il existe une suite (ai)i>0 d’entiers
distincts vérifiant P (ai+1) = ai pour tout i. Montrer que P est de degré 1.

Solution de l’exercice 13 P n’est évidemment pas constant. Si P était de degré
> 2, alors il existerait A > 0 tel que si |x| > A, on a |P (x)| > |x|.

Comme la suite (ai) est formée d’entiers distincts, il existe i tel que |ai| > A et
|ai| > |a0|. On a alors, |P (ai)| < |P (ai−1)| < · · · < |P (a0)| < |P (ai)|. Impossible.

Donc P est de degré 1.

Remarque : on peut déterminer tous les polynômes qui satisfont la condi-
tion.
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Ecrivons P (x) = ax+ b. Comme P (a1) est un entier, aa1 + b est un entier. De
même aa2 + b est entier. Par différence, a(a1 − a2) est entier, donc a est rationnel
et b aussi.

Si a = 1 et b est entier non nul, alors P (x) = x+ b convient.
Sinon, P admet un point fixe que l’on notera c. On a P (x)− c = x−c

q
pour un

certain rationnel q 6= 1. Ainsi, ai − c = qi(a0 − c).
Si p est un facteur premier du dénominateur de q, alors la p-valuation de qi

tend vers −∞, ce qui est impossible. Donc q est un entier.
D’autre part, a1 − qa0 = (q − 1)c est un entier. Notons-le m. On alors P (x) =

x+m
q

.
Réciproquement, si m est un entier et P (x) = x+m

q
, alors la relation de récur-

rence ai+1 = qai −m implique que ai est bien un entier pour tout i.
Conclusion : les solutions sont P (x) = x+m

q
avec (q = 1 et m ∈ Z∗) ou (q ∈ Z,

q 6= 1 et m ∈ Z).

Utilisation de changements de variables

Exercice 14 Soient a et b deux réels, et g(x) = ax+ b. Déterminer les polynômes
f tels que f(g(x)) = g(f(x)) pour tout x ∈ R.

Solution de l’exercice 14
Premier cas : a = 1 et b = 0. Alors tout polynôme f convient.

Deuxième cas : a = 1 et b 6= 0. Comme f(x + b) = f(x) + b, on montre
facilement par récurrence que f(nb) = f(0)+nb pour tout entier naturel n, donc
le polynôme x 7→ f(bx)−f(0)−bx admet une infinité de racines. Par conséquent,
il est nul, d’où f(t) = t+f(0) pour tout t. On en conclut que f(x) est de la forme
f(x) = x+ c où c est une constante.

Troisième cas : a 6= 1. Alors g admet un unique point fixe c (à savoir c =
b/(1− a)). On vérifie que g(x)− c = a(x− c).

Posons y = x− c et h(y) = f(y + c)− c. Alors la condition f(g(x)) = g(f(x))
devient h(ay) = ah(y).

Si a 6= −1, alors on a h(ak) = akh(1) pour tout entier k > 1, donc y 7→
h(y)− h(1)y a une infinité de racines. Ceci entraîne h(y) = λy pour une certaine
constante λ, et finalement f(x) = c+ λ(x− c).

Si a = −1, la condition s’écrit h(−y) = −h(y), c’est-à-dire que h est un poly-
nôme impair (ce qui signifie que les coefficients des termes de degré pair sont
nuls).

Exercice 15 (Moscou 2000, problème C2) Soit f(x) = x2 + 12x + 30. Résoudre
l’équation f(f(f(f(f(x))))) = 0.

Solution de l’exercice 15 On a f(x) = (x+6)2−6, donc f(x)+6 = (x+6)2. Posons
y = x + 6 et g(y) = y2, alors l’équation devient g(g(g(g(g(y))))) = 6. Ceci se
résout en y = ±61/32, donc x = −6± 61/32.

L’exercice suivant n’a pas été traité en cours.
Exercice 16 (Moscou 2001, problème C3) Trouver un polynôme de degré 2001
tel que P (x) + P (1− x) = 1 pour tout x.
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Solution de l’exercice 16 Posons x = 1
2

+ y. On cherche P tel que P (1
2

+ y) +P (1
2
−

y) = 1. Soit Q(y) = P (1
2

+ y)− 1
2
, alors Q(y) + Q(−y) = 0. On peut prendre par

exemple Q(y) = y2001, donc P (x) = 1
2

+ (x− 1
2
)2001.

2 jeudi 21 après-midi : Baptiste Louf

Pour commencer

On commence par un fait qui peut paraître trivial, mais sur lequel reposent
beaucoup d’inégalités : un carré est toujours positif.

Proposition . Pour tous réels a et b, on a a2 + b2 ≥ 2ab, avec égalité ssi a = b.
Démonstration. En soustrayant le membre de droite et en factorisant, on voit
que l’inégalité est équivalente Ã (a − b)2 ≥ 0, ce qui est bien sÃ»r vrai, et on
remarque le cas d’égalité. �

Corollaire (Inégalité arithmético-géométrique). Si x et y sont des réels positifs,
alors x+y

2
≥ √xy avec égalité ssi x = y.

Démonstration. Appliquer la propriété ci-dessus avec a =
√
x et b =

√
y. �

Exercice 1 Montrer que 5x2 + y2 + 1 ≥ 4xy + 2x.

Solution de l’exercice 1 Ramenons tout Ã gauche : 5x2 + y2 − 4xy − 2x + 1 ≥ 0.
On remarque que le membre de gauche se termine par −2x+ 1, ce qui rappelle
fortement (x − 1)2 = x2 − 2x + 1. L’inégalité est donc équivalente Ã 4x2 + y2 −
4xy + (x− 1)2 ≥ 0. On factorise Ã nouveau, on obtient (2x− y)2 + (x− 1)2 ≥ 0.

Exercice 2 Soient x, y, z > 0. Montrer x2

y2
+ y2

z2
+ z2

x2
≥ x

z
+ z

y
+ y

x
.

Solution de l’exercice 2 On a 1
2
(x

2

y2
+ y2

z2
) ≥ x

z
, 1

2
(y

2

z2
+ z2

x2
) ≥ y

x
et 1

2
( z

2

x2
+ x2

y2
) ≥ z

y
, d’où

le résultat.

Théoréme (Inégalité arithmético-géométrique). Soit n entier et (a1, · · · , an) des
réels positifs. Alors a1+···+an

n
≥ (a1a2 · · · an)

1
n , avec égalité ssi tous les ai sont

égaux.

Corollaire (Cas n=3). Soient a, b, c des réels positifs. Alors a+b+c
3
≥ 3
√
abc.

Exercice 3 Soient a, b, c, d > 0 tels que abcd = 1. Montrer a2 + b2 + c2 + d2 + ab+

ac+ ad+ bc+ bd+ cd ≥ 10

Solution de l’exercice 3 Direct en appliquant l’IAG.

Exercice 4 Soit n entier et (a1, · · · , an) des réels positifs dont le produit vaut 1.
Montrer

Qn
i=1(2 + ai) ≥ 3n.

Solution de l’exercice 4 On a 2 + ai = 1 + 1 + ai ≥ 3 3
√
ai d’après IAG. D’où le
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résultat.

Exercice 5 Soient x, y, z > 0 tels que x+y+z = 1. Montrer (1+ 1
x
)(1+ 1

y
)(1+ 1

z
) ≥

64

Solution de l’exercice 5 Posons P = (1 + 1
x
)(1 + 1

y
)(1 + 1

z
) et q = 1

3
√
xyz

. On a P =
1
x
+ 1
y
+ 1
z
+ 1
xy

+ 1
yz

+ 1
zx

+ 1
xyz

+1. Or d’après l’IAG, 1
x
+ 1
y
+ 1
z
≥ 3q et 1

xy
+ 1
yz

+ 1
zx
≥ 3q2.

Donc P ≥ q3 + 3q2 + 3q + 1 = (q + 1)3. Or on a x+y+z
3
≥ 3
√
xyz donc q ≥ 3. D’où

P ≥ 64.

Cauchy-Schwarz

Théoréme . Soit n entier et (a1, · · · , an) et (b1, · · · , bn) deux n-uplets de réels (pas
nécessairement positifs). Alors (a2

1 + · · ·+ a2
n)(b2

1 + · · ·+ b2
n) ≥ (a1b1 + · · ·+ b1bn)2

avec égalité ssi il existe un λ réel tel que ai = λbi pour tout i ou bien bi = 0 pour
tout i. On dit alors que les deux n-uplets sont colinéaires.
Démonstration. Soit A = (a2

1 + · · ·+ a2
n)(b2

1 + · · ·+ b2
n) et B = (a1b1 + · · ·+ b1bn)2.

Alors A−B =
Pn
i=1 a

2
i b

2
i +

P
i 6=j a

2
i b

2
j −

Pn
i=1 a

2
i b

2
i − 2

P
1≤i<j≤n aiajbibj

=
P

1≤i<j≤n(a2
i b

2
j + a2

jb
2
i − 2aiajbibj)

=
P

1≤i<j≤n(aibj − ajbi)2

≥ 0

avec égalité si et seulement si les deux n-uplets sont colinéaires. �

Exercice 6 Soit n entier et (a1, · · · , an) > 0. Montrer (a1+· · ·+an)( 1
a1

+· · ·+ 1
an

) ≥
n2.

Solution de l’exercice 6 D’après Cauchy Schwarz, (a1 + · · ·+ an)( 1
a1

+ · · ·+ 1
an

) ≥
(
P
i = 1n

√
ai

1√
ai

)2 = n2

Théoréme (Inégalité arithmético-quadratique). Soit n entier et (a1, · · · , an) des

réels positifs. Alors
1 + · · ·+ an

n
≤
Ê
a2

1 + · · ·+ a2
n

n
, avec égalité ssi tous les ai

sont égaux.
Démonstration. Il suffit d’appliquer Cauchy-Schwarz en posant bi = 1 pour
tout i. �

Exercice 7 Soient a, b, c des réels positifs avec ab+bc+ca = 1. Montrer a+b+c ≥√
3

Solution de l’exercice 7 On a (a+b+c)2 = a2+b2+c2+2(ab+bc+ca) = a2+b2+c2+2

D’après l’IAQ, a2 + b2 + c2 ≥ (a+b+c)2

3
. Donc (a + b + c)2 ≥ (a+b+c)2

3
+ 2, donc

2(a+b+c)2

3
≥ 2. D’où a+ b+ c ≥

√
3.
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Réordonnement

Il vaut mieux avoir des bonnes notes dans les matières Ã gros coeffs et des
mauvaises notes dans les matières Ã petits coeffs que l’inverse. Il existe une
inégalité qui traduit cela.

Théoréme (Inégalité du réordonnement). Soit n entier et (a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an) et
(b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn) deux n-uplets de réels (pas nécessairement positifs). Alors
a1b1 +a2b2 + · · ·+anbn ≥ a1bσ(1) +a2bσ(2) + · · ·+anbσ(n) ≥ a1bn+a2bn−1 + · · ·+anb1

pour toute permutation σ de 1, · · · , n.
Démonstration. On va prouver la première inégalité. Procédons par récurrence
sur n.
Pour n = 2, on a a1b1+a2b2−a1b2−a2b1 = (a2−a1)(b2−b1) ≥ 0, donc a1b1+a2b2 ≥
a1b2 + a2b1.
Supposons la propriété vraie pour n− 1.
Soit k l’entier tel que σ(k) = 1. Alors a1b1 + akbσ(1) ≥ a1bσ(1) + akb1 car bσ(1) ≥ b1.
Donc a1bσ(1) + a2bσ(2) + · · ·+ anbσ(n) ≤ a1b1 + a2bσ(2) + · · ·+ akbσ(1) + · · ·+ anbσ(n).
Or d’après l’hypothèse de récurrence, a2bσ(2) + · · · + akbσ(1) + · · · + anbσ(n) ≤
a2b2 + · · ·+ anbn. Donc a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn ≥ a1bσ(1) + a2bσ(2) + · · ·+ anbσ(n).
On a donc démontré ce qu’on voulait.
Pour la deuxième égalité, il suffit d’appliquer la première en remplaçnt bi par
−bi. �

Exercice 8 Soient (a1, · · · , an) des entiers strictement positifs tous distincts. Mon-
trer

Pn
k=1

ak
k2
≥ Pn

k=1
1
k
.

Solution de l’exercice 8 D’après le réordonnement, la somme est minimale si la
suite (ak) est croissante. Donc ai+1 ≥ ai + 1. Or a1 ≥ 1 donc par récurrence im-
médiate ai ≥ i pour tout i. Donc ak

k2
≥ 1

k
, d’où le résultat.

Théoréme (Inégalité de Chebyshev). Soit n entier et (a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an) et
(b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn) deux n-uplets de réels (pas nécessairement positifs). Alors
a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

n
≥ a1 + a2 + · · ·+ an

n

b1 + b2 + · · ·+ bn
n

≥ a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1

n
Démonstration. Il suffit d’appliquer le réordonnement Ã toutes les permuta-
tions de 1, · · · , n, puis de sommer. �

Exercice 9 Soient a, b, c > 0. Montrer a
b+c

+ b
c+a

+ c
a+b
≥ 3

2
.

Solution de l’exercice 9 Par symétrie, supposons a ≥ b ≥ c. Alors d’après Cheby-
shev, a

b+c
+ b

c+a
+ c

a+b
≥ 1

3
(a+ b+ c)( 1

b+c
+ 1

c+a
+ 1

a+b
)

Donc a
b+c

+ b
c+a

+ c
a+b
≥ 1

6
((b+ c) + (c+ a) + (a+ b))( 1

b+c
+ 1

c+a
+ 1

a+b
)
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Donc, en appliquant Chebyshev au membre de gauche, on obtient :
a
b+c

+ b
c+a

+ c
a+b
≥ 9

6
= 3

2
.

3 Groupe C : polynômes

1 jeudi 21 matin : Igor Kortchemski

Opérations sur les polynômes On commence par définir la notion de poly-
nôme et voir quelques propriétés.

Définition . Une fonction P de R dans R est appelée polynôme à coefficient
réels (abrégé en polynôme dans ce qui suit) s’il existe des nombres réels a0, . . . , an

tels que pour tout x ∈ R :

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n.

On verra plus tard (Corollaire ) qu’un polynôme à coefficients réels s’écrit de
manière unique sous cette forme. Si an 6= 0, on dit que le degré de P , noté degP ,
vaut n. Dans ce cas, an est appelé le coefficient dominant de P . On décrète que
le degré du polynôme nul est −∞. Si le coefficient dominant de P vaut 1, on dit
que ce polynôme est unitaire. On note R[X] l’ensemble des polynômes à coef-
ficients réels. De même, on note Q[X] l’ensemble des polynômes à coefficients
rationnels et Z[X] l’ensemble des polynômes à coefficients entiers.

Dans ce qui suit, nous ne ferons pas de distinction entre polynôme et fonc-
tion polynomiale associée. Il faudrait la faire en toute rigueur, mais plutôt que
de rendre l’exposition abstraite, nous préférons insister sur les idées sous-jacentes.
Voir l’appendice situé à la fin du cours pour plus de détails.

On notera indifféremment P (x) ou P (X) ou encore P .

Exemple . La fonction P (x) =
√

2 − 2x + πx2 est un polynôme de degré 2 de
coefficient dominant π. La fonction Q(x) = |x| n’est pas un polynôme (pour-
quoi ?).

Remarque . Par convention, le degré du polynôme nul est −∞. Ainsi, les poly-
nômes de degré zéro sont exactement les fonctions constantes non nulles.

Proposition . Soient P,Q deux polynômes. Alors P +Q et P ×Q sont également
deux polynômes.

Preuve. Pour P + Q il suffit d’utiliser le fait que αxi + βxi = (α + β)xi pour un
nombre réel x, et pour P (x)×Q(x), il suffit de développer le produit.
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Exemple . Pour tout réel a et tout entier positif n, P (x) = (x − a)n est un poly-
nôme de degré n.

Proposition . Soient P,Q deux polynômes. Alors deg(P+Q) ≤ max(degP, degQ)

et deg(P ×Q) = degP + degQ (avec la convention −∞+ α = −∞ pour que cet
énoncé soit valable si l’un des deux polynômes est nul).

Preuve. On vérifie aisément que deg(P + Q) = degP si degP > degQ, que
deg(P +Q) = degQ si degQ > degP et que si degP = degQ, alors deg(P +Q) ≤
degP . Il peut cependant ne pas y avoir égalité (prendre par exemple P (x) = x2

et Q(x) = −x2).
La deuxième partie de la proposition découle du fait que si an est le coef-

ficient dominant de P et bm est le coefficient dominant de Q, alors anbm est le
coefficient dominant de PQ.

Le résultat crucial suivant permet de montrer l’unicité de l’écriture d’un po-
lynôme :

Théoréme . Soit P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n un polynôme à coefficients réels

tel que P (x) = 0 pour tout x ∈ R. Alors a0 = a1 = · · · = an = 0.

Preuve. Raisonnons par l’absurde, est supposons que P (x) = akx
k + ak+1x

k+1 +

· · · + anx
n avec k ≥ 0 et ak 6= 0. Comme pour tout x ∈ R∗ on a P (x) = 0, en

divisant par xk on en déduit que ak + xak+1 + · · ·+ anx
n−k = 0 pour tout x ∈ R∗.

En faisant tendre x vers 0, on en déduit que ak = 0, ce qui est absurde.

Corollaire . Soient a0, a1, . . . , an et b0, b1, . . . , bm des nombres réels tels que an 6= 0

et bm 6= 0. On suppose que pour tout nombre réel x :

a0 + a1x+ a2x
2 + · · · anxn = b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m.

Alors m = n et ai = bi pour tout 0 ≤ i ≤ m.

Preuve. Soit P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · anxn − (b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m), qui est
un polynôme à coefficients réels tel que P (x) = 0 pour tout x ∈ R. Le résultat
découle alors du théorème précédent.

Division euclidienne et racines Dans cette partie, notre but est d’expliquer
en quoi la connaissance des racines d’un polynôme P , c’est-à-dire des éléments
x tels que P (x) = 0, donne des informations sur P . On commence par montrer
qu’il existe une notion de division euclidienne de polynômes très similaire à
celle des entiers.
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Division euclidienne de polynômes

Ici, et dans tout ce qui suit, K désigne Q ou R.

Théoréme . Soient P,U ∈ K[X] avec degU ≥ 1. Alors il existe un unique couple
de polynômes Q,R ∈ K[X] tels que :

P = QU +R et deg(R) ≤ deg(U)− 1.

Preuve. Pour l’existence, on applique l’algorithme vu en cours en abaissant à
chaque étape le degré de P . Plus précisément, on pose P0 = P et Q0 = 0. On
commence à l’étape 0 et voici ce qu’on fait à l’étape k : notons dk degré de Pk et ck
son coefficient dominant. Notons également n le degré de U et un son coefficient
dominant. Si deg(Pk) ≤ deg(U)− 1, on arrête l’algorithme en prenant Q = Qk et
R = Pk. Sinon, on pose :

Pk+1 = Pk −
ck
un
Xdk−nU et Qk+1 = Qk +

ck
un
Xdk−n.

On passe ensuite à l’étape k+ 1. L’algorithme se termine bien car le degré de Pk
est au plus degP − k, et les polynômes Q et R donnés par l’algorithme vérifient
les conditions requises.

Pour l’unicité, supposons par l’absurde qu’il existe deux tels couples Q,R et
Q′, R′. Alors QU + R = Q′U + R′. En particulier, Q 6= Q′, car sinon on a aussi
R = R′. Cela implique également :

U(Q−Q′) = R′ −R.

Or, d’après la proposition , le degré du terme de gauche et supérieur ou égal
à celui de U et celui de droite est inférieur ou égal à deg(U) − 1, ce qui est
contradictoire et conclut la démonstration.

Exemple . La division euclidienne de X5−3X3 + 2X+ 1 par X3 + 3X2−2X−1

est :

X5− 3X3 + 2X + 1 = (X2− 3X + 8)(X3 + 3X2− 2X − 1) +
�
−29X2 + 15X + 9

�
.

Remarque . La division euclidienne telle quelle est fausse pour des polynômes
à coefficients entiers. Par exemple, il n’existe pas de Q ∈ Z[X] tel que 3x2 + 1 =

Q(x)(2x + 1) (comparer les coefficients dominants). En revanche, en reprodui-
sant la démonstration précédente, si P,U ∈ Z[X] et que le coefficient dominant
de U est 1, alors si degU ≥ 1, il existe il existe un unique couple de polynômes
Q,R ∈ K[X] tels que :

P = QU +R et deg(R) ≤ deg(U)− 1.
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En effet, dans la preuve précédente, il a fallu diviser par « un ». Or, lorsqu’on
divise par des éléments de Z, on ne reste pas dans Z. Ceci explique un peu
d’ailleurs pourquoi la théorie des polynômes à plusieurs variables est plus com-
pliquée que celle des polynômes à une variable. En effet, on peut par exemple
voir les polynômes réels à deux variables comme les polynômes en y à coeffi-
cients dans R[X]. Mais, de même que dans Z, tous les éléments de R[X] ne sont
pas inversibles.

Définition . Soient P,Q ∈ K[X] avec P non nul. On dit que P diviseQ s’il existe
R ∈ K[X] tel que Q = PR.

Ainsi, P divise Q si le reste de la division euclidienne de Q par P vaut 0.

Exemple . Trouvons le reste de la division euclidienne de A(x) = x2013 + 2013

par B(x) = x − 1. Par division euclidienne, on écrit A(x) = Q(x)B(x) + R(x)

avec R(x) un polynôme de degré au plus 0. Ainsi R est un polynôme constant
qu’on notera c. Autrement dit, A(x) = Q(x)B(x) + c et il nous reste à trouver la
valeur de c. Prenons x = 1 : A(1) = Q(1)B(1) + c. Or B(1) = 1. On en déduit
que c = A(1) = 2014.

Exercice 1 Trouver le reste de la division euclidienne de x100−2x51+1 par x2−1.

Racines et factorisation de polynômes

Nous voyons ici que la connaissance des racines d’un polynôme permet de
le factoriser. Rappelons que K désigne R ou Q.

Définition . Un élément x ∈ K est appelé racine d’un polynôme P ∈ K[X] si
P (x) = 0.

Exemple . Le polynôme réel X2 − 1 a deux racines réelles, qui sont 1 et −1.
Le polynôme X2 + 1 n’a pas de racine réelle. Le polynôme réel X2 − 2 a deux
racines réelles, mais le polynôme à coefficients rationnels X2 − 2 n’a pas de
racines rationnelles car

√
2 est irrationnel. Si a ∈ K, le polynôme (X − 1)2012 est

de degré 2012 mais n’a qu’une seule racine qui est 1.

Le théorème suivant est très important et doit être connu.

Théoréme . Soient P ∈ K[X] et a ∈ K. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1. a est racine de P , autrement dit P (a) = 0.
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2. Il existe un polynôme Q ∈ K[X] tel que :

P (x) = Q(x)(x− a).

Preuve. Il est clair que le deuxième point implique le premier. Quant à la réci-
proque, le point clé est d’utiliser la division euclidienne. En effet, supposons que
P (a) = 0. Écrivons alors la division euclidienne de P par X − a sous la forme
P (x) = Q(x)(x − a) + R(x) avec R un polynôme de degré au plus 1 − 1 = 0.
Ainsi, R est un nombre réel, noté c. Bref, P (x) = Q(x)(x− a) + c. Évaluons cette
quantité en x = a : 0 = P (a) = Q(a)(a − a) + c. Donc c = 0, ce qu’on voulait
démontrer.

Théoréme . Soit n ≥ 0 un entier. Un polynôme de K[X] de degré n a au plus n
racines différentes dans K.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est vrai car par dé-
finition un polynôme de degré 0 est une constante non nulle. Soit n ≥ 1 et
supposons le résultat acquis pour tous les polynômes de K[X] degré n− 1. Soit
alors P ∈ K[X] de degré n. Si P n’a pas de racines dans K, il n’y a rien à faire.
Sinon, soit a ∈ K une racine de P . D’après le théorème précédent, on peut écrire
P (X) = (X − a)R(X) avec R ∈ K[X] un polynôme de degré n − 1, qui par hy-
pothèse de récurrence a au plus n− 1 racines différentes. On en déduit que P a
au plus n racines différentes.

Remarque . Il existe des polynômes qui n’ont pas de racines réelles, par exemple
P (x) = x4 + 1. En revanche, un polynôme P à coefficients réels et de degré im-
pair a au moins une racine réelle. En effet, soit c son coeffictient dominant. Alors
P (x) → +∞ quand x → ∞ et P (x) → −∞ quand x → −∞ lorsque c > 0 et
P (x) → −∞ quand x → ∞ et P (x) → +∞ quand x → −∞ lorsque c < 0.
Le polynôme P doit donc forcément couper quelque part l’axe des abcsisses
(en termes rigoureux, c’est une conséquence du théorème des valeurs intermé-
diaires appliqué à la fonction continue P ).

Ce théorème important implique quelques corollaires donnant une informa-
tion concernant le polynôme sachant quelque chose sur ses racines.

Corollaire . Soit n ≥ 0 un entier. Soit P ∈ K[X] un polynôme de degré au plus
n ayant au moins n + 1 racines. Alors P est le polynôme nul. En particulier, un
polynôme ayant une infinité de racines est forcément le polynôme nul.

Preuve. Il suffit de dire que si P n’est pas le polynôme nul, alors d’après le théo-
rème précédent il a au plus deg(P ) ≤ n racines.

169



IV. DEUXIÈME PÉRIODE 3. GROUPE C : POLYNÔMES

Corollaire . Soit P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ K[X] un polynôme de degré n.

On suppose qu’il a n racines différentes r1, . . . , rn ∈ K. Alors :

P (x) = an(x− r1) · · · (x− rn).

Preuve. SoitQ(X) = P (x)−an(x−r1) · · · (x−rn) ∈ K[X]. Ce polynôme admet au
moins n racines différentes (r1, . . . , rn), et on voit qu’il est de degré au plus n−1

(le terme anxn se simplifie dans la soustraction). D’après le corollaire précédent,
Q est le polynôme nul.

Corollaire . Un polynôme de degré n ayant n + 1 racines est nul. Ainsi, un
polynôme ayant une infinité de racines est forcément le polynôme nul.

Exercice 2 En utilisant le corollaire précédent, retrouver le fait que Q(x) = |x|
n’est pas un polynôme.

Exemple . Soit P un polynôme de degré 2013 vérifiant P (k) = k pour k =

1, 2, . . . , 2013 et P (0) = 1. Trouvons P (−1).
Le polynôme P (x) − x est de degré 2013 et admet 2013 racines qui sont k =

1, 2, . . . , 2013. On a donc forcément

P (x)− x = c · (x− 1)(x− 2) · · · (x− 2013)

avec c un nombre réel. En évaluant en x = 0, il vient 1 = P (0) = −c · 2013!, de
sorte que c = −1/2013!. D’où

P (−1) = −1 +
2014!

2013!
= 2013.

Pour conclure cette partie, prouvons la propriété utile suivante en identifiant
les coefficients.

Proposition . Soit P un polynôme tel que P (x)2 soit un polynôme en x2 (c’est-
à-dire qu’il existe un polynôme R tel que P (x)2 = R(x2). Alors il en est de
même de P (x) ou de P (x)/x (c’est-à-dire qu’il existe un polynôme Q tel que
soit P (x) = Q(x2), soit P (x) = xQ(x2)).

Preuve. Écrivons P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 avec an 6= 0. Comme
P (x)2 = R(x2), le coefficient devant x2n−1 dans P (x)2, à savoir 2anan−1, est nul.
On en déduit que an−1 = 0. De même, le coefficient devant x2n−3 dans P (x)2,
à savoir 2anan−3, est nul. On en déduit que an−3 = 0. De même, on obtient que
an−2k−1 = 0 pour n− 2k − 1 ≥ 0. Le résultat en découle.

Pour illustrer cette propriété, on pourra chercher l’exercice suivant.

Exercice 3 Trouver tous les polynômes P ∈ R[X] tels que 16P (x2) = P (2x)2.
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Racines multiples et polynôme dérivé

Doit-on dire que le polynôme P (x) = (x − 1)n a une seule racine, ou bien n
racines qui sont les mêmes ? Pour ne pas faire de confusion, nous traitons le cas
des racines multiples.

Définition . Soient P ∈ K[X], α ∈ K et un entier m ∈ N∗. On dit que α est
racine de multiplicité m de P s’il existe Q ∈ K[X] tel que P (x) = (x − α)mQ(x)

et Q(α) 6= 0.

Il se trouve qu’on dispose d’un critère assez pratique permettant de recon-
naître une racine multiple.

Définition . Soit P = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ K[X]. On définit le polynôme

dérivé P ′ par P ′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1.

La proposition suivante, réminiscente des propriétés de l’opérateur de dé-
rivation sur les fonctions réelles dérivables, est fondamentale. On laisse sa dé-
monstration au lecteur.

Proposition . Pour P,Q ∈ K[X], on a :

(PQ)′ = PQ′ + P ′Q.

Proposition . Soient a ∈ K et n ≥ 1 un entier. Soit P (x) = (x − a)n. La dérivée
de P est P ′(x) = n(x− a)n−1.

Preuve. Prouvons cela par récurrence sur n. Pour n = 1, le polynôme dérivé de
x − a est bien 1. Supposons le résultat acquis au rang n, montrons-le au rang
n+ 1. Soit Q(x) = (x− a)n+1. En écrivant (x− a)n+1 = (x− a)(x− a)n, on obtient

Q′(x) = (x− a)n + (x− a) ((x− a)n)′ .

Donc par hypothèse de récurrence, Q′(x) = (x− a)n + (x− a) · (n− 1)(x− a)n =

n(x− a)n. Ceci conclut la récurrence et la preuve de la proposition.

Théoréme . Soit P ∈ K[X] et α ∈ K tel que P (α) = 0. Alors α est une racine
multiple de P si, et seulement si, P ′(α) = 0.

Preuve. Dans le sens direct, écrivons P (x) = (x − α)mQ(x) avec m ≥ 2 et Q ∈
K[X]. En dérivant cette expression, il vient P ′(x) = m(x − α)m−1Q(x) + (x −
α)mQ′(x). En prenant x = α, on conclut que P ′(α) = 0.

Pour la réciproque, supposons que P ′(α) = 0 et raisonnons par l’absurde
en supposant que α soit une racine non multiple de P . Alors P s’écrit P (x) =

(x− α)Q(x) avec Q(α) 6= 0 (si Q(α) = 0, d’après le théorème , on pourrait écrire
P (x) = (x−α)2R(X)). En dérivant cette expression, il vient P ′(x) = Q(x) + (x−
α)Q′(x). En prenant x = α, il vient P ′(α) = Q(α) 6= 0, ce qui est absurde.
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Exemple . Soit n ≥ 1 un entier et montrons que (X+1)2 divise P (X) = X4n+2 +

2X2n+1 + 1. D’après le théorème , il suffit que −1 est racine double de P . Ceci
découle aisément du fait que P (−1) = 0 et P ′(−1) = 0.

Remarque . Si P ′(α) = 0, cela n’implique pas que α soit racine multiple (ou
racine tout court !) de P . Il faut en effet s’assurer que P (α) = 0 pour utiliser le
corollaire précédent. Par exemple, si P (x) = x2−2, on a P ′(x) = 2x, mais 0, bien
que racine de P ′, n’est pas racine de P .

Remarque . Soient P ∈ K[X] et a ∈ K. Pour un entier k ≥ 1, notons P (k) le
polynôme P dérivé k fois. Soit n ≥ 1 un entier. Plus généralement, on peut
démontrer par récurrence sur n l’équivalence

P (a) = 0, P ′(a) = 0, . . . , P (n)(a) = 0⇐⇒ (x− a)n divise P.

Exercices d’application

Exercice 4 Trouver les réels a, b tels que (x− 1)2 divise ax4 + bx3 + 1.

Exercice 5 Trouver tous les polynômes P ∈ R[X] tels que pour tous réels x,
P (2x) = P ′(x)P ′′(x).

Exercice 6 Soit P (x) = a0 +a1x+ · · ·+anx
n ∈ R[X] qui possède n racines réelles

différentes. Montrer que pour tout x réel, P (x)P ′′(x) ≤ P ′(x)2. En déduire que
pour 1 ≤ k ≤ n− 1, ak−1ak+1 ≤ a2

k.

Exercice 7 (Oral ENS 2009) Soit P ∈ R[X] de degré n ≥ 1. On suppose que
toutes les racines de P sont réelles. Montrer que (n − 1) (P ′(x))2 ≥ nP (x)P ′′(x)

et déterminer les cas d’égalité.

Interpolation

Étant donnés un nombre fini de points du plan, existe-t-il un polynôme tel
que que sa courbe représentative passe par ces points ? Trouver un tel poly-
nôme, c’est résoudre un problème d’interpolation.

Théoréme . Soient a1, . . . an et b1, . . . , bn des nombres réels (avec les ai deux à
deux distincts). Alors il existe un unique polynôme P de degré n − 1 tel que
pour tout i, P (ai) = bi.

Preuve. Montrons d’abord l’unicité en considérant P,Q deux polynômes véri-
fiant les conditions de l’énoncé du théorème. Alors le polynôme P − Q est de
degré au plus n−1, qui admet au moins n racines différentes, à savoir a1, . . . , an.
Il est donc nécessairement nul.
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Quant à l’existence, pour 1 ≤ i ≤ n, introduisons les polynômes suivants,
appelés polynômes d’interpolation de Lagrange :

Li(x) =
nY

j=1,j 6=i

x− aj
ai − aj

.

L’intérêt est que pour tout j différent de i, Li(aj) = 0, alors que Li(ai) = 1. On
en déduit aisément que le polynôme :

P (x) =
nX
i=1

biLi(x)

convient.

Ainsi, un polynôme de degré n est complètement déterminé par les images
de n+ 1 points distincts.

Exercice 8 Soient a1, . . . an et b1, . . . , bn des éléments de K (avec les ai deux à
deux distincts). Trouver tous les polynômes P ∈ K[X] tels que P (ai) = bi.

Exercice 9 Trouver tous les polynômes à coefficients complexes P tels que pour
tout rationnel q, P (q) est rationnel.

Exercice 10 On définit les polynômes de Hermite comme suit : H0 = 1 et pour
n ≥ 1, Hn(x) = 1

n!

Qn−1
k=0(X − k).

1. Vérifier que pour tout k ∈ Z, Hn(k) ∈ Z.

2. Trouver tous les polynômes P ∈ C[X] tels que pour tout k ∈ N, on a
P (k) ∈ Z.

3. (i) Calculer, pour des entiers j ≤ k la somme :

kX
i=j

(−1)k−i
 
k

i

! 
i

j

!
.

Indication. On pourra écrire Xk = (X + 1− 1)k.

(ii) Soit (uj) une suite de nombres réels. Montrer que les deux conditions
suivantes sont équivalentes :
1. Il existe P ∈ R[X] tel que, pour tout j ∈ N, on a uj = P (j).
2. Il existe un entier positif n tel que pour tout entier i ≥ n + 1, on a

iX
j=0

(−1)i−j
 
i

j

!
uj = 0.
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Cas des polynômes à petit degré

Nous maintenant quelques applications des résultats précédents, parfois sous
la forme d’exercice corrigé.

Proposition . Soient b, c deux nombres réels. On souhaite connaître le nombre
de réels x tels que x2 +bc+c = 0. Soit ∆ = b2−4c, appelé le discriminant. Alors :

1. Si ∆ < 0, il n’y a pas de solution.

2. Si ∆ = 0, il y a une seule solution qui est − b
2
.

3. Si ∆ > 0, il y a exactement deux solutions, qui sont :

−b+
√
b2 − 4c

2
et

−b−
√
b2 − 4c

2
.

Preuve. L’idée est de se ramener au cas b = 0 en écrivant x2 +bx+c sous la forme
suivante, dite forme canonique :

x2 + bx+ c = (x+
b

2
)2 + c− b2

4
.

L’intérêt réside dans le fait que x n’intervient qu’une fois dans la nouvelle ex-
pression. Cette forme rend très souvent de précieux services et est à retenir.
Ainsi, x2 + bx+ c = 0 si, et seulement si, (x+ b

2
)2 = b2

4
− c. Ainsi, un carré étant

positif, si b
2

4
−c = ∆/4 < 0, il n’y a pas de solution, d’ou ? le premier point. D’un

autre côté, si ∆ ≥ 0, alors (x+ b
2
)2 = b2

4
− c si, et seulement si :

x+
b

2
=

s
b2

4
− c ou x+

b

2
= −

s
b2

4
− c.

On en déduit les points 2. et 3.

Exemple . Le polynôme P (x) = x2 + x + 1 a un discriminant égal à −3, et n’a
donc pas de racine réelle.

Exercice 11 Soient a, b, c ∈ R, avec a 6= 0, et considérons le graphe de la fonction
P (x) = ax2 + bx + c. Montrer qu’en faisant une homothétie et une translation,
on peut obtenir le graphe de la fonction Q(x) = x2.

Remarque . Il s’ensuit qu’étant donné un polynôme de degré 2, on peut aisé-
ment dire s’il a des racines réelles, et le cas échéant donner leur expression. Ceci
est tout à fait remarquable : on peut montrer qu’il existe des polynômes de de-
gré 5 dont les racines réelles ne s’expriment pas en utilisant des racines carrées,
cubiques, etc. Cependant, si P (x) est un polynôme de degré 3 et si on trouve
une racine évidente a (par exemple a = 1, 2,−1,−2, ...), alors on peut effectuer
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la division euclidienne de P par x−a. On en déduit qu’il existeQ, un polynôme
de degré 2, tel que P (x) = Q(x)(x− a). Mais Q est de degré 2, et ce qui précède
s’applique. La moralité de ceci est que si on trouve une racine évidente d’un
polynôme de degré 3, alors on arrivera à connaître toutes ses racines. À titre
d’illustration, on pourra chercher l’exercice suivant.

Exercice 12 Trouver tous les nombres réels x, y, z vérifiant :8>>><>>>:
(x+ 1)yz = 12

(y + 1)zx = 4

(z + 1)xy = 4.

Polynômes symétriques élémentaires Dans cette partie, nous nous intéres-
sons aux liens unissant les coefficients d’un polynôme à ses racines.

Relations de Viète

Proposition (Relations de Viète). Soit P (x) = ax2 + bx + c un polynôme réel
de degré 2 (avec a 6= 0) ayant z1 et z2 comme racines réelles. Alors z1z2 = c

a
et

z1 + z2 = − b
a
.

Preuve. D’après le corollaire , on a P (x) = a(x − z1)(x − z2). En développant le
terme de droite et en identifiant les coefficients, on trouve les égalités annoncées.

Ces relations sont utiles car elles expriment les coefficients du polynôme en
fonction des racines. À ce titre, on cherchera l’exercice suivant.
Exercice 13 Trouvez toutes les valeurs du paramètre a pour que l’équation

ax2 − (a+ 3)x+ 2 = 0

admette deux racines réelles de signes opposés.

Définition . Soit n ≥ 1 un entier. Soient z1, . . . , zn ∈ K. Pour 1 ≤ k ≤ n, la k-ième
fonction symétrique élémentaire est par définition

σk(z1, . . . , zn) =
X

1≤i1<···<ik≤n
zi1 · · · zik ,

Lorsque les éléments z1, . . . , zn sont sous-entendus, pour simplifier on notera
parfois σk au lieu de σk(z1, . . . , zn).

Ainsi, par exemple, pour n = 3, on a σ1 = z1 + z2 + z3, σ2 = z1z2 + z1z3 + z2z3

et σ3 = z1z2z3.
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Proposition (Relations de Viète dans le cas général). Soit P (x) = anx
n+an−1x

n−1+

· · · + a1x + a0 ∈ K[X] avec an 6= 0. On suppose que P adment n racines
z1, . . . , zn ∈ K comptées avec multiplicité (c’est-à-dire que si z est racine d’ordre
k, z apparaît k fois dans la liste z1, . . . , zn). Alors, pour tout entier 1 ≤ k ≤ n,

σk(z1, . . . , zk) = (−1)k
an−k
an

.

Autrement dit,

nX
i=1

zi = −an−1

an
,

X
1≤i<j≤n

zizj = −an−2

an
, . . . ,

nY
i=1

zi = (−1)n
a0

an
.

Preuve. D’après le Corollaire , on a P (x) = an(x− z1) · · · (x− zn). Or, dans le dé-
veloppement de an(x−z1) · · · (x−zn), on voit aisément que le coefficient devant
xn−k vaut (−1)kanσk(z1, . . . , zk). Or ce coefficient vaut aussi an−k. Le résultat en
découle.

Exemple . Cherchons tous les nombres réels x, y, z tels que

x+ y + z = 17, xy + yz + xz = 94, xyz = 168.

D’après les relations de Viète, x, y, z sont racines de P (x) = x3 − 17x2 +

94x−168 = 0. Cherchons des racines “évidentes” de P . Il est naturel de d’abord
chercher des racines entières, qui sont forcément des diviseurs de 168 (pour
tester si par exemple 2 est racine, on effectue la division euclidienne de P pa
x− 2 et on regarde si le reste est nul). On remarque que x = 4 est racine, et sans
difficulté on trouve que x = 6 et x = 7 sont racines du polynôme P (x)/(x − 4).
Ainsi, les solutions (x, y, z) sont les six permutations possibles de (4, 6, 7).

Remarque . Les fonctions σ1(z1, . . . , zn), . . . , σn(z1, . . . , zn) sont appelés fonctions
symétriques élémentaires des zi. Symétriques, parce qu’une permutation des zi laisse
les σk invariants. Élémentaires, parce qu’on peut montrer que toute expression
symétrique en n variables peut s’exprimer polynomialement à l’aide de ces
fonctions symétriques élémentaires. Plus précisément, si P (z1, . . . , zn) est un po-
lynôme à n variables (on laisse le lecteur imaginer ce que c’est) tel que pour
toute permutation σ de {1, . . . , n} on ait P (z1, . . . , zn) = P (zσ(1), . . . , zσ(n)), alors
il existe un polynôme à n variablesR tel que P (z1, . . . , zn) = R(σ1(z1, . . . , zn), . . . , σn(z1, . . . , zn)).

Exemple . En notant σ1 = x1 + x2 + x3, σ2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 et σ3 = x1x2x3,
on a :

x3
1 + x3

2 + x3
3 = σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3.
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Bref, lorsqu’on a affaire à des quantités symétriques, il peut être parfois ju-
dicieux de faire intervenir les fonctions symétriques élémentaires associées.

Exercice 14 Soit P ∈ R[X] non nul. Montrer que les sommes des racines com-
plexes de P, P ′, . . . , P (n−1) (où P (n−1) désigne le polynôme P dérivé n − 1 fois)
forment une suite arithmétique.

Exercice 15 Trouver tous les réels x, y vérifiant x5 + y5 = 33 et x+ y = 3.

Relations de Newton

Nous allons voir que des sommes symétriques particulières (sommes des
puissances k-ièmes) peuvent s’exprimer assez simplement grâce aux fonctions
symétriques élémentaires.

Théoréme (Relations de Newton). Soit n ≥ 1, et notons σ1, . . . , σn les fonctions
symétriques élémentaires de (z1, z2, . . . , zn). Notons Sk = σk1 + · · · + σkn pour
k ≥ 0. Alors, pour tout entier k ≥ 1,

k−1X
r=0

(−1)rσrSk−r + (−1)kkσk = 0, (IV.12)

avec la convention σ0 = 1 et σr = 0 quand r > n.

Ainsi, à titre d’illustration, pour r = 1, 2, . . . , n :

S1 − σ1 = 0

S2 − σ1S1 + 2σ2 = 0

S3 − σ1S2 + σ2S1 − 3σ3 = 0
...

Sn − σ1Sn−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1S1 + (−1)nnσn = 0

et pour r > n :

Sr − σ1Sr−1 + σ2Sr−2 + · · ·+ (−1)nσnSr−n = 0.

Remarque . Si z1, . . . , zn sont les racines du polynôme P (x) = anx
n+an−1x

n−1 +

· · ·+ a1x+ a0, alors pour tout entier k ≥ 0 :

anSk+n + an−1Sk+n−1 + an−2Sk+n−2 + · · ·+ a0Sk = 0.

En effet, il suffit d’écrire que zk1P (z1) + · · · zknP (zn) = 0. Les formules de Newton
sont donc très facilement établies lorsque k ≥ n.
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Par ailleurs, en réécrivant le polynôme P sous la forme P (x) = xn+ b1x
n−1 +

· · · + bn−1x + bn (attention aux indices !), les relations de Viète donnent bj =

(−1)jσj , de sorte que les relations de Newton s’écrivent aussi, pour tout entier
k ≥ 1,

k−1X
r=0

brSk−r + kbk = 0.

Preuve des relations de Newton, qui peut être sautée en première lecture. Nous avons
déjà traité le cas k ≥ n plus haut et pouvons donc supposer que k < n. La preuve
qui suit est due à Doron Zeilberger. Considérons A = A(n, k) l’ensemble des
couples (A, j(l)), où :

(i) A est un sous-ensemble de {1, 2, . . . , n},

(ii) j appartient à {1, 2, . . . , n},

(iii) |A|+ l = k, où |A| est le nombre d’éléments de A,

(iv) l ≥ 0, et si l = 0 alors j ∈ A.

On définit ensuite le poids w(A, j(l)) de (A, j(l)) par la formule

w(A, j(l)) = (−1)|A|
 Y
a∈A

za

!
zlj.

Par exemple, w({1, 3, 5}, 2(3)) = (−1)3z1z3z5 · z3
2 = −z1z

3
2z3z5. On voit aisément

que la somme des poids de tous les éléments deA est égale au terme de gauche
de (IV.12).

Prouvons maintenant que cette somme est nulle. À cet effet, considérons
l’application T : A → A définie par :

T (A, j(l)) =

8<:(A\{j}, j(l+1)), j ∈ A,

(A ∪ {j}, j(l−1)), j 6∈ A.

Cette application vérifie w(T (A, j(l))) = −w(A, j(l)) et est une involution (i.e.
T composé avec elle-même donne l’identité). On peut donc assembler tous les
poids par paires de sorte que chaque paire contienne un poids et son opposé.
La somme de tous les poids est donc bien nulle, ce qui conclut la preuve.

Mentionnons qu’il est également possible de procéder par récurrence sur
n− k pour prouver les relations de Newton.

Exemple . Soient x, y, z des nombres réels tels que x+ y+ z = 1, x2 + y2 + z2 = 3

et x3 + y3 + z3 = 7. Trouvons la valeur de x5 + y5 + z5.
À cet effet, notons Sk et σk respectivement les sommes des puissances k-

ièmes et la k-ième fonction symétrique élémentaire de x, y, z. Les relations de
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Newton donnent

S1 − σ1 = 0, S2 − σ1S1 + 2σ2 = 0, S3 − σ1S2 + σ2S1 − 3σ3 = 0.

On en tire que σ1 = 1, σ2 = −1 et σ3 = 1. D’après les relations de Viète, x, y, z
sont donc les solutions de t3 − t2 − t− 1 = 0. Ainsi, d’après la Remarque , nous
avons

Sk+3 = Sk+2 + Sk+1 + Sk

pour k ≥ 0. Il s’ensuit que S4 = 1 + 3 + 7 = 11 puis que S5 = 3 + 7 + 11 = 21.

Exercice 16 Soient x et y deux nombres non nuls tels que x2 + xy + y2 = 0 (x et
y sont des nombres complexes, mais ce n’est pas trop grave). Trouver la valeur
de �

x

x+ y

�2013

+

�
y

x+ y

�2013

.

Exercice 17 Trouver tous les nombres réels x, y, z tels que

x+ y + z = 3, x2 + y2 + z2 = 3, x3 + y3 + z3 = 3.

Distinction entre polynôme et fonction polynomiale Ici, nous expliquons
pourquoi il est nécessaire de faire cette distinction en commençant par définir
d’une autre manière un polynôme. Ici, K = Q,R,C ou bien Z/pZ muni des lois
d’addition et de multiplication usuelles.

Définition . Un polynôme à coefficients dans K est une suite infinie d’éléments
de K nulle à partir d’un certain rang.

Exemple . Par exemple, (0, 1, 2, 3, 0, 0, . . . , 0, . . .) est un polynôme, de même que
(0, 0, . . . , 0, . . .). Par contre, (1, 1, . . . , 1, . . .) n’en est pas un.

Définition . Soit P = (un)n et Q = (vn)n deux polynômes. On définit le poly-
nôme P + Q par la suite wn = un + vn (qui est bien nulle à partir d’un certain
rang) et le polynôme P ×Q par la suite (zn), ou ? zn =

P
i+j=n unvn (vérifier que

(zn) est nulle à partir d’un certain rang). On identifie les éléments de K avec
les polynômes constants via l’application qui à un élément λ ∈ K associe le
polynôme (λ, 0, 0, . . . , 0, . . .). Remarquons que ceci est cohérent avec la notion
de multiplication intuitive d’un polynôme par un élément de K : si (un) est un
polynôme et λ ∈ K, alors le polynôme λ× (un) est le polynôme (λun).
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Nous introduisons maintenant l’indéterminée X .

Définition . Notons X le polynôme (0, 1, 0, 0, . . .).

Proposition . Tout polynôme P s’exprime sous la forme P =
Pn
i=0 anX

n. On
note indifféremment P ou P (X) pour rappeler qu’on note X l’indéterminée (on
pourrait très bien la noter Y !).

Preuve. Si P = (a0, a1, a2, . . .), notons N un entier tel que i ≥ N implique ai = 0.
Alors P (X) = a0 + a1X + · · · + aNx

N . Ceci est une conséquence immédiate de
la définition de X et de la multiplication entre polynômes.

Voici maintenant le lien entre polynôme et fonction polynomiale associée.
Rappelons que, pour l’instant, un polynôme est juste une suite de nombres qui
est nulle à partir d’un certain rang et n’est pas vu comme une application.

Proposition . Soit P (X) = a0 + a1X + · · · + anX
n ∈ K[X] un polynôme. On

note ÜP l’application définie par ÜP (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n pour x ∈ K, qu’on

appelle application polynomiale associée à P . L’application P 7→ ÜP est injective
si K est infini. Si K est fini, cette application n’est pas nécessairement injective.

Preuve. Plaçons nous d’abord dans le cas ou ? K est infini. Soient P,Q ∈ K[X]

tels que ÜP = ÜQ. Écrivons P (X) =
P
i aiX

i et Q(X) =
P
i biX

i. Alors le polynôme
P (x) − Q(x), au sens des sections précédentes, a une infinité de racines, donc
est nulle. Donc ai = bi pour tout i.

Par contre, dans le cas ou ? K est fini, le raisonnement précédent ne s’ap-
plique pas. Exhibons d’ailleurs un contre-exemple. Considérons K = Z/pZ et
P (X) = Xp − X . D’après le petit théorème de Fermat, pour tout x ∈ K, on a
P (x) = 0. Ainsi, P n’est pas le polynôme nul, mais les deux fonctions polyno-
miales associées sont les mêmes.

En d’autres termes, lorsque K est infini (par exemple K = Q,R,C, ce qui
explique que nous n’avons pas perdu de généralité dans les premières sections),
nous pouvons parler sans distinction de polynôme ou de fonction polynomiale
associée. En revanche, dans les autres cas, il faut faire très attention !

Éléménts de réponse aux exercices Solution de l’exercice 1 On cherche le reste sous
la forme R(X) = aX + b. On a R(1) = P (1), R(−1) = P (−1), ce qui permet de
calculer R(X) = −2X + 2.

Solution de l’exercice 2 Si Q(x) était un polynôme, alors Q(x)− x serait un poly-
nôme avec une infinité de racines, donc serait de degré nul, c’est absurde.
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Solution de l’exercice 3 Comme P (x)2 = 16P (x2/4) est un polynôme en x2, on
peut appliquer la proposition . Dans le premier cas, s’il existe un polynôme Q
tel que P (x)2 = Q(x2), on obtient 16Q(x4) = 16P (x2) = P (2x)4 = Q(4x2)2, et
donc 16Q(x2) = Q(4x)2. Dans le deuxième cas, s’il existe un polynôme Q tel que
P (x)2 = xQ(x2), on obtient similairement que 4Q(x2) = Q(4x)2.

On peut donc réappliquer la proposition à Q, et de même on obtien que
pour tout entier k ≥ 0, il existe un entier 0 ≤ i ≤ 2k et un polynôme Rk tel que
P (x) = xiRk(x

2k .
En choisissant k tel que 2k > degP , il s’ensuit que Rk est forcément constant

et donc que P (x) = c · xi. En réinjectant dans l’équation de départ, on obtient
P (x) = 16(x/4)i pour un certain entier i ≥ 0 (et toutes ces solutions conviennent
bien, réciproquement).

Solution de l’exercice 4 1 doit être racine double de P . Cela nous donne deux
équations : P (1) = 0 et P ′(1) = 0, qui permettent de trouver a = 3 et b = −4.

Solution de l’exercice 5 On note n le degré de P . En passant l’équation aux de-
grés, on obtient n = (n− 1) + (n− 2) = 2n− 3, donc n = 3. On peut facilement
calculer le coefficient dominant, on laisse le soin au lecteur de terminer les cal-
culs.

Solution de l’exercice 6 On remarque que la dérivée de P ′

P
est P ′′−P ′2

P 2 qui est du
même signe que P ′′−P ′2. Or on voit facilement que P ′(x)

P (x)
=
P 1

x−αi donc (P
′(x)
P (x)

)′ =P −1
(x−αi)2 < 0 d’ou ? le résultat. Pour obtenir l’inégalité sur les coefficients on

procède de la manière suivante. Pour k = 1, l’inégalité provient de P (0)P ′′(0) ≤
P ′(0)2. Ensuite on applique l’inégalité aux polynômes P (k−1) : P (k−1)P (k+1) ≤�
P (k)

�2
d’ou ? ak−1(k−1)!×ak+1(k+ 1)! ≤ a2

k×k!2 or k!2

(k−1)!(k+1)!
= k

k+1
≤ 1 d’ou ?

le résultat.

Solution de l’exercice 7 Notons α1, . . . , αn les n racines de P . On écrit :

P ′′(x)P (x)− P ′(x)2

P (x)2
=

�
P ′(x)

P (x)

�′
=

nX
i=1

−1

(x− αi)2
.

Ainsi,

(n− 1)P ′(x)2 − nP (x)P ′′(x) = P (x)2 · n(P ′(x)2 − P (x)P ′′(x))− P ′(x)2

P (x)2

= P (x)2

�
nX
i=1

n

(x− αi)2
−
 

nX
i=1

1

(x− αi)

!2
�
,

qui est positif d’après l’inégalité de Cauchy–Scwharz. Le cas d’égalité s’obtient
lorsque tous les αi sont égaux, i.e. lorsque P (x) est de la forme P (x) = c(X−a)n.
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Solution de l’exercice 8 On a déja résolu le problème lorsque le degré de P est au
plus n− 1 grâce aux interpolateurs de Lagrange. Si le degré de P est supérieur
ou égal à n, notonsL le polynôme interpolateur associé aux ai et bi. Le polynôme
P − L s’annule en a1, . . . , an. On a donc

P (X) = c1

nX
i=1

bi
nY

j=1,j 6=i

X − aj
ai − aj

+ c2(X − a1)(X − a2) · · · (X − an).

Solution de l’exercice 9 Un polynôme à coefficients rationnels est clairement so-
lution. Réciproquement, si P est un polynôme de degré n vérifiant cette pro-
priété, alors en interpolant en n + 1 points rationnels, on remarque que P est à
coefficients rationnels.

Solution de l’exercice 10

1. Soit i ≥ n. Alors
1

n!

n−1Y
k=0

(i− k) =

 
i

n

!
∈ Z.

On traite similairement le cas i < 0.

2. On remarque que Hn(n) = 1 et Hn(i) = 0 pour des entiers 0 ≤ i ≤ n − 1.
Si P ∈ C[X] est tel que P (k) ∈ Z pour tout k ∈ N, notons n le degré de P
et soit

Q(X) = P (X)−
nX
i=0

P (i)Hi(X).

Le polynôme Q est de degré n et possède n + 1 racines 0, 1, . . . , n. On en
déduit queQ est nul. Les polynômes cherches sont donc des combinaisons
linéaires entières des polynômes de Hermite.

3. (i) On a

Xk = (X + 1− 1)k =
kX
i=0

 
k

i

!
(X + 1)i(−1)k−i =

kX
i=0

 
k

i

!�
iX

j=0

 
i

j

!
Xj

�
(−1)k−i

=
kX
j=0

�
kX
i=j

(−1)k−i
 
k

i

! 
i

j

!�
Xj.

Ainsi, en identifiant les coefficients, la somme cherchée est nulle pour
0 ≤ j ≤ k − 1 et vaut 1 pour j = k.

(ii) Pour prouver que 1. implique 2., si P est de degré n, on peut écrire

P (X) =
nX
i=0

P (i)Hi(X).
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On a alors pour tout entier j ≥ 0.

P (j) =
nX
k=0

 
j

k

!
P (k)

et

iX
j=0

(−1)i−j
 
i

j

!
uj =

iX
j=0

(−1)i−j
 
i

j

!
P (j) =

iX
j=0

nX
k=0

(−1)i−j
 
i

j

! 
j

k

!
P (k).

D’après ce qui précède, cette somme est nulle pour i ≥ n+ 1.

Pour montrer que 2. implique 1., on voit que le polynôme

P (X) =
nX
i=0

uiHi(X)

convient en utilisant un raisonnement similaire.

Solution de l’exercice 11 On met P sous forme canonique : P = a(x− b)2 + c. On
translate de b selon l’axe des abscisses, de −c selon l’axe des ordonnées, et on
applique une homothétie de rapport 1√

a
.

Solution de l’exercice 12 Soit (x, y, z) une solution. Visiblement, aucun de ces nombres
n’est nul. En retranchant la troisième équation à la deuxième équation, on en
déduit que zx = xy, puis, en simplifiant par x (qui est non nul), on obtient que
z = y. En retranchant la troisième équation à la première équation, on obtient :
y2−xy = 8, ou encore xy = y2−8. La deuxième équation se réécrit y2x+xy = 4.

Il vient donc :
y(y2 − 8) + y2 − 8 = 4,

ou encore y3 + y2 − 8y − 12 = 0. On remarque que y = 3 est une solution. En
effectuant la division euclidienne de y3 + y2 − 8y + 12 par y − 3, on trouve :

y3 + y2 − 8y − 12 = (y − 3)(y2 + 4y + 4) = (y − 3)(y + 2)2.

On en déduit que y = z = 3 ou y = z = −2. Dans le premier cas, x = 1
3

et dans
le deuxième cas, x = 2. Réciproquement, les triplets (2,−2,−2) et (1

3
, 3, 3) sont

solution et ce sont donc les seules.

Solution de l’exercice 13 Supposons que ax2 − (a + 3)x + 2 = 0 admette deux
racines de signe opposé, notées z1, z2. Alors d’après les relations de Viète, z1z2 =

2/a. Or z1 et z2 sont de signe opposés si, et seulement si, z1z2 < 0. On en déduit
que a < 0. Réciproquement, si a<0, alors le discriminant de l’équation vaut
a2−2a+9. Pour montrer qu’il est positif, utilisons la forme canonique en écrivant
a2 − 2a+ 9 = (a− 1)2 + 8 ≥ 0. Ainsi, lorsque a < 0, il y a deux solutions réelles
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notées z1, z2. D’après les relations de Viète, z1z2 = 2/a < 0, de sorte que z1 et z2

sont de signe opposés.
Remarquons que dans la preuve de la réciproque, il a d’abord fallu montrer

que le polynôme avait deux racines réelles avant d’utiliser les relations de Viète.

Solution de l’exercice 14 On pose P =
P
akX

k, et on appelle n le degré de P . La
somme des racines de P (k) vaut an−1(n−1)(n−2)...(n−k)

ann(n−1)...(n−k+1)
= an−1(n−k)

ann
. La suite est donc

arithmétique, de raison −an−1

nan
.

Solution de l’exercice 15 Indication : introduire σ1 = x + y et σ2 = xy, puis écrire
les équations correspondantes pour σ1 et σ2, puis les résoudre.

Solution de l’exercice 16 On a clairement x/(x+ y) + y/(x+ y) = 1 et

x

x+ y
· y

x+ y
=

xy

x2 + 2xy + y2
= 1.

Ainsi, x/(x + y) et y/(x + y) sont les racines de t2 − t + 1 = 0, de sorte que les
sommes Sk = (x/(x+ y))k + (y/(x+ y))k vérifient S0 = 2, S1 = 1 et

Sk+2 = Sk+1 − Sk

pour k ≥ 0. On en déduit que la suite (Sk) est période de période 6, ses valeurs
étant successivement 2, 1,−1,−2,−1, 1, 2, 1,−1, . . .. On en déduit que S2013 =

−2.

Solution de l’exercice 17 On écrit les relations de Newton :

S1 − σ1 = 0, S2 − σ1S1 + 2σ2 = 0, S3 − σ1S2 + σ2S1 − 3σ3 = 0.

Ainsi, σ1 = 3, σ2 = 3, σ3 = 1. On en tire que x, y, z sont racines de t3−3t2+3t−1 =

0. Or t3 − 3t2 + 3t− 1 = (t− 1)3. Donc x = y = z = 1.

2 jeudi 21 après-midi : Guillaume Conchon-Kerjan

Exercices

Avertissement : la présente feuille a un intérêt purement mathématique, et
n’a en conséquence pas vocation à donner des conseils diététiques.

Apéro

Exercice 1
Déterminer les n ∈ N∗ tels que x2−1 divise 1+5x2+x4+−(n−1)xn−1+(n−8)xn.
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Exercice 2
Soit P un polynôme de degré 4 tel que P (0) = P (1) = 1, P (2) = 4, P (3) = 9 et
P (4) = 16. Calculer P (−2).

Exercice 3
Déterminer les polynômes P à coefficients entiers tels qu’il existe des relatifs
distincts a, b, c, d vérifiant P (a) = P (b) = P (c) = 3 et P (d) = 4.

Exercice 4
Trouver les triplets de réels x, y, z vérifiant :

x+ y + z = 2

x2 + y2 + z2 = 26

x3 + y3 + z3 = 38

Grignotage

Exercice 5
Soit P et Q des polynômes unitaires de degré 2014, tels que pour tout réel x,
P (x) 6= Q(x). Montrer qu’il existe un réel x tel que P (x− 1) = Q(x+ 1).

Exercice 6
Alcina et Bajazet jouent au jeu suivant : on écrit x4 + ∗x3 + ∗x2 + ∗x + 1 au
tableau. Alcina choisit une étoile et la remplace par un réel, puis c’est à Bajazet,
et ainsi de suite jusqu’à épuisement des étoiles. Alcina gagne si le polynôme P
obtenu n’a pas de racine réelle. Sinon, c’est Bajazet. Montrer que ce dernier a
une stratégie gagnante.

Exercice 7
Soit a =

È
4 +
√

5− a, b =
È

4 +
√

5 + b, c =
È

4−
√

5− c et d =
È

4−
√

5 + d.
Calculer abcd.

Exercice 8
Trouver les polynômes P tels que pour tout réel x : (x − 16)P (2x) = 16(x −
1)P (x).
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Dessert

Exercice 9
Soit P = (X − a)3(X − b)2 un polynôme à coefficients rationnels. Montrer que a
et b sont rationnels.

Exercice 10
Existe-t-il trois réels non nuls a, b, c tels que pour tout n ≥ 4, xn+ · · ·+x3 +ax2 +

bx+ c ait n racines entières ?

Exercice 11
Soit a1, · · · , an et b1, · · · , bn des réels. On remplit un tableau n×n en écrivant ai+
bj dans la case de la i-ème ligne et j-ème colonne. Montrer que si le produit des
termes sur chaque ligne est constant, alors il en va de même pour les colonnes.

Exercice 12
Soit P un polynôme réel tel que P (0) > 0, P (1) > P (0), P (2) > 2P (1)− P (0) et
pour tout n ∈ N, P (n + 3) > 3P (n + 2) − 3P (n + 1) + P (n). Montrer que pour
tout n ∈ N, P (n) > 0.

Deuxième dessert

Exo 2 : Montrer que P (n) est entier si n l’est. Généraliser.

Exo 6 : a) Comment généraliser la stratégie de Bajazet ?
b) Ecouter Alcina d’Haendel et Bajazet de Vivaldi.

Exo 10 : remplacer "entières" par "réelles".

Solutions des exercices

Apéro

Solution de l’exercice 1
Pour n ∈ N∗, soit Pn(X) = 1 + 5X2 + X4 − (n − 1)Xn−1 + (n − 8)Xn. On a
x2 − 1 = (x − 1)(x + 1) donc il faut et il suffit que 1 et −1 soient racines de P .
Pour tout n ∈ N, on a Pn(1) = 1 + 5 + 1 +−(n− 1) + (n− 8) = 0. Vérifions donc
pour −1, ce qui amène à faire une disjonction de cas selon la parité de n :
• Si n est pair, Pn(−1) = 1 + 5 + 1 + (n− 1) + (n− 8) = 2n− 2 donc n = 1, or n
est pair, aà¯e.
• Si n est impair, Pn(−1) = 1 + 5 + 1− (n− 1)− (n− 8) = −2n+ 16 donc n = 8

or n est impair, aà¯e.
Donc, il n’y a pas de solution.
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Solution de l’exercice 2
Dans ce genre d’exercice, on cherche un polynôme "proche" de P ayant (presque)
autant de racines que son degré, pour l’avoir sous forme factorisée. Avec un
soupçon d’observation, on se rend compte que P (1)− 12 = P (2)− 22 = P (3)−
32 = P (4)− 42 = 0. P (X)−X2 est de degré au plus 4, donc il existe un réel c tel
que P (X)−X2 = c(X−1)(X−2)(X−3)(X−4). Pour X = 0, on trouve c = 1

24
.

Solution de l’exercice 3
On utilise le lemme suivant : si P est à coefficients entiers et x, y sont des entiers,
alors x− y divise P (x)− P (y).
Les quatre entiers étant tous distincts, il existe e parmi a, b, c tel que |d− e| ≥ 2.
Or P (d)− P (e) = 1, on a donc un léger problème.

Solution de l’exercice 4
On utilise les polynômes symétriques élémentaires : introduisons σ1 = x+y+z,
σ2 = xy + yz + zx et σ3 = xyz. On sait (voir cours) que x, y, z sont les racines du
polynôme P (X) = X3 − σ1X

2 + σ2X − σ3.
On a directement σ1 = 2. Et, 4 = (x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2σ2 = 26 + 2σ2

donc σ2 = −11. Pour σ3, qui est de degré 3, on cherche une expression de degré
3 faisant intervenir des choses que l’on connaît déjà . Essayons (x+ y + z)(x2 +

y2 + z2) (qui est un peu plus simple que (x+ y + z)3) :

52 = x3 + y3 + z3 + x2y + y2x+ x2z + z2x+ y2z + z2y

14 = x2y + y2x+ x2z + z2x+ y2z + z2y.

Cela ne suffit pas, résolvons nous donc à utiliser (x+ y + z)3 :

8 = x3 + y3 + z3 + 3(x2y + y2x+ x2z + z2x+ y2z + z2y) + 6σ3

8 = 38 + 42 + 6σ3

σ3 = −12.

Donc x, y, z sont les racines de P (X) = X3− 2X2− 11X + 12. On remarque que
1 est solution évidente. En factorisant, P (X) = (X − 1)(X2−X − 12). On résout
le trinôme du second degré et on trouve P (X) = (X − 1)(X + 3)(X − 4). Ainsi,
on a x = 1, y = −3 et z = 4, à permutation près.

Grignotage

Solution de l’exercice 5
Reformulons classiquement et légèrement l’énoncé : on veut une racine réelle
au polynôme R(X) = P (X − 1) − Q(X + 1). A quoi peut-il ressembler ? Il est
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clairement de degré au plus 2013 (le coefficient du terme de degré 2014 étant
nul). S’il est de degré 2013, donc impair, alors il aura bien une racine impaire.
Regardons de plus près, en posant P (X) = X2014 + aX2013 + S(X) et Q(X) =

X2014 + bX2013 + T (X), où S et T sont de degré au plus 2012. Soit de plus c
le coefficient de degré 2013 de R. On obtient R = −2014 − 2014 + a − b =

a − b − 4028 (on regarde, dans (X − 1)2014, le terme de degré 2013, et de même
pour (X + 1)2014). Se posent deux questions : comment gérer ce a− b ? Et à quoi
sert la condition P (x) 6= Q(x) pour tout x réel ? Heureusement, elles sont liées !
P − Q n’a pas de racine réelle, donc n’est pas de degré impair. Or P − Q est
de degré au plus 2013, et le coefficient du terme de degré 2013 est a − b. Donc
a− b = 0.
Ainsi c 6= 0, et R est bien de degré 2013, ce que l’on voulait.

Solution de l’exercice 6
On reste dans la même veine (idée de la preuve du fait qu’un polynôme de de-
gré impair a une racine réelle) : en +∞ et −∞, le polynôme tend vers +∞ car
de degré pair. Pour avoir une racine réelle, il suffit que le polynôme soit négatif
a un moment, le pauvre sera bien obligé de passer par zéro [imaginez sa peine].
Si Alcina met un coefficient c devant x3, Bajazet met un nombre négatif c′ de
valeur absolue assez grande devant x2 de sorte que x4 + cx3 + c′x2 + 1 soit stric-
tement négatif en 1 et −1. Alors si Alcina met un coefficient positif (ou négatif)
devant x, P (−1) sera encore strictement négatif (ou P (1)), donc Bajazet gagne.
De même si Alcina joue d’abord sur x.
Si Alcina met un coefficient c devant x2, c’est un petit peu plus compliqué puis-
qu’on ne peut plus rendre le polynôme négatif en un réel et son opposé. On va
alors se focaliser sur la taille des monômes en fonction de celle de x (pour lequel
on choisit une valeur > 1. Posons D = 104 + c102 + 1, D′ = 54 + c52 + 1. Bajazet
place b devant x3, et Alcina place a devant x. On a P (10) + P (−10) = 2D (les
termes impairs s’annulent, les pairs s’ajoutent). Si P est toujours positif, avec
b = −D, on trouve a > 99D. Donc P (−5) = D′ + 125D − 5 × 99D < −2D′ car
D > D′. Or P (5) + P (−5) = 2D′ donc P (5) < 0 et Bajazet gagne avec ce choix
de b.

Solution de l’exercice 7
Puisque nous sommes chez les polynômes, faisons-honneur en débarassant ces
vilaines racines. a, c,−b,−d sont racines de X4 − 8X2 + X + 11. Donc abcd =

bd × (−a) × (−c) = 11 et on a fini... eh non ! pour être sà»r d’avoir les quatre
racines du polynôme (dont le produit des opposés fait le terme constant) sans
avoir de problème de multiplicité, il serait bien de pouvoir montrer que ces
quatre racines sont distinctes. a, c sont positives,−b,−d sont négatives. Si a = c,
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√
5− a = −

√
5− a = 0. Donc a = 5, et en partant de l’énoncé, a =

√
4 = 2,

contradiction. Donc a 6= c, b 6= d de même et on a bien le résultat voulu.

Solution de l’exercice 8
Avec x = 1, on a P (2) = 0. Puis x = 2 donne P (4) = 0. De même, P (8) = P (16) =

0. On peut ainsi écrire P (X) = (X − 2)(X − 4)(X − 8)(X − 16)Q(X). En réinjec-
tant dans l’équation, on trouve Q(x) = Q(2x) pour tout x (sauf x = 2, 4, 8, 16),
donc Q(X)−Q(2X) est le polynôme nul.
Si r 6= 0 est racine de Q, 2nr l’est aussi pour tout n ∈ N, donc Q = 0 ou r = 0.
Donc Q(X) = aXk, et il est facile de voir que k = 0. Donc Q est constant.
On en déduit que P = c(X − 2)(X − 4)(X − 8)(X − 16) avec c un réel. Récipro-
quement, ce genre de polynôme est bien solution.

Dessert

Solution de l’exercice 9
La solution est claire si a = b (−5b par exemple est un coefficient de ce poly-
nôme...), supposons le contraire.
On peut partir dans des calculs violents avec des polynômes symétriques élé-
mentaires. Traverser l’Atlantique à la nage est moins fatigant et plus rapide.
Pour réduire un peu le degré des expressions étudiées, nous allons utiliser notre
grande amie : la division euclidienne ! En effet, si deux polynômes ont des coef-
ficients rationnels, le quotient et le reste de la division euclidienne aussi. Ainsi,
avec l’algorithme d’Euclide, on obtient un pgcd à coefficients rationnels. On
fait intervenir P et un polynôme plus petit avec des racines en commun. P ′

la dérivée semble bien adaptée, en effet, a, a, b sont racines de P ′, la quatrième
(deg(P ′) = 4) étant autre (sinon a serait racine de multiplicité au moins 4, ou b

de multiplicité au moins 3). Ainsi, R := pgcd(P, P ′) = (X − a)2(X − b) et a des
coefficients rationnels.
On s’est débarrassé de deux degrés, recommençons ! pgcd(R,R′) = X − a de
même, donc a est rationnel. Or le terme de degré 4 dans P est −3a − 2b donc b
est également rationnel.

Solution de l’exercice 10
Supposons par l’absurde que ces réels existent. Notons Pn(x) = xn + · · ·+ x3 =

ax2 + bx + c, et rn,1, · · · , rn,n les racines de Pn, entières. On a alors (−1)nc =

rn,1 · · · rn,n. Aucune racine ne peut être nulle puisque c ne l’est pas. S’il y a k
racines qui ne sont ni 1, ni −1, leur valeur absolue est au moins 2 donc |c| ≥ 2k.
Soit k le plus grand entier tel que cette inégalité soit vraie, pour n > k, Pn a au
moins n − k racines qui sont 1 ou −1. Mais, P (1) = n − 2 + a + b + c, donc si
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n > 2 + |a|+ |b|+ |c|, P (1) > 0 donc pour n assez grand, −1 est racine au moins
n − k fois. La somme des racines valant −1, il y a nécessairement une racine
positive r. Si r > M avec M = max(|a|, |b|, |c|), pour n > 10 (soyons larges !),
xn + ax2, xn−1 + bx et xn−2 + c sont strictement positifs, aà¯e aà¯e aà¯e. Donc
r ≤ M et si S est la somme des racines, S ≤ k − n + kM , donc S < −2 pour n
assez grand, d’où une contradiction.
Ainsi, toutes les racines ne peuvent être entières.

Solution de l’exercice 11
Un petit peu de parachutage ne fait pas de mal : introduisons la fonction

f(x) :=
nY
i=1

(x− ai)−
nY
j=1

(x+ bj).

On note que les ai sont n racines de f − c où c est la valeur du produit d’une
ligne, or f est de degré au plus n− 1 (le coefficient de xn étant 1− 1 = 0), Donc
f − c est le polynôme nul. Ainsi, pour tout j,

nY
i=1

(ai + bj) = (−1)nc,

d’où le résultat.

Solution de l’exercice 12
On pose ∆1(X) = P (X + 1) − P (X), puis ∆2(X) = ∆1(X + 1) − ∆1(X), ...
∆n(X) = ∆n−1(X + 1)−∆n−1(X). Une petite récurrence en utilisant le binôme
de Newton montre que pour n ∈ N∗,

∆n(X) =
nX
k=0

(−1)n−k
 
n

k

!
P (x+ n).

D’après l’énoncé, ∆3(n) > 0 pour tout n naturel. Donc (∆2(n)) est une suite
strictement croissante. Et ∆2(0) > 0, donc ∆2(n) > 0 pour tout n de même. De
cette manière, on prouve ensuite que ∆1(n) puis P (n) sont toujours strictement
positifs.
Note : cette méthode s’appelle celle de la "dérivation discrète" : on regarde le
rapport f(x+h)−f(x)

h
quand h devient petit : avec les entiers, on garde h = 1...

Deuxième dessert

Exo 2 : On a P (n) = (n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)/24. Il est facile de voir qu’il y a
un multiple de 3 dans les 4 nombres, un multiple de 4 et un autre multiple de 2,
donc on a bien un multiple de 24. Cela se généralise à P = (X−1) · · · (X−k)/k!.
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Exo 6 : a) Si on change 4 par un plus haut degré (pair), Bajazet s’arrange pour
faire disparaître les termes de degré pair, pour qu’il n’en reste pas deux à la fin
(sinon, il perd). Puis il quand il reste deux termes, s’il reste un de degré pair, un
de degré impair, il gagne aisément comme dans la première partie de la solu-
tion. S’il en reste deux, il essaie d’adapter la deuxième partie. A vous de voir les
détails.
b) C’est beau, mais... c’est LONG.

Exo 10 : alors là on vous laisse douill... chercher un peu.

4 Groupe D : géométrie

1 mercredi 20 après-midi : Baptiste Louf

L’inversion

Remarque . Pour les preuves, se rapporter au cours de l’an dernier

Définition . Soit k un réel non nul et O un point du plan. L’inversion de centre
O et de rapport k envoie tout point M du plan sur un point M’ aligné avec O et
M, tel que OMOM ′ Dans la suite, l’image d’un point X sera notée X’.

Remarques . -L’inversion est une involution.
-Une inversion conserve les intersections (et donc la tangence)
- Le cercle de rayon r =

È
|k| est conservé. On parle parfois de l’inversion par

rapport au cercle de centre O et de rayon r.
-Soit un cercle passant par P et P’. La puissance de O par rapport à ce cercle vaut
k.

Corollaire . P,P’,Q et Q’ sont cocycliques

Proposition . OPQ et OQ’P’ sont semblables

Corollaire . P ′Q′ =
|k|

OP ·OQ
PQ

Corollaire . ÖOPQ = −×OQ′P ′
Corollaire . ÖABC = ØC ′B′A′ + ×A′OC ′
Proposition . Si on considère les droites comme des cercles dégénérés, alors
l’inversion conserve la cocyclicité

Corollaire . Une droite passant par O est conservée
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Corollaire . Un cercle ne passant pas par O est envoyé sur un autre cercle ne
passant pas par O

Corollaire . L’inversion échange une droite ne passant pas par O et un cercle
passant par O
Exercice 1 Soit ki, i ∈ 1, 2, 3, 4 tels que ki et ki+1 (mod 4) sont tangents. Prouver
que les points de tangence sont cocycliques.

Solution de l’exercice 1 Inverser par rapport au point de tangence entre k1 et k2.
k1 et k2 deviennent deux droites parallèles. k3 et k4 restent des cercles. Les autres
points de tangence sont conservés, et dans cette configuration on voit qu’ils sont
alignés, ce qui veut dire que les 4 points de tangence étaient coycliques avant
l’inversion.

Exercice 2 Soit un triangle ABC. Un cercle de centre O passant par A et C coupe
AB et BC en K et N (respectivement). Les cercles circonscrits de ABC et KBN se
rencontrent en B et M. Prouver ×OBM = π/2.

Solution de l’exercice 2 SoitB1 etB2 les points de tangence des tangentes au cercle
ACNK passant par B. O, B, B1 et B2 sont cocycliques.
On inverse selon B. A’,C’,M’ sont colinéaires, tout comme K’,N’,M’. A’,C’,N’,K’
sont cocycliques.B′1 et B′2 sont les points de tangence des tangentes au cercle
A’C’N’K’ passant par B. O’, B′1 et B′2 sont colinéaires. Par symétrie, O’ est le mi-
lieu de B′1B′2. Comme M’ est l’intersection de K’N’ et A’C’ et que A’K’ et C’N’ se
coupent en B, M’ est sur la polaire de B par rapport au cercle A’C’N’K’, qui est
évidemment B′1B′2. Donc ØBO′M ′ = π/2, or ×OBM = ØBO′M ′, donc ×OBM = π/2.

Exercice 3 Soit ABC un triangle et p son demi périmètre, et E,F deux points sur
AB tels que CE=CF=P. Prouver que le cercle circonscrit à CEF est tangent au
cercle exinscrit opposé à C.

Solution de l’exercice 3 On inverse par rapport à C, avec un rayon p. E et F sont
conservés. Comme la puissance de C par rapport au cercle exinscrit est p2, le
cercle exinscrit est conservé. Le cercle circonscrit à CEF est envoyé sur AB, qui
est tangente au cercle exinscrit.

Exercice 4 IMO 2014 Problème 3
Soit un quadrilatère convexe ABCD avec ÖABC = ÖCDA = π/2. H est la projec-
tion orthogonale de A sur BD. Les points S et T sont sur AB et AD, respective-
ment, tels que H est à l’intérieur de SCT et ÖCHS−ÖCSB = π/2, ÖTHC−ÖDTC =

π/2. Prouver que BD est tangente au cercle circonscrit à TSH.

Solution de l’exercice 4 ÖCHS = ÖCSB+π/2, ce qui signifie que la tangente à (CHS)
en S est perpendiculaire à AB, donc comme S ∈ AB, AB est orthogonal à (CHS).
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De même, AD est orthogonal à (CHT). On élimine ainsi la condition angulaire.
On a de plus AC orthogonal à (ABD)
On inverse par rapport à H. On assimile désormais tout point différent de H
à son image, et on garde le H d’avant transformation. H reste la projection or-
thogonale de A sur BD. AC est envoyé sur (AHC) donc (AHC) et (ABD) sont
orthogonaux. De même, on a (ABH) orthogonale à (CS) avec S ∈ (ABH). Donc
S est l’intersection de CX et le cercle de diamètre AB, avec X le milieu de AB. De
même, T est l’intersection de CY et le cercle de diamètre AD, avec Y le milieu
de AD. Il faut prouver que ST et BD sont paralèlles.
Le centre O de (AHC) est sur XY et AO2 = OY · OX , donc (AHC) est un cercle
d’Apollonius des points X,Y de rapport AB/AD, qui est donc égal à CX/CY=
CS/CT, on a fini.

Similitudes

Pour des rappels sur les propriétés de base des similitudes, se rapporter au
cours de géométrie de l’OFM.

Rappel . Une rotation est la composée de deux réflexions

Rappel . Une isométrie est la composée d’au plus trois réflexions On note σa la
réflexion selon la droite a.

Proposition . σa ◦ σb = σb ◦ σa ssi a = b ou a ⊥ b.
Démonstration. Supposons a 6= b. σa◦σb est une rotation d’angle 2(b, a) et σb◦σa
d’angle−2(b, a). On a donc directement a ⊥ b. On vérifie réciproquement qu’on
a bien σa ◦ σb = σb ◦ σa quand a ⊥ b. �

Théoréme (Dreispiegelungssatz). a, b, c concourantes ssi σa ◦ σb ◦ σc est une
réflexion.
Démonstration. Supposons a, b, c concourantes, et construisons un triangle dont
ces droites sont les médiatrices (a est médiatrice deBC etc.) : pour ce faire il suf-
fit de tracer un cercle de centre le point de concourance. Alors σc envoie B sur A
qui est envoyé sur C par b, qui est envoyé sur B par a. Donc B est un point fixe
de σa ◦ σb ◦ σc. Or le point d’intersection des trois droites est aussi un point fixe,
donc σa ◦ σb ◦ σc a au moins deux points fixes : c’est une réflexion.
Réciproquement, soit O le point d’intersection de c et de l’axe de σa ◦ σb ◦ σc.
O est un point fixe de σa ◦ σb ◦ σc et de σc, c’est donc un point fixe de σa ◦ σb
qui est une rotation, donc O est le point l’intersection de a et b. Donc a, b, c sont
concourantes. �
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Remarque . Soit A,B,C,D. Si O est le centre (=point fixe) d’une similitude qui
envoie A sur C et B sur D, alors O est aussi le centre d’une similitude qui envoie
A sur B et C sur D
Exercice 5 Deux cercles se coupent en A et B. Une droite passe par A et recoupe
les cercles en C et D. Soit M le milieu de l’arc CB ne contenant pas A, et N le
milieu de l’arc BD ne contenant pas A. Soit K le milieu de CD. Montrer que×MKN = π/2.

Solution de l’exercice 5 On regarde la rotation σM de centre M qui envoie C sur
B, et la rotation σN de centre N qui envoie B sur D. Or ×CMB = π −ÖCAB et×DNB = π −ÖDAB. Donc ×CMB + ×DNB = π. Donc σ,la composée de ces deux
rotations est d’angle π. Comme elle envoie C sur D, elle est de centre K.
Donc σN envoie M sur M’ son symétrique par rapport à K. Par une chasse aux
angles directe, on a donc ×KNM = ×DNB/2. De même ×KMN = ×CMB/2. Donc×MKN =

×CMB + ×DNB
2

= π/2.

Exercice 6 Soit ABC un triangle aigu et γ son cercle circonscrit. Soit B′ le milieu
de AC et C’ le milieu de AB. Soit D le pied de la hauteur issue de A, et soit G le
centre de gravité. Soit ω le cercle passant par B’ et C’ et tangent à γ en un point
X 6= A. Montrer que D, G, et X sont alignés.

Solution de l’exercice 6 Soit O le centre de γ, A’ le milieu de BC et Q le pied de
la hauteur issue de A’ dans A’B’C’. Le triangle AB’C’ est homothétique à ABC,
donc la tangente en A à son cercle circonscrit est confondue avec la tangente
en A à γ. Donc d’après le théorème des axes radicaux, la tangente en A à γ, la
tangente en X à γ et B’C’ sont concourants en un point W.
Comme O est sur la médiatrice de BC, on a A’, O, Q alignés. Donc ×WAO =×WQO = ×WXO = π/2. Donc W,A,X,Q,O sont cocyliques. Donc ×WQA = ×WXA

et×WAX = ×WQX .
La réflexion selon B’C’ envoie A sur D donc ×WQA = ×WQD. La réflexion selon
OW envoie A sur X donc ×WAX = ×WXA. Donc×WQD = ×WQX , donc Q,D,X
sont alignés.
Enfin, considérons l’homothétie centrée en G qui envoie ABC sur A’B’C’. Elle
envoie D sur Q, donc D,G et Q sont alignés. Donc D,G et X sont alignés.

Quelques théorèmes avancés

Théoréme (Droite de Simson). Soit un triangle ABC et un point M. Alors les
projetés de M sur les cà´tés du triangle sont alignés ssi M est sur le cercle cir-
conscrit
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Démonstration. Soient A’, B’, C’ les projetés respectifs. On remarque queM,A′, B′, C

sont cocycliques, tout comme M,A′, B, C ′ et M,A,B′, C ′. On conclut par une
chasse aux angles ou en faisant appel au théorème du cube. �

Corollaire (Droite de Steiner). Soit un triangle ABC et un point M. Alors les
réflexions de M par rapport aux cà´tés du triangle sont alignés ssi M est sur le
cercle circonscrit.

Théoréme (Stewart). Soit un triangle ABC et un point P sur AB. Notons AB =

c, BC = a, CA = b, PB = p, PA = q, PC = t.

Alors t2 =
a2q + b2p

c
− pq

Démonstration. Notons ϕ = ÖBPC. Alors Al-Kashi donne a2 = p2 + t2 −
2ptcos(ϕ) et b2 = q2 + t2 − 2qtcos(ϕ). D’où le résultat. �

Corollaire (Théorème de la médiane). Si m est la longueur de la médiane issue

de C, alors m2 =
a2 + b2

2
− c2

4
.

On termine avec les théorèmes de Miquel.

Rappel (Théorème du pivot). Soit ABC un triangle et A’, B’, C’ sur BC, AC, AB
respectivement. Alors les cercles circonscrits à A’BC, AB’C et ABC’ sont concou-
rants.

Théoréme (Quadrilatère complet). Si ABCA’B’C’ est un quadrilatère complet
alors les cercles circonscrits aux triangles (AB’C’), (A’B’C), (A’BC’) et (ABC) sont
concourants en un point M appelé point de Miquel.
Démonstration. Appliquer le théorème du pivot à deux des triangles de la
figure. �

Théoréme (Cercle de Miquel). Les centres des quatre cercles et le point de Mi-
quel sont cocycliques. Le cercle contenant ces cinq points est dit cercle de Miquel

Théoréme (Des 4 cercles). Si C1, C2,C3 et C4 sont quatre cercles, si A1 et B1,
A2 et B2, A3 et B3, A4 et B4 sont les intersections respectives de C1 et C2, C2 et
C3, C3 et C4, C1 et C4, les points A1, A2, A3, A4 sont alignés ou cocycliques si et
seulement s’il en est de même des points B1, B2, B3, B4.
Démonstration. Cas particulier du théorème du cube. �

Exercice 7 (IMO 2011 Problème 6)
Soit ABC un triangle dont les angles sont aigus et soit γ son cercle circonscrit.
Soit l une droite tangente à γ . Soit la, lb, lc les droites symétriques de l par
rapport respectivement aux droites (BC), (CA), (AB). Montrer que le cercle cir-
conscrit au triangle déterminé par les droites la, lb, lc est tangent à γ.
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Solution de l’exercice 7 Soit T le point de tangence de γ et l. Soit A’ l’intersection
de lb et lc. B’ et C’ sont définis de la même manière. Soient X Y et Z les symé-
triques de T par rapport à la, lb, lc. D’après la droite de Steiner, X, Y et Z sont
alignés.
Soit α = (l, TC) = (BT,BC) (en angles orientés). D’après les symétries par rap-
port à AC et BC (respectivement), on a (BC,BX) = (BT,BC) = αet(XC,XC) =

(l, TC) = (Y C, Y C ′) = α.
Comme (XC, XC’) = (YC,YC), les points X, Y , C, C sont sur un même cercle
γc.On définit γa et γb de la même manière. Soit γ′ le cercle circonscrit du triangle
A’B’C’.
On applique le théorème de Miquel au quadrilatère complet formé par A’B’,
B’C’, C’A’ et XY : γ′, γc, γa et γb se coupent en un même point K. Si on montre
K ∈ γ et que les tangentes en K coà¯ncident, on a fini.
Par symétrie, on a XB = TB = ZB, donc B est le milieu d’un des arcs XZ du cercle
γb. Par conséquent (KB, KX) = (XZ, XB). De la même manière, (KX, KC) = (XC,
XY). D’après la symétrie par rapport à BC, on a (XC, XY)=(XC, XZ), donc (KX,
KC) = (XC, XZ). Donc (KB, KC) = (XZ, XB) + (XC, XZ) = (XC, XB) = (T B, T C).
Donc K ∈ γ.
Enfin, soit k la tangente en K à γ, on a :
(k, KC’) = (k, KC) + (KC, KC’) = (KB, BC) + (XC, XC’)
= (KB,BX)-(BC,BX)+α= (KB’,B’X)-α+α=(KB’,B’X). Donc k est tangente à γ′. On a
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fini.

2 jeudi 21 matin : Jean-François Martin

La configuration qui nous intéressera sera la suivante, étonnamment riche.
On considère un cercle, deux cordes sécantes et un deuxième cercle tangent à
tous ces objets...
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Nombre d’exercices d’IMO et de Shortlist sont des cas (très) particuliers
de ce que nous étudierons. En plus des exercices proposés, le lecteur intéressé
pourra regarder par exemple l’exercice 4 de l’IMO 1969 ou le 7 de la Short List
1992.

On prendra garde pour utiliser ce résultat à penser à le redémontrer (ou au
pire à citer le poly !).

Petits amuse-gueule...

Commençons par un petit exercice d’IMO...

Exercice 1 (IMO ’69 / 4) Soit ABC un triangle isocèle en A de cercle circonscrit
Γ. Un cercle ω est tangent à (AB) en P , à (AC) en Q et intérieurement à Γ en S.
Montrer que le centre du cercle inscrit de ABC est le milieu de [PQ].

Solution de l’exercice 1
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B

A

C

IP Q

S

O

Sur la figure, une homothétie nous tend les bras : soit h l’homothétie de
centre S envoyant ω sur le cercle inscrit au triangle ABC. Soit O le centre de ω.
Il s’agit de montrer que le milieu de [PQ] est envoyé sur O.

Or cette situation est totalement similaire à ce qui se passe sur le côté [BC].
En effet, les quadrilatères ABSC et APOQ sont semblables (en utilisant les
angles droits). Or h envoie le milieu de [BC] (qui est aussi le point de contact
du cercle inscrit) sur S, donc il envoie aussi le milieu de [PQ] sur O, d’où la
conclusion.

Cet exercice se généralise immédiatement en un exercice de Short List.

Exercice 2 (SL ’93 / 3) Le même que le précédent sans supposer ABC isocèle !

Solution de l’exercice 2
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S

A

B

C

P

Q

I

P ′

Q′

Bien sûr, le triangle APQ étant isocèle en A, il suffit de démontrer que le centre
du cercle inscrit appartient à la droite (PQ).

Comment bien comprendre les points P et Q ? L’homothétie de centre S qui
envoie ω sur Γ envoie P sur un point de Γ dont la tangente est parallèle à (AB),
autrement dit le milieu P ′ de cet arc. En particulier, S, P et P ′ sont alignés. De
même les points S, Q et Q′ (défini comme le milieu de l’arc AC) sont alignés.

Cette situation est d’autant plus agréable, parce que, d’après le théorème du
pôle Sud, le point I , qui semblait assez artificiel sur la figure peut être défini
comme l’intersection de (BQ′) et (CP ′).

La situation semble alors trop générale pour dépendre du cercle ω. Effecti-
vement, dans cette figure très épurée, on reconnaît le théorème de Pascal. Ap-
pliqué à ABQ′SP ′C, il nous donne exactement la conclusion.

Situation générale

Toutefois la situation se généralise plus encore.
Dans toute la suite, nous travaillerons sur la figure suivante : soit AHBC un

quadrilatère inscrit dans un cercle Γ, X l’intersection de ses diagonales, ω un
cercle tangent à [XB] en P , à [XC] en Q et à Γ en R. Soit I le centre du cercle
inscrit àABC, J celui deXBC. Toutes les notations introduits au fur et à mesure
seront conservées dans l’intégralité du texte.
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R

A

H

B

C

P

Q

P ′

Q′

I

J

N

X

Théoréme . I ∈ (PQ)

Démonstration. Après quelques tentatives infructueuses de chasse aux angles,
on se rend compte que supposer l’alignement simplifierait bien les choses. On
définit donc T le point du cercle ω aligné avec P et I .

Avant toute chose, on remarque comme précédemment que en appelant P ′

le milieu de l’arc AB, les points R, P et P ′ sont alignés, ainsi que les points A, I
et P ′.

Quelques bons dessins ainsi que la connaissance assez bonne que l’on a de
tous les angles de la figure nous invite à démontrer que I , T , C et R sont cocy-
cliques.

Les seuls angles que nous avons une chance de connaître dans ce cercle sont
les angles ÕICR = ×P ′CR qui est sur Γ et ÕITR = ÖPTR qui est dans ω. Pour
prouver que ces deux angles sont égaux, il suffit alors d’utiliser deux fois le
théorème de l’angle inscrit version tangente sur la tangente commune à ω et Γ.
Les points sont donc bien cocycliques.

Il reste maintenant pour vérifier que T = Q à montrer que (CT ) est tangent
à ω. Les deux seuls moyens simples de montrer une telle relation de tangence
est d’utiliser la puissance (ou autrement dit des triangles semblables) ou la réci-
proque du théorème de l’angle inscrit version tangente. Clairement, c’est cette
dernière méthode qui est à utiliser ici. Il s’agit de montrer que ÖCTR = ÖRPT .
Or, en utilisant la cocyclicité précédente, ÖCTR = ÕCIR. Il s’agit donc mainte-
nant de montrer que (P ′I) est tangent au cercle circonscrit à IPR. D’un pôle
Sud on connaît toutes les longueurs, donc il est naturel d’essayer de démontrer
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que P ′I2 = P ′P · P ′R. Cela se voit directement par inversion autour du cercle
de centre P ′ passant par A, B et I qui échange (AB) et Γ et donc P et R (on
peut également utiliser que PI = PB pour se ramener à un autre problème de
tangence, lui évident par chasse aux angles).

D’où la conclusion. �

Soit N le pôle Nord, autrement dit le milieu du grand arc AB.

Théoréme . (RJ) recoupe Γ en N .

Démonstration. Premièrement, un dessin nous invite à montrer que J appar-
tient au même cercle que précédemment. Effectivement, on connaît fort bien les
angles ÕCJI (puisque B, J et I sont alignés sur la bissectrice de ÖABC) et ÕCRI
(en décomposant autour de (RQ), obtenant un angle dans chacun des cercles).

Effectivement, ÕCRI = ÖCRQ+ÕQRI = 1/2ÖCRA+ÕQCI = 1/2(ÖCBA+ÖHCB) =ÖCBJ + ÖJBC = 180◦ −ÖBJC = ÕCJI .
Maintenant, nous connaissons tous les angles, donc ÖJKC = 180◦ −ÕJIC =

180◦ −ÕBIC, ce qui en regardant le triangle ABC est effectivement la moitié de
la valeur du grand arc AB. �

Remarque . Le résultat de cocyclicité démontré en passant peut lui aussi avoir
son importance et vaut le coup d’être retenu...

Le premier théorème éclaire d’un jour nouveau le théorème suivant, connu
sous le nom de Sawayama-Thébault :

Théoréme . Soit ω̃ un cercle de centre Õ tangent à [XA] en P̃ , à [PC] en Q̃ et à
Γ. Alors I appartient à la droite (OÕ).

A

H

B

C

P

Q
I

X

O

P̃

Q̃

Õ
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Démonstration. En utilisant deux fois notre premier théorème, on sait que I
est le point d’intersection de (PQ) et (P̃ Q̃), définition beaucoup plus naturelle
pour l’exercice.

On reconnaît alors un exercice classique, qui se démontre soit en considérant
(OÕ) comme l’axe radical des cercles de diamètre [PP̃ ] et [QQ̃], soit (plus natu-
rellement), en utilisant le théorème de Pappus d’une part sur les trois points
PXP̃ de la droite (AB) et d’autre part les trois points à l’infini des droites res-
pectives (XO), (PO) et (XOÕ) de la droite à l’infini. �

Finalement, il est naturel de s’intéresser aux autres centre du cercle inscrit
des autres triangles de la figure.

Théoréme . IIBCDIACHIHCB est un rectangle inscrit dans le quadrilatère formé
des centres des 4 cercles correspondants à ω et ω′.

Démonstration.

A

H

C

I

Õ

Õ

S

IHBC

IAHB

IHAC

L’inscription dans le quadrilatère des centres est une conséquence immé-
diate du théorème de Sawayama-Thébault.

Le caractère rectangulaire se montre en utilisant le premier théorème : les
côtés du quadrilatère sont sur les droites reliant les points de tangence, qui sont
(en utilisant les angles droits simples connus) perpendiculaires.

Ce résultat ne parlant toutefois plus de cercle, il peut être intéressant de le
démontrer indépendamment. L’idée est de se dire que, d’après le théorème du
pôle Sud, on connaît absolument tous les angles.
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En effet, en notant S le pôle Sud (milieu du petit arc BC), CIHBCIC est sur
un cercle de centre S, d’où en particulier ÙIHBCIC = 180◦−ÚIHBCBC et de mêmeÙCIIAHC = 180◦ −ÚIAHCAC. En faisant la somme de ces deux angles, on trouve
donc 1/2(ÖHBC + ÖHAC) = 90◦. �

3 jeudi 21 après-midi : Jean-Louis Tu

Utilisation des coordonnées barycentriques en géométrie Euclidienne

Préliminaires

Définitions de base SoientA1, . . . , An des points du plan et a1, . . . , an des réels
de somme non nulle. On appelle barycentre de (A1, a1), . . . , (An, an) l’unique
point G tel que pour tout point O on ait

a1

−−→
OA1 + · · ·+ an

−−→
OAn = (a1 + · · ·+ an)

−→
OG.

En fait cette condition ne dépend pas de O. En effet, en utilisant
−−→
O′Ai =

−−→
O′O+

−−→
OAi, on s’aperçoit que lorsque l’on remplace O par O′ dans le membre de

gauche, celui-ci augmente de (a1 + · · ·+an)
−−→
O′O, et de même pour le membre de

droite. Ceci permet de montrer l’existence et l’unicité de G.
Le pointG s’interprète physiquement comme le centre de gravité d’un solide

dont la masse est concentrée en les points A1, . . . , An tel que Ai soit affecté du
poids ai pour tout i (on autorise des poids négatifs). Le point G est le point par
lequel il faut suspendre le solide afin qu’il reste horizontal.

On notera G = bar((A1, a1), . . . , (An, an)). On écrira aussi abusivement

G =
a1A1 + · · ·+ anAn
a1 + · · ·+ an

.

On montre aisément la propriété d’associativité des barycentres, qui s’écrit

bar((A, a), (bar((B, b), (C, c)), d)) = bar((A, a), (B, d
b

b+ c
), (C, d

c

b+ c
)).

Soit maintenant ABC un (vrai) triangle du plan. Pour tout point M du plan,
il existe un et un seul triplet (x, y, z) de réels tels que x + y + z = 1 et M =

xA + yB + zC (en effet, en prenant O = A comme origine, ceci équivaut à
−−→
AM = y

−→
AB + z

−→
AC, ce qui détermine y et z de manière unique, puis le choix de

x est imposé par x = 1− y − z).
Les réels x, y, z s’appellent les coordonnées barycentriques (normalisées) de

M dans le repère affine (A,B,C).

204



IV. DEUXIÈME PÉRIODE 4. GROUPE D : GÉOMÉTRIE

Intérêt des coordonnées barycentriques La plupart des calculs en coordon-
nées barycentriques sont analogues aux calculs dans les coordonnées carté-
siennes. Dans chacun de ces deux cadres, tous les problèmes de géométrie clas-
sique peuvent se résoudre par une méthode calculatoire systématique si on dis-
pose d’un temps suffisamment long ou d’un logiciel de calcul formel. Les mé-
thodes analytiques sont souvent impraticables en situation de concours, mais
permettent tout de même dans une proportion non négligeable de cas de s’as-
surer de résoudre un exercice en moins de 30 minutes, ce qui peut être appré-
ciable.

Les coordonnées cartésiennes sont indiquées lorsque l’énoncé du problème
fait apparaître un point à l’intersection de deux droites perpendiculaires. Par
exemple, si le pied D de la hauteur issue de A d’un triangle ABC joue un rôle
important, il peut être indiqué de prendre D = (0, 0), A = (0, a), B = (b, 0),
C = (c, 0). On a alorsH = (0, h) avec bc = −ah (ceci se retrouve par un calcul ou
par le fait que le symétrique H ′ de H par rapport à (BC) se trouve sur le cercle
circonscrit et en utilisant la puissance de D par rapport au cercle).

Cependant, en l’absence d’un tel point privilégié, le choix d’un repère carté-
sien est souvent arbitraire, et il est préférable dans les problèmes de géométrie
du triangle d’utiliser les coordonnées barycentriques qui ont l’avantage d’être
symétriques par rapport à (A,B,C).

Les coordonnées cartésiennes comme les coordonnées barycentriques per-
mettent aisément de déterminer

. une équation de droite passant par deux points

. l’intersection de deux droites

. l’équation de l’axe radical de deux cercles dont on connaît les équations

. la perpendiculaire à une droite passant par un point donné.

Par contre, contrairement aux nombres complexes elles traitent mal les angles
et les transformations géométriques (rotations, similitudes).

Les coordonnées barycentriques permettent, plus aisément que les coordon-
nées cartésiennes, de traiter

. l’isotomie

. l’isogonalité

. le cercle inscrit et son centre

. le cercle circonscrit à ABC, ou plus généralement les cercles passant par
deux sommets du triangle.

Les calculs faisant intervenir les points O et H sont possibles mais souvent
un peu lourds.
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Produit mixte Si ~u et ~v sont deux vecteurs du plan Euclidien, l’aire (orien-
tée) du parallélogramme engendré par ~u et ~v est notée [~u,~v]. Elle est positive si
(~u,~v) est un repère direct, négative sinon. On vérifie facilement les propriétés
suivantes :

. [~u,~v] = −[~v, ~u] (antisymétrie)

. [a~u,~v] = a[~u,~v] pour tout a ∈ R

. [~u1 + ~u2, ~v] = [~u1, ~v] + [~u2, ~v] (linéarité par rapport à la première variable)

. [~u,~v] = [~u + a~v,~v] pour tout a ∈ R (découle de la linéarité par rapport à la
première variable et de l’antisymétrie).

et les propriétés analogues par rapport à la seconde variable.
Si (~i,~j) est une base orthonormée directe, alors [~i,~j] = −[~j,~i] = 1 et [~i,~i] =

[~j,~j] = 0. On en déduit que si ~u et ~v ont pour coordonnées
�
x1
y1

�
et
�
x2
y2

�
, alors [~u,~v]

est égal au déterminant ������ x1 x2

y1 y2

������ = x1y2 − x2y1.

Démonstration. [~u,~v] = x1[~i, ~v] + y1[~j,~v] = x1x2[~i,~i] + x1y2[~i,~j] + y1x2[~j,~i] +

y1y2[~j,~j].

On notera [ABC] l’aire orientée de ABC. Elle se calcule par le produit mixte
1
2
[
−→
AB,
−→
AC] ou toute expression obtenue par permutation circulaire.

Déterminant en dimension 3 Tout ceci se généralise en dimension 3 avec��������
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

�������� = x1y2z3 + x2y3z1 + x3y1z2 − x2y1z3 − x3y2z1 − x1y3z2.

Le déterminant change de signe si on permute deux lignes ou deux colonnes.
Il est linéaire par rapport à chaque ligne ou chaque colonne.

Produit vectoriel Si ~u =

�
x

y

z

�
et ~v =

�
x′

y′

z′

�
sont trois vecteurs de R3, on

définit leur produit vectoriel par

~u ∧ ~v =

�
yz′ − y′z
zx′ − z′x
xy′ − x′y

�
.

On peut démontrer que
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. ce vecteur est nul si et seulement si ~u et ~v sont colinéaires ;

. dans tous les cas, il est orthogonal à ~u et à ~v.
Nous n’utiliserons pas explicitement ces propriétés, mais considèrerons seule-

ment le produit vectoriel comme un outil calculatoire.

Notations de la géométrie du triangle Si ABC est un triangle, nous désigne-
rons par a = BC, b = CA et c = AB les longueurs des côtés, par p = (a+b+c)/2

le demi-périmètre et par α, β, γ les angles.
On notera O,G,H, I, Ia le centre du cercle circonscrit, le centre de gravité,

l’orthocentre, le centre du cercle inscrit et le centre du cercle exinscrit dans
l’angle ÒA respectivement.

Les notations de Conway sont souvent commodes :

Sa =
1

2
(b2 + c2 − a2)

Sb =
1

2
(c2 + a2 − b2)

Sc =
1

2
(a2 + b2 − c2)

Sab = SaSb, etc.

Les identités suivantes sont utiles pour simplifier certaines expressions :

Sb + Sc = a2

SaSb + SbSc + ScSa = S2

où S est le double de l’aire du triangle ABC. Cette dernière identité se dé-
montre, soit en développant le membre de gauche et en comparant avec la for-
mule de Héron, soit en utilisant l’identité tanα+tan β+tan γ = tanα tan β tan γ

et le fait que Sa = S cotα.

Coordonnées barycentriques de points remarquables

Soit M un point du plan. On peut calculer ses coordonnées barycentriques
(x, y, z) par la formule

x =
|MBC|
|ABC|

.

En effet, 2|MBC| = [
−−→
BC,

−−→
BM ] = [

−−→
BC, x

−→
BA+ z

−−→
BC] = x[

−−→
BC,

−→
BA] = 2x|ABC|.

On écrira M = (x, y, z) ou M =

�
x

y

z

�
, la notation en colonne étant préfé-

rable mais nous emploierons plus souvent la notation en ligne pour des raisons
typographiques.
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Ainsi, on voit que G = (1
3
, 1

3
, 1

3
). Cependant, pour éviter les dénominateurs,

on dira que le triplet (x, y, z) forme un système de coordonnées barycentriques
d’un point M s’il est proportionnel au triplet des coordonnées barycentriques
normalisées, autrement dit si M est le barycentre de (A, x), (B, y) et (C, z). On
écrira M ' (x, y, z) pour abréger.

Ainsi, G ' (1, 1, 1).

Les coordonnées barycentriques du centre du cercle inscrit sont faciles à ob-
tenir. On a en effet |IBC| = 1

2
ra, donc

I = (
a

a+ b+ c
,

b

a+ b+ c
,

c

a+ b+ c
) ' (a, b, c).

De même, on peut montrer que Ia ' (−a, b, c).

Passons au centre du cercle circonscrit. On a |OBC| = 1
2
R2 sin 2α, donc O '

(sin 2α, sin 2β, sin 2γ).
Si on préfère utiliser les longueurs des côtés, on note que |OBC| = 1

2
BC.BO. sin ÖCBO =

1
2
aR cosα = 1

2
aRSa

bc
= a2Sa

R
2abc

, donc

O ' (a2Sa, b
2Sb, c

2Sc).

Pour traiter l’orthocentre, notons D le pied de la hauteur issue de A. On a
HD = BD cot γ = c cos β cot γ, donc |HBC| = 1

2
ac cos β cot γ = 1

2
Sb

Sc
S

. Il vient

H ' (Sbc, Sca, Sab) ' (
1

Sa
,

1

Sb
,

1

Sc
).

Comme 1
Sa

= tanα
S

, on a aussi H ' (tanα, tan β, tan γ) du moins si le triangle
n’est pas rectangle.

Vecteurs, droites, intersections

On a vu qu’un triplet (x, y, z) de réels tels que x + y + z 6= 0 représente un

point
xA+ yB + zC

x+ y + z
.

Un vecteur est représenté par un triplet (x, y, z) tel que x + y + z = 0. C’est
par définition le vecteur x

−→
ΩA + y

−→
ΩB + z

−→
ΩC (on vérifie aisément que cela ne

dépend pas du choix de l’origine Ω).
Si M = (x, y, z) et ~v = (x′, y′, z′) alors M + ~v = (x+ x′, y + y′, z + z′).
Attention : il est important pour ce calcul de prendre des coordonnées nor-

malisées.

Une droite peut être définie par un point et un vecteur directeur, mais il est
souvent commode d’utiliser une équation cartésienne.
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Rappelons qu’une fonction f du plan vers R est dite affine si elle conserve les
barycentres, c’est-à-dire si pour tous points M et M ′ et tout réel λ on a

f((1− λ)M + λM ′) = (1− λ)f(M) + λf(M ′).

Dans le plan muni d’un repère cartésien, les fonctions de la forme f(x, y) =

ux+ vy +w sont affines. Donc si D est une droite, il existe une fonction affine f
telle que D est l’ensemble des points où f s’annule. Il est facile de montrer que
f est unique à une constante multiplicative près, et que réciproquement pour
toute fonction affine non nulle f , l’ensemble des points où f s’annule est une
droite.

En coordonnées barycentriques, il est facile de vérifier que les fonctions de
la forme f(x, y, z) = ux + vy + wz sont affines. Réciproquement, si f est affine,
alors f(xA+yB+zC) = xf(A)+yf(B)+zf(C) est de la forme précédente avec
u = f(A), v = f(B) et w = f(C).

En résumé, un triplet de réels non tous nuls (u, v, w) détermine une équation
de droite

ux+ vy + wz = 0,

ce triplet étant déterminé à un coefficient multiplicatif près. Si (D) est cette
droite, on écrira (D) ' (u, v, w).

Proposition . La droite passant par M et N est M ∧N .

En effet, le vecteur (u, v, w) obtenu par produit vectoriel deM etN est ortho-
gonal dans R3 au triplet représentant M , donc si M = (x, y, z) on a ux+vy+wz.
Autrement dit, la droite représentée par (u, v, w) passe par M , et de même elle
passe par N , donc s’identifie à (MN).

Calculons par exemple l’équation de la droite d’Euler. On calcule

G ∧O '

�
1

1

1

�
∧

�
a2Sa

b2Sb

c2Sc

�
'

�
c2Sc − b2Sb

a2Sa − c2Sc

b2Sb − a2Sa

�
.

Autrement dit, un point de coordonnées barycentriques (x, y, z) appartient à la
droite d’Euler si et seulement si

(c2Sc − b2Sb)x+ (a2Sa − c2Sc)y + (b2Sb − a2Sa)z = 0.

Remarquons que cette équation étant homogène, on n’a pas besoin de nor-
maliser les coordonnées pour vérifier cette équation.

Par un raisonnement similaire,
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Proposition . La droite passant par un point P ' (x, y, z) et de vecteur directeur
~v ' (x′, y′, z′) est (x, y, z) ∧ (x′, y′, z′).

Proposition . Le point d’intersection de deux droites sécantes (D) et (D′) est
(D) ∧ (D′).

Pour montrer l’alignement de trois points Mi ' (xi, yi, zi), on peut écrire que
M3 appartient à la droite déterminée par M1 ∧M2. Mais comme (~u ∧ ~v) · ~w =

[u, v, w], on obtient que

Proposition . M1,M2,M3 sont alignés si et seulement si��������
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

�������� = 0.

On a une condition similaire de concourance de trois droites.

Remarque : D’une manière générale, le déterminant ci-dessus est égal au

quotient
|M1M2M3|
|ABC|

.

Remarque utile :
1) si M ' (x, y, z), alors le point d’intersection de (AM) avec (BC) est N '

(0, y, z). En effet, A, M et N se trouvent sur la droite d’équation zY − yZ = 0.
2) De plus, N ' (0, NC,BN).

Exercice 1 Utiliser cette remarque pour démontrer le théorème de Ceva.

Solution de l’exercice 1 Si trois céviennes sont concourantes en un point M =

(x, y, z), notons A′, B′, C ′ leurs pieds. On a
A′B

A′C
= − z

y
et on a des expressions

analogues obtenues par permutation circulaire. Le produit des trois membres
de droite vaut −1, donc le produit des trois membres de gauche aussi :

A′B

A′C
× B′C

B′A
× C ′A

C ′B
= −1.

Réciproquement, si les pieds de trois céviennes satisfont l’égalité précédente,
soit M l’intersection de (AA′) et (BB′). D’après la partie directe, la droite (CM)

coupe (AB) en un point C ′′ tel que
C ′A

C ′B
=
C ′′A

C ′′B
et il est aisé, en utilisant C ′A =

C ′B +BA, d’en déduire que C ′ = C ′′.

Exercice 2 Montrer que siA′B′C ′ est le triangle de contact du cercle inscrit alors
les droites (AA′), (BB′) et (CC ′) sont concourantes en un point (appelé point de
Gergonne) dont on déterminera les coordonnées barycentriques.
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Solution de l’exercice 2 On a
p− b
p− c

=
BA′

A′C
et les égalités analogues obtenues par

permutation circulaire, donc le théorème de Ceva permet de conclure que les
droites sont concourantes. Notons (x, y, z) les coordonnées barycentriques du

point de Gergonne. On a
p− b
p− c

= z
y

donc y(p − b) = z(p − c). Par permutation

circulaire, on a x(p − a) = y(p − b) = z(p − c), donc (x, y, z) ' ( 1
p−a ,

1
p−b ,

1
p−c) '

((p− b)(p− c), (p− c)(p− a), (p− a)(p− b)).

La remarque permet également de définir le conjugué isotomique d’un point
M ' (x, y, z) n’appartenant pas à la réunion des côtés du triangle par M ′ '
(yz, zx, xy) ' ( 1

x
, 1
y
, 1
z
). Il est caractérisé par le fait que les pieds des céviennes

passant par M et par M ′ sont symétriques par rapport aux milieux des côtés
correspondants.

Par exemple, si A′′ est le point de contact du cercle exinscrit dans l’angleÒA avec la droite (BC), alors les droites (AA′′), (BB′′) et (CC ′′) se rencontrent
au point conjugué isotomique du point de Gergonne, encore appelé point de
Nagel.

Cercles et puissance d’un point par rapport à un cercle

A partir de
−→
OA ·

−−→
OB = (OA2 +OB2−||

−→
OA−

−−→
OB||2)/2, on obtient

−→
OA ·

−−→
OB =

R2 − c2

2
.

En développant le produit scalaire (pour x+ y + z = 1)

||x
−→
OA+ y

−−→
OB + z

−→
OC||2 = (x

−→
OA+ y

−−→
OB + z

−→
OC) · (x

−→
OA+ y

−−→
OB + z

−→
OC),

on trouve

OM2 = (x2 + y2 + z2)R2 + xy(2R2 − c2) + yz(2R2 − a2) + zx(2R2 − b2)

= (x+ y + z)2R2 − (a2yz + b2zx+ c2xy)

= R2 − (a2yz + b2zx+ c2xy),

ce qui prouve la

Proposition . La puissance de M = (x, y, z) par rapport au cercle circonscrit est
égale à −(a2yz + b2zx+ c2xy).

Si Γ et Γ′ sont deux cercles différents, la fonction M 7→ pΓ(M) − pΓ′(M) est
affine donc de la forme (x, y, z) 7→ ux+ vy + wz.

Proposition . Etant donné un cercle, il existe des constantes u, v, w uniques telles
que la puissance de M = (x, y, z) par rapport à ce cercle est égale à −(a2yz +

b2zx+ c2xy) + ux+ vy + wz.
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Un point appartient au cercle si et seulement sa puissance par rapport au
cercle est nulle. Afin de rendre l’équation obtenue homogène, on multiplie la
partie affine par x+ y + z qui vaut 1. On en déduit

Théoréme . Toute équation de cercle est de la forme

−(a2yz + b2zx+ c2xy) + (x+ y + z)(ux+ vy + wz) = 0.

On remarque qu’il est facile de trouver l’axe radical de deux cercles en sous-
trayant leurs équations.
Exercice 3 Déterminer l’équation du cercle inscrit.

Solution de l’exercice 3 NotonsD le projeté orthogonal de I sur [BC]. On aBD =

p−b etDC = p−c doncD ' (0, p−c, p−b). Les deux autres projetés orthogonaux
s’obtiennent de manière analogue.

La condition que le cercle−(a2yz+b2zx+c2xy)+(x+y+z)(ux+vy+wz) = 0

passe par D donne

(p− c)v + (p− b)w = a(p− b)(p− c) = ((p− b) + (p− c))(p− b)(p− c).

On constate que si on pose u = (p − a)2, v = (p − b)2 et w = (p − c)2, alors D
satisfait l’équation, et donc E et F aussi par permutation circulaire.

Exercice 4 Déterminer l’équation du cercle d’Euler.

Solution de l’exercice 4 Il suffit d’écrire qu’il passe par (0, 1, 1), (1, 0, 1) et (1, 1, 0),
ce qui donne

−(a2yz + b2zx+ c2xy) +
1

2
(x+ y + z)(Sax+ Sby + Scz) = 0.

Proposition . La tangente en (x0, y0, z0) au cercle d’équation −(a2yz + b2zx +

c2xy) + (x+ y + z)(ux+ vy + wz) = 0 est la droite d’équation

−1

2
(a2(y0z + yz0) + b2(z0x+ zx0) + c2(x0y + xy0)) + (ux+ vy + wz) = 0.

Nous ne montrerons pas cette proposition. La raison conceptuelle est que,
lorsque (x, y, z) est proche de (x0, y0, z0) sous la contrainte x + y + z = 1, yz est
proche de y0z + yz0 à des termes du second ordre près.

Une autre manière de démontrer la proposition est de montrer par un calcul
que l’intersection de la droite et du cercle se réduit au point (x0, y0, z0).
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Norme, produit scalaire

Des calculs analogues à ceux de la section précédente montrent que

Proposition . Si ~v = (x, y, z) est un vecteur, alors ||~v||2 = −(a2yz + b2zx+ c2xy).

Le signe moins semble contre-intuitif car une norme est toujours positive,
mais il ne faut pas oublier la contraire x+ y+ z = 0 qui force au moins l’une des
coordonnées à être négative.

Plus généralement,

Proposition . Si ~v = (x, y, z) est un vecteur, alors

~v · (x′
−→
OA+ y′

−−→
OB + z′

−→
OC) = −1

2
(a2(yz′ + y′z) + b2(zx′ + z′x) + c2(xy′ + x′y)).

En particulier, si ~v′ = (x′, y′, z′) est un vecteur, alors

~v · ~v′ = −1

2
(a2(yz′ + y′z) + b2(zx′ + z′x) + c2(xy′ + x′y)).

Théoréme . Le conjugué isogonal de la droite (0, v, w) par rapport à l’angle ÒA
est (0, c2w, b2v).

Preuve. Notons D et D′ ces deux droites. Par un argument de continuité, on se
ramène au cas où D et D′ coupent la droite (BC) et sont distincts de la bissec-
trice extérieure de l’angle ÒA.

Soit M ' (0, by, cz) le point d’intersection de D avec (BC), alors on vérifie
immédiatement que M ′ ' (0, bz, cy) est le point d’intersection de D′ avec (BC).

On a
−−→
AM = 1

by+cz
(0, by, cz)− (1, 0, 0) = 1

by+cz
(−by − cz, by, cz).

Le vecteur ~v = (−by − cz, by, cz) est dont un vecteur directeur de D. Grâce à
la formule de la proposition précédente, on peut calculer sa norme. Tous calculs
faits, on obtient

||~v||2 = bc((b2 + c2 − a2)yz + bc(y2 + z2))

qui est une expression symétrique en y et z.
CommeM ′ s’obtient à partir deM en permutant y et z, on voit que le vecteur

~v′ = (−bz− cy, bz, cy) est un vecteur directeur de D′ qui est de même norme que
~v, donc ~v + ~v′ est un vecteur directeur d’une bissectrice de (D,D′).

Calculons ce vecteur : ~v + ~v′ = (y + z)(−b− c, b, c) = (y + z)(a+ b+ c)
−→
AI .

D’autre part, y + z 6= 0, sinon ~v ' (−b + c, b,−c) serait orthogonal à
−→
AI

(calcul) et M serait sur la bissectrice extérieure de ÒA. Ceci prouve que (AI) est
une bissectrice de (D,D′).
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Théoréme . Soit M ' (x, y, z) un point n’appartenant pas au cercle circonscrit
de ABC. Alors le point

M ′ ' (
a2

x
,
b2

y
,
c2

z
) ' (a2yz, b2zx, c2xy)

est le conjugué isogonal de M .

Preuve. La droite (0, z,−y) passe parM et a pour conjugué isogonal par rapport
à l’angle ÒA la droite (0,−c2y, b2z) qui passe par M ′. En raisonnant de même sur
les deux autres angles, la conclusion suit.

Exemple : le point de Lemoine (le point de rencontre des symédianes, c’est-
à-dire le conjugué isogonal de G) est K ' (a2, b2, c2).
Exercice 5 Démontrer que O et H sont conjugués isogonaux l’un de l’autre.

Solution de l’exercice 5 Ceci découle directement du théorème précédent et des
expressions des coordonnées barycentriques deO etH . Evidemment, une chasse
aux angles est tout aussi rapide pour démontrer la propriété.

Exercice 6 Montrer que la symédiane issue de A (c’est-à-dire le conjugué iso-
gonal de la médiane) passe par l’intersection des tangentes en B et C au cercle
circonscrit.

Solution de l’exercice 6 Les tangentes en B et C ont pour équations respectives
c2x + a2z = 0 et b2x + a2y = 0. Leur intersection est ' (c2, 0, a2) ∧ (b2, a2, 0) =

(−a4, a2b2, a2c2) ' (−a2, b2, c2), qui appartient bien à la droite d’équation c2y −
b2z = 0 passant par A et K.

Problèmes

Nous allons tenter d’appliquer ces méthodes à des problèmes récents d’OIM
ou de shortlist. Evidemment, comme le calcul analytique n’est généralement
pas praticable il est recommandé à titre d’entraînement de chercher une mé-
thode synthétique aux exercices proposés, mais comme nous l’avons déjà sou-
ligné, il est utile de disposer d’une méthode de secours permettant de garantir
l’obtention de 7 points à peu de frais.
Exercice 7 (OIM 2014, exercice 4.) Soient P etQ deux points sur le segment [BC]

d’un triangle acutangle ABC tels que ÖPAB = ÖBCA et ÖCAQ = ÖABC. Soient M
et N les points de (AP ) et (AQ) respectivement tels que P est le milieu de [AM ]

et Q est le milieu de [AN ]. Montrer que l’intersection de (BM) et de (CN) se
situe sur le cercle circonscrit au triangle ABC.
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Solution de l’exercice 7

A

B
CPQ

MN

D

Comme PBA est semblable àABC, et que le rapport de similitude estAB/BC =

c/a, on aBP = c2/a, d’où PC = a−c2/a = (a2−c2)/a. Il vient P ' (0, a2−c2, c2)

et de même Q ' (0, b2, a2 − b2).
On en déduit que M = 2P − A = 2 1

a2
(0, a2 − c2, c2) − (1, 0, 0) ' 2(0, a2 −

c2, c2)− (a2, 0, 0) = (−a2, 2a2 − 2c2, 2c2) et de même N ' (−a2, 2b2, 2a2 − 2b2).

(BM) = (0, 1, 0) ∧ (−a2, 2a2 − 2c2, 2c2)

= (2c2, 0, a2)

(CN) = (2b2, a2, 0)

D ' (2c2, 0, a2) ∧ (2b2, a2, 0)

= (−a4, 2a2b2, 2a2c2) ' (−a2, 2b2, 2c2).

Un calcul immédiat donne que D vérifie l’équation a2yz + b2zx + c2xy = 0 du
cercle circonscrit.

Remarque : en prime on voit que D appartient à la symédiane issue de A.

Les autres exercices de 2014, ainsi que les exercices de 2013, ne semblent pas
adaptés à un traitement par les coordonnées barycentriques.
Exercice 8 (OIM 2012, exercice 1.) Soit J le centre du cercle exinscrit dans l’angleÒA d’un triangleABC. Ce cercle est tangent au côté (BC) enM , et aux côtés (AB)

et (AC) en K et L respectivement. Les droites (LM) et (BJ) se rencontrent en
F , et les droites (KM) et (CJ) se rencontrent en G. Soit S le point d’intersection
de (AF ) avec (BC), et T le point d’intersection de (AG) avec (BC). Montrer que
M est le milieu de [ST ].

Solution de l’exercice 8 Ici, on s’attend à ce que les coordonnées barycentriques
permettent de résoudre rapidement le problème puisque les coordonnées des
points de contact du cercle exinscrit ont une expression simple connue, et il n’y
a que des intersections de droite à calculer.
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A

B

C

J

M

K

L

F G

S
T

On sait que J ' (−a, b, c).
Comme BM = p− c et MC = p− b, on a M ' (0, p− b, p− c).
Comme CL = p − b et AL = p, on a L ' (b − p, 0, p) et de même K '

(c− p, p, 0).
(BJ) = (0, 1, 0) ∧ (−a, b, c) ' (c, 0, a).
(ML) = (0, p− b, p− c) ∧ (b− p, 0, p) ' (p, c− p, p− b).
F = (BJ) ∧ (ML) = (· · · ,−c(p− b) + ap, c(c− p)), donc
S ' (0,−c(p − b) + ap,−c(p − c)) = (0,−c(a + c − p) + pa,−c(p − c)) '

(0, a+ c,−c).
Par symétrie, T ' (0,−b, a+ b).
Le milieu de [ST ] a pour coordonnées 1

a
(0, a+c,−c)+ 1

a
(0,−b, a+b) ' (0, a+

c− b, a+ b− c) 'M .

Exercice 9 (shortlist G2 de l’OIM 2011.) Soit A1A2A3A4 un quadrilatère non cy-
clique. Pour tout 1 6 i 6 4, soit Oi et ri le centre et le rayon du cercle circonscrit
au triangle Ai+1Ai+2Ai+3 (où ou a posé Ai+4 = Ai). Prouver que

1

O1A2
1 − r2

1

+
1

O2A2
2 − r2

2

+
1

O3A2
3 − r2

3

+
1

O4A2
4 − r2

4

= 0.

Solution de l’exercice 9 Il faut montrer que la somme des inverses des puissances
de Ai par rapport au cercle Ai+1Ai+2Ai+3 est nulle. On prend A1A2A3 comme
triangle de référence. Comme les cercles passent par au moins deux points du
triangle, leurs équations sont faciles à déterminer.

Notons (x0, y0, z0) les coordonnées barycentriques (normalisées) de A4. On
sait déjà que la puissance de A4 par rapport à A1A2A3 est égale à −a2y0z0 −
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b2z0x0 − c2x0y0, donc
1

O4A2
4 − r2

4

= − 1

a2y0z0 + b2z0x0 + c2x0y0

.

Cherchons la puissance par rapport au cercle A2A3A4 sous la forme −a2yz−
b2zx− c2xy + (x+ y + z)(ux+ vy + wz).

Comme elle s’annule en A2 et A3, on a v = w = 0. Comme elle s’annule en
A4, on a −a2y0z0 − b2z0x0 − c2x0y0 + ux0 = 0.

La puissance de A1 par rapport au cercle A2A3A4 est égale à u. On a donc

1

O1A2
1 − r2

1

=
1

u
=

x0

a2y0z0 + b2z0x0 + c2x0y0

.

Le calcul de 1
OiA2

i−r
2
i

pour i = 2, 3 s’obtient par permutation circulaire, d’où la
conclusion.

Exercice 10 (shortlist G3 de l’OIM 2013.) Dans un triangle acutangle ABC, les
points D,E et F sont les pieds des hauteurs issues de A,B,C respectivement.
Les centres des cercles inscrits à AEF et BDF sont I1 et I2 respectivement ; les
centres des cercles circonscrits à ACI1 et BCI2 sont O1 et O2 respectivement.
Montrer que (I1I2) et (O1O2) sont parallèles.

Solution de l’exercice 10 On se dit qu’une solution calculatoire doit être prati-
cable car le triangle AEF étant semblable à ABC, les coordonnées des I1 sont
faciles à obtenir. Comme le cercle ACI1 passe par deux sommets, son équation
a une forme simple. Enfin, la conclusion de l’énoncé est équivalente au fait que
−−→
I1I2 est orthogonal à l’axe radical des deux cercles, dont l’équation est facile à
calculer.

On commence par faire un dessin faisant apparaître l’axe radical :

A B

C

E

D

F

I1

I2

I
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On constate graphiquement que l’axe radical et les droites (AI1) et (BI2)

sont concourants. Evidemment, (AI1) et (BI2) se coupent en I puisque ce sont
les bissectrices des angles ÒA et ÒB. On est donc ramenés à montrer que

1) (CI) est perpendiculaire à (I1I2)

2) I appartient à l’axe radical des deux cercles.

On commence par calculer les coordonnées de I1.
Comme H ' ( 1

Sa
, 1
Sb
, 1
Sc

), on a E ' ( 1
Sa
, 0, 1

Sc
) ' (Sc, 0, Sa). Compte tenu de

Sc + Sa = b2, on en déduit que

E =
1

b2
(Sc, 0, Sa)

et de même F = 1
c2

(Sb, Sa, 0).
Comme AEF et ABC sont semblables, il vient

I1 =
1

a+ b+ c
(aA+ bE + cF )

=
1

a

�
1

0

0

�
+

1

b(a+ b+ c)

�
Sc

0

Sa

�
+

1

c(a+ b+ c)

�
Sb

Sa

0

�

=
a

abc(a+ b+ c)

�
abc+ cSc + bSb

bSa

cSa

�
L’expression de I2 s’obtient en échangeant a et b et en échangeant les coor-

données x et y :

I2 =
b

abc(a+ b+ c)

�
aSb

abc+ aSa + cSc

cSb

�
On calcule I2 − I1 et on factorise :

I2 − I1 =
1

abc(a+ b+ c)

�
1
2
ac(a+ b+ c)(a+ b− c)

1
2
bc(a+ b+ c)(a+ b− c)

1
2
c(a− b)(a+ b+ c)(a+ b− c)

�
'

�
−a
b

a− b

�
.

Comme Ia−C ' (−a, b, c)− (0, 0,−a+ b+ c) = (−a, b, a− b), la droite (I1I2)

est parallèle à la bissectrice extérieure donc est perpendiculaire à la bissectrice
intérieure de l’angle ÒC.

Il reste à montrer le point 2). Comme le cercle ACI1 passe par A et C, son
équation est de la forme

−a2yz − b2zx− c2xy + µ(x+ y + z)y = 0.
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Le fait qu’il passe par I1 donne, après simplification, la condition

µ(a+ b+ c)b = a2Sa + (b+ c)(abc+ bSb + cSc).

De même, le cercleABI2 a pour équation−a2yz−b2zx−c2xy+λ(x+y+z)x =

0 avec
λ(a+ b+ c)a = b2Sb + (a+ c)(abc+ aSa + cSc).

L’axe radical a pour équation λx − µy = 0. Le fait que I appartienne à cet axe
s’écrit λa = µb. Compte tenu des équations précédentes, ceci équivaut à

a2Sa + (b+ c)(abc+ bSb + cSc) = b2Sb + (a+ c)(abc+ aSa + cSc),

ce qui se vérifie immédiatement en développant le membre de gauche et en
vérifiant qu’il est invariant par l’échange de a et b.

Remarque : les calculs sont un peu longs dans cet exercice, mais faisables en
un temps raisonnable moyennant une analyse géométrique rudimentaire.
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V. Vendredi 22 matin : Test de mi
parcours

1 Groupe A

1 Enoncé

Rédigez les différents problèmes sur des copies distinctes. Sur chaque copie,
écrivez votre nom, votre groupe et le numéro du problème.
Règles, équerres et compas sont autorisés. Les rapporteurs sont interdits. Les

calculatrices sont interdites, ainsi que tous les instruments électroniques.

Exercice 1 Montrer que pour tout x > 0, on a

x+
1

x
≥ 2.

Exercice 2 Peut-on remplir les cases d’un tableau n×n avec les nombres−1, 0, 1

de telle sorte que les sommes des nombres écrits sur chaque ligne, chaque co-
lonne et chacune des deux grandes diagonales soient différentes ?

Exercice 3 Ménehould organise une fête d’anniversaire, à laquelle il y aura 15
filles et 15 garçons (y compris elle-même). Elle prépare une étiquette personnelle
pour chaque invité. De combien de manières peut-elle disposer les étiquettes
sur les places de la table ronde en respectant l’alternance fille-garçon ?

Exercice 4 On considère n princes vénitiens habitant chacun dans un palais.
Chaque palais est relié à chaque autre, soit par une ruelle, soit par un canal (mais
pas les deux). Le prince Alfonzo décide de rendre visite à tous ses amis dans la
même soirée, mais il ne veut pas se compliquer la tâche et décide de n’utiliser
qu’un moyen de transport. Montrer qu’en choisissant bien, il peut rendre visite
à tous les autres princes.
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2 Solution

Solution de l’exercice 1 Première méthode : Pour tout x > 0, on a :

x+
1

x
≥ 2,

si et seulement si x+
1

x
− 2 ≥ 0,

si et seulement si x2 − 2x+ 1 ≥ 0,

car x est strictement positif. On reconnaà R©t ici une identité remarquable : cette
inégalité est vraie si et seulement si (x−1)2 ≥ 0. Or un carré est toujours positif,
donc on a terminé !

Deuxième méthode : La moyenne arithmétique de x et 1
x

vaut x+ 1
x

2
, et leur

moyenne géométrique vaut
È
x 1
x

=
√

1 = 1, donc on peut conclure grâce à
l’inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique.

Solution de l’exercice 2 Chaque ligne, chaque colonne, chaque grande diagonale
contient exactement n nombres, chacun étant compris entre −1 et 1. Donc les
sommes des nombres écrits sur chaque ligne, chaque colonne, chaque grande
diagonale sont comprises entre−n et n. De plus, il s’agit de sommes de nombres
entiers, qui sont donc elles-mêmes entières. Il y a donc 2n+1 valeurs différentes
possibles pour nos sommes.

Or, nous calculons en tout n sommes sur les lignes, n sommes sur les co-
lonnes et 2 sommes sur les grandes diagonales, soit 2n+ 2 sommes en tout.

Donc, d’après le principe des tiroirs, il existe forcément une valeur atteinte
par plusieurs sommes.

Solution de l’exercice 3 Il y a 2 × 15! façons de faire asseoir les garçons, et pour
chacune d’elles, 15! façons de faire asseoir les filles. Le résultat est 2× (15!)2.

Solution de l’exercice 4 Avant de foncer dans le tas, il est utile de considérer des
configurations pour n petit. Si n = 2, les deux palais sont reliés soit par un canal,
soit par une ruelle. Si n = 3, on peut supposer par exemple que les palais A et B
sont reliées par une ruelle, auquel cas, soit C est relié à A ou à B par une ruelle,
soit C est relié à A et à B par un canal. Dans les deux cas, on conclut.

Essayons de généraliser cela en une preuve par récurrence. La proposition
à démontrer est "Si il y a n palais tous reliés entre eux, soit par des canaux,
soit par des ruelles, alors il existe un moyen de transport connectant tous les
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palais." Cette propriété est vraie au rang 2. Supposons-la vraie au rang n et
considérons n + 1 palais. Le palais d’Alfonzo étant noté A, les n autres palais
sont interconnectés, par des ruelles par exemple. Si le palais d’Alfonzo est relié
à au moins un autre palais par une ruelle, alors en choisissant de se déplacer
à pied, la propriété est vérifiée. Si le palais d’Alfonzo est relié à tous les autres
palais par des canaux, alors en se déplaçant en gondole, il peut bien sûr rendre
visite à tous ses amis par ce biais.

2 Groupe B

1 Enoncé

Exercice 1 Peut-on remplir les cases d’un tableau n×n avec les nombres−1, 0, 1

de telle sorte que les sommes des nombres écrits sur chaque ligne, chaque co-
lonne et chacune des deux grandes diagonales soient différentes ?

Exercice 2 On considère trois équations du second degré

x2 + bix+ ci = 0

(i = 1, 2, 3). On suppose que les discriminants ∆i = b2
i − 4ci valent respective-

ment 1, 4 et 9.
Montrer que l’on peut choisir une racine de chaque équation telle que la

somme de ces racines est égale à la somme des autres racines.

Exercice 3 Le plan est divisé en régions délimitées par un nombre fini de cercles
et droites. Montrer qu’on peut colorier ces régions en deux couleurs de sorte que
deux régions ayant une frontière (un arc de cercle ou un segment de droite) en
commun soient de couleurs différentes.

Exercice 4 Soient x, y, z des réels strictement positifs. Montrer que x2

y2
+ y2

z2
+ z2

x2
≥

x
y

+ y
z

+ z
x
.

Attention, ce n’est pas l’exo vu en cours !

2 Solution

Solution de l’exercice 1 Chaque ligne, chaque colonne, chaque grande diagonale
contient exactement n nombres, chacun étant compris entre −1 et 1. Donc les
sommes des nombres écrits sur chaque ligne, chaque colonne, chaque grande
diagonale sont comprises entre−n et n. De plus, il s’agit de sommes de nombres
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entiers, qui sont donc elles-mêmes entières. Il y a donc 2n+1 valeurs différentes
possibles pour nos sommes.

Or, nous calculons en tout n sommes sur les lignes, n sommes sur les co-
lonnes et 2 sommes sur les grandes diagonales, soit 2n+ 2 sommes en tout.

Donc, d’après le principe des tiroirs, il existe forcément une valeur atteinte
par plusieurs sommes.

Solution de l’exercice 2 Notons pour tout i ∆i le discriminant de l’équation x2 +

bix+ ci = 0 et

xi =
−bi +

√
∆i

2
, yi =

−bi −
√

∆i

2
.

Alors pour tout i, xi − yi =
√

∆i. Ainsi, nous avons

x1 − y1 = 1, x2 − y2 = 2 et x3 − y3 = 3.

Donc x1 − y1 + x2 − y2 = 1 + 2 = 3 = x3 − y3, c’est-à -dire

x1 + x2 + y3 = y1 + y2 + x3.

Solution de l’exercice 3 Nous allons raisonner par récurrence sur le somme n du
nombre de cercles et du nombre de droites.

Initialisation : pour n = 0, on colorie le plan avec une couleur.
Hérédité : On suppose que la conclusion de l’exercice est vérifiée pour toute

configuration de n droites et cercles. Considérons une configuration avec n + 1

droites et cercles. Il y a deux cas à distinguer :
. Il y a un cercle. On le supprime, et on se retrouve alors avec une configura-

tion avec n cercles et droites, que l’on colorie par hypothèse de récurrence.
On remet ensuite le cercle supprimé, et on inverse les couleurs des régions
qui sont à l’intérieur de ce dernier. Ce coloriage convient. En effet, consi-
dérons deux régions ayant une frontière en commun. Si elles sont toutes
les deux à l’extérieur du cercle, leurs couleurs n’ont pas été changées, donc
elles sont de couleurs différentes. Si elles sont toutes les deux à l’intérieur
du cercle, la couleur de chacune d’entre elles a été changée, donc elles sont
également de couleurs différentes. Si elles sont de part et d’autre du cercle,
elles faisaient partie d’une même région avant qu’on remette le cercle, et
la couleur de l’une d’entre elles a été changée, donc elles sont également
de couleurs différentes.

. Il n’y a pas de cercles, alors on enlève une droite et on raisonne de même
en utilisant l’hypothèse de récurrence, puis en remettant la droite et en
inversant les couleurs d’un côté de la droite.
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Solution de l’exercice 4 D’après l’inégalité arithmético-quadratique,

x2

y2
+
y2

z2
+
z2

x2
≥

(x
y

+ y
z

+ z
x
)2

3
=

�
x

y
+
y

z
+
z

x

�
(x
y

+ y
z

+ z
x
)

3
.

Or d’après l’inégalité arithmético-géométrique,�
x
y

+ y
z

+ z
x

�
3

≥ 3

Ê
x

y
× y

z
× z

x
= 1.

Donc x2

y2
+ y2

z2
+ z2

x2
≥ x

y
+ y

z
+ z

x
.

3 Groupe C

1 Enoncé

Exercice 1
Soit P un polynôme de degré n tel que pour tout k ∈ {0, 1 · · · , n}, P (k) la dérivée
k-ème ait autant de racines que son degré (P (0) = P et P (1) = P ′, etc.). Soit Sk la
somme des racines de P (k). Montrer que (Sk)06k6n est une suite arithmétique.

Exercice 2
Soit ABC un triangle, H son orthocentre et D, E et F les milieux respectifs de
[BC], [CA] et [AB]. Le cercle de centre D passant par H recoupe [BC] en A1 et
A2. On définit de manière similaire B1, B2, C1 et C2.

Montrer que les points A1, A2, B1, B2, C1 et C2 sont cocycliques.

Exercice 3
Soient Γ1 et Γ2 deux cercles se coupant en deux points A et B. Les tangentes Ã
Γ1 en A et B se coupent en K. Soit M un point variable sur Γ1, distinct de 1 et
B. On note P le second point d’intersection de (MA) et Γ2, C le second point
d’intersection de (MK) et Γ1, et Q le second point d’intersection de (AC) avec
Γ2.

. Montrer que (PQ) passe par un point fixe L quand M varie, et expliquer
comment construire L.

. On note J le milieu de [PQ] et O2 le centre de Γ2. Montrer que les points
O2, L, B, K et J sont cocycliques.

. En déduire que J est sur la droite (MK).

Exercice 4
Trouver tous les polynômes P ∈ R[X] tels que pour tous réels a, b, c vérifiant
ab+ bc+ ca = 0, on ait :

P (a− b) + P (b− c) + P (c− a) = P (a+ b+ c).
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2 Solution

Solution de l’exercice 1
Si c est le coefficient dominant de P , et c′ le coefficient suivant (celui de xn−1). Le
coefficient dominant de P (k) est n(n− 1) · · · (n− k+ 1)an si k > 0 (et an si k = 0).
Le suivant est an−1(n − 1) · · · (n − k). Si on pose σ1 = Sk, on a par les relations
coefficient-racine :

σ1 =− (n− 1) · · · (n− k)an−1

n · · · (n− k + 1)an

σ1 =
k − n
n

an−1

an

Sk est donc une progression arithmétique de raison an−1

nan
.

Solution de l’exercice 2

A

B

C

D1

D

E

F

A1

A2

B1

B2

C2

C1

Nommons Γ1, Γ2 et Γ3 les cercles de l’énoncé de centres respectifs D, E et F .
L’axe radical de Γ1 Ã Γ2 passe par H et est perpendiculaire Ã [DE]. Or

(DE)//(AB) ⊥ (CH), donc (CH) est cet axe radical. En particulier, PA1 ·PA2 =

PΓ1(C) = PΓ2(C) = PB1 · PB2, d’où A1B1A2B2 cyclique d’après la réciproque
du théorème de la puissance.

Il faut maintenant vérifier que les six points sont sur le même cercle. On
peut soit argumenter que le centre doit être O soit dire que pour des cercles non
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confondus, les cÃ´tés du triangle formeraient leurs trois axes radicaux deux-Ã
-deux qui ne seraient pas concourants, d’où la contradiction.

Solution de l’exercice 3

A

B

O1

O2K
M

P

C

Q
A′

L

J

. D’après la construction du centre d’une similitude, B est le centre d’une
similitude directe s qui envoie M sur P , C sur Q, le cercle Γ1 sur Γ2. Par
conséquent, s envoie (MC) sur (PQ) donc, comme (MC) passe par un
point fixe K, (PQ) passe par s(K), noté L. De plus, on peut construire L :
c’est l’intersection des tangentes Ã Γ2 en B et A′, où A′ = s(A). Or, A′ est
la seconde intersection de Γ2 avec la tangente Ã Γ1 en A (cela correspond
au cas limite quand M tend vers A).

. On note O1 et O2 les centres des deux cercles : les angles ÖO2JL et ×O2BL

sont droits donc O2, L, B et J sont cocycliques sur le cercle de diamètre
[O′L]. De plus ×BLO2 = ×BKO1 car s conserve les angles, donc ×BLO2 =

180−×BKO2 donc K est aussi sur ce cercle.
. On a donc ÖBKJ = 180 −ÕBLJ = 180 −ÖBLP = 180 −×BKM donc J , K et
M sont alignés, d’où le résultat.

Solution de l’exercice 4
En faisant a = b = c = 0, on trouve P (0) = 0. Si b = c = 0, P (a) = P (−a) pour
tout réel a : P est pair, donc tout ses monÃ´mes sont pairs (c’est un bon petit
exercice que de montrer cette propriété).
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En prenant b = 2a, et c = −2a/3, on a

P (−a) + P (4a/3) + P (8a/3) = 2P (7a/3).

On regarde le terme de plus haut degré k, pkXk. Pour a→ +∞, ce terme "écrase"
les autres, et donc le terme dominant en a doit être le même de chaque cÃ´té.
Donc :

pk(−1)k + pk(8/3)k + pk(−5/3)k = 2pk(7/3)k

3k + 8k + 5k = 2× 7k

(en effet, k est pair). Et, (8/7)k > 2 pour n ≥ 8 et il n’y a pas égalité pour k = 6.
Donc k ∈ {0, 2, 4}. Réciproquement, x2 et x4 sont solution du problème. On en
déduit rapidement que les solutions sont les polynÃ´mes

P (X) = aX4 + bX2

avec a, b ∈ R.

4 Groupe D

1 Enoncé

Rédigez les différents problèmes sur des copies distinctes. Sur chaque copie,
écrivez votre nom, votre groupe et le numéro du problème.
Règles, équerres et compas sont autorisés. Les rapporteurs sont interdits. Les

calculatrices sont interdites, ainsi que tous les instruments électroniques.

Exercice 1 Trouver tous les triplets d’entiers positifs (m,n, k) tels que km|mn−1

et kn|nm − 1.

Exercice 2 Soit Γ un demi-cercle de diamètre [PQ]. Une perpendiculaire à (PQ)

coupe Γ et [PQ] en A et B respectivement. Un cercle ω est tangent à Γ, [PB] et
[AB] en C, D et E respectivement. Montrer que [AD) bissecte ÖPAB.

Exercice 3 Trouver tous les couples d’entiers relatifs (a, b) tels que a2 − 4b et
b2 − 4a soient tous les deux des carrés parfaits.

Exercice 4 Soit ABC un triangle acutangle scalène de cercle circonscrit Γ. Soit
HA le pied de la hauteur issue de A ; ω1 le cercle tangent à [AHA], [BHA] et Γ ; ω2

celui tangent à [AHA], [CHA] et Γ. La deuxième tangente intérieure commune à
ω1 et ω2 coupe [BC] en M .

Montrer que M est le milieu de [BC] si et seulement si 2BC = AB + AC.
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2 Solution

Solution de l’exercice 1 Si m = 1 alors pour que kn|n− 1 il faut k = 1 ou n = 1.
Si m,n > 1, on peut supposer que m ≥ n. Soit p un diviseur premier de k.

Alors m et n sont tous les deux premiers avec p.
Si p = 2, alors m et n impairs. Mais alors 1 +m+ · · ·+mn−1 est impair, donc

2m|m− 1. Ceci est impossible car 2m > m− 1. Donc k n’est pas divisible par 2.
Supposons que p est impair. Tout d’abord pm|mn − 1 ≤ mm − 1 donc p < m.

Ensuite, soit ω l’ordre de m modulo p. Déjà, comme pm|mn − 1, on sait que n est
divisible par ω. On utilise le lemme LTE : p|mω − 1 donc

vp(m
n − 1) = vp(m

d − 1) + vp

�n
ω

�
= vp(m

d − 1).

On peut donc en déduire pm|mω− 1, et a fortiori pm < mω < mp. Mais si 3 ≤ p <

m, alors pm > mp (ce qui se prouve en étudiant la fonction x 7→ x1/x), on a donc
une contradiction. On en déduit donc que k n’a aucun diviseur premier impair.

Les solutions sont donc (m,n, 1) avec m,n quelconques et (1, 1, k) avec k
quelconque.

Solution de l’exercice 2

P Q
B

A

C

D

E

A′

Soit A′ le symétrique de A par rapport à (PQ).
D’après un théorème du cours, on sait que le centre I du cercle inscrit de

APA′ est sur (DE). Or, [PQ) bissectant ÖAPA′, I est sur (PQ). D’où I = D et en
particulier la conclusion.
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Remarque . Cet exercice se résout aisément par inversion. Le point C est par
exemple approprié, ou le point Q en utilisant le théorème du pà´le Sud pour en
déduire de nouveau I = D.

Solution de l’exercice 3 Si a = 0, alors il faut que b soit un carré parfait et vice-
versa. Supposons maintenant que a et b sont non nuls. On voit déjà que a2 et
a2 − 4b ont la même parité et de même pour b2 et b2 − 4a.

Si b est négatif, il faut que a2 − 4b soit le carré d’un entier de la même parité
que a et plus grand que a. donc a2 − 4b ≥ (|a| + 2)2 = |a|2 + 4|a| + 4. Donc
|b| ≥ |a|+ 1.

On peut supposer sans perte de généralité qua a ≥ b.

Si b est négatif, alors a2 − 4b ≤ (|a| − 2)2 = |a|2 − 4|a|+ 4. Donc |b| ≥ |a| − 1.
Les mêmes résultats sont vrais pour a.

Si a et b sont tous les deux négatifs, alors |b| ≥ |a| + 1 et |a| ≥ |b| + 1 ce qui
est impossible.

Si a est positif et b négatif, alors |b| = |a| + 1, et b = −1 − a. On a alors
a2− 4b = (a+ 2)2 et b2− 4a = (a− 2)2, donc toutes les solutions (a,−1− a) avec
a > 0 marchent.

Si a et b sont tous les deux positifs, alors b ≥ a− 1, donc b = a− 1 ou b = a. Si
b = a, alors (b−2)2 > b2−4a et si b > 4, alors b2−4a > b2−8b+16 = (b−4)2, ce qui
ne donne pas de carré possible. Il faut donc tester les cas b = 1, 2, 3, 4, 5, et seule
la solution (4, 4) marche. Si b = a − 1, alors si b > 5, alors b2 − 4a > (b − 4)2, ce
qui ne marche plus et les seules solutions à vérifier sont lorsque b = 1, 2, 3, 4, 5,
et la seule qui marche est (6, 5).

En conclusion, les seules solutions sont (0, n2), (n2, 0) avec n un entier quel-
conque, (a,−1− a) avec a > 0, (−1− b, b) avec b > 0, (4, 4), (5, 6), (6, 5).

Solution de l’exercice 4
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A

B C
HAD

E

F

G

I

O2

O1

M

D’après le théorème de Sawayama-Thébault vu en cours, I le centre du
cercle inscrit appartient à (O1O2) la droite reliant les centres respectifs de ω1

et ω2.
De plus, en notant D, E, F et G les points de tangence de ω1 avec (BC) et

(AHA) et ceux de ω2 avec ces mêmes droites et en se rappelant que d’après le
cours, I est sur (DE) et (FG), le schéma suivant de la quintessence du problème
montre que I est le milieu de [O1O2] :

HAD

E

F

G

I

O2

O1

45˚ 45˚

De plus, comme on sait (les bissectrices intérieures et extérieurs d’un angle
étant perpendiculaires) que ÚO1HAO2 = ÙO1MO2 = 90◦, le cercle de diamètre
[O1O2], qui est donc de centre I , passe par HA et M . On a donc IM = IHA,
propriété qui caractérise M (en plus de son appartenance au cà´té).

En notantN le milieu de [BC], l’énoncé revient donc à montrer IN = IHA ⇔
2a = b+ c.

Trois méthodes naturelles viennent à l’esprit. La première est de tout dé-
velopper fort brutalement en terme de x, y et z (les longueurs des tangentes
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au cercle inscrit). Par exemple, la hauteur s’exprime d’après la formule de Hé-
ron comme 2

È
xyz(x+ y + z)/(y + z) et on peut tenter de pythagoriser pour

conclure.
Comme ce n’est pas beau, une méthode naturelle est de se dire qu’il suu-

fit de connaà R©tre le rapport r/hA, puisque 2|ABC| = r(a + b + c) = haa.
En notant K le pied de la bissectrice issue de A et L le point de contact du
cercle inscrit, cela revient à trouver KL/KHA. Or on connaà R©t tous les rap-
ports de ce genre là , celui-ci valant dans ce cas 1/3. Le meilleur argument
étant probablement que, en notant T le point de tangence du cercle circons-
crit (qui d’après les principes élémentaires de chasse aux tangentes est le sy-
métrique par rapport à N de L), on sait (en projetant sur la bissectrice puis
en obtenant à partir d’un sommet un faisceau de quatre droites harmoniques
avec les deux bissectrices) que T , L, K et HA sont harmoniques, d’où (d’après
la configuration classique en 1, −1, x, 1/x où dans notre cas KN = KHA si
et seulement si x = −1/2) l’équivalence IN = IHA ⇔ KL/KHA = 1/3.

-1 0 11/x x

HA NL TK

Finalement IN = IHA ⇔ r/hA = 1/3⇔ a/(a + b + c) = 1/3⇔ 2a = b + c et
la conclusion.

Les coordonnées barycentriques sont aussi assez avantageuses, puisque (cf
cours), par rapport à B et C, le point HA s’écrit (a2 + b2 − c2 : c2 + a2 − b2), et le
symétrique de N par rapport à N s’écrit 3z/2− y/2 : 3y/2− z/2) = (a− 2c+ 2b :

a− 2b+ 2c), d’où IN = IHA ⇔ a−2c+2b
a−2b+2c

= a2+b2−c2
c2+a2−b2 , ce qui après développement,

simplification, division par a puis par b− c s’écrit exactement 2a = b+ c.
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VI. Troisième période

1 Groupe A : géométrie

1 samedi 23 matin : François Lo Jacomo

Les angles du triangle

Les deux premiers résultats que l’on rappelle, c’est qu’un triangle ayant
deux côtés égaux a deux angles égaux et réciproquement (triangle isocèle), et
que la somme des trois angles du triangle est égale à 180˚. Ce dernier résultat
s’utilise notamment sous la forme suivante (voir figure) : l’angle extérieur au
triangle est la somme des angles à la base. En un sommet du triangle, j’appelle
angle extérieur l’angle formé par un des côtés et le prolongement de l’autre.

A

B C

Exercice 1

Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. On suppose que :
AB = AC + CI . Déterminer la valeur du rapport ÔACBÔABC
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B

A

I

C

Rappelons que la bissectrice d’un angle le partage en deux angles égaux.
Les points de la bissectrice sont à égale distance des deux côtés de l’angle. Il
en résulte que les trois bissectrices d’un triangle ABC se coupent en un point
généralement appelé I , situé à égale distance des trois côtés du triangle. C’est
donc le centre d’un cercle tangent aux trois côtés du triangle, appelé "cercle
inscrit dans le triangle ABC".

Solution de l’exercice 1

Lorsque deux segments ne sont pas bout à bout sur une même droite, on ne
peut pas dire grand-chose de la somme de leurs longueurs. Donc pour utiliser
l’hypothèse AB = AC + CI , il faut construire un segment CJ sur la droite
(AC) tel que : CJ = CI et AJ = AC + CI (donc A et J de part et d’autre de
C). La relation CJ = CI entraine alors que le triangle CJI est isocèle, doncÕCJI = ÕCIJ : appelons α cet angle. ÕICA = ÕCJI + ÕCIJ = 2α. Or ÕICA = ÔBCA

2

car (CI) est bissectrice de ÖBCA. Par ailleurs, les triangles IJA et IBA ont un
angle égal : ÕIAJ = ÕIAB situé entre deux côtés égaux, AI et AJ = AB, ils sont
donc isométriques (ils ont tous leurs côtés et tous leurs angles égaux), d’où en
particulier : α = ÕIJA = ÕIBA = ÔABC

2
. Donc en définitive : ÖABC = 2α alors queÖBCA = 4α, d’où ÔBCAÔABC = 2.
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J
B

A

I

C

Angles inscrits

Si B et C sont deux points fixes d’un cercle, et qu’on fait varier un troisième
point A sur ce même cercle, l’angle inscrit ÖBAC ne dépend pas de la position
du point A.

Il existe plusieurs manières d’énoncer ce théorème : si quatre points A, B, C,
D sont sur un même cercle, les angles ÖBAC et ÖBDC sont égaux si A et D sont
du même côté de la droite (BC), supplémentaires s’ils sont de part et d’autre
de (BC). Réciproquement, quatre points quelconques du plan, A, B, C, D véri-
fiant : ÖBAC = ÖBDC si A et D du même côté de (BC) ou ÖBAC + ÖBDC = 180˚
si A et D sont de part et d’autre de (BC) sont "cocycliques", c’est-à-dire sur un
même cercle. La démonstration doit envisager tous les cas de figure, mais l’idée
essentielle est que si A et B sont sur un cercle de centre O, le triangle AOB

est isocèle. Si la droite (AO) recoupe le cercle en A′, comme la somme des trois
angles du triangle AOB est égale à 180˚, ×BOA′ = ÖBAO + ÖABO = 2.ÖBAO, d’où
l’on déduit que l’angle au centre ÖBOC, qui ne dépend pas de A, est le double
de l’angle inscrit ÖBAC.

235



VI. TROISIÈME PÉRIODE 1. GROUPE A : GÉOMÉTRIE

O

A

C

B

A′

Si l’on veut un théorème qui ne dépende pas des cas de figures, il faut in-
troduire les angles de droites : l’angle (AB,AC) est l’angle orienté dont il faut
faire tourner la droite (AB) pour la faire coïncider avec (AC). Donc (AB,AC) =

−(AC,AB) et plus généralement : (AB,AC) + (AC,AD) = (AB,AD) (relation
de Chasles) quels que soient les points A, B, C et D. En utilisant ces angles de
droites, le théorème de l’angle inscrit s’écrit : quatre points A, B, C, D sont sur
un même cercle si et seulement si (AB,AC) = (DB,DC).

Cas particulier important de ce théorème : l’angle ÖBAC est droit si et seule-
ment si A est situé sur le cercle de diamètre [BC] (donc l’angle au centre est
plat).

Exercice 2

Soit ABCD un parallélogramme, P un point intérieur au parallélogramme
vérifiant : ÖAPD + ÖCPB = 180˚. Montrer que ÖPBA = ÖPDA.
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A

D C

B

P

Solution de l’exercice 2
Nous avons deux angles supplémentaires, ce qui fait penser au théorème de

l’angle inscrit si ce n’est qu’ils ne sont pas bien positionnés : il faudrait qu’ils
soient tous deux de même base BC et de part et d’autre de (BC). Translatons le
triangle APD vers la droite de la figure, c’est-à-dire introduisons un point Q tel
que AB, PQ, DC soient tous trois parallèles et de même longueur. Les triangles
APD et BQC sont isométriques, leurs côtés et leurs angles sont égaux. En par-
ticulier, l’angle ÖBQC égal à ÖAPD est supplémentaire de ÖCPB. Là nous avons
deux angles supplémentaires et positionnés de sorte que l’on peut affirmer :
les quatre points B,Q,C, P sont cocycliques. Mais comme ces points sont co-
cycliques, d’autres angles inscrits apparaissent, notamment : ÖQCB = ÖQPB. OrÖQCB = ÖPDA car les triangles QCB et CDA sont isométriques, et ÖQPB = ÖPBA
car ils sont alternes - internes, ce qui achève la démonstration.

A

D C

B

P Q

Exercice 3
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Soient C et D deux points distincts d’un demi-cercle de diamètre [AB]. Les
droites (AC) et (BD) se coupent en F , les droites (AD) et (BC) se coupent en
F . Montrer que les milieux des segments [AB], [CD] et [EF ] sont alignés.

A B

C

D

E

F

N

M

O

Solution de l’exercice 3
L’hypothèse "C et D sur le cercle de diamètre [AB]" se traduit par : ÖACB =

90˚ et ÖADB = 90˚. Mais cela entraine manifestement : ÖFCE = 90˚ et ÖFDE = 90˚,
donc (C) et (D) sont également sur le cercle de diamètre [EF ]. Le milieu N de
[EF ] est le centre de ce cercle, donc NC = ND, ce qui entraine que N est sur la
médiatrice de [CD]. Or, pour la même raison, le milieu O de [AB] est lui aussi
sur la médiatrice de [CD]. Et par définition, cette même médiatrice passe par le
milieu M de [CD].

A B

C

D

E

F

N

M

O
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Hauteurs et orthocentre

Les hauteurs d’un triangle ABC se coupent en un point nommé orthocentre
du triangle, et traditionnellement noté H . En effet, menons par A la parallèle à
(BC), par B la parallèle à (CA) et par C la parallèle à (AB) : on voit apparaître
trois parallélogrammes ABCB′, ABA′C et AC ′BC, donc la hauteur issue de A
est médiatrice de [B′C ′], lieu des points équidistants de B′ et C ′, celle issue de
B est médiatrice de [C ′A′], celle issue de C, médiatrice de [A′B′], et les trois
médiatrices d’un triangle se coupent en un point équidistant des trois sommets
(centre du cercle circonscrit à A′B′C ′).

C ′ B′

A′

A

CB

H

Exercice 4
Soit H l’orthocentre d’un triangle ABC, et HA, HB, HC les pieds des hau-

teurs issues de A, B, C. On supposera pour simplifier que H est à l’intérieur du
triangle ABC, ce qui revient à dire que tous les angles du triangle sont aigus
(un tel triangle est dit acutangle). Déterminer les angles des triangles AHBHC ,
HABHC ,HAHBC etHAHBHC , en fonction des angles du triangleABC, que l’on
notera ÒA, ÒB et ÒC

Remarque : on utilise beaucoup de points en géométrie du triangle, et si l’on
veut éviter d’utiliser le même nom pour trop de points différents, il arrive qu’on
soit à court de notations. Les notationsHA,HB etHC ne sont pas courantes, mais
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elles peuvent rendre des services dans bien des cas.

A

B C

HC

HA

HB

H

Solution de l’exercice 4

Etant donnés les angles droits ØBHBC et ØBHCC,HB etHC sont sur le cercle de
diamètre [BC], d’où les angles inscrits ÚBHCHB et ØBCHB sont supplémentaires,
puisque C etHC sont de part et d’autre de (BHB), d’où ÙAHCHB = ÒC. De même,ÙAHBHC = ÒB, puis ÙBHCHA = ÒC, ÙBHAHC = ÒA = ÙCHAHB et ÙCHBHA = ÒB. Donc
d’une part ÛHAHBHC = 180˚ − 2ÒB, ÛHBHCHA = 180˚ − 2ÒC, ÛHCHAHB = 180˚ −
2ÒA, d’autre part les hauteurs du triangle ABC sont les bissectrices du triangle
HAHBHC , et l’orthocentre de ABC est centre du cercle inscrit dans HAHBHC .

Exercice 5

Soit ABC un triangle d’orthocentre H . On supposera pour simplifier que
H est intérieur au triangle (triangle acutangle). Montrer que les symétriques
de H par rapport aux côtés (AB), (BC) et (CA) du triangle sont sur le cercle
circonscrit à ABC.
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A

B
C

H

HC

HB

HA

Solution de l’exercice 5
Il suffit d’étudier les angles de la figure : en appelant, cette fois,HA,HB etHC

les symétriques de H par rapport aux côtés du triangle, H ′A, H ′B et H ′C les pieds
des hauteurs, milieux de HHA, HHB et HHC : dans le triangle rectangle BH ′BC,ØH ′BBC = 90˚ − ÒC. De même, ØH ′CCB = 90˚ − ÒB. Donc le troisième angle du
triangle BHC : ÖBHC = ÒB + ÒC = 180˚− ÒA. ÖBAC et ÖBHC sont supplémentaires,
mais H et A ne sont pas de part et d’autre de (BC), donc A, B, C et H ne sont
pas cocycliques. En revanche, si HA est le symétrique de H par rapport à (BC),
les triangles BHC et BHAC ont les mêmes angles, donc ØBHAC et ÖBAC sont
encore supplémentaires, mais cette fois-ci A et HA sont situés de part et d’autre
de (BC), donc les quatre points A, HA, B et C sont cocycliques. De même pour
HB et HC .

Bissectrices et cercle inscrit

Exercice 6
Soit ABC un triangle, I le centre de son cercle inscrit. La droite (AI) recoupe

le cercle circonscrit à ABC en un point J . Montrer que JB = JC = JI .

Solution de l’exercice 6
A, B, J et C étant cocycliques, ÖBAJ = ÖBCJ (angles inscrits), tout commeÖCAJ = ÖCBJ . Comme (AI) est bissectrice de ÖBAC, on en déduit que ÖBCJ =
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VI. TROISIÈME PÉRIODE 1. GROUPE A : GÉOMÉTRIEÖCBJ , donc JB = JC (triangle isocèle). Par ailleurs, on continue la "chasse aux
angles" avec ÕBIJ , somme des deux angles à la base du triangle BAI : ÕBIJ =ÕIBA + ÕIAB = ÕIBC + ÖCBJ = ÕIBJ , donc IJB est lui aussi un triangle isocèle,
ce qui achève la démonstration.

A

B

C

I

J

La chasse aux angles

La chasse aux angles consiste à déterminer des relations d’angles sur la fi-
gure jusqu’à trouver celles dont on a besoin. Notamment une égalité d’angles
peut entraîner que des points sont cocycliques, ce qui entraîne de nouvelles re-
lations d’angles, et ainsi de suite... Voici un exercice à titre d’exemple :

Exercice 7

Soit ABCD un quadrilatère convexe inscrit dans un cercle. AC coupe BD
en P . Les cercles circonscrits à ABP et CDP se recoupent en Q. Montrer que
O,Q,A,D sont cocycliques. Montrer que OQ est perpendiculaire à PQ.

Remarque : habituellement on pose directement la seconde question, et dans sa
chasse aux angles l’élève doit remarquer par lui-même que O,Q,A,D sont cocycliques.
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O

A

B

C

D

P

Q

Solution de l’exercice 7
Comme par hypothèse, A,B, P,Q sont cocycliques, ÖABP = ÖAQP , et de

même ÖDQP = ÖDCP . Or ÖDCP = ÖDCA = ÖDBA = ÖABP , car A,B,C,D sont
cocycliques, et cet angle inscrit vaut la moitié de l’angle au centre ÖAOD. Il en
résulte que ÖAOD = ÖAQP + ÖDQP = ÖAQD, ce qui entraîne que O,Q,A,D sont
cocycliques. D’où de nouvelles égalités d’angles, notamment : ÖOQD = ÖOAD.
Donc ÖOQP = ÖOQD + ÖDQP = ÖOAD + 1

2
ÖAOD = 90˚ car dans le triangle isocèle

AOD, ÖAOD + 2×ÖOAD = 180˚. D’où le résultat.

2 samedi 23 après-midi : Cécile Gachet

Chasse aux angles et angles orientés. Comme on peut le remarquer à force
d’exercices, l’inconvénient majeur de la chasse aux angles classique est qu’elle
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nécessite de faire bien attention aux positions relatives des points (à l’ordre dans
lequel ils sont alignés, par exemple), pour ne pas confondre des angles de me-
sure ϕ avec des angles de mesure 180˚− ϕ...

On préférera donc souvent alléger la rédaction d’une chasse aux angles au
moyen d’angles orientés entre des droites. Bien entendu, tout raisonnement sur
des angles orientés peut « se traduire »en une chasse aux angles classique, et
réciproquement. Tous deux sont alors valides.

L’angle orienté entre deux droites est une notion qui généralise l’angle géo-
métrique (avec un chapeau). L’angle orienté entre d1 et d2 se note (d1, d2) et cor-
respond à la mesure de l’angle dont il faut tourner la droite d1 pour la rendre
parallèle (éventuellement confondue) à la droite d2, à 180˚ près et en tournant
dans le sens inverse des aiguilles d’une montre.

Il faut connaître quelques règles de calculs sur ces angles : tout d’abord, la
convention suivante : si le sens inverse des aiguilles d’une montre est « posi-
tif »(c’est ce qu’on a dit au paragraphe précédent), le sens des aiguilles d’une
montre est, quant à lui, négatif. Autrement dit, pour toutes droites d1, d2, on a :
(d1, d2) = −(d2, d1).

Il faut aussi mentionner une propriété très importante, bien qu’assez in-
tuitive : la relation de Chasles : pour toutes droites d, d1, d2, on a (d1, d2) =

(d1, d) + (d, d2). Cela nous permet de composer/décomposer des angles comme
bon nous semble, ce qui est très utile !

Enfin, il faut rappeler les propriétés usuelles de chasse aux angles (angles
correspondants, angles alternes-internes, angles inscrits, angles au centre), tra-
duites en termes d’angles orientés.

Proposition.
Soient trois droites d1, d2 et ∆. Les droites d1 et d2 sont parallèles (éventuel-

lement confondues) si et seulement si (d1,∆) = (d2,∆).

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

Démonstration. Les droites d1 et d2 sont parallèles si et seulement si (d1, d2) = 0˚.

D’après la relation de Chasles, on a donc, pour toute droite ∆, (d1,∆) + (∆, d2) = 0˚,

d’où (d1,∆) = −(∆, d2) = (d2,∆). �
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Proposition.
Soient quatre points A,B,M,N . Ces points sont cocycliques sur un cercle de

centre O si et seulement si (MA,MB) = (NA,NB) = 1
2
(OA,OB). Autrement

dit :
• si M et N sont du même côté de la droite AB, A,B,M,N sont cocycliques

si et seulement si ×AMB = ÖANB,
• si M et N sont de part et d’autre de la droite AB, A,B,M,N sont cocy-

cliques si et seulement si ×AMB = 180˚−ÖANB.
Remarque.
Cette proposition est toujours valable dans le cas limite : pour N = B par

exemple, on a (MA,MB) = (BA,BB), où BB correspond à la tangente au
cercle circonscrit à ABM en B.

180˚− ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

2ϕ

A

B

N

Γ

M

M ′

O

Exercice 1
Soient Γ1,Γ2 deux cercles ayant deux points d’intersection A et B. Soient dA

une droite passant par A et dB une droite passant par B. On note C et E les
points d’intersection de dA avec Γ1 et Γ2 respectivement, et on définit de même
D et F comme les points d’intersection de dB avec Γ1 et Γ2 respectivement.

Montrer que les droites CD et EF sont parallèles.

Exercice 2
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Théorème de Miquel. Soit ABC un triangle, P un point de BC, Q un point
de CA, R un point de AB. Les cercles circonscrits à AQR et à BRP ont pour
second point d’intersection X . Montrer que X est aussi sur le cercle circonscrit
à CPQ.

Exercice 3
Soit Γ un cercle et BC une corde de ce cercle. Soit A le milieu de l’arc øBC.

On considère deux cordes de Γ passant par A, notons-les AD et AE, et F et G
les points d’intersection respectifs de ces cordes avec BC.

Montrer que les points D,E, F,G sont cocycliques.

Exercice 4
Soient Γ1,Γ2 deux cercles ayant deux points d’intersection P et Q. Soit d une

droite coupant Γ1 enA etC et Γ2 enB etD, les points étant disposés dans l’ordre
A,B,C,D sur la droite.

Montrer que ÖAPB = ÖCQD.

Exercice 5
Soit A,B,C,D quatre points sur un cercle Γ. On note A′ et C ′ les projetés

orthogonaux respectifs deA et deC surBD, etB′ etD′ les projetés orthogonaux
respectifs de B et de D sur AC.

Montrer que les points A′, B′, C ′, D′ sont cocycliques.

Triangles semblables. Les quatre conditions suivantes sont deux à deux équi-
valentes :
• les trianglesABC etA′B′C ′ sont semblables (ce qui est notéABC ∼ A′B′C ′),
• ÒA = cA′, ÒB = ÓB′, et ÒC = cC ′,
• AB

AC
= A′B′

A′C′
et BC

BA
= B′C′

B′A′
,

• ÒA = cA′ et AB
AC

= A′B′

A′C′
.

Remarque. Attention, les longueurs dont on prend les rapports dans la troi-
sième condition doivent être celles des segments adjacents aux angles égaux
choisis.
Exercice 6

SoitABCDEF un hexagone convexe, tel queAB�DE,BC�FA etCD�FA.
On suppose en outre que AB = DE.

Montrer que BC = DE et CD = FA.

Pêle-mêle : chasse aux angles et géométrie du triangle.
Exercice 7

246



VI. TROISIÈME PÉRIODE 1. GROUPE A : GÉOMÉTRIE

Soient ABC un triangle, O le centre de son cercle circonscrit et H son ortho-
centre.

Montrer que ÖBAO = ÖCAH .

Exercice 8
Soient ABC un triangle, H son orthocentre, A′ le pied de la hauteur issue de

A, B′ le pied de la hauteur issue de B, et C ′ le pied de la hauteur issue de C.
Montrer que HA×HA′ = HB ×HB′ = HC ×HC ′.

Exercice 9
Soient ABC un triangle, O le centre de son cercle circonscrit, H son ortho-

centre. Dans ce triangle, on note D le pied de la hauteur issue de A et E le pied
de la hauteur issue de C.

Montrer que O est sur la bissectrice intérieure commune aux angles ×DHC etÖAHE.

Puissance d’un point par rapport à un cercle. Soient un cercle Γ de centre O
et de rayon r et un point P . On considère trois droites passant par P et coupant
le cercle Γ : la première le coupe enA etB, la deuxième en C etD, et la troisième
est une tangente au cercle, qu’elle ne coupe donc qu’en un point, E.

ϕ

ϕ

O

B

Γ

P

D

C

A

E

On a alors : PA× PB = PC × PD = PE2 = PO2 − r2.

Démonstration. Par chasse aux angles, on marque les angles ϕ et on constate que les

triangles PAC et PDB sont semblables. Ainsi, PAPC = PD
PB , d’où le résultat. Cet argument

marche aussi pour le cas de la tangente. Enfin, lorsqu’on considère la droite PO, on a

toujours la même égalité pour (PO − r)(PO + r), ce qui conclut. �
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Cette quantité ne dépend donc pas de la droite passant par P avec laquelle
on intersecte Γ. Il s’agit de la puissance du point P par rapport au cercle Γ, notée
PΓ(P ).

Lorsqu’on a deux cercles Γ1, de centre O1, et Γ2, de centre O2, le lieu des
points ayant la même puissance par rapport au deux cercles est une droite, per-
pendiculaire à O1O2. Si les cercles Γ1 et Γ2 ont deux points d’intersection A et B,
alors leur axe radical est la droite AB.

Lorsqu’on se donne trois cercles Γ1,Γ2 et Γ3, les trois axes radicaux obte-
nus (celui de Γ1 avec Γ2, celui de Γ2 avec Γ3 et celui de Γ3 avec Γ1) sont soit
concourants, soit parallèles (éventuellement confondus). Les axes radicaux sont
parallèles si et seulement si les centres des trois cercles sont alignés.

O1 B

Γ1

O2

Γ2

O3

Γ3

A

Z

Les droites bleues, perpendiculaires au droites vertes, sont nos trois axes
radicaux. Leur point de concours est Z.

Démonstration. Supposons que les axes radicaux de Γ1 avec Γ2 et de Γ2 avec Γ3 ne
sont pas parallèles. Soit alors P leur point d’intersection. On a PΓ1(P ) = PΓ2(P ) et
PΓ2(P ) = PΓ3(P ), d’où PΓ3(P ) = PΓ1(P ). Donc P est, par définition sur le troisième
axe radical.

Supposons maintenant que les axes radicaux de Γ1 avec Γ2 et de Γ2 avec Γ3 sont pa-

rallèles. On a alors O1O2 � O2O3 (si deux droites sont parallèles entre elles, alors toute

droite perpendiculaire à l’une est perpendiculaire à l’autre, et deux droites perpendi-

culaires à une même droite sont parallèles entre elles), donc les points O1, O2, O3 sont

alignés. Dès lors, l’axe radical de Γ3 avec Γ1 est aussi perpendiculaire à la droite des

trois centres, donc parallèle aux deux autres. �

Exercice 10
Soient deux cercles Γ1 et Γ2 s’intersectant en deux points C et D. On consi-

dère une tangente commune à ces deux cercles, son point A de tangence à Γ1 et
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son point B de tangence à Γ2.

Montrer que CD coupe AB en son milieu.

Exercice 11

Soient quatre points cocycliques A,B,C,D.

Quel est le lieu des points M tels que le cercle circonscrit à MAB et le cercle
circonscrit à MCD soient tangents ?

Exercice 12

Soient ABC un triangle, H son orthocentre. Soient M un point quelconque
à l’intérieur du segment AB et N un point quelconque à l’intérieur du segment
AC. On nomme P et Q les deux points d’intersection des cercles de diamètre
BN et de diamètre CM .

Montrer que les points P,Q,H sont alignés.

Solutions des exercices.

Solution de l’exercice 1
On peut rédiger une chasse aux angles de la manière usuelle.

Posons ϕ := ÖCDB. Comme les points A,B,C,D sont cocycliques, on obtient
que ÖBAC = 180˚ − ϕ. De plus, les points C,A,E sont alignés dans cet ordre.
Donc ÖBAE = ϕ.

En outre, les points A,B, F,E sont cocycliques. Donc ÖBFE = 180˚− ϕ.

Donc les droites CD et EF sont parallèles.

ϕ

ϕ

ϕ

A

Γ1

Γ2

B

C

F

D

E

Autre solution :
Pour monter que les droites CD et EF sont parallèles, il faut et il suffit en

fait de montrer que (CD,EF ) = 0˚. Or :
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(CD,EF ) = (CD,DF ) + (DF,EF ), d’après la relation de Chasles,

= (CD,DB) + (BF,EF ), car les points D,B, F sont alignés,

= (CA,AB) + (BF,EF ), car les points A,B,C,D sont cocycliques,

= (CA,AB) + (BA,EA), car les points A,B,E, F sont cocycliques,

= (CA,EA), d’après la relation de Chasles,

= 0˚, car les points A,C,E sont alignés.

Donc les droites CD et EF sont parallèles.

Solution de l’exercice 2

On pose α := ÖBAC et β := ÖCBA. Comme les points A,Q,R,X sont cocy-
cliques, on a ÖQXR = 180˚ − α. De même, on a aussi ÖPXQ = 180˚ − β. On en
déduit que ÖRXP = α + β = 180˚ −ÖPXC, car ÖPXC = 180˚ −ÖBAC −ÖCBA =

180˚− α− β. Donc les points C,P,R,X sont également cocycliques.

A B

C

Q

R

P

X

α

180˚− α

β

180˚
α+ β

180˚
−α− β

−β

Solution de l’exercice 3

Comme on le voit bien sur la figure ci-dessous, on peut poser ϕ := ÖDEA
et µ := ÖCEA puis rédiger une chasse aux angles usuelle. L’ordre dans lequel il
faut donner est le même que pour la preuve utilisant des angles orientés ; pour
plus de clarté, nous présenterons donc cette dernière.
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Γ

D

B C

A

E

F G

ϕ

µ

µ

L’angle bleu foncé est de mesure 180˚− ϕ, et l’angle vert est de mesure
180˚− µ− ϕ.

Pour montrer que les points D,E, F,G sont cocycliques, il suffit de montrer
que (ED,EG) = (FD,FG). Or :

(ED,EG) = (ED,EA), car les points E,A,G sont alignés,

= (ED,EC) + (EC,EA), d’après la relation de Chasles,

= (AD,AC) + (EC,EA), car les points A,C,D,E sont cocycliques,

= (AD,AC) + (AC,BC), car les arcs øAB et øAC sont de même longueur,

= (AD,BC), d’après la relation de Chasles,

= (FD,BC), car les points A,D, F sont alignés,

= (FD,FG), car les points B,C, F,G sont alignés.

Donc les points D,E, F,G sont cocycliques.

Solution de l’exercice 4

En chasse aux angles usuelle : on pose ϕ := ÖAPB et µ := ÖBAP . Comme
la somme des angles dans un triangle vaut 180˚, ÖPBA = 180˚ − ϕ − µ, d’oùÖPBD = ϕ+ µ.

De plus, comme les points A,C, P,Q sont cocycliques, on a ÖCQP = ÖCAP =ÖBAP = µ.

Enfin, comme les points B,D, P,Q sont cocycliques, on a ÖDQP = ÖPBD =

ϕ+ µ.

Ainsi, ÖDQC = ÖDQP −ÖCQP = ϕ+ µ− µ = ϕ = ÖAPB, et c’est ce qu’il fallait
prouver.
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PΓ1

Γ2

Q

A

D

B
C

Les angles bleus sont de mesure ϕ, les angles rouges de mesure µ, et les angles
violets de mesure ϕ+ µ.

Autre solution :

En angles orientés :

(AP,BP ) = (AP,AB) + (AB,BP )

= (AP,AC) + (BD,BP ), car les points A,B,C,D sont alignés,

= (QP,QC) + (BD,BP ), car les points A,C, P,Q sont cocycliques,

= (QP,QC) + (QD,QP ), car les points B,D, P,Q sont cocycliques,

= (QD,QC).

Autre solution :

Une autre approche de cet exercice consiste à rajouter les droites AP et DQ.
Ces dernières sont en effet assez sympathiques comme on sait qu’elles sont pa-
rallèles : c’était l’exercice 1.

Posons maintenant ϕ := ÖAPB. On a alors ÖBPE = 180˚− ϕ, et donc, comme
les points B,D,E, P sont cocycliques, ÖBDE = ϕ. Comme les droites DE et AF
sont parallèles, on a donc ÖFAC = ϕ. Comme les points A,C, F,Q sont cocy-
cliques, ÖFQC = 180˚− ϕ, d’où l’on déduit que ÖDQC = ϕ.
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PΓ1

Γ2

Q

A

D

B
C

E

F

ϕϕ

ϕ
ϕ

Autre solution :

En angles orientés, cela donne :

(AP,BP ) = (PE,BP ), car les points A,E, P sont alignés,

= (DE,BD), car les points B,D,E, P sont cocycliques,

= (AF,BD), car les droites AF et DE sont parallèles,

= (AF,AC), car les points A,B,C,D sont alignés,

= (QF,QC), car les points A,C, F,Q sont cocycliques,

= (QD,QC), car les points D,F,Q sont alignés.

Solution de l’exercice 5

Dans cet exercice, les projetés orthogonaux nous donnent beaucoup d’angles
droits. Ceci nous permet de trouver beaucoup de points cocycliques : par exemple,ÖAA′B = 90˚ et ×AB′B = 90˚. Ainsi, les pointsA,A′, B,B′ sont cocycliques. On ob-
tient de même que B,B′, C, C ′ et C,C ′, D,D′ et D,D′A,A′ sont cocycliques, ce
qui nous permet de tracer les quatre cercles verts de la figure ci-dessous.

Dès lors, on peut montrer que (A′B′, B′C ′) = (A′D′, C ′D′) en décomposant
judicieusement nos angles. Le lecteur, s’il n’est pas encore convaincu, aura ici
un bon aperçu de l’utilité des angles orientés. On a :
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(A′B′, B′C ′) = (A′B′, BB′) + (BB′, B′C ′),

en décomposant pour faire ressortir nos quadruplets de points cocycliques,

= (A′A,BA) + (BC,CC ′),

car les points A,A′, B,B′ et B,B′, C, C ′ sont cocycliques,

= (BC,BA)− (A′A,CC ′), d’après la relation de Chasles,

= (BC,BA) car (A′A,CC ′) = 0˚.

On montre de même que (A′D′, C ′D′) = (DC,DA).
Comme les points A,B,C,D sont cocycliques, on a (BC,BA) = (DC,DA).

Donc on conclut que A′, B′, C ′, D′ sont cocycliques.

A

B

C

Γ

D

A′

C′

B′

D′

Les angles bleus clair sont de mesure 90˚.

Solution de l’exercice 6
Comme AB � DE et AB = DE, le quadrilatère ABDE est un parallélo-

gramme. Donc BD � AE et BD = AE.
Donc les triangles BCD et EFA sont semblables, et même isométriques (au-

trement dit, ils ont non seulement les mêmes angles, mais aussi les mêmes lon-
gueurs de côtés). Ainsi, BC = EF et CD = FA.

Solution de l’exercice 7
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Cet exercice se résout très bien au moyen d’une chasse aux angles rapide,
faisant intervenir les propriétés angulaires de O et de H – propriétés qu’il faut
au demeurant maîtriser–.

Ainsi, si l’on pose ÖBCA = γ, comme O est le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC, ÖBOA = 2γ. De plus, par définition de O, on a aussi OA = OB, et
donc le triangle BOA est isocèle en O. Donc ÖBAO = 90˚− γ.

D’autre part, commeH est l’orthocentre du triangleABC, on sait que le pied
de la hauteur issue deA dans le triangleABC, notéA′, est le point d’intersection
des droites AH et BC. Dans le triangle AA′C, on connaît deux angles : ÖAA′C =

90˚ et ÖA′CA = γ. Comme la somme des angles dans un triangle vaut 180˚, on en
déduit que ÖCAA′ = 90˚− γ. Donc ÖCAH = 90˚− γ.

Donc ÖBAO = ÖCAH .

A

B C

H

O

γ

γ
γ

90˚

90˚

Les angles verts sont de mesure 90˚− γ.

Solution de l’exercice 8

Comme ×BC ′C = ×BB′C = 90˚, les points B,B′, C, C ′ sont cocycliques, et
donc on peut tracer le cercle vert sur la figure ci-dessous. On en déduit que×BB′C ′ = ×BCC ′. Donc les triangles HCB et HB′C ′ sont semblables. Ainsi, HC

HB
=

HB′

HC′
, d’où HC ×HC ′ = HB ×HB′.

On montre de même que HA × HA′ = HB × HB′. Donc : HA × HA′ =

HB ×HB′ = HC ×HC ′.
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A

B C

H

A′

C′
B′

ϕ

ϕ

90˚
90˚

Autre solution. Comme les triangles HC ′B et HB′C ont deux fois le même
angle (en effet, ×C ′HB = ×B′HC, qui sont opposés par le sommet, et ×HC ′B =×HB′C = 90˚), ils sont semblables. Ainsi, HC′

HB
= HB′

HC
, d’où HC × HC ′ = HB ×

HB′, et on conclut comme dans la solution précédente.

Solution de l’exercice 9

Comme ×BDH = 180˚−ÖBEH = 90˚, les points B,D,E,H sont cocycliques.
Ainsi, ×DHE = 180˚− 60˚ = 120˚. Donc ÖAHC = 120˚.

De plus, comme ÖABC = 60˚, d’après le théorème de l’angle au centre, ÖAOC =

2× 60˚ = 120˚.

Donc les points A,C,H,O sont cocycliques.

De plus, comme le triangle AOC est isocèle en O, on a ÖOAC = 30˚. Donc, par
cocyclicité, ÖOHC = 30˚. Comme ×CHD = 180˚ −×DHE = 60˚, on a également×OHD = 60˚− 30˚ = 30˚.

Comme la bissectrice intérieure commune des angles ÖAHE et ×CHD dé-
double chacun de ces angles de 60˚ en deux angles de 30˚, tout comme le fait
la droite OH , on en déduit que le point O est sur cette bissectrice.
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A

B C

H

O

D

E

L’angle bleu est de mesure 60˚, les angles orange sont de mesure 120˚, les
angles rouges de mesure 30˚.

Solution de l’exercice 10
Soit M le point d’intersection de CD et de AB. Comme la droite CD est

l’axe radical des cercles Γ1 et Γ2, le point M , qui lui appartient, vérifie PΓ1(M) =

PΓ2(M). Or PΓ1(M) = MA2 et PΓ2(M) = MB2. Donc MA2 = MB2 ce qui
signifie que M est le milieu du segment AB.

Solution de l’exercice 11
Il s’agit de caractériser les points M qui vérifient la condition de l’énoncé.

Soit Z le point d’intersection des droites AB et CD. L’avantage d’introduire ce
point est que cela nous permet de connaître tous nos axes radicaux. En effet,
pour tout point M , l’axe radical du cercle circonscrit à ABCD et du cercle cir-
conscrit à MAB est la droite AB, l’axe radical du cercle circonscrit à ABCD et
du cercle circonscrit à MCD est la droite CD, et l’axe radical du cercle circons-
crit à MAB et du cercle circonscrit à MCD passe par M et est concourant aux
deux autres axes radicaux (qui se coupent en Z) : c’est donc la droite ZM .

Ainsi, Z appartient aux trois axes radicaux, et donc la puissance de Z est
la même par rapport aux trois cercles. Or les cercles circonscrits à MAB et à
MCD sont tangents si et seulement si leur axe radical est leur tangente com-
mune en M , autrement dit si et seulement si la droite ZM est leur tangente
commune. C’est le cas si et seulement si la puissance de Z par rapport aux
cercles circonscrits à MAB et à MCD vaut ZM2, autrement dit si et seulement
si ZA× ZB = ZC × ZD = ZM2.
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En bref, sachant que les points Z,A,B,C,D sont fixés, le point M satisfait la
condition de l’énoncé si et seulement si ZM =

√
ZA× ZB. Donc le lieu de nos

points M est un cercle de centre Z et de rayon
√
ZA× ZB.

Solution de l’exercice 12
Soit B′ le pied de la hauteur issue de B et C ′ le pied de la hauteur issue de

C.
Comme ×BB′N = 90˚, B′ appartient au cercle de diamètre BN . Donc les

points B,B′, N, P,Q sont cocycliques. De même, les points C,C ′,M, P,Q sont
cocycliques.

De plus, l’axe radical de ces deux cercles est la droite PQ. Donc, pour mon-
trer que le point H appartient à PQ, il suffit de montrer que la puissance de H
par rapport aux cercles circonscrits à BB′NPQ et à CC ′MPQ est la même. Il
suffit donc de montrer que HB×HB′ = HC×HC ′, or on l’a fait dans l’exercice
7.

Donc le point H appartient bien à la droite PQ.

3 dimanche 24 matin : Pierre-Antoine Guiheneuf

Aires

L’aire A est une quantité qui mesure la taille d’un domaine du plan. Elle
vérifie des propriétés fondamentales qui sont très intuitives :

(i) L’aire d’un rectangle de côtés l et L vaut l × L.

(ii) Si un domaine D est la réunion de deux domaines D1 et D2, alors A(D) =

A(D1) +A(D2).

(iii) Si un domaine D′ est obtenu en faisant un déplacement d’un domaine D
(par exemple une rotation, une translation ou une symétrie), alorsA(D′) =

A(D).

Exercice 1 (Autour des triangles)
Le but de cet exercice est de retrouver la formule de l’aire d’un triangle.

1. Montrer que l’aire d’un parallélogramme ABCD vaut BC · h, où h est la
hauteur de ABCD partant de A.

2. Soit ABCD un parallélogramme. Montrer qu’une diagonale de ABCD

partage le parallélogramme en deux triangles de même aire.

3. En déduire la formule classique de l’aire d’un triangle : si h est la longueur
de la hauteur de ABC issue de A, alors A(ABC) = h · BC. On en déduit
directement les deux propriétés suivantes :
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(a) SiABC etDBC sont deux triangles de même base [BC] dont les som-
metsA etD sont sur une parallèle à (BC), alors ces deux triangles ont
la même aire (lemme du trapèze).

(b) Si A, B et C sont trois points alignés et D est un point quelconque,
alors A(ABD)

A(BCD)
= AB

BC
(lemme des proportions).

4. En déduire une démonstration du théorème de Thalès : Si ABC est un
triangle et B′ et C ′ sont deux points tels que B′ ∈ [A,B] et C ′ ∈ [A,C], alors on
a les égalités

BB′

BA
=
CC ′

CA
et

AB′

AB
=
AC ′

AC
=
B′C ′

BC
.

5. Démontrer le lemme du chevron : si ABC est un triangle, M un point du
plan distinct de A et A′ le point d’intersection de (AM) avec (BC) (voir la
figure 4), alors

A(ABM)

A(ACM)
=
A′B

A′C
.

On ne traitera que le cas oùM est dans l’intérieur du triangleABC, comme
sur la figure, les autres cas (quels sont-ils ?) se traitant de la même manière.

6. En déduire que les médianes d’un triangle sont toujours concourantes.

7. En déduire aussi le théorème de Ménélaüs : si ABC est un triangle et D
est une droite coupant les droites (BC), (CA) et (AB) en respectivement
A′, B′ et C ′, alors on a

A′B

A′C

B′C

B′A

C ′A

C ′B
= 1.

De nouveau, on ne traitera que le cas où les points sont dans la configura-
tion est donnée par la figure 5.

Des considérations sur les aires permettent de donner des preuves du théo-
rème de Pythagore ; nous en présentons une très rapide.

Théorème 1 (Pythagore) Soit ABC un triangle. Si ce triangle est rectangle en
A, alors on a la condition sur les longueurs de ses côtés :

AB2 + AC2 = BC2.

Preuve. Il suffit d’identifier les aires grisées dans la figure 6.

Remarque . Le théorème de Pythagore possède une réciproque : si on a l’égalité
AB2 + AC2 = BC2, alors le triangle ABC est rectangle en A.

Pour résoudre l’exercice suivant, on a besoin de la formule qui donne l’aire
d’un disque.
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A

B C

D

h

FIGURE 1 – Hauteur
d’un parallélogramme

A

B C

D

FIGURE 2 – Lemme du
trapèze : A(ABC) =

A(DBC)

A B C

D

FIGURE 3 – Lemme des
proportions : A(ABD)

A(BCD)
=

AB
BC

A

B C

M

A′

FIGURE 4 – Lemme du chevron

A

B C

C ′

B′

A′

(D)

FIGURE 5 – Théorème de Ménélaüs

Proposition . L’aire d’un disque de rayon r vaut πr2.

Exercice 2 (Aire de lunules)
Dans cet exercice on se propose de déterminer des aires de domaines déli-

mités par des cercles.

1. Soit C un cercle de centre O et A un point de ce cercle. Les deux points
d’intersection entre le cercle et la perpendiculaire à (AO) passant par O
sont notés B et C. Soit C ′ le cercle de centre A et passant par B (et C).
Calculer l’aire de la région constituée des points qui sont à l’intérieur de C
et pas dans l’intérieur de C ′ (partie bleutée de la figure 7).

2. Soit ABC un triangle rectangle en A, C0 son cercle circonscrit et CB et CC
les cercles de diamètres respectifs AB et AC. Calculer la somme des aires
des régions constituées respectivement des points qui sont à l’intérieur de
CB et pas dans l’intérieur de C0 et des points qui sont à l’intérieur de CC et
pas à l’intérieur de C0 (partie bleutée de la figure 8).

Exercice 3 (Formule de Héron, ou comment mesurer l’aire d’une voile de ba-
teau)

Soit ABC un triangle de côtés de longueurs BC = a, AC = b et AB = c, c
étant la plus grande longueur. On note H le projeté de C sur la droite AB, ainsi
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FIGURE 6 – Preuve du théorème de Pythagore

O
A

B

C

FIGURE 7 – Première lunule

B

A

C

FIGURE 8 – Seconde lunule

que h = CH et d = AH (voir la figure 9).

1. Montrer que d = −a2+b2+c2

2c
.

2. En déduire que h2 = 4p(p−a)(p−b)(p−c)
c2

.

3. Montrer la formule de Héron : A(ABC) =
È
p(p− a)(p− b)(p− c), où p =

a+b+c
2

est le demi périmètre du triangle.

4. Application : Trouver une expression du rayon du cercle inscrit à un tri-
angle en fonction des longueurs des côtés de ce triangle.

Exercice 4 (Formule de Pick, ou comment compter des arbres dans une forêt
plantée)

La formule de Pick assure que si P est un polygone simple dont les sommets
sont à coordonnées entières, alors son aire est donnée par la formule

A(P ) = I +
1

2
B − 1,

où I est le nombre de points à coordonnées entières (de tels points sont dits
points entiers) situés à l’intérieur de P et B le nombre de points entiers situés sur
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d

h
b

c

a

A
H

B

C

FIGURE 9 – Construction de l’exercice ??

le bord de P .

1. Montrer que si la formule est vraie pour deux polygones P1 et P2 ayant
une ou plusieurs arêtes consécutives en commun, alors elle est vraie pour
le polygone P obtenu comme la réunion de P1 et P2.

2. Montrer que la formule est vraie pour les rectangles ayant leurs axes pa-
rallèles aux axes de coordonnées, puis pour les triangles ayant deux côtés
parallèles aux axes de coordonnées.

3. En déduire que la formule est vraie pour tous les triangles.

4. Conclure.

Solutions

Solution de l’exercice ??

1. Se reporter à la figure 13 : il suffit de retirer un triangle au parallélogramme
et de l’ajouter à l’autre côté ; cette opération ne modifie en rien l’aire de
l’objet et on obtient un rectangle.

A

B

C

FIGURE 10 – L’aire du triangle ABC se
calcule facilement : I = 5, B = 3 et
donc A(ABC) = 5 + 1

2

P1

P2

FIGURE 11 – Configuration de la ques-
tion 1
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2. Se reporter à la figure 14 : le fait que les diagonales d’un parallélogramme
se coupent en leur milieu (au fait, pourquoi 1 ?) montre que le triangle
BCD est l’image du triangle ABD par la symétrie de centre O ; leurs aires
sont donc identiques.

3. Soit ABC un triangle. On lui associe un parallélogramme en considérant
l’intersection de la parallèle à (BC) passant par A et de la parallèle à (AB)

passant par C (comme sur la figure 14) ; l’aire de ce parallélogramme vaut
la longueur d’un de ses base fois celle de la hauteur associée par la pre-
mière question, et l’aire du triangle (ABC) vaut la moitié de celle du pa-
rallélogramme par la question précédente. Cela permet de conclure sur
l’aire du triangle.

4. Par le lemme du trapèze, on a A(BCC ′) = A(BCB′) et donc

CC ′

CA
=
A(BCC ′)

A(ABC)
=
A(BCB′)

A(ABC)
=
BB′

BA
,

cela fournit la première relation. On en déduit la première égalité de la
seconde relation à l’aide des relations

AB′

AB
+
B′B

AB
= 1 et

AC ′

AC
+
C ′C

AC
= 1.

Enfin, pour démontrer la dernière égalité, on applique ce qu’on vient d’ob-
tenir au point C et aux droites parallèles (AB) et (C ′C ′′).

A

B C

B′ C ′

C ′′

FIGURE 12 – Preuve du théorème de Thalès

5. On utilise plusieurs fois le lemme des proportions. Appliqué aux triangles
ABM et ABA′ il donne A(ABM) = AM

AA′
A(ABA′). De même pour les tri-

angles ACM et ACA′ on a A(ACM) = AM
AA′
A(ACA′). Et ce même lemme

des proportions appliqué aux triangles ABA′ et ACA′ donne A(ABA′) =

1. Je crois que pour démontrer cela on est obligé d’utiliser la réciproque du théorème de
Thalès
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A′B
A′C
A(ACA′). En combinant les trois égalités obtenues on obtient finale-

ment le lemme du chevron

A(ABM)

A(ACM)
=

AM
AA′
A(ABA′)

AM
AA′
A(ACA′)

=
A(ABA′)

A(ACA′)
=
A′B

A′C
.

6. Soient ABC un triangle, A′ le milieu de [BC], B′ le milieu de [AC] et G le
point de concours de (AA′) et (BB′) (voir la figure 15). Soit C ′ le point de
concours de (CG) et (AB), il s’agit de démontrer que C ′ est le milieu de
[AB]. Le lemme du chevron donne C′A

C′B
= A(CAG)
A(CBG)

. Il suffit alors d’appliquer
le lemme du chevron pour “tourner” autour du triangle ABC : on obtient
1 = A′B

A′C
= A(ABG)
A(ACG)

et 1 = B′C
B′A

= A(BCG)
A(BAG)

. En divisant la deuxième équation

par la première, on a A(CAG)
A(CBG)

= 1 ; par conséquent C ′ est le milieu de AB.

7. Pour une fois, la solution consiste à désymétriser le problème : on va uti-
liser le point A′ comme point de départ.Le lemme des proportions donne
A′B
A′C

= A(A′BC′)
A(A′CC′)

et C′A
C′B

= A(A′AC′)
A(A′BC′)

. En combinant ces deux égalités, ce qu’on

a à démontrer devient B
′C

B′A
= A(A′CC′)
A(A′AC′)

, mais c’est tout simplement le lemme
du chevron !

A

B C

D

h

E F

FIGURE 13 – A(ABCD) = A(BCFE)

car les triangles EBA et FCD ont la
même aire (l’un est le translaté de
l’autre)

A

B C

D

O

FIGURE 14 – Le triangle ABD est
l’image du triangle BCD par la symé-
trie de centre O le centre du parallélo-
gramme.

Solution de l’exercice ??

1. Notons D le demi-disque délimité par le cercle C et le diamètre BC. No-
tons aussiR la région délimitée par les segments AB, AC et l’arc du cercle
C ′ entre B et C. Le théorème de Pythagore indique que AC =

√
2AO ;

d’autre part A(D) = 1
2
πAO2, par conséquent A(R) = 1

4
πAC2 = 2

4
πAO2 =

A(D). Donc l’aire recherchée vaut A(D)−A(R) +A(ABC) = A(ABC) =

AO2.
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A B

C

A′B′

C ′

G

FIGURE 15 – Les médianes d’un triangle sont concourantes

2. NotonsD0,DB etDC les demi-disques délimités par les cercles C0, CB et CC
ainsi que les diamètres BC, AB et AC. Le théorème de Pythagore exprime
que BC2 = AB2 + AC2 ; on en déduit que A(D0) = A(DB) + A(DC). Or
l’aire de la partie recherchée vautA(DB) +A(DC)−A(D0) +A(ABC), soit
par l’égalité précédente A(ABC) = AB · AC.

Solution de l’exercice ??

1. Par le théorème de Pythagore, on a b2 = h2 + d2 et a2 = h2 + (c − d)2. En
soustrayant ces deux égalités terme à terme on obtient a2 − b2 = c2 − 2cd,
si bien que d = −a2+b2+c2

2c
.

2. De nouveau, le théorème de Pythagore nous donne h2 = b2−d2, il ne reste
plus qu’à calculer brutalement, à l’aide des identités remarquables :

h2 =

�
2bc

2c

�2

−
�−a2 + b2 + c2

2c

�2

=
(2bc− a2 + b2 + c2)(2bc+ a2 − b2 − c2)

4c2

=

�
(b+ c)2 − a2

��
a2 − (b− c)2

�
4c2

=
(b+ c− a)(b+ c+ a)(a+ b− c)(a− b+ c)

4c2

=
2(p− a) · 2p · 2(p− c) · 2(p− b)

4c2
=

4p(p− a)(p− b)(p− c)
c2

.

3. L’obtention de la formule de Héron n’est maintenant plus qu’une forma-
lité :

A(ABC) =
ch

2
=

s
c2

4
· 4p(p− a)(p− b)(p− c)

c2
=
È
p(p− a)(p− b)(p− c)

4. On adopte les notations de la figure 16 et note r = OD = OE = OF le
rayon du cercle inscrit au triangle ABC. On obtient directement :

A(ABC) = A(ABO) +A(BCO) +A(CAO) =
cr

2
+
ar

2
+
br

2
,
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d’où r = A(ABC)
p

; la formule de Héron implique alors que

r =

s
(p− a)(p− b)(p− c)

p
.

A

B C

O E

F

D

FIGURE 16 – Cercle inscrit dans un triangle

Solution de l’exercice ??

1. D’après les hypothèses de l’énoncé, on a A(P1) = I1 + 1
2
B1 − 1 et A(P2) =

I2 + 1
2
B2− 1, où I1 et B1 sont les nombres de points entiers dans l’intérieur

de P1 et sur le bord de P1 (et de même pour P2) et on veut montrer que
la formule de Pick est vraie pour le polygone P . Notons B′ le nombre de
points entiers qui sont à la fois sur le bord de P1 et sur le bord de P2. Alors
le nombre de points entiers intérieurs à P est I = I1 + I2 + B′ − 2 (il faut
enlever les deux points aux bouts du bord commun à P1 et P2) et le nombre
de points entiers sur le bord de P vaut B = B1 +B2−2B′+2 (on a compté
B′ − 2 points deux fois de trop et 2 points une fois de trop). Donc

A(P ) = A(P1) +A(P2)

= I1 +
1

2
B1 − 1 + I2 +

1

2
B2 − 1

= I1 + I2 +B′ − 2 +
1

2

�
B1 +B2 − 2B′ + 2

�
− 1

= I +
1

2
B − 1,

par conséquent la formule de Pick est aussi vraie pour P .

2. Soit R un rectangle dont les 4 sommets sont entiers. Notons l la longueur
de ses côtés verticaux et L celle de ses côtés horizontaux. Alors son aire
vaut l×L, le nombre de points entiers sur son bord vaut B = 2l+ 2L et le
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FIGURE 17 – Formule de Pick pour un
rectangle avec l = 2 et L = 3 : I = 2 et
B = 10

A

B

C

FIGURE 18 – Tout triangle ABC peut
s’inclure dans un rectangle de ma-
nière canonique. . .

nombre de points entiers dans son intérieur vaut I = (l − 1)(L − 1). On a
donc

I+
1

2
B−1 = (l−1)(L−1)+

1

2
(2l+2L)−1 = lL−l−L+1+l+L−1 = lL = A(R).

La formule de Pick est donc vraie pour le rectangle R.

3. Un rectangle se découpe en deux triangles rectangles dont les côtés sont
parallèles aux axes de coordonnées (en découpant selon une diagonale du
rectangle). Par symétrie par rapport à la diagonale, ces deux triangles ont
le même nombre de points entiers sur leur frontière et leur intérieur. Si la
formule de Pick n’était pas vraie, alors par le même calcul qu’à la question
précédente on aboutirait au fait que la formule n’est pas vraie pour le
rectangle de départ, ce qui contredit le résultat de la première partie de la
question. Donc la formule de Pick est vraie pour ces triangles.

4. Pour un triangle quelconque ABC, on l’inscrit dans un rectangle à la ma-
nière de la figure 18. Puisque la formule est vraie pour les trois triangles
bordantABC et pour le rectangle, elle est aussi vraie pour le triangleABC.

5. On utilise le fait que tout polygone à sommets entiers peut être décomposé
en triangles à sommets entiers. Ceci est visuellement “évident” ; pour le
démontrer proprement on peut par exemple faire une récurrence sur le
nombre de sommets ou bien sue le nombre de points entiers à l’intérieur
ou sur le bors du polygone. La formule de Pick résulte alors de cela et du
résultat de la première question.
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FIGURE 19 – Triangulons !

2 Groupe B : géométrie

1 samedi 23 matin : Jean-François Martin

S’il y a un seul théorème à connaître en géométrie olympique c’est le théo-
rème de l’angle inscrit, qui se décline en de multiples formes :

Théoréme . Soit [AB] une corde d’un cercle de centre O. Alors pour C et D sur
le même arc AB, E sur l’autre l’arc AB, ÖACB = ÖADB = 180◦ −ÖAEB = 1

2
ÖAOB,

qui vaut également l’angle formé avec la tangente au cercle en A.

A B

C

D

E

O

Démonstration. En utilisant les triangles isocèles que nous fournissent les rayons,
on obtient : ÖACB = ÖACO+ ÖOCB = 1

2
(ÖACO+ ÖOAC + ÖOCB + ÖOBC) = 1

2
(180◦−ÖAOC + 180◦ −ÖBOC) = 1

2
ÖAOB.
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On obtient de même ÖADB = 1
2
ÖAOB, d’où en particulier ÖADB = ÖACB.

De même, ÖAEB est la moitié du grand angle ÖAOB, qui vaut 360◦ −ÖAOB.
D’où ÖAEB = 180◦−ÖACB. Finalement, en faisant tendre le point E vers le point
A, on obtient à la limite l’angle avec la tangente. �

L’exercice suivant s’appelle souvent théorème du pà´le Sud. Le lecteur inté-
ressé pourra d’ailleurs montrer que SA = SB = SI = SIA, avec I le centre du
cercle inscrit et IA le centre du cercle exinscrit au-delà de [BC].

Exercice 1 Soit ABC un triangle. Sa bissectrice issue de A coupe le cercle cir-
conscrit en S. Montrer que S est le milieu de l’arc BC, autrement dit que SA =

SB.

Solution de l’exercice 1

A

B C

S

D’après le théorème de l’angle inscrit, les angles ÖBAS et ÖBCS interceptant
le même arc BS du cercle circonscrit, ils sont égaux. On montre de même queÖCAS = ÖCBS. Finalement, comme ÖBAS = ÖCAS, on obtient ÖBCS = ÖCBS. Le
triangle BSC est donc isocèle en S, d’où la conclusion.

Exercice 2 Soit Γ et Γ′ deux cercles s’intersectant en P et Q. Soit A et B deux
points sur Γ. Les droites (AP ) et (BQ) recoupent Γ′ en A′ et B′ respectivement.
Montrer que les droites (AB) et (A′B′) sont parallèles.

Solution de l’exercice 2
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A

B
Q

P

A′

B′

On se place dans la configuration de la figure. Il faut dire que les autres cas
sont similaires, ou mieux, utiliser des angles orientés.

D’après le théorème de l’angle inscrit, ÖABQ et ÖAPQ sont supplémentaires,
d’où ÖABQ = ×A′PQ. D’après le théorème des angles inscrits, ×A′B′Q et ×A′PQ
sont supplémentaires. Finalement, ×ABB′ et ×BB′A′ sont supplémentaires, d’où
la conclusion.

Exercice 3 Soit Γ et Γ′ deux cercles s’intersectant en P et Q. Soit A un point sur
Γ. La tangente à Γ en P et la droite (AQ) recoupent Γ′ en P ′ etA′ respectivement.
Montrer que les droites (AP ) et (A′P ′) sont parallèles.

Solution de l’exercice 3

A Q

P

P ′

A′

On peut dire que c’est le cas limite de l’exercice précédent quandB tend vers
P , avec P ′ = B′.

On peut toutefois le démontrer directement : dans la configuration de la fi-
gure, d’après le théorème de l’angle inscrit version tangente, ÖPAQ = ×QPP ′,
puis d’après le théorème de l’angle inscrit classique, ×QPP ′ = ×QAP ′. On en dé-
duit que ÖPAA′ = ×AA′P ′, d’où la conclusion.

Exercice 4 Soit Γ et Γ′ deux cercles s’intersectant en P et Q. Soit A un point sur
Γ. La droite (AP ) recoupe Γ′ enA′. Montrer que les trianglesAQA′ etOQO′ sont
semblables (i.e. ont les mêmes angles).

Solution de l’exercice 4
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A

Q

P

A′
O

O′

La somme des angles d’un triangle valant 180◦, il suffit de prouver qu’ils
ont deux angles en commun. Si l’on montre que ÖA′AQ = ×O′OQ, on obtiendra
symétriquement que ÖAA′Q = ×OO′Q et cela suffit donc.

D’après le théorème de l’angle au centre, ÖA′AQ = ÖPAQ = 1
2
ÖPOQ.

Or, (OO′) est un axe de symétrie du quadrilatère OPO′Q (comme le lecteur
sceptique pourra s’en convaincre en vérifiant par équidistance que (OO′) est la
médiatrice de [PQ]).

Donc×POO′ = ×O′OQ, d’où 1
2
ÖPOQ = ×O′OQ et finalement la conclusion ÖA′AQ =×O′OQ.

Remarque . En fait, cet exercice montre qu’il existe une similitude directe de
centre Q envoyant Γ1 sur Γ2 et envoyant tout point A de Γ1 sur le deuxième
point d’intersection de Γ2 et (AP )...

Maintenant, la question naturelle est la suivante : si l’on a les angles du théo-
rème de l’angle inscrit mais pas le cercle, cela montre-t-il que le cercle existe ?

Théoréme . Soit ABCD un quadrilatère convexe. Si l’on a ÖACB = ÖADB, alors
les points A, B, C et D sont cocycliques. Il existe une réciproque similaire pour
le cas des angles supplémentaires ainsi que le cas de la tangente.

Démonstration. Le cercle circonscrit à ABC recoupe (AD) en D′. D’après le
théorème de l’angle inscrit, ÖACB = ×AD′B, d’où ÖADB = ×AD′B, ce qui prouve
que les droites (BD) et (BD′) sont parallèles donc confondues. D’où D = D′ et
la conclusion. Les autres variantes se démontrent de manière similaire. �

Exercice 5 Soit ABC un triangle d’orthocentre H . Montrer que le symétrique
H ′ de H par rapport à (BC) est sur le cercle circonscrit à ABC.

Solution de l’exercice 5
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A

B

C

HC

HB

H

H′

On se place dans la configuration de la figure. On note HB et HC les pieds
des hauteurs issues de B et C respectivement.×BH ′C = ÖBHC = ÚHCHHB. Or, le quadrilatère HBAHCH est inscrit dans le
cercle de diamètre [AH], d’où ÚHCHHB = 180◦ −ÙHCAHB.

On obtient finalement que ×BH ′C et ÖBAC sont supplémentaires, ce qui per-
met de conclure grâce à la réciproque du théorème de l’angle inscrit.

Exercice 6 Soit ABC un triangle, D et E sur (AB) et (AC) respectivement. Les
cercles circonscrits à ADE et ABC se recoupent en Q. Soit F l’intersection de
(DE) et (BC). Montrer que Q est sur le cercle circonscrit de FDB et de FEC.

Solution de l’exercice 6

A

B
C

D

E

F

Q
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Le rà´le des droites (AB) et (AC) étant totalement symétrique, il suffit de
montrer la première assertion. Supposons que nous sommes dans le cas de la
figure.

Le seul angle que l’on a une chance de connaître concernant F est l’angleÖBFD. On cherche, d’après la réciproque du théorème de l’angle inscrit, à mon-
trer que ÖBFD = ÖBQD. Pour avoir des angles sur les différents cercles, on écritÖBQD = ÖBQA − ÖDQA. D’après le théorème de l’angle inscrit appliqué deux
fois, cette différence est égale à 180◦ −ÖACB − (180◦ − ÖAED), autrement dit
180◦ −ÖECF −ÖFEC, qui vaut ÖEFC = ÖDFB, d’où la conclusion.

Remarque . Ce théorème, appelé théorème de Miquel, cache bien plus de choses
qu’il n’en a l’air. En particulier, le point de Miquel Q de ce quadrilatère complet
est le centre de la similitude envoyant [DE] sur [BC] (ainsi que, d’après ce que
l’on a montré, celle envoyant [BD] sur [CE]), comme le lecteur pourra s’amuser
à le montrer. Il est même en géométrie projective complexe le centre de l’invo-
lution échangeant les six sommets de ce quadrilatère complet.

Exercice 7 SoitABCD un quadrilatère de centreO. Ses diagonales s’intersectent
en P , les cercles circonscrits à ABP et CDP en Q. Montrer que l’angle ÖOQP est
droit.

Solution de l’exercice 7

A

B

C

D

P Q

O

On se place dans la configuration de la figure.
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On s’aperçoit que quelque soit la façon dont on essaie de décomposer ÖOQP ,
il faut connaître un angle de la forme ÖOQD. Il devient donc naturel d’essayer de
montrer que AOQD est un quadrilatère inscriptible.

Effectivement, en utilisant une fois le théorème de l’angle inscrit dans cha-
cun des petits cercles puis le théorème de l’angle au centre dans le grand pour
tout ramener en O, on obtient ÖAQD = ÖAQP + ÖQPD = ÖABP + ÖPCD = 21

2
ÖAOD,

d’où cette cocyclicité.
Finalement, ÖOQP = ÖOQD+ ÖDQP = ÖOAD+ ÖDCP = ÖOAD+ 1

2
ÖAOD = 90◦.

2 samedi 23 après-midi : Nicolas Ségarra

Introduction.

Commençons par énoncer et démontrer un théorème bien surprenant !

Théorème. Tout triangle est isocèle.

Démonstration.

Soit ABC un triangle. Supposons par l’absurde
que ABC n’est pas isocèle en A. Soit P le point
d’intersection de la bissectrice de l’angle ÖBAC
et de la médiatrice du segment [BC]. SoientQ et
R les projetés orthogonaux de P sur les droites
(AC) et (AB), respectivement (i.e : le pointQ est
l’intersection de (AC) et de la perpendiculaire
à (AC) passant par P ). Traçons rapidement un
schéma à main levée pour pouvoir mieux rai-
sonner !

Les triangles APR et APQ ont deux angles en commun donc ils sont sem-
blables. Comme ils ont aussi le côté [AP ] en commun, ils sont même isomé-
triques, donc AR = AQ et PR = PQ.
Le point P appartient à la médiatrice du segment [BC] donc PB = PC. Les tri-
angles PRB et PQC sont rectangles respectivement en R et en Q donc d’après
le théorème de Pythagore, on a : RB2 = PB2 − PR2 et QC2 = PC2 − PQ2.
Comme, PB = PC et PR = PQ, on en déduit que : RB2 = QC2 donc RB = QC

(les longueurs étant toujours positives !). Finalement, on a : AB = AR + RB =

AQ+QC = AC donc le triangle ABC est isocèle en A ! Ce qui contredit l’hypo-
thèse de départ donc tous les triangles sont isocèles !
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Bien sûr, ce théorème est totalement faux donc la démonstration est également
fausse. Mais où est l’erreur ? Elle est subtile : elle se trouve dans les égalités :
AB = AR + RB = AQ + QC. Sur notre schéma à main levée (qui est bien trop
imprécis et même faux pour "pouvoir mieux raisonner" comme il est écrit ci-
dessus !), on voit que P est à l’intérieur du triangle et du coup, les points R et Q
appartiennent respectivement aux segments [AB] et [AC], ce qui n’est pas vrai
si P est à l’extérieur du triangle ! En fait, on a même prouvé par l’absurde que
le point P se trouve toujours à l’extérieur du triangle ABC si ABC n’est pas
isocèle (et que l’on suppose non plat !) et ainsi, l’un des points Q et R sera à
l’extérieur du triangle si ce dernier n’est pas isocèle. D’où l’importance de rai-
sonner sur de bonnes figures et même, si possible, sur plusieurs figures !

I) Droites et points remarquables du triangle.

Pour cette partie, des rappels oraux concernant les définitions et propriétés
connues (au programme du collège) ont été faits.

1) Médiatrices et cercle circonscrit.

La définition de la médiatrice d’un segment et les propriétés ont été rappelées à
l’oral.

2) Hauteurs.

Propriété. Les trois hauteurs d’un triangle sont concourantes en un point appelé
orthocentre du triangle.

Démonstration. Soit ABC un triangle.
La parallèle à (AB) passant parC et la parallèle à (AC) passant parB se coupent
en I , la parallèle à (BC) passant par A et la parallèle à (AB) passant par C se
coupent en J et enfin, la parallèle à (AC) passant par B et la parallèle à (BC)

passant par A se coupent en K.
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On a : (AK) � (BC) et (BK) �
(AC) donc AKBC est un paral-
lélogramme donc AK = BC.
De plus, (AJ) � (BC) et (CJ) �
(AB) donc ABCJ est un paral-
lélogramme. Ainsi, BC = AJ .
Comme A ∈ [KJ ] et AK = AJ ,
on en déduit que A est le milieu
du segment [KJ ]. De même, on
montre que C est le milieu de
[IJ ] et que B est le milieu de
[IK].

Soit (d1) la médiatrice du segment [JK]. Ainsi, A appartient à (d1) car A est le
milieu de [KJ ]. De plus, les droites (d1) et (JK) sont perpendiculaires et les
droites (JK) et (BC) sont parallèles donc les droites (d1) et (BC) sont perpen-
diculaires. Donc, la droite (d1) est la hauteur issue de A dans le triangle ABC.
De même, nous montrons que la médiatrice de [IK] est la hauteur issue de B
dans le triangle ABC et que la médiatrice de [IJ ] est la hauteur issue de C dans
le triangle ABC.
Or, les trois médiatrices d’un triangle sont concourantes donc les trois média-
trices du triangle IJK sont concourantes, ce qui prouve que les trois hauteurs
du triangle ABC sont concourantes.

3) Médianes.

Propriétés.
1) Les trois médianes d’un triangle sont concourantes en un point appelé : centre
de gravité du triangle.
2) Le centre de gravité est situé aux deux tiers de chaque médiane en partant du
sommet.

Démonstration.
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Soit ABC un triangle. On note : I ,

J et K les milieux respectifs des segments [AC], [AB] et [BC]. Les droites (BI)

et (CJ) sont alors des médianes du triangle ABC. Les droites (CJ) et (BI) ne
sont pas parallèles donc elles sont sécantes en un point que l’on note G. Enfin,
on note M le symétrique du point A par rapport à G. 1) D’après le théorème des
milieux appliqué aux trianglesACM etABM , on en déduit que : (IG)�(CM) et
que : (GJ)�(BM). CommeG ∈ (IB) et (IG)�(CM), (GB)�(CM). De même, on
montre que (CG)�(BM). Donc le quadrilatèreBMCG est un parallélogramme.
Ses diagonales : [BC] et [GM ] ont alors le même milieu : K (puisque par hypo-
thèseK est le milieu de [BC]). Le pointK est alors le milieu du segment [GM ] et
commeM est le symétrique deA par rapport àG, on en déduit que les pointsA,
G, K et M sont alignés. Ainsi, G ∈ (AK). Donc les trois médianes d’un triangle
sont concourantes.

2) Raisonnons vectoriellement pour gagner en précision. On a :
−→
AG =

1

2

−−→
AM car

G est le milieu de [AM ].

Ainsi, par relation de Chasles, on a :
−→
AG =

1

2
(
−−→
AK +

−−→
KM) =

1

2

−−→
AK +

1

2

−−→
KM =

1

2

−−→
AK +

1

2

−−→
GK (en utilisant le fait que

−−→
GK =

−−→
KM car K est le milieu de [GM ]).

Puis, par relation de Chasles, on a :
−→
AG =

1

2

−−→
AK +

1

2

−→
GA +

1

2

−−→
AK ainsi,

3

2

−→
AG =

−−→
AK ⇒

−→
AG =

2

3

−−→
AK. On montre exactement de la même façon que :

−−→
BG =

2

3

−→
BI

et que :
−→
CG =

2

3

−→
CJ .

Conséquence. Une conséquence des relations vectorielles précédemment éta-
blies est le fait que le centre de gravité d’un triangle est toujours à l’intérieur de
ce triangle.

Exercice 1. Soient ABC un triangle et G son centre de gravité. Montrer la rela-
tion :

−→
GA+

−−→
GB +

−→
GC =

−→
0 .

Remarque. La relation de l’exercice :
−→
GA +

−−→
GB +

−→
GC =

−→
0 nous apprend que

le point G est le barycentre des points A, B et C, chacun affecté du coefficient 1
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(par exemple !). On note : G = bary{(A, 1), (B, 1), (C, 1)}. On dit aussi que G est
l’isobarycentre des points A, B et C.

4) Bissectrices.

Définition. La bissectrice d’un angle est la demi-droite (on peut aussi la définir
en tant que droite) qui partage cet angle en deux angles de même mesure.

Propriétés de la bissectrice.
1) Un point appartient à la bissectrice d’un angle si et seulement si ce point est
équidistant des deux côtés de l’angle.

2) Soit ABC un triangle. Soit I ∈ [AB], la droite (CI) est la bissectrice intérieure

issue de C si et seulement si
CA

CB
=
IA

IB
.

Propriété. Les trois bissectrices intérieures d’un triangle sont concourantes en
un point et ce point est le centre du cercle inscrit dans le triangle.

Démonstration.

SoientABC un triangle et (d1), (d2) et (d3) les bissectrices des angles ÖBAC, ÖABC
et ÖBCA respectivement.
Soit I le point d’intersection de (d1) et (d2).

Notation : pour un point M et une droite (AB), la distance du point M à la
droite (AB) est notée : d(M, (AB)).

Le point I appartient à (d1) donc à la bissectrice de ÖBAC donc d(I, (AB)) =

d(I, (AC)).
Le point I appartient à (d2) donc à la bissectrice de ÖABC donc d(I, (AB)) =

d(I, (BC)).
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Ainsi, on a : d(I, (AC)) = d(I, (BC)) donc le point I appartient à la bissectrice
de l’angle ÖBCA donc I ∈ (d3).
Par conséquent, les trois bissectrices du triangle ABC sont concourantes en I .

Remarque. Le cercle inscrit à un triangle ABC est tangent aux droites (AB),
(AC) et (BC).

Définition.

On considère un angle ÖAOB. Soit

(d) sa bissectrice intérieure.
Définition.
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Sur la figure, on a tracé en vert les bissectrices intérieures du triangle ABC et en
bleu les bissectrices extérieures.
On remarque que les bissectrices extérieures des angles ÖBAC et ÖABC ainsi que
la bissectrice intérieure de l’angle ÖACB sont concourantes en un point D. On
voit que le point D est le centre d’un cercle appelé : cercle exinscrit du triangle
ABC. On voit aussi que le cercle exinscrit de centre D est tangent au segment
[AB] et aux droites (AC) et (BC).
Enfin, on remarque qu’il a deux autres cercles exinscrits (de centres E et F sur
la figure) construits de la même façon que le premier et ayant des propriétés
similaires au cercle exinscrit de centre D.

II) Droite d’Euler et cercle d’Euler.

1) Droite d’Euler.

Exercice 2 : droite d’Euler. Soit ABC un triangle. On note H son orthocentre, G
son centre de gravité et O le centre de son cercle circonscrit.
1) Démontrer la relation vectorielle :

−−→
OH =

−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC.

2) En déduire que les points O, G et H sont alignés.

Remarque. On reprend les notations de l’exercice 2. On appelle droite d’Euler :
la droite passant par les points O, G et H .

2) Cercle d’Euler.
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Définition : homothétie (du plan). L’homothétie de centre O et de rapport λ (où
O est un point du plan et λ est un réel non nul) est une transformation du plan
qui à tout point M du plan associe le point M ′ tel que :

−−→
OM ′ = λ

−−→
OM .

Théorème (admis). Une homothétie h de rapport λ transforme un cercle de centre
I et de rayon R en un cercle de centre I ′ et de rayon R′ avec : I ′ = h(I) et
R′ = |λ|R.

Théorème : cercle d’Euler.

Soient ABC un triangle,O le centre

de son cercle circonscrit, G son centre de gravité et H son orthocentre. Soient A′,
B′, C ′ les milieux respectifs des côtés [BC], [AC], [AB],HA,HB,HC les pieds des
hauteurs issues de A, B, C respectivement et PA, PB et PC les milieux respectifs
des segments [HA], [HB] et [HC]. Alors, les neuf points A′, B′, C ′, HA, HB, HC ,
PA, PB, PC appartiennent à un même cercle appelé cercle d’Euler, de centre O′

milieu du segment [OH] et de rayon
R

2
où R est le rayon du cercle circonscrit

au triangle ABC.

Démonstration. SoientO′ le milieu de [OH] et Γ le cercle de centreO′ et de rayon
R

2
. Soit h l’homothétie de centre G et de rapport −1

2
. On a : h(O) = O′ (découle
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de la relation :
−−→
GO′ = −1

2

−→
GO) donc h envoie le cercle circonscrit à ABC sur Γ.

Comme on a :
−−→
GA′ = −1

2

−→
GA, on en déduit que : h(A) = A′. De même, on montre

que h(B) = B′ et h(C) = C ′. Ainsi, les points A′, B′ et C ′ appartiennent à Γ. Soit

maintenant h′ l’homothétie de centre H et de rapport
1

2
. On a :

−−→
HO′ =

1

2

−−→
HO

donc h′(O) = O′ donc h′ envoie le cercle circonscrit à ABC sur Γ. De la relation :
−−→
HPA =

1

2

−−→
HA, on déduit que : h′(A) = PA. De même, on montre que : h′(B) = PB

et que : h′(C) = PC . Ainsi, PA, PB et PC appartiennent à Γ.
Soit (DA) la parallèle à la droite (AHA) passant par le pointO′. Comme (AHA) ⊥
(BC), on en déduit que : (DA) ⊥ (BC). Le point A′ est le milieu de [BC] et O est
le centre du cercle circonscrit au triangle ABC donc (OA′) est la médiatrice de
[BC] ainsi : (OA′) ⊥ (BC). Ainsi, (DA) � (OA′).
En appliquant le théorème des milieux dans le triangle HOHA puis dans le tri-
angle OHAA

′, on montre que la droite (DA) coupe le segment [HAA
′] en son

milieu.
La droite (DA) coupe le segment [HAA

′] en son milieu tout en lui étant perpen-
diculaire donc la droite (DA) est la médiatrice du segment [HAA

′]. Ainsi, on a :

O′HA = O′A′ =
R

2
donc HA ∈ Γ. On montre de la même façon que HB et HC

appartiennent à Γ.

3 dimanche 24 matin : Alix Deleporte

Ceci est le troisième cours de géométrie. Son but est de compléter les deux
premiers cours, et de donner une vision un peu différente de la géométrie, à
savoir une vision algébrique. Le concept clé est celui de vecteur, et on cherchera à
traduire dans le langage vectoriel les principales propriétés géométriques, pour
en déduire des généralisations, ou des preuves plus rapides.

On se placera, pour tout le cours et sauf mention contraire, dans un plan P

muni d’un repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ).

Définition et propriétés élémentaires du produit scalaire

Définition (Produit scalaire). Soient deux vecteurs u et v, de coordonnées res-
pectives (x1, y1) et (x2, y2). Le produit scalaire de u et v, noté u . v est défini
comme :

u . v = x1 x2 + y1 y2. (VI.1)

Le produit ainsi défini est symétrique, distributif par rapport à la somme de
deux vecteurs (insister là -dessus).

On a la première propriété fondamentale suivante :
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Théoréme . Soient A et B des points de P , on a :

−→
AB .

−→
AB = AB 2 (VI.2)

Démonstration. On utilise le théorème de Pythagore :

A
a

B

b

Le vecteur a pour coordonnées (a, b), donc le carré scalaire vaut a2 + b2. �

On vient de traduire du point de vue vectoriel le concept de longueur.
Une longueur relative à quoi ? A l’échelle donnée par le repère ! Le produit

scalaire n’est donc pas une donnée purement géométrique.
On note ‖u‖ la norme du vecteur u, soit

√
u . u.

On vient de voir qu’on pouvait exprimer les distances en fonction d’un pro-
duit scalaire. Peut-on faire l’inverse, donnant ainsi une interprétation géomé-
trique au produit scalaire ?

Théoréme . u et v sont des vecteurs non nuls de P. On a alors :

. u . v =
1

2
(‖u+ v‖2 − ‖u‖2 − ‖v‖2) ;

. Le produit scalaire ne dépend pas du repère orthonormé ;

. u et v sont portés par des droites perpendiculaires ssi u . v = 0 ;

. Plus généralement, si u =
−→
AB et v =

−→
AC où A,B,C sont des points de P,

on a u . v = ABAC cos
�ÖBAC�.

Démonstration. Le premier item découle du développement de ‖u + v‖2. Les
autres découlent du premier. �

On a traduit, en termes de produit scalaire, l’orthogonalité de deux droites.
Le produit scalaire est donc particulièrement approprié pour tous les exercices
où apparaissent des perpendiculaires.

Exercices

Exercice 1 (Théorème d’Al-Kashi) Si ABC est un triangle, montrer que l’on a :

BC 2 = AB 2 + AC 2 − ABAC cos
�ÖBAC� . (VI.3)
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Solution de l’exercice 1 On calcule ‖
−−→
BC‖2 de deux manières différentes.

Exercice 2 Pour ABC un triangle, et H le projeté orthogonal de B sur (AC),
montrer que :

−→
AB .

−→
AC = AC · AH (VI.4)

Solution de l’exercice 2 On a :

−→
AB .

−→
AC =

−−→
AH .

−→
AC +

−−→
HB .

−→
AC

= AC · AH cos(0)

= AC · AH

Trigonométrie élémentaire

Théoréme . Soient a et b deux réels, alors :

cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b) (VI.5)

sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) (VI.6)

Démonstration. On considère les vecteurs u = (cos(a),− sin(a)) et v = (cos(b), sin(b)).

0.5 1

−0.5

0.5

1

0

i

u

v

a

b
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Calculons alors le produit scalaire u . v de deux manières différentes :

cos(a+ b) = cos(a)cos(b)− sin(a)sin(b)

La deuxième égalité s’obtient à partir de la première, en remplaçant a par a+ π
2
.

�

Exercices

Exercice 3 Développer cos(a − b), sin(a − b) et tan(a + b). Proposer un moyen
mnémotechnique pour retenir les formules (VI.5) et (VI.6).

Solution de l’exercice 3 · · ·

Puissance d’un point par rapport à un cercle et axe radical

Théoréme (Puissance d’un point par rapport à un cercle). Soit C un cercle de
centre O et de rayon R et soit M un point quelconque du plan. Si une droite
passant par M coupe C en A et B, alors :

MA ·MB = OM 2 −R2. (VI.7)

En particulier, MA ·MB ne dépend pas de la droite considérée. Cette valeur
constante est appelée puissance du point M par rapport à C.

Démonstration.

O

C

M

B

A

A′

Comme sur la figure ci-dessus, soit A′ le symétrique de A par rapport à O.
On a alors

MA ·MB =
−−→
MA .

−−→
MB =

−−→
MA .

−−→
MA′ =

�−−→
MO +

−→
OA

�
.
�−−→
MO −

−→
OA

�
= OM 2 −R2

�
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Théoréme . Le lieu géométrique des points de même distance par rapport à
deux cercles donnés C et C ′, de centres distincts O et O′, est une droite perpen-
diculaire à (OO′). Cette droite est appelée axe radical des deux cercles C et C ′.

Démonstration. On veut résoudre l’équation :

OM 2 −R2 = O′M 2 −R′2,

c’est-à -dire

2OO′ · IM1 = R2 −R′ 2,

où I est le milieu de [OO′] et M1 le projeté orthogonal de M sur (OO′). Ainsi,
l’ensemble de ces points est une droite perpendiculaire à (OO′) et passant par
le point M1 défini par :

IM1 =
R2 −R′ 2

2OO′
(VI.8)

�

Exercices

Exercice 4 Soient A,B,C,D quatre points non alignés. Si (AB) et (CD) s’inter-
sectent en un point M , montrer que A,B,C,D sont cocycliques si et seulement
si :

MA ·MB = MC ·MD

Solution de l’exercice 4 Supposons A,B,C,D cocycliques, alors l’égalité est vé-
rifiée par le théorème de la puissance d’un point. Réciproquement, l’équation
montre que A,B,C ne sont pas alignés. Soit D′ le point de la droite (MC) qui
recoupe le cercle circonscrit à ABC. On a alors D = D′.

Exercice 5 Proposer une construction permettant de tracer l’axe radical de deux
cercles donnés. Dans le cas non-intersectant, on pourra commencer par étudier
le lieu des points ayant la même puissance par rapport à trois cercles donnés.

Solution de l’exercice 5 Dans tous les cas, il suffit de déterminer un point apparte-
nant à l’axe radical, puisqu’on connaît sa direction a priori. Le cas où les cercles
s’intersectent est immédiat : aux points d’intersection, la puissance des deux
cercles est nulle.

Si les deux cercles ne s’intersectent pas, on considère un troisième cercle
intersectant les deux autres, tel que les trois centres ne soient pas alignés. Les
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deux axes radicaux ainsi formés se coupent en un point, où les puissances par
rapport aux deux premiers cercles sont égales ! On vient en fait de déterminer
le centre radical des trois cercles.

TD

Exercice 6 (Loi des sinus) Soit ABC un triangle, et R le rayon de son cercle
circonscrit. Démontrer que :

sin(ÒA)

BC
=
sin(ÒB)

AC
=
sin(ÒC)

AB
=

1

2R
(VI.9)

Exercice 7 Pour a un réel, exprimer cos(a), sin(a) et tan(a) en fonction de t =

tan(a/2). En déduire une paramétrisation rationnelle du cercle, dont on donnera
une interprétation géométrique ; en déduire une caractérisation des triplets py-
thagoriciens.

Exercice 8 SoientA,B,C,D quatre points du plan. Montrer que les droites (AB)

et (CD) sont perpendiculaires ssi AC2 +BD2 = AD2 +BC2.

Exercice 9 Si ABC est un triangle, O le centre du cercle circonscrit de rayon R

et H l’orthocentre, montrer :

1.
−→
OA .

−−→
OB = R2 − c2

2
;

2.
−−→
OH =

−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC ;

3. OH2 = 9R2 − a2 − b2 − c2.

Exercice 10 (Intersection des hauteurs) Si ABC est un triangle, montrer (vecto-
riellement !) que ses trois hauteurs sont concourantes.

Exercice 11 Montrer (vectoriellement !) que l’orthocentre, le centre de gravité et
le centre du cercle circonscrit d’un même triangle ABC sont alignés.

Exercice 12 Soient C et C ′ deux cercles et ∆ leur axe radical. Soit (AB) une
droite tangente à C et à C ′, où A et B sont les points d’intersection. Montrer que
∆ intersecte [AB] en son milieu.

Exercice 13 (Olympiades de Saint-Pétersbourg 1996) Soit ABC un triangle et
D le pied de la bissectrice issue de B. On note E le second point d’intersection
du cercle circonscrit de BCD avec (AB), et F le second point d’intersection du
cercle circonscrit de ABD avec (BC). Montrer que AE = CF .

Exercice 14 Soit ABC un triangle acutangle. La perpendiculaire à (AC) passant
par B coupe le cercle de diamètre [AC] en P et Q, et la perpendiculaire à (AB)
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passant par C coupe le cercle de diamètre [AB] enR et S. Montrer que les points
P,Q,R, S sont cocycliques.

Exercice 15 SoitABC un triangle isocèle enB. Les tangentes enA etB du cercle
circonscrit Γ à ABC se coupent en D. Soit E le second point d’intersection de
(DC) avec Γ. Montrer que (AE) coupe [DB] en son milieu.

Exercice 16 (IMO 2000 - 1) Soient Ω1 et Ω2 deux cercles qui se coupent en M et
N . Soit ∆ la tangente commune aux deux cercles qui est plus proche de M que
de N . ∆ est tangente à Ω1 en A et à Ω2 en B. La droite passant par M et parallèle
à ∆ recoupe Ω1 en C et Ω2 en D. Soit E l’intersection des droites (CA) et (BD),
P le point d’intersection de (AN) et (CD), et Q le point d’intersection de (BN)

et (CD). Montrer que EP = EQ.

Corrigé du TD

Solution de l’exercice 6 Si ÒA = pi
2

, on a bien
sin(ÒA)

BC
=

1

2R
. Dans le cas contraire,

soit D le symétrique de B par rapport à O, le centre du cercle circonscrit :

A

B

C

O
D

On a alors :

sin(ÒA)

BC
=

sin(cD)

BC

=
1

BD

=
1

2R
.

Solution de l’exercice 7 Considérons la figure suivante :
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M

S H
O

a

C

On a alors OH = cos(a), HM = sin(a). On sait déjà , grâce aux formules de
dédoublement, que

tan(a) =
2t

1− t2
.

Or

1

t
=

1 + cos(a)

sin(a)

=
1

sin(a)
+

1

tan(a)

=
1

sin(a)
+

1− t2

2t
.

On en déduit les formules très importantes :

sin(a) =
2t

1 + t2
(VI.10)

cos(a) =
1− t2

1 + t2
(VI.11)

tan(a) =
2t

1− t2
(VI.12)

On remarque que si t est rationel, alors sin(a) et cos(a) le sont. On en déduit
la paramétrisation rationnelle suivante [expliquer ce que c’est] :8>>><>>>:

x =
1− t2

1 + t2

y =
2t

1 + t2

(VI.13)

Cette paramétrisation a un nom : la projection stéréographique. En effet, sur
la figure, on a OC = t, et la projection stéréographique associe bien, à chaque
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point de l’axe des ordonnées, un unique point sur le cercle. On a ainsi démontré
que cette paramétrisation couvrait tout le cercle à l’exception du point S.

Solution de l’exercice 8 On écrit :

AC2 +BD2 − AD2 −BC2 = (
−→
AB +

−−→
BC)2 + (

−−→
AD −

−→
AB)2 −

−−→
AD2 −

−−→
BC2

= 2AB2 + 2
−→
AB . (

−−→
BC −

−−→
AD)

= 2
−→
AB . (

−−→
BC −

−−→
BD)

= 2
−→
AB .

−−→
DC.

D’où le résultat.

Solution de l’exercice 9

1.
−→
OA .

−−→
OB = R2 cos(ÖAOB) = R2 cos(2ÒC) = R2 (1− 2 sinC2) = R2 − c2/2

grâce à la loi des sinus.

2. Soit H ′ le point défini par
−−→
OH ′ =

−→
OA +

−−→
OB +

−→
OC, et I le milieu de [BC].

On a alors :
−−→
AH ′ .

−−→
BC =

−→
AO .

−−→
BC +

−−→
OH ′ .

−−→
BC

=
−→
AO .

−−→
BC +

−→
OA .

−−→
BC +

−−→
OB .

−−→
BC +

−→
OC .

−−→
BC

= 2
−→
OI .
−−→
BC

= 0.

Donc (AH ′) ⊥ (BC), et de même (BH ′) ⊥ (AC), donc H ′ = H .

3. On développe :

−−→
OH2 =

�−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC

� �−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC

�
= 3R2 + 2(R2 − a2/2) + 2(R2 − b2/2) + 2(R2 − c2/2)

D’où la solution.

Solution de l’exercice 10
A

B C

H

290



VI. TROISIÈME PÉRIODE 2. GROUPE B : GÉOMÉTRIE

Si, comme sur la figure, H est le point d’intersection des hauteurs issues de B
et de C, il suffit de montrer que

−−→
AH .

−−→
BC = 0.

Or 0 =
−−→
BH .

−→
AC =

−→
BA .

−→
AC+

−−→
AH .

−→
AC, et 0 =

−−→
CH .

−→
AB =

−→
CA .

−→
AB+

−−→
AH .

−→
AB.

Ainsi
−−→
AH .

−→
AC =

−−→
AH .

−→
AB, ce qui permet de conclure.

On peut également faire la preuve en complexe. On pose zB = 0 l’origine du
repère, et zC = 1, zA = a+ ib, avec b 6= 0. On va calculer zH .

L’équation de la droite (BH) est alors z1(t) = bt − i(1 − a)t et l’équation de
la droite (CH) est z2(t) = 1 + bt− iat.

On cherche alors l’intersection des droites, donc le couple (t, t′) tel que z1(t) =

z2(t′). On a alors t =
1

b
− t′, puis t′ =

a− 1

b
, donc zH = a + i

a(a− 1)

b
. On voit

alors que (AH) est perpendiculaire à (BC).

Solution de l’exercice 11 On a
−−→
OH =

−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC = 3

−→
OG.

Solution de l’exercice 12 Soit I le point d’intersection de (AB) et de ∆. La puis-
sance de I par rapport à C est AI2, celle par rapport à C ′ est BI2, et I est sur
l’axe radical, finalement AI = BI .

Solution de l’exercice 13 L’exercice invite à utiliser les puissances des points par
rapport aux droites. On a AE.AB = AD.AC, et CF.CB = CD.CA. Autrement
dit,

AE

CF
=
AD.CB

AB.CD

Or (BD) est la bissectrice en B, donc AD/CD = AB/BC.

Solution de l’exercice 14 Les droites (RS) et (PQ) se coupant en H , l’orthocentre
de ABC, il suffit de montrer que HR.HS = HP.HQ.
Or, avec D le pied de la hauteur issue de A, D appartient au cercle de diamètre
AB, donc HA.HD = HR.HS. Par ailleurs D appartient au cercle de diamètre
AC, donc HA.HD = HP.HQ.

Solution de l’exercice 15 Soit Γ′ le cercle circonscrit à ADE. Il suffit de voir que
DB est tangente à Γ′. C’est une chasse aux angles : il faut ÖADB = 180−ÖAED =ÖAEC = ÖABC. Or le triangleABD est isocèle, donc ÖADB = 180−2ÖABD = ÖABC.

Solution de l’exercice 16 Une chasse aux angles s’impose : ÖABE = ÖCDE = ×MBA.
De même ÖBAE = ×MAB. M est donc l’image de E par la symétrie d’axe (AB).
Donc (ME) et (PQ) sont orthogonales.

Remarquons également une situation de Thalès : la droite (MN) coupant
AB en son milieu, elle coupe également (PQ) en son milieu. Finalement (ME)

est la médiatrice de [PQ], d’où le résultat.
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3 Groupe C : arithmétique

1 samedi 23 matin : Pierre Bertin

Arithmétique

Exercice 1 Montrer que tout entier n admet un multiple dont l’écriture décimale
contient au moins un fois chaque chiffre.

Exercice 2 Soit a1, a2, . . . , a11 une permutation des entiers 1, 2, . . . , 11. Montrer
que si on regarde le reste de la division euclidienne de a1, 2a2, 3a3, . . . 11a11 alors
on obtiendra au moins 2 restes identiques.

Exercice 3 Soient a, b, c trois entiers positifs. Montrer que

PGCD(a, b, c)2

PGCD(a, b)PGCD(a, c)PGCD(b, c)
=

PPCM(a, b, c)2

PPCM(a, b)PPCM(a, c)PPCM(b, c)

Exercice 4 Montrer que pour tout entier n, [
√
n+
√
n+ 1] = [

√
4n+ 2] ([x] est la

partie entière de x).

Exercice 5 Trouver tous les entiers qui ne peuvent pas s’écrire comme la somme
d’au moins deux entiers consécutifs.

Exercice 6 Trouver les couples d’entiers (a, b) tels que 2a + 1 soit divisible par
2b − 1.

Exercice 7 À quelle condition sur n
�

2n
n

�
= (2n)!

n!n!
est-il divisible par 4 ?

Exercice 8 Montrer que si je prends 3 entiers, je peux en trouver 2 dont la
somme est paire, puis que si je prends 5 entiers je peux en trouver 3 dont la
somme est divisible par 3. Montrer ensuite que si je prends 11 entiers je peux
en trouver 6 dont la somme est divisible par 6 et trouver le plus petit entier n
tel que si je prends n entiers je peux toujours en trouver 18 dont la somme est
divisible par 18.

Exercice 9 Soient a, b, c trois entiers tels que a
b

+ b
c

+ c
a

= 3. Montrer que abc est
le cube d’un entier.

Exercice 10 Montrer que tout entier k peut s’écrire de la forme k = ±12 ± 22 ±
32 · · ·±m2 avecm un entier suffisamment grand et des signes bien choisis. Mon-
trer que cette écriture n’est pas unique et que chaque entier k admet une infinité
d’écriture différentes.
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Exercice 11 On joue au jeu suivant : on commence avec trois boites qui contiennent
un certain nombre de jetons. À chaque étape, on choisit deux boites et on trans-
vase des jetons de la boite qui en avait le plus vers la boite qui en avait le moins
jusqu’à ce que le nombre de jetons dans la boite qui en avait le moins ait doublé.
Par exemple, si on avait une boite A avec 4 jetons et une boite B avec 17 jetons,
on transvase 4 jetons vers la boite A et on se retrouve avec une boite de 8 et un
boite de 13. Est-il toujours possible de vider une des trois boites en un nombre
fini d’étapes ?

Solutions
Solution de l’exercice 1 Prenons k tel que 10k > n et construisons p = 1234567890×
10k. L’un des entiers p + 1, p + 2, . . . , p + n est divisible par n, et ses chiffres les
plus à gauche sont 1234567890.

Solution de l’exercice 2 Par l’absurde, supposons que les 11 restes soient tous dis-
tincts. Déjà, si on veut que le reste 0 n’apparaisse qu’une fois, il faut que a11 =

11. Les restes de a1, 2a2, . . . , 10a10 sont donc 1, 2, . . . , 10 (dans le désordre). Fai-
sons maintenant le produit :

a1 × 2a2 × · · · × 10a10 ≡ 1× 2× · · · × 10[11]

(10!)2 ≡ 10![11]

Mais 10! ≡ 10[11] et (10!)2 ≡ 1[11], ce qui est une contradiction.

Solution de l’exercice 3 Pour montrer que les deux fractions sont égales, nous al-
lons montrer que pour tout premier p les valuations p-adiques sont égales. On
utilise la propriété que

vp(PGCD(a, b)) = min(vp(a), vp(b)) et vp(PPCM(a, b)) = max(vp(a), vp(b))

Soient α, β, γ les valuations p-adiques de a, b, c. On peut supposer que α ≤
β ≤ γ. Ainsi vp(PGCD(a, b, c)) = α, vp(PGCD(a, b)) = α, vp(PGCD(a, c)) =

α, vp(PGCD(b, c)) = β, et

vp

�
PGCD(a, b, c)2

PGCD(a, b)PGCD(a, c)PGCD(b, c)

�
= −β

On fait le même calcul pour les PPCM et on trouve le même résultat.

Solution de l’exercice 4 Tout d’abord, grâce à la concavité de la fonction
√
x, on-

voit que
√
n+
√
n+ 1 <

√
4n+ 2. On peut aussi le montrer sans la concavité en

mettant tout au carré.
Supposons par l’absurde que les deux parties entiéres sont différentes, c’est-

à-dire qu’il existe un entier k tel que
√
n+
√
n+ 1 < k ≤

√
4n+ 2. Mettons tout
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au carré :
2n+ 1 + 2

√
n
√
n+ 1 < k2 ≤ 4n+ 2

Mais n <
√
n
√
n+ 1, donc 4n + 1 < k2 ≤ 4n + 2 mais comme k est un entier,

k2 = 4n + 2. Mais vous savez qu’il est impossible qu’un carré soit congru à 2
modulo 4, on arrive donc à une contradiction.

Solution de l’exercice 5 On utilise la formule suivante : soit a < b,

a+ (a+ 1) + (a+ 2) + · · ·+ (b− 1) + b =
(a+ b)(b− a+ 1)

2
.

Ainsi, si n est un entier, on veut trouver a < b tels que (a+b)(b−a+1)
2

= n ou encore

(a+ b)(b− a+ 1) = 2n

Si on arrive à écrire 2n comme produit de deux facteurs pq non triviaux de parités
différentes, alors en prenant a = p−q+1

2
et b = p+q−1

2
on aura gagné. Les seuls n

pour lesquels c’est impossible sont les puissances de 2 (tous les diviseurs non
triviaux sont pairs). Pour tous les autres entiers c’est possible. Par exemple, pour
n = 12, 2n = 24 = 3× 8, on trouve a = 3, b = 5 et 12 = 3 + 4 + 5.

Solution de l’exercice 6 Si b = 1, alors 2b − 1 = 1 divise tout, donc (a, 1) marche.
Ensuite, si b = 2, alors 2b − 1 = 3 divise 21 + 1 = 3 et pour tout a impair, 2a + 1

divisible par 3, donc (2k + 1, 2) marche.
Prenons maintenant b ≥ 3. Déjà, si a < b, alors 2a + 1 < 2b − 1, et on ne

peut pas avoir 2b − 1|2a + 1. Si a ≥ b, je fais la division euclidienne de a par b :
a = bq + r. Ensuite je vois que :

2a + 1 = (2b − 1)
�
2a−b + 2a−2b + · · ·+ 2a−qb

�
+ 2r + 1

Ainsi, 2a + 1 n’est pas divisible par 2b − 1.
Les seules solutions sont donc (a, 1) et (2k + 1, 2).

Solution de l’exercice 7 On va utiliser la formule de Legendre pour calculer la
valuation 2-adique de

�
2n
n

�
: Soit k le plus petit entier tel que n ≤ 2k.

v2(n!) =
�n

2

�
+
�n

4

�
+ · · ·+

� n
2k

�
v2((2n)!) =

�
2n

2

�
+
�
2n

4

�
+ · · ·+

�
2n

2k

�
+
�

2n

2k+1

�
Donc v2((2n)!) = v2(n!) + n. Donc

�
2n
n

�
est divisible par 4 ssi v2(n!) ≤ n− 2.

Lorsque n est une puissance de 2, n = 2k, le calcul nous donne v2(n!) =

n(1− 2−k) = n− 1. Donc dans ce cas
�

2n
n

�
n’est pas divisible par 4.
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Pour tous les autres cas, si 2k < n < 2k+1, le même calcul donne v2(n!) ≤
n(1− 2−k < n− 1, donc vp(n!) ≤ n− 2 et on en déduit que

�
2n
n

�
est divisible par

4.

Solution de l’exercice 8 Il est évident que parmi 3 entiers il y en a 2 de même
parité, donc leur somme est paire. Parmi 5 entiers, par le principe des tiroirs, soit
il y en a 3 de même congruence modulo 3 soit un entier de chaque congruence.
Dans chacun de ces cas, si on additionne les trois entiers on obtient un nombre
divisible par 3.

Essayons maintenant de faire une somme divisible par 6. Prenons 11 entiers :
parmi les 5 premiers je peux en trouver 3 dont la somme est divisible par 3.
Je les appelle a, b, c et les mets de côté. Il reste maintenant 8 entiers : je fais
pareil, parmi les 5 premiers je trouve d, e, f dont la somme est divisible par
3. Enfin parmi les 5 restants je choisis de même g, h, i. Ainsi j’ai 3 groupes de 3
entiers dont la somme est divisible par 3. Je choisit deux des groupes tels que les
sommes appropriées soient de même parité. Ainsi j’ai 6 entiers dont la somme
est divisible par 6.

Pour 18, je remarque d’abord que si je prend 17 fois l’entier 0 et 17 fois l’entier
1, on ne peux pas en prendre 18 qui marchent. Donc 34 entiers ne suffisent pas.
Par contre, si on en prend 35, en faisant comme dans le paragraphe précédent,
ça marche.

Solution de l’exercice 9 Tout d’abord, si pgcd(a, b, c) = k, on peut écrire a = ka′, b =

kb′, c = kc′, et dans ce cas a′, b′, c vérifient a
′

b′
+ b′

c′
+ c′

a′
= 3 abc = k3a′b′c′ donc abc est

un cube ssi a′b′c′ est un cube. On peut donc se ramener au cas où pgcd(a, b, c) = 1.

En mettant tout su le même dénominateur, on obtient a2c+ b2a+ c2b = 3abc.
Soit p un diviseur premier de abc. Il ne peut pas diviser les 3 entiers, car le pgcd
vaut 1. Par contre, comme il doit aussi diviser le terme de gauche, p doit diviser
2 d’entre eux. Sans perte de généralité, on peut supposer que c’est a et b. Soient
α = vp(a) et β = vp(b).

Si β < 2α, alors β + 1 ≤ 2α et pβ+1 divise a2c, b2a, 3abc, du coup pβ+1|c2b,
et donc p|c, ce qui est faux. De même, si β > 2α, alors p2α+1 divise b2a, c2b, abc

et donc divise a2c et p|c. Ainsi le seul cas possible est β = 2α, et vp(abc) = 3α.
Toutes les valuations p-adiques de abc sont des multiples de 3, abc est bien un
cube.

Solution de l’exercice 10 On commence par remarquer que m2 − (m+ 1)2 − (m+

2)2 + (m + 3)2 = 4. Il suffit ensuite de savoir obtenir 1,2 et 3 pour obtenir tous
les entiers : 1 = 1, 2 = −1− 4− 9 + 16 et 3 = −1 + 4. Pour obtenir de nouvelles
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decompositions, on fait

k+4−4 = k+(m2−(m+1)2−(m+2)2+(m+3)2)−((m+4)2−(m+5)2−(m+6)2+(m+7)2).

Solution de l’exercice 11 Soient a, b, c le nombre de jetons initialement dans les 3
boites (numérotées 1, 2 et 3). Sans perte de généralité, on peut supposer que
a ≤ b ≤ c. Faisons la division euclidienne de b par a : b = aq + r. Écrivons q en
bas 2 : q = m0 + 2m1 + 4m2 + . . . 2kmk, avec mi ∈ {0, 1} et mk = 1.

Nous allons faire les manipulations suivantes : pour i = 0, 1, . . . , k, on trans-
vase des jetons dans la boite n ◦1. Si mi = 1 on les transvase depuis la boite 2 et
si mi = 0, depuis la boite 3.Comme on double le nombre de jetons dans la boite
1 à chaque fois, au début de l’étap i il y a 2i× a jetons dans la boite 1. Ainsi, à la
fin des manipulations, on a bien retiré qa jetons de la boite 2 et il en reste r. De
plus comme la boite 3 contenanit au début plus de jetons que la boite 2, on ne
risque pas de manquer de ce côté-là.

Après toutes ces péripéties, on se retrouve dans une configuration où la boite
la moins remplie contient r jetons, avec r < a. Si on répète ces étapes, on se
retrouvera à chaque fois avec moins de jetons dans la boite la moins remplie,
jusqu’à arriver à une boite vide.

2 samedi 23 après-midi : Thomas Budzinski

Résumé du cours

Définition . Soient a ∈ Z et n ∈ N∗ premiers entre eux. L’ordre de a modulo n est
le plus petit entier d > 0 tel que ad ≡ 1 (mod n).

Proposition . L’ordre est bien défini, i.e il existe bien d tel que ad ≡ 1 (mod n).
De plus, soit k ∈ N : alors ak ≡ 1 (mod n) si et seulement si k divise n.

Remarque . ATTENTION ! ! ! Si ak ≡ 1 (mod n), cela ne veut pas forcément
dire que k est l’ordre de a modulo n. La seule chose qu’on peut conclure est que
l’ordre de a est un diviseur de k.

Théoréme . (Petit théorème de Fermat) Soient p premier et a non divisible par
p. Alors ap−1 ≡ 1 (mod p). Autrement dit, l’ordre de a modulo p est un diviseur
de p− 1.

Définition . Soit n ≥ 2. On note ϕ de n le nombre d’entiers entre 0 et n qui sont
premiers avec n. ϕ est appelée fonction indicatrice d’Euler.
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Proposition . Si n = pα1
1 ...p

αk
k avec les pi premiers, alors :

ϕ(n) = (p1 − 1)pα1−1
1 ...(pk − 1)pαk−1

k =
�

1− 1

p1

�
...
�

1− 1

pk

�
n

Théoréme . (Théorème d’Euler) Soient n et a premier avec n. Alors aϕ(n) ≡ 1

(mod n). Autrement dit, l’ordre de a est un diviseur de ϕ(n).

Exercices :

Exercice 1 (Théorème de Wilson) Soit p un nombre premier. Montrer que (p −
1)! ≡ −1 (mod p).

Solution de l’exercice 1 En faisant le produit, on peut regrouper chaque élément
de (Z/pZ)∗ avec son inverse. Le produit vaut alors 1. Il ne reste alors que les
termes qui sont leur propre inverse, c’est-Ã -dire tels que x2 = 1, c’est-Ã -dire 1

et −1 (si p = 2 ce n’est pas tout Ã fait vrai car 1 = −1 mais alors le résultat est
trivial). Le produit modulo p vaut donc 1× 1× (−1) = −1

Exercice 2 Soit n ∈ N∗ premier avec 10. Montrer qu’il existe un multiple de n
qui ne s’écrit qu’avec des 1.

Solution de l’exercice 2 Le nombre qui s’écrit avec k chiffres 1 est 11...1 = 99...9
9

=
10k−1

9
. On cherche donc k tel que n|10k−1

9
, i.e 9n|10k − 1. D’après ce qu’on a vu en

cours, il suffit de choisir pour k l’ordre de 10 modulo 9n. Il existe bien car 10 est
premier avec 9 et n, donc avec 9n.

Exercice 3 Soit n ∈ N∗ impair. Montrer que n|2n! − 1.

Solution de l’exercice 3 On sait que l’ordre de 2 modulo n existe car n est impair,
et divise ϕ(n). Comme ϕ(n) ≤ n, ϕ(n)|n! donc 2n! ≡ 1 (mod n).

Exercice 4 Soient p un nombre premier et q un diviseur premier de pp−1 + ... +

p+ 1. Montrer que q ≡ 1 (mod p).

Solution de l’exercice 4 Soit d l’ordre de p modulo q : on a q|pp − 1 donc d|p, donc
d vaut 1 ou p. Si d = p, alors d|q − 1 d’après le petit théorème de Fermat donc
q ≡ 1 (mod p) et on a gagné.

Si d = 1, alors q|p− 1. Cependant, pp−1 + ...+ p+ 1 ≡ 1 + ...+ 1 + 1 ≡ p ≡ 1

(mod p − 1), donc p − 1 et pp−1 + ... + p + 1 sont premiers entre eux, d’où la
contradiction car q divise les deux, donc forcément on est dans le premier cas et
q ≡ p (mod 1).

Exercice 5 Trouver tous les n ∈ N∗ tels que n divise 2n − 1.

Solution de l’exercice 5 Soient n > 1 tel que n divise 2n − 1, et p le plus petit
diviseur premier de n. On note d l’ordre de 2 modulo p : on sait que d divise
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p − 1, et d’autre part d’après l’énoncé p|2n − 1 donc d divise n, donc d divise
PGCD(n, p− 1).

Or, comme p est minimal, p− 1 est plus petit que tous les diviseurs premiers
de n, donc n et p − 1 n’ont aucun diviseur premier commun, donc leur PGCD
vaut 1, donc d = 1. Autrement dit, 2 ≡ 1 (mod p) donc p = 1, ce qui est absurde,
donc seul n = 1 est solution.

Exercice 6 Trouver tous les n ∈ N∗ impairs tels que n divise 3n + 1.

Solution de l’exercice 6 Tout d’abord, n = 1 est solution.
De plus, soit q le plus petit diviseur premier de n et d l’ordre de 3 modulo q :

n est impair donc q > 2. D’une part d|q−1 et d’autre part 3n ≡ −1 (mod q) donc
32n ≡ 1 (mod n) donc d|2n donc d divise le PGCD de 2n et q − 1, qui vaut 2

pour les mêmes raisons que dans l’exercice précédent, donc d vaut 1 ou 2, donc
q|32 − 1 = 8 donc q = 2, ce qui est absurde car n est impair.

n = 1 est donc la seule solution.

Exercice 7 Trouver tous les couples d’entiers (a, n) tels que n divise (a+1)n−an.

Solution de l’exercice 7 Si n = 1, tout a convient.
Sinon, soit q le plus petit diviseur premier de a. q divise (a + 1)n − an, donc

dans Z/qZ, (a + 1)n = an. Or, si q|a alors q|an donc q|(a + 1)n donc q|a + 1 et
q|1, ce qui est absurde. a est donc inversible, et on peut écrire

�
1 + 1

a

�n
= 1. Soit

donc d l’ordre de 1 + 1
a

modulo q : d divise n et q− 1 donc d = 1 et 1 + 1
a

= 1 soit
1
a

= 0, ce qui est absurde.
Les seules solutions sont donc (1, a).

Exercice 8 Trouver tous les couples d’entiers (n, p) avec p premier, 0 < n ≤ 2p

et :

np−1|(p− 1)n + 1

Solution de l’exercice 8 Si n = 1, il faut 1|p ce qui est vrai pour tout p premier,
donc (1, p) est solution pour tout p premier.

Sinon, soit q le plus petit diviseur premier de n. Si q = 2, alors n est pair donc
(p − 1)n + 1 aussi, donc p − 1 est impair et p = 2, donc n|2 et on a la solution
(2, 2).

Sinon, q ≥ 3 et on note d l’ordre de p−1 modulo q. D’une part, d divise q−1,
donc est premier avec n par minimalité de q. D’autre part, (p−1)n ≡ −1 (mod q)

donc (p−1)2n ≡ 1 (mod q), donc d divise 2n mais pas n, donc d = 2. Autrement
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dit, q ne divise pas (p− 1)− 1 = p− 2, mais q divise (p− 1)2− 1 = p(p− 2), donc
q|p et q = p, i.e p|n.

Comme n ≤ 2p, on a n = p ou n = 2p, mais si n = 2p alors q = 2 et on a
supposé le contraire, donc n = p et pp−1|(p − 1)p + 1. En développant avec le
binôme de Newton, on obtient :

pp −
 
p

1

!
+ ...+

 
p

p− 3

!
p3 −

 
p

p− 2

!
p2 +

 
p

p− 1

!
p− 1 + 1

Tous les termes sont divisibles par p3 sauf éventuellement les trois derniers.
L’antépénultième vaut p(p−1)

2
p2 donc est divisible par p3, donc (p − 1)p + 1 ≡ p2

(mod p3), donc n’est pas divisible par p3. Il faut donc que p− 1 < 3, donc p = 2

ou p = 3.
Les solutions sont donc finalement (1, p) pour tout p premier, (2, 2) et (3, 3).

Exercice 9 Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe n tel que p divise :

2n + 3n + 6n − 1

Solution de l’exercice 9 On peut prendre n = 1 pour p = 2 et n = 2 pour p = 3.

Pour p > 3, on prend n = p− 2. Alors 2, 3 et 6 sont premiers avec p et :

2p−2 + 3p−2 + 6p−2 − 1 ≡ 1

2
+

1

3
+

1

6
− 1 ≡ 3 + 2 + 1− 6

6
≡ 0 (mod p)

3 dimanche 24 matin : François Lo Jacomo

Equations diophantiennes

On appelle équation diophantienne une équation dont les solutions doivent
être des nombres entiers. Certaines de ces équations diophantiennes sont parmi
les problèmes les plus difficiles des mathématiques.

La première technique à maîtriser pour étudier une équation diophantienne
est la notion de congruence.

Exercice 1
Pour quelles valeurs de l’entier n le nombre 7n + n3 est-il divisible par 9 ?

Solution de l’exercice 1
Cherchons à quoi est congru 7n modulo 9, et à quoi est congru n3 modulo 9.
Modulo 9, 70 ≡ 1, 71 ≡ 7, 72 ≡ 4, 73 ≡ 1, donc 73k ≡ 1k ≡ 1, 73k+1 ≡ 7,

73k+2 ≡ 4. De même, 03 ≡ 0, 13 ≡ 1, 23 ≡ 8, 33 ≡ 0, et (3k + a)3 = 27k3 + 27k2a+
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9ka2 + a3 ≡ a3. Donc 7n + n3 est congru à 1, 8 ou 3 modulo 9 selon que n est
congru à 0, 1, 2 modulo 3. 7n + n3 n’est jamais divisible par 9 pour n entier.

Exercice 2
Quelles valeurs peut prendre x4 modulo 13 ? En déduire qu’il n’existe pas

d’entiers x et y tels que x4 + 6 = y3.

Solution de l’exercice 2
En essayant toutes les valeurs de 0 à 12, on voit que x4 ne peut prendre

que les valeurs 0, 1, 3, 9. Donc x4 + 6 ne peut prendre que les valeurs 6, 7, 9, 2

modulo 13. Or modulo 13, y3 ne peut prendre que les valeurs 0, 1, 5, 8, 12. Ces
deux ensembles de valeurs étant disjoints, il n’existe pas d’entiers x et y tels que
x4 + 6 = y3. Il suffit que modulo un seul nombre premier on ait une telle incom-
patibilité pour prouver que l’équation n’admet pas de solution, car si l’équation
était vérifiée, elle le serait modulo tous les nombres premiers.

Comment pense-t-on à étudier l’équation modulo 13 ? On doit choisir un
nombre premier pour lequel x4 et y3 prennent chacun le plus petit nombre de
valeurs distinctes. Or si k divise p − 1, parmi les x non nuls, xk prend k fois
la même valeur modulo p. Donc en choisissant p tel que p − 1 soit divisible et
par 3 et par 4, x4 ne prendra que trois valeurs distinctes (quatre fois chacune),
mis à part la valeur 0 et y3 ne prendra que quatre valeurs distinctes (trois fois
chacune), mis à part la valeur 0. C’est donc pour les nombres premiers congrus à
1 modulo 12 qu’on a le plus de chances d’avoir une telle impossibilité. On aurait
pu choisir 37, mais le calcul aurait été plus long et il n’est nullement évident que
l’on aurait eu la même impossibilité modulo 37 : on peut avoir des solutions
modulo 37 même si l’équation n’admet pas de solution entière.

Exercice 3
Pour quelles valeurs de x et y entiers a-t-on : 7x − 3× 2y = 1 ?

Solution de l’exercice 3
Ecrivons tout d’abord l’équation sous la forme : 7x − 1 = 3× 2y. La solution

fait appel à des factorisations, notamment : 7x−1 = (7−1) (7x−1 + 7x−2 + · · ·+ 7 + 1).
Comme 7− 1 = 3× 2, l’équation devient : 7x−1 + 7x−2 + · · ·+ 7 + 1 = 2y−1. Soit
y = 1, ce qui fournit une première solution (x = y = 1), soit le second membre
est pair et le premier contient un nombre pair de termes (tous impairs), donc x
est pair. Dès lors, on peut encore factoriser par (7 + 1) = 23, ce qui nous ramène
à : 7x−2 + 7x−4 + · · · + 72 + 1 = 2y−4. Une nouvelle fois, soit y = 4 ce qui fournit
une deuxième solution (x = 2), soit les deux membres sont pairs, donc le pre-
mier contient un nombre pair de termes, x est multiple de 4. On peut à nouveau
factoriser le premier membre en : (72 + 1) (7x−4 + 7x−8 + ...+ 74 + 1). Mais cette
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fois-ci, 72 + 1 = 50 ne peut pas diviser le deuxième membre qui est une puis-
sance de 2, donc il n’y a pas de solution pour y > 4. Les seules solutions sont
(1, 1) et (2, 4).

Exercice 4
Trouver tous les triplet d’entiers (x, y, z) tels que 3x2 + 7y2 = z4.

Solution de l’exercice 4
Etudions l’équation plus générale : 3x2 + 7y2 = z2. Si celle-ci n’admet pas de

solution, a fortiori celle de l’énoncé n’en admet pas non plus, car z4 est un carré
parfait. Supposons qu’il y ait des solutions, et considérons la plus petite d’entre
elles (au sens : z minimal). Nous allons prouver qu’on peut en construire une
plus petite, d’où la contradiction : cela démontrera qu’il n’y a pas de solution.
Selon que x et y sont pairs ou impairs, x2 et y2 sont congrus à 0 ou 1 modulo 4,
donc 3x2 et 7y2 à 0 ou 3 modulo 4. La somme 3x2 + 7y2 est donc congrue soit
à 0 (si x et y sont tous deux pairs), soit à 3 (si l’un d’eux est impair) soit à 2

(si tous deux sont impairs). Pour que ce soit un carré et, a fortiori, pour que ce
soit une puissance quatrième, donc congrue à 0 ou 1 modulo 4, il faut que x, y,
donc également z, soient tous pairs. Mais alors,

�
x
2
, y

2
, z

2

�
est également solution

de notre équation, c’est une solution strictement plus petite que (x, y, z), ce qui
contredit l’hypothèse que (x, y, z) est minimal. D’où la contradiction cherchée.

Remarquons que l’on aurait pu aussi étudier modulo 7 l’équation 3x2+7y2 =

z2. En effet, 3 n’est pas un carré modulo 7, donc 3x2 n’est un carré modulo 7 que
si x est divisible par 7. Si l’on recense tous les cas : x2 est congru à 0, 1, 2, 4

modulo 7, donc 3x2 à 0, 3, 6, 5. Dès lors 7y2 doit être divisible par 49, et y2 (donc
y) par 7. Comme les trois nombres sont divisibles par 7, on peut construire la
solution plus petite

�
x
7
, y

7
, z

7

�
.

Certaines équations diophantiennes nécessitent essentiellement de bien in-
ventorier tous les cas possibles.

Exercice 5
Déterminer tous les triplets (a, b, c) d’entiers supérieurs ou égaux à 2 tels que

abc− 1 soit divisible par (a− 1)(b− 1)(c− 1).

Solution de l’exercice 5
C’est un exercice d’Olympiade Internationale (1992/1), qui ne présente pas

de difficulté théorique mais nécessite d’être traité méthodiquement. Appelons
q le quotient : abc−1

(a−1)(b−1)(c−1)
, et supposons a ≤ b ≤ c. Pour chaque valeur de a

nous déterminerons les valeurs possibles de q, et pour chaque valeur de (a, q)

nous aurons à résoudre une équation simple en (b, c).
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Remarquons tout d’abord que q > 1, car abc − 1 > abc − bc = (a − 1)bc >

(a− 1)(b− 1)(c− 1). Dans l’autre sens, comme a ≤ b ≤ c, a
a−1
≥ b

b−1
≥ c

c−1
donc

q < abc
(a−1)(b−1)(c−1)

≤
�

a
a−1

�3
. En particulier si a ≥ 5, 1 < q < 125

64
< 2, or il n’y a

pas d’entier strictement compris entre 1 et 2, donc il n’y a pas de solution pour
a ≥ 5.

Pour a = 4, q peut prendre la valeur 2, mais c’est impossible car abc − 1 est
impair si a est pair.

Pour a = 3, q peut prendre les valeurs 2 et 3, d’où deux équations à résoudre :
3bc−1 = 2×2(b−1)(c−1), ce qui se développe en : bc−4b−4c+5 = 0 ou encore :
(b− 4)(c− 4) = 11, soit (a, b, c) = (3, 5, 15) ce qui est une première solution, ou :
3bc − 1 = 3 × 2(b − 1)(c − 1), ce qui est impossible car 3bc − 1 ne peut pas être
divisible par 3.

Remarquons très généralement que l’équation : pbc − qb − qc + r = 0 se
factorise en : (pb− q)(pc− q) = q2− rp, il suffit donc de trouver tous les facteurs
de q2 − rp pour la résoudre.

Pour a = 2, q peut prendre théoriquement les valeurs 2, 3, ... 7, car
�

2
1

�3
= 8,

mais comme abc − 1 est alors impair, seules les valeurs impaires 3, 5 et 7 sont
possibles. D’où trois équations : 2bc − 1 = 7(b − 1)(c − 1) qui s’écrit : 5bc −
7b − 7c + 8 = 0, ce qui se factorise en (5b − 7)(5c − 7) = 9, et conduit à une
deuxième solution : (a, b, c) = (2, 2, 2). Ou encore : 2bc − 1 = 5(b − 1)(c − 1)

qui s’écrit : 3bc − 5b − 5c + 6 = 0 ou encore (3b − 5)(3c − 5) = 7, d’où une
nouvelle solution : (a, b, c) = (2, 2, 4). Ou enfin : 2bc − 1 = 3(b − 1)(c − 1), soit :
bc − 3b − 3c + 4 = 0 donc (b − 3)(c − 3) = 5, ce qui donne une quatrième et
dernière solution : (a, b, c) = (2, 4, 8).

Exercice 6
Déterminer tous les couples (m,n) d’entiers tels que n3+1

mn−1
soit entier.

Solution de l’exercice 6
Encore un exercice d’Olympiade Internationale (1994/4). La première chose

à voir, c’est que n etm jouent des rôles symétriques, car simn−1 divise n3 +1, il
divise m3(n3 + 1), mais il divise également m3n3− 1, donc il divise la différence
m3 + 1. On pourra donc supposer que n ≤ m. La seconde idée importante, c’est
que n3 + 1 ≡ 1 (modulo n), mn− 1 ≡ −1 (modulo n), donc le quotient doit être
congru à−1 modulo n, c’est-à-dire de la forme kn−1. Or mn−1 ≥ n2−1. Donc
on doit avoir : (kn− 1)(n2− 1) ≤ n3 + 1, ce qui se factorise en : (k− 1)(n3−n) ≤
n2 + n, ou encore : (k − 1)(n − 1) ≤ 1. Dès lors, soit n = 1, soit k = 1, soit
n = k = 2.

n = 1 donne : (m− 1) divise 2, donc m = 2 ou m = 3.
k = 1 donne : (n − 1)(nm − 1) = n3 + 1 soit : (n − 1)m = n2 + 1, ou encore
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m = n + 1 + 2
n−1

ce qui est entier pour n = 2 et n = 3. On a dans les deux cas
m = 5.

n = k = 2 donne nm− 1 = n3+1
kn−1

= 3, d’où m = 2.
On a donc neuf solutions : (1, 2), (1, 3), (2, 1), (3, 1), (2, 5), (3, 5), (5, 2), (5, 3), (2, 2).

4 Groupe D : combinatoire

1 samedi 23 matin : Guillaume Conchon-Kerjan

Introduction

Nous proposons ici un certain nombre d’exercices (notamment de la géomé-
trie combinatoire, mais pas que) plutôt difficiles utilisant des outils relativement
élémentaires.

Exercices

Mise en bouche

Exercice 1
On considère n ≥ 3 points du plan, pas tous alignés. Chaque point porte un
nombre, de sorte que la somme sur chaque droite passant par au moins deux
points vaut 0. Montrer que tous les nombres valent 0.
(URSS 1977)

Exercice 2
Montrer que toute figure d’aire strictement inférieure à 1 du plan peut être
translatée de manière à ne pas contenir de point à coordonnées entières.
(Colorado 1988)

Exercice 3
On considère n points du plan en position générale (sans alignement), n ≥ 5.
Montrer qu’ils forment au moins

�
n−3

2

�
quadrilatères convexes.

(OIM 1969)

Exercice 4
On considère n droites dans le plan, coloriées en rouge ou en bleu, deux d’entre
elles jamais parallèles, de sorte que par tout point d’intersection de deux droites
de la même couleur passe une droite de l’autre couleur. Montrer que toutes les
droites sont concourantes.
(Russie 2003)
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Plat du jour

Exercice 5
On considère 9 points du plan sans alignement. Quel est la valeur minimale de
n telle que si l’on colorie n arêtes reliant deux des points en rouge ou en bleu,
on est sà»r d’avoir un triangle monochrome quel que soit le coloriage ?
(OIM 1992)

Exercice 6
Peut-on partager un triangle équilatéral en un nombre fini de triangles équila-
téraux inégaux deux à deux ?
(Mystère)

Exercice 7
Peut-on recouvrir le plan par des cercles de sorte que par tout point du plan
passent exactement 2014 cercles ?
(Tournoi des Villes 2014-26)

Sucreries

Entremets

Exercice 8
On considère des tas (non-vides) contenant au total n(n+1)/2 cailloux. A chaque
tour, on prend un caillou par tas et on forme un nouveau tas. Arrive-t-on sur une
configuration stable ? Si oui, laquelle ?
(Olympiades de Tanzanie -4000000)

Exercice 9
Dans la belle cité de Perpignan, un jardinier décore un parc circulaire sur le
bord duquel se trouvent 2n portes. Il veut tracer n allées reliant chacune des
deux portes, de sorte que chaque porte soit reliée à une autre et que deux allées
ne s’intersectent pas. De combien de manières peut-il procéder ?
(Languedoc-Roussillon 1872)

Solutions

Mise en bouche

Solution de l’exercice 1
Pour un point P , on note sP sa valeur. Pour une droite D, on note SD sa somme.
On note de plus S la somme de tous les points.
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Pour tout point A, on a :

0 =
X
A∈D

SD = S + (k − 1)sA. (VI.14)

On somme sur toutes les droites contenant ce point : cela fait intervenir les n−1

autres points une fois, et le point A k fois, où k est le nombre de droites passant
par A et un autre point.
On a k ≥ 2 car tous les points ne sont pas alignés. Si S 6= 0, on prend A tel que
sA × S > 0, (1) est alors impossible. Donc S = 0, et par suite, sA = 0 pour tout
point A (car k − 1 6= 0).

Solution de l’exercice 2
On note S la figure. On "ramène" S dans le carré [0, 1]2 du plan (repère ortho-
normé) : à tout point M(x, y) de S, on associe M ′(x − bxc, y − byc). On obtient
ainsi S ′, avec Aire(S ′) ≤ Aire(S) < 1 (plusieurs points de S peuvent être en-
voyés sur le même M ′).
Donc il existe P ∈ [0, 1]2\S ′. On translate S de

−→
PO où O est l’origine du repère,

et cette figure n’intersecte aucun point à coordonnée entière.

Solution de l’exercice 3
On montre ceci par récurrence sur n. Pour n = 5, il suffit d’avoir un quadrila-
tère convexe. On regarde l’enveloppe convexe des 5 points (le polygone convexe
ayant certains des 5 points comme sommets, et les autres à l’intérieur). Si c’est
un quadrilatère ou un pentagone, on a gagné. Sinon c’est un triangle ABC, les
points D,E étant à l’intérieur. On trace (DE), qui coupe deux des trois côtés du
triangle, disons [AB] et [AC]. Alors B,C,D,E forment un quadrilatère convexe.
Pour n ≥ 6, on a

�
n
5

�
façons de choisir 5 points, avec à chaque fois au moins un

quadrilatère convexe. Chaque quadrilatère est compté au plus n − 4 fois (les 4
sommets sont fixés, et le cinquième point considéré varie). Il suffit de montrer
que

�
n
5

�
≥ (n− 4)

�
n−3

2

�
. On développe les coefficients binomiaux, simplifie et on

se ramène à n(n− 1)(n− 2) ≥ 60(n− 4). On le vérifie à la main pour n = 6, 7, 8.
Pour n ≥ 9, n(n− 1) > 60 et n− 2 > n− 4 d’où le résultat.

Solution alternative (proposée Florent Noisette) :
Raisonnons par récurrence. L’initialisation est la précédente. Passons à l’héré-
dité. Si l’enveloppe convexe est un triangle ABC, on forme

�
n−3

2

�
quadrilatères

convexes différents de la même manière que pour n = 5 : pour tout couple D,E
de points dans le triangle, ses sommets sont D,E ∈ ABC et deux sommets de
ABC. Sinon, prenons An+1 sur l’enveloppe convexe, B sur l’enveloppe convexe
aussi. On prend Ag et Ad à gauche et à droite de [An+1B] de sorte qu’il n’y ait
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aucun sommet dans le quadrilatère An+1AgBAd, qui au fait est convexe. Pour
les n−3 points restants : si P est à gauche de An+1B, PBAdAn+1 est convexe, de
même si P est à droite. Cela donne au moins n − 2 quadrilatère convexes. Par
hypothèse de récurrence, on en avait au moins

�
n−3

2

�
. Au total on en a donc au

moins
�
n−2

2

�
+ 1, ce qui clôt la récurrence.

Solution alternative (proposée par Félix Breton) :
On prend trois points consécutifs sur l’enveloppe convexe. Les autres points
sont dans le "cône" de ces trois points. Il est assez facile de voir que deux quel-
conques des autres points donnent un quadrilatère convexe avec deux autres
sommets parmi les trois initialement choisis (de manière similaire à l’initialisa-
tion des démonstrations précédentes).
Solution alternative (proposée par Clément Lezane) :
On considère une droite avec deux points telle que tous les autres soient, met-
tons, au-dessus de celle-ci. On forme un triangle avec pour troisième sommet le
point le plus haut (considérant la droite comme horizontale). On raisonne avec
les

�
n−3

2

�
couples de points restants pour faire un quadrilatère convexe à chaque

fois, un peu comme dans la preuve précédente.

Solution de l’exercice 4
On voit aisément que si toutes les droites d’une même couleur sont concou-
rantes, alors toutes les droites sont concourantes. Supposons par l’absurde que
toutes les droites ne concourent pas.
On considère deux droites rouges, et une droite bleue qui passe par leur inter-
section A, située "entre" les deux droites rouges. Par ce qui précède, il existe une
autre droite bleue qui intersecte les trois droites précédentes en B,C,D, formant
ce que l’on appelle un "triangle spécial" (voir figure). EnC doit passer une droite
rouge, qui intersecte une des deux autres rouges, donnant un "triangle spécial"
inclus dans le précédent.

A

B C D

On peut ainsi générer un nombre infini de triangles spéciaux, inclus les uns
dans les autres. Or, il n’y en a qu’un nombre fini puisqu’on a un nombre fini
de droites, et que quatre droites données donnent au plus un triangle spécial.
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Contradiction.

Plat du jour

Solution de l’exercice 5
La réponse est 33. En effet, il y a

�
9
2

�
= 36 arêtes traçables. Si on en trace 33,

on sélectionne 3 points différents qui sont sommets de ces arêtes. Les 6 autres
forment donc un graphe complet (chacun relié à chacun). C’est un petit exercice
classique que de montrer l’existence d’un triangle monochrome.
Maintenant, trouvons une configuration à 32 arêtes sans triangle monochrome.
Il est facile de tracer un graphe complet de 5 sommets sans triangle mono-
chrome. On peut imaginer par exemple un pentagone régulier dont les côtés
sont bleus et les diagonales sont rouges. Maintenant, on sélectionne un sommet
S du graphe. On ajoute un sommet S ′. On relie S ′ à tous les autres sommets A
de sorte que SA et S ′A soient de la même couleur. Ainsi, S ′AB n’est pas mono-
chrome puisque SAB ne l’est pas.
On commence donc avec 10 arêtes, puis on en rajoute 4 + 5 + 6 + 7, ce qui donne
bien 32 arêtes sans triangle monochrome.

Solution de l’exercice 6
Il s’agit de prouver

Solution de l’exercice 7
Prendre tous les cercles de rayon 1007 et dont le centre à une ordonnée entière
dans un repère orthonormé.

Entremets

Solution de l’exercice 8
On se place dans un pavage orthonormé du plan. On range les tas de gauche
à droite à partir de zéro par taille décroissante : la plus grosse pile somme des
coord x+y quand on range les colonnes par ordre décroissant.

Solution de l’exercice 9
On note cn le nombre de possibilités. On prend une porte au hasard, on la relie
à une autre. Les portes à gauche de l’allée doivent être reliées entre elles (on ne
peut traverser pour aller à droite), donc il faut qu’il en reste un nombre pair.
Ainsi, il reste 2k portes à gauche de l’allée, 2(n − 1 − k) à droite. Cela donne
donc ckcn−1−k possibilités. On obtient la formule de récurrence suivante :

cn = c0cn−1 + c1cn−2 + · · ·+ cn−1c0.
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Pour trouver une formule close pour cn, on peut introduire la série formelle :

F (x) :=
∞X
n=1

cnX
n.

Gràce à la formule de récurrence, on peut trouver F (x) = 1 + xP (x)2. Ce qui
donne

F (x) =
1

2x
(1−

√
1− 4x).

Avec un développement pour calculer le n-ème terme (on rappelle que (1+x)a =

1 + ax+ a(a− 1)/2x2 + · · ·+ a(a− 1) · · · (a− k + 1)/k! + · · · ). Cela donne :

cn =
1

n+ 1

 
2n

n

!
.

2 samedi 23 après-midi : Margaret Bilu

Théorie extrémale des graphes

Rappels sur les graphes

Un graphe est donné par un ensemble V (de l’anglais « vertex ») de sommets,
ainsi qu’un ensembleE (de l’anglais « edge ») d’arêtes, chaque arête reliant deux
sommets entre eux. Dans ce cours, nous allons supposer les graphes finis, c’est-
Ã -dire que V et E sont des ensembles finis. Nous allons de plus supposer qu’il
y a au plus une arête entre deux sommets, et qu’il n’y a pas de boucles, c’est-
Ã -dire d’arêtes reliant un sommet Ã lui-même. Le degré d’un sommet est le
nombre d’arêtes qui en partent, c’est-Ã -dire le nombre de sommets qui sont
reliés Ã lui. Le degré d’un sommet v sera noté d(v), et l’ensemble des sommets
reliés (on dira aussi adjacents) Ã v sera notéD(v). Un ensemble de sommets sans
aucune arête est appelé ensemble de sommets indépendants.

Nous noterons, pour tout n ≥ 1, Kn le graphe complet Ã n sommets, c’est-Ã
-dire le graphe Ã n sommets dont tout couple de sommets est relié par une arête.
Plus généralement, le graphe Ã n sommets obtenu en partitionnant l’ensemble
des sommets en r sous-ensembles disjoints V1, . . . , Vr de cardinaux respectifs
n1, . . . , nr (de sorte que V = V1 ∪ . . . ∪ Vr et n = n1 + . . . + nr) et en reliant
entre eux tous les couples de sommets n’appartenant pas Ã un même Vi est
appelé graphe multipartite complet correspondant Ã la partition n1, . . . , nr et
noté Kn1,...,nr .

On rappelle le lemme des poignées de mains :
P
v∈V d(v) = 2|E|.
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Pour d’autres rappels et précisions sur la notion de graphe, nous vous in-
vitons Ã consulter l’excellent polycopié de P. Bornsztein, disponible sur le site
d’Animath.

Introduction au problème

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser Ã la présence ou non de sous-
graphes complets dans un graphe. Si un graphe G a 4 sommets, et qu’il ne
contient aucun K3 (on dit qu’il est « sans triangle », alors on peut facilement
se convaincre qu’il a au plus 4 arêtes (parmi les 6 arêtes possibles).

FIGURE 20 – Graphes Ã 4 sommets sans et avec triangle

Regardons maintenant parmi les graphes Ã 5 sommets, notés A,B,C,D,E.
Un tel graphe a au plus

�
5
2

�
= 10 arêtes. S’il est sans triangle, il a au moins un

sommet de degré inférieur ou égal Ã 2. En effet, sinon, quitte Ã renommer les
sommets, nous pouvons supposer que A est relié Ã B,C,D. B étant également
de degré au moins 3, il est relié Ã C ou Ã D, ce qui nous fait un triangle.

Nous pouvons donc supposer que le sommet A par exemple est de degré au
plus 2. D’autre part, d’après notre étude des graphes Ã 4 sommets, pour que
notre graphe soit sans triangle, il faut que le nombre d’arêtes reliant deux som-
mets parmi B,C,D,E soit au plus 4. Un graphe Ã 5 sommets sans triangle a
donc au plus 6 arêtes. De plus, notre raisonnement nous donne automatique-
ment un exemple d’un tel graphe sans triangle, qui n’est autre que le graphe
bipartite complet K2,3 :

A

C’est ce genre d’idées que nous allons généraliser dans ce cours, afin de pré-
ciser le fait intuitif selon lequel un graphe ayant suffisamment d’arêtes contien-
dra des triangles, et même des graphes complets plus gros. Nous allons donc
nous intéresser Ã la notion suivante :
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Définition . Soit m ≥ 3 un entier. On dit qu’un graphe G est m-libre s’il ne
contient pasKm comme sous-graphe. Un graphe 3-libre sera aussi appelé graphe
sans triangle.

Remarquons que la notion de graphe multipartite (avec r ensembles de som-
mets indépendants) ci-dessus nous donne un exemple de graphe (r + 1)-libre,
vu que parmi r + 1 sommets, nous en aurons toujours deux dans le même en-
semble de sommets indépendants, donc non reliés par une arête. En particulier,
les graphes bipartites donnent des exemples de graphes sans triangle.

Graphes sans triangle : théorème de Mantel

Théoréme . (Mantel) Si G est un graphe Ã n sommets sans triangle, alors il a
au plus bn2

4
c arêtes. De plus, le seul graphe Ã n sommets sans triangle ayant

exactement bn2

4
c arêtes est le graphe bipartite Kbn

2
c,dn

2
e.

Preuve. Nous allons présenter plusieurs preuves de ce théorème pour illustrer
les différentes méthodes que l’on peut employer dans ce cadre. L’initialisation
des récurrences a été faite dans le paragraphe d’introduction, et on suppose
donc dans les preuves que n > 4. Le cas d’égalité ne sera traité que dans la
première preuve, l’approche étant similaire pour les autres.

1. Récurrence en supprimant une arête. Soit uv une arête dans le graphe G.
Puisque u et v n’ont pas de voisin commun, nous avons d(u) + d(v) ≤ n.
Si on supprime les sommets u et v, nous obtenons un graphe sans tri-
angle Ã n−2 sommets, qui par hypothèse de récurrence a au plus b (n−2)2

4
c

arêtes. Ainsi, le nombre d’arêtes du graphe de départ est inférieur ou égal
Ã b (n−2)2

4
c+ n− 1 = bn2−4n+4

4
c+ n− 1 = bn2

4
c.

Pour le cas d’égalité, il faut que toutes les inégalités ci-dessus soient des
égalités. Ainsi, d(u)+d(v) = n, c’est-Ã -dire que D(u)∪D(v) = V . Puisque
G est sans triangle, D(u) et D(v) sont des ensembles de sommets indépen-
dants, doncG est bipartite. Le graphe bipartite completKm,n−m am(n−m)

arêtes, grandeur qui est maximale en m = bn
2
c. On vérifie que bn

2
cdn

2
e =

bn2

4
c séparément pour n pair et n impair.

2. Récurrence en supprimant un sommet. On suppose que c’est vrai pour
tous les graphes Ã n − 1 sommets. Soit un graphe Ã n sommets. Alors
il a nécessairement un sommet de degré inférieur ou égal Ã bn

2
c : sinon,

choisissons un sommet v1. Parmi les sommets adjacents Ã v1, choisissons
un sommet v2. Nous avons |D(v1)| ≥ 1 + bn

2
c et |D(v2)| ≥ 1 + bn

2
c, d’où

|D(v1)∩D(v2)| = |D(v1)|+|D(v2)|−|D(v1)∪D(v2)| ≥ 2+2
�n

2

�
−n > 2

�n
2

�
−n ≥ 0.
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Donc il existe un sommet v3 ∈ D(v1) ∩D(v2), ce qui nous fait un triangle.

Soit donc un sommet vn de degré inférieur ou égal Ã bn
2
c. Par hypothèse de

récurrence, le graphe Ã n−1 sommets sans triangle obtenu en supprimant
vn et toutes les arêtes qui en partent a au plus b (n−1)2

4
c arêtes. Donc notre

graphe Ã n sommets a au plus b (n−1)2

4
c+bn

2
c arêtes. Cette dernière quantité

est inférieure Ã b (n−1)2

4
+ n

2
c = bn2+1

4
c. Puisqu’un carré est toujours congru

Ã 0 ou Ã 1 modulo 4, nous avons bn2+1
4
c = bn2

4
c, ce qui conclut.

3. Inégalités Pour toute arête uv, nous avons d(u) + d(v) ≤ n comme ci-
dessus. En sommant cela sur toutes les arêtes uv, on obtientX

uv∈E
(d(u) + d(v)) ≤ |E|n.

Dans le cÃ´té gauche, chaque terme d(u) apparaÃ R©t autant de fois qu’il
y a d’arêtes partant de u, donc d(u) fois. Ainsi, on aX

uv∈E
(d(u) + d(v)) =

X
u∈V

d(u)2.

Nous savons que
P
u∈V d(u) = 2|E| (lemme des poignées de mains). Par

Cauchy-Schwarz, on a

|E|n ≥
X
u∈V

d(u)2 ≥ 1

n

 X
u∈V

d(u)

!2

= 2
|E|2

n
,

d’où |E| ≤ n2

4
.

Estimation du nombre de triangles

Soit G un graphe, et soient

T0 = {ensembles de trois sommets de G deux-Ã -deux non reliés}
T1 = {ensembles de trois sommets de G tels qu’exactement deux d’entre eux soient reliés.}
T2 = {ensembles de trois sommets de G tels qu’exactement deux d’entre eux soient non reliés.}

ainsi que T3 l’ensemble des triangles.

Ce premier lemme précise la technique utilisée dans la troisième preuve du
théorème de Mantel :

Lemme . On a |T3| ≥ 1
3

P
uv∈E(d(u) + d(v)− n)

311



VI. TROISIÈME PÉRIODE 4. GROUPE D : COMBINATOIRE

Preuve. Le nombre de triangles ayant pour cÃ´té uv est

|D(u) ∩D(v)| = |D(u)|+ |D(v)| − |D(u) ∪D(v)| ≥ d(u) + d(v)− n.

Puisque chaque triangle a trois cÃ´tés, chaque triangle est compté trois fois dans
la somme

P
uv∈E(d(u) + d(v)− n), d’où le résultat.

Lemme . On a
|T1|+ |T2| =

1

2

X
u∈V

(d(u)(n− 1− d(u))).

Preuve. La somme
P
u∈V (d(u)(n−1−d(u))) compte le nombre de triplets (x, y, z)

avec x, y reliés par une arête et z non relié Ã x. Les éléments de T1 sont en
correspondance exacte avec les paires de triplets de la forme {(x, y, z), (y, x, z)}
avec x et y reliés, x et z non reliés et y et z non reliés. Les paires de T2 sont
quant Ã elles en correspondance exacte avec les paires de triplets de la forme
{(x, y, z), (z, y, x)} avec x et y reliés, x et z non reliés et y et z reliés. Chaque
élément de T1 ∪ T2 est donc compté exactement deux fois dans la somme consi-
dérée, d’où le résultat.

Lemme . On a

|T2|+ 3|T3| =
X
u∈V

 
d(u)

2

!
.

Preuve. Pour chaque sommet u, le terme
�
d(u)

2

�
compte le nombre de couples de

sommets parmi les voisins de u. Chaque élément de T2 est donc compté exac-
tement une fois, et chaque triangle est compté trois fois, une fois pour chaque
sommet, d’où le résultat.

Sommets de petit degré

Dans la deuxième preuve du théorème de Mantel, nous avons montré que
l’absence de triangles force l’existence d’un sommet de « petit » degré. Le résul-
tat suivant donne une borne explicite sur le degré d’un tel sommet, dans le cas
des triangles mais aussi dans le cas de graphes complets plus gros.

Lemme . (Zarankiewicz) Soit k ≥ 3 un entier. Si G est un graphe k-libre Ã n

sommets, alors il existe un sommet de degré inférieur ou égal Ã bk−2
k−1

nc.

Preuve. Dans cette preuve nous utilisons Ã répétition le fait que pour deux sous-
ensembles de sommets A et B de G,

|A ∩B| = |A|+ |B| − |A ∪B| ≥ |A|+ |B| − n. (VI.15)

312



VI. TROISIÈME PÉRIODE 4. GROUPE D : COMBINATOIRE

Supposons que la conclusion du lemme soit fausse, en prenons un sommet
v1. On peut choisir v2 ∈ D(v1), et de plus d’après (VI.15),

|D(v1) ∩D(v2)| ≥ d(v1) + d(v2)− n > 2

�
k − 2

k − 1
n

�
− n > 0,

donc il existe v3 ∈ D(v1) ∩ D(v2). Soit j ≤ k − 1, et supposons construits des
sommets v1, . . . , vj tels que pour tout ` ∈ {2, . . . , `− 1}, v` ∈ ∩`−1

i=1V (vi) et���∩ji=1D(vi)
��� ≥ j

�
1 +

�
k − 2

k − 1
n

��
− (j − 1)n.

Puisque j ≤ k − 1, on a���∩ji=1D(vi)
��� > j

k − 2

k − 1
n− (j − 1)n ≥ (k − 2)n− (j − 1)n ≥ 0,

donc il existe vj+1 ∈ ∩ji=1D(vi), et de plus���∩j+1
i=1D(vi)

��� ≥ ���∩ji=1D(vi)
���+ |D(vj+1)| − n ≥ (j + 1)

�
1 +

�
k − 1

k − 2
n

��
− jn.

On construit ainsi par récurrence des sommets v1, . . . , vk formant un graphe
complet Ã k sommets, contradiction.

Exercice 1 Soit un ensemble de 2013 points tel que parmi trois quelconques de
ces points, il y en ait toujours deux Ã distance inférieure ou égale Ã 1. Montrer
qu’alors il en existe 1007 que l’on peut recouvrir avec un disque de rayon 1.

Solution de l’exercice 1 On considère le graphe dont les sommets sont les points,
et une arête relie deux points si la distance entre ceux-ci est strictement supé-
rieure Ã 1. Il existe un sommet v de degré inférieur ou égal Ã b2013

2
c = 1006.

Cela veut dire qu’il existe 2012 − 1006 = 1006 points qui ne sont pas reliés Ã v,
et qui sont donc Ã distance inférieure ou égale Ã 1 de lui. Le disque de centre v
et de rayon 1 répond Ã la question.

Le théorème de Turán

Dans ce qui précède, nous avons vu que pour obtenir un graphe sans tri-
angle, il suffit de prendre un graphe bipartite, c’est-Ã -dire un graphe constitué
de deux ensembles de sommets indépendants, car alors tout ensemble de trois
sommets a au moins deux sommets dans l’un de ces deux ensembles de som-
mets indépendants. De plus, le théorème de Mantel dit que si Ã nombre de
sommets n fixé on veut maximiser le nombre d’arêtes, il faut que le graphe bi-
partite soit complet et que les sommets soient équirepartis autant que possible
entre les deux ensembles de sommets indépendants.
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En s’inspirant de cela, on trouve facilement un moyen de construire Ã coup
sÃ»r un graphe s + 1-libre pour tout s ≥ 2 : il suffit de prendre un graphe
multipartite avec s ensembles de sommets indépendants. Fixons maintenant le
nombre n de sommets. Si on veut maximiser le nombre d’arêtes, cela paraÃ R©t
judicieux de repartir les sommets aussi équitablement que possible entre les
ensembles de sommets indépendants. On pose donc la division euclidienne n =

as + b de n par s, et on considère le graphe s-partite complet Ka+1,...,a+1,a...,a où
a + 1 apparaÃ R©t b fois et a apparaÃ R©t s − b fois. Autrement dit, on met a + 1

sommets dans b ensembles de sommets indépendants, et a sommets dans les
autres, et on relie tous les sommets appartenant Ã des ensembles de sommets
indépendants distincts. On notera se graphe T (n, s) et on l’appellera graphe de
Turán. On note t(n, s) son nombre d’arêtes.

FIGURE 21 – Le graphe T (8, 3)

Remarque . L’entier a ci-dessus n’est autre que bn
r
c, et T (n, r) = Kdn

r
e,...,dn

r
e,bn

r
c,...,bn

r
c,

où dn
r
e intervient b fois.

Exercice 2 Montrer que t(n − s, s) + (n − s)(s − 1) +
�
s
2

�
= t(n, s). En déduire

que t(n, s) ≤ b s−1
2s
n2c.

Solution de l’exercice 2 Si n = as + b est la division euclidienne de n par s, celle
de n− s par s s’obtient simplement en remplaçant a par a− 1. Ainsi, T (n− s, s)
s’obtient Ã partir de T (n, s) en enlevant un sommet dans chaque ensemble de
sommets indépendants. Cela enlève d’une part les arêtes entre deux sommets
supprimés, qui sont au nombre de

�
s
2

�
, et d’autre part les arêtes ayant exacte-

ment une extrémité parmi les sommets supprimés : il y en a (n − s)(s − 1),
car choisir une telle arête revient Ã choisir l’un des n − s sommets non suppri-
més, ainsi que l’un des s− 1 sommets supprimés qui ne sont pas dans le même
ensemble de sommets indépendants. Une récurrence sur a permet ensuite de
prouver la borne demandée.

Remarque . On peut montrer plus précisément que

t(n, s) ≤ s− 1

s

n2 − b2

2
+

 
b

2

!
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arêtes, où b est le reste de la division euclidienne de n par s.

Théoréme . (Turán) Si un grapheGÃ n sommets est s+1-libre alors son nombre
d’arêtes est inférieur ou égal Ã t(n, s). De plus, il y a égalité si et seulement si
G = T (n, s).

Autrement dit, de même que dans le cas des graphes sans triangles, le graphe
de Turán maximise le nombre d’arêtes que peut avoir un graphe r-libre.

Preuve. On fait une récurrence sur a = bn
s
c. Si a = 0, le graphe a strictement

moins de s sommets donc est nécessairement s+1-libre, et moins de
�
n
2

�
=
�
b
2

�
=

t(n, s) arêtes.
Supposons que la conclusion est vraie pour a− 1, et considérons un graphe

GÃ n sommets, s+1 libre, ayant un nombre maximal d’arêtes, c’est-Ã -dire que
l’ajout de n’importe quelle arête ferait apparaÃ R©tre un Ks+1. Cette dernière
supposition implique queG contient une copieH deKs. Par s+1-liberté, chaque
sommet n’appartenant pas Ã H est relié Ã au plus s−1 sommets de H . De plus,
le graphe G\H est Ks+1 libre et possède n− s = (a− 1)s+ b sommets, donc par
hypothèse de récurrence il a au plus t(n− s, s) arêtes. Le nombre d’arêtes de G
est donc au plus

t(n− s, s)| {z }
arêtes de G\H

+ (n− s)(s− 1)| {z }
arêtes entre H et G\H

+

 
s

2

!
| {z }

arêtes de H

.

D’après l’exercice ci-dessus, cette expression vaut exactement t(n, s).

Exercices

Exercice 3 Soit G un graphe tel que la moyenne des degrés de ses sommets soit
supérieure ou égale Ã (1/2 + c)n, avec c > 0. Montrer que G contient au moins
c
�
n
3

�
triangles.

Exercice 4 Soit G un graphe de degré moyen d. Montrer que G contient un
sous-graphe H dont tous les sommets sont de degré supérieur ou égal Ã d

2

Exercice 5 Il y a n participants Ã un colloque, chacun connaissant au plus k
langues. Pour chaque groupe de trois participants, il y en a au moins deux qui
parlent une même langue. Trouver la plus petite valeur de n telle que pour toute
distribution de langues satisfaisant ces propriétés, on puisse trouver une langue
parlée par au moins trois délégués.

Exercice 6 On considère 21 points sur un cercle. Montrer qu’au moins 100 paires
de ces points définissent un angle au centre inférieur ou égal Ã 120◦.
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Exercice 7 Soit n ≥ 2 un entier. On appelle intervalle un sous-ensemble A ⊆
{1, . . . , n} tel qu’il existe 1 ≤ a < b ≤ n tels que A = {a, a+1, . . . , b−1, b}. Soient
A1, . . . , AN des sous-ensembles de {1, . . . , n} tels que si 1 ≤ i < j ≤ n alors
Ai ∩Aj est un intervalle. Montrer que N ≤ bn2

4
c et que cette borne est optimale.

Exercice 8 Montrer qu’un graphe Ã n sommets et m arêtes a au moins m
3n

(4m−
n2) triangles.

Exercice 9 Soit G un graphe de n sommets ayant au moins 1
2
n
√
n− 1 arêtes.

Montrer qu’il contient un triangle ou un 4-cycle.

Exercice 10 Il y a 1991 participants Ã un événement sportif. Chacun d’eux
connait au moins n autres participants (le fait de se connaÃ R©tre est réciproque).
Quelle est la valeur minimale de n pour laquelle il existe nécessairement un
groupe de 6 participants se connaissant deux Ã deux ?

Exercice 11 (IMO 2003) Soit A un sous-ensemble de S = {1, 2, . . . , 1000000}
ayant exactement 101 éléments. Montrer qu’il existe t1, . . . , t100 ∈ S tels que les
ensembles Aj = {x+ tj|x ∈ A} soient disjoints.

Exercice 12 Soit G un graphe. Montrer qu’il contient un ensemble de sommets
indépendants de cardinal supérieur ou égal ÃX

v∈V

1

1 + d(v)
.

Exercice 13 Soit n ≥ 2, et soit G un graphe avec 2n sommets et n2 + 1 arêtes.
Montrer que G contient K4 privé d’une arête (ou, autrement dit, deux triangles
avec un cÃ´té en commun).

Exercice 14 Soit G un graphe 4-libre, et tel que son nombre de sommets soit un
multiple de trois. Quel est le nombre maximal de triangles de G ?

Exercice 15

1. (Théorème de Dirac) Soit un graphe G Ã n ≥ 3 sommets tel que les de-
grés de tous ses sommets soient supérieurs ou égaux Ã n

2
. Montrer que G

admet un cycle hamiltonien, c’est-Ã -dire qu’il est possible de parcourir
tous les sommets du graphe une et une seule fois et de revenir au point de
départ.

2. Soit un graphe G Ã n ≥ 3 sommets tel que les degrés de tous ses sommets
soient supérieurs ou égaux Ã n+1

2
. Montrer qu’alors pour toute arête e, G

admet un cycle hamiltonien passant par e.
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Exercice 16 Dans un pays, il y a n ≥ 5 villes, desservies par deux compagnies
aériennes. Tout couple de villes est relié par au plus une des deux compagnies
aériennes (une liaison est toujours dans les deux sens). Une restriction gouver-
nementale impose que, si on enchaÃ R©ne strictement moins de 6 vols avec une
même compagnie, on ne puisse pas se retrouver dans la ville d’où on est parti.
Montrer que ces deux compagnies offrent Ã elles deux moins de bn2

3
c.

Exercice 17 (Shortlist 2001) Soit G un graphe fini 5-libre, et tel que deux tri-
angles ont toujours au moins un sommet en commun. Montrer qu’il suffit d’en-
lever au plus deux sommets pour que le graphe ne contienne plus de triangles.

Exercice 18 (Shortlist 2012) On se donne 2500 points sur un cercle, numérotés
1, . . . , 2500 dans un certain ordre. Montrer que l’on peut choisir 100 cordes reliant
certains de ces points, disjointes deux Ã deux, et telles que, si pour chaque corde
on calcule la somme des deux nombres situés Ã ses extrémités, on obtienne 100
sommes distinctes.

Solutions

Solution de l’exercice 3 Notons d la moyenne des degrés des sommets. Soit uv ∈
E une arête. Le nombre de triangles contenant E est égal Ã

|D(u) ∩D(v)| ≥ d(u) + d(v)− n.

En sommant sur toutes les arêtes, vu que chaque triangle correspond Ã trois
arêtes, le nombre de triangles est au moins égal Ã

1

3

X
uv∈E

(d(u) + d(v)− n).

Chaque terme d(u) dans cette somme est compté autant de fois qu’il y a d’arêtes
uv, donc d(u) fois. Ainsi, le nombre de triangles est supérieur ou égal Ã

1

3

 X
v∈V

d(v)2 − n|E|
!
≥ 1

3
(nd2 − n|E|)

=
1

3
nd(d− n

2
).

Si d = cn + n
2
, alors on obtient que le nombre de triangles est supérieur ou égal

Ã 1
3
cdn. En utilisant que d ≥ n

2
, on obtient le résultat.

Solution de l’exercice 4 Nous allons enlever les sommets de G un Ã un jusqu’Ã
arriver un tel sous-graphe. Le nombre total d’arêtes est nd

2
. S’il existe un som-

met de degré inférieur strictement Ã d
2
, on l’enlève. Cela enlève < d

2
arêtes. Ce
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processus doit nécessairement se terminer, vu que sinon le nombre d’arêtes sera
toujours strictement positif quand on aura enlevé tous les sommets.

Solution de l’exercice 5 Remarquons d’abord que n ≥ 2k+3. En effet, si n = 2k+2,
répartissons les participants en deux groupes de k + 1 personnes. On prend
2
�
k+1

2

�
langues différentes, que l’on distribue parmi les couples de personnes

d’un même groupe, de sorte que deux personnes n’appartenant pas au même
groupe ne puissent pas communiquer. Dès qu’on prend trois personnes, il y en
a deux qui appartiennent au même groupe, et ont donc une langue en commun.

Montrons maintenant que n = 2k + 3 convient. Considérons le graphe Ã
2k+ 3 sommets dont les sommets sont les participants du colloque, et les arêtes
relient deux participants n’ayant pas de langue en commun. D’après l’énoncé,
ce graphe est sans triangle. Pour faire apparaÃ R©tre trois personnes parlant la
même langue, il faut faire apparaÃ R©tre « beaucoup »de personnes parlant la
même langue qu’un certain individu A, car alors deux d’entre elles auront une
langue en commun parce que le nombre de langues parlées par A est limité. Il
faut donc faire apparaÃ R©tre un sommet de petit degré dans ce graphe. Or nous
savons qu’il existe un sommet A de degré b2k+3

2
c ≥ k + 1. Il existe donc k + 1

participants A1, . . . , Ak+1 pouvant communiquer avec A. Or A ne parle qu’au
plus k langues, donc il existe deux participants Ai et Aj parlant la même langue
parmi ces k langues. A,Ai, Aj ont donc une langue en commun.

Remarque . La disposition pour n = 2k + 2 est exactement le graphe de Turán
T (2k + 2, 2).

Solution de l’exercice 6 Trouvons le bon graphe sans triangle : on relie deux points
si l’angle au centre qu’ils définissent est strictement supérieur Ã 120◦. Trois tels
points ne sont alors jamais reliés deux Ã deux, donc le graphe est sans triangle.
Le nombre d’arêtes est alors inférieur ou égal Ã 212/4, donc Ã 110. Dans le
graphe complémentaire il y a donc

�
21
2

�
− 110 = 100 arêtes, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 7 La borne Ã montrer suggère de ramener le problème Ã la
construction d’un graphe sans triangle Ã n sommets et N arêtes. On construit
un graphe G dont les sommets sont les entiers 1, . . . , n, et où deux entiers a
et b sont reliés par une arête s’il existe i ∈ {1, . . . , N} tel que a = minAi et
b = maxAi. Si Ai et Aj vérifient {minAi,maxAi} = {minAj,maxAj}, alors,
puisque Ai ∩ Aj est un intervalle, Ai = Aj . Le nombre d’arêtes du graphe est
donc exactement N . De plus, ce graphe est sans triangle : en effet, soient trois
entiers a < b < c reliés deux Ã deux, et i, j ∈ {1, . . . , N} tels que Ai et Aj corres-
pondent respectivement aux arêtes ab et bc. Alors Ai ∩ Aj ⊂ {b}, impossible car
un intervalle a au moins deux éléments (cela prouve plus généralement qu’un
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entier n’est relié qu’Ã des entiers soit tous plus grands, soit tous plus petits que
lui, c’est-Ã -dire qu’il ne peut pas être maximum et minimum en même temps).

D’après le théorème de Mantel, nous avons donc la borne cherchée. De plus,
elle est atteinte quand G est le graphe bipartite complet Kbn

2
c,dn

2
e, les deux en-

sembles de sommets indépendants correspondant respectivement Ã {1, . . . , bn
2
c}

et Ã {bn
2
c+ 1, . . . , n}.

Solution de l’exercice 8 Le nombre de triangles est supérieur ou égal Ã

1

3

X
uv∈E

(d(u)+d(v)−n) ≥ 1

3

 X
u∈V

d(u)2 − nm
!
≥ 1

3

�
4m2

n
− nm

�
=
m

3n

�
4m− n2

�
.

Solution de l’exercice 9 Supposons le contraire, et soit un sommet x de degré d(x) =

d. Montrons d’abord X
y adjacent Ã x

deg(y) ≤ n− 1

Deux voisins de x quelconques ne sont pas reliés car notre graphe n’a pas de
triangle. Donc un sommet compté dans la somme du cÃ´té gauche est néces-
sairement soit x (qui est compté d fois, une fois pour chaque y adjacent Ã x),
soit l’un des n − d − 1 sommets autres que x ou ses voisins. Si un tel sommet
est compté deux fois, c’est qu’il est relié Ã deux voisins de x, or cela n’est pas
possible car cela créerait un 4-cycle. Ainsi, la somme considérée est inférieure
ou égale Ã 1× d+ (n− d− 1)× 1 = n− 1.

Or

n(n− 1) ≥
X
x∈V

X
y adjacent Ã x

deg(y) =
X
y∈V

deg(y)2 ≥ 1

n
(deg(y))2 =

1

n
(2|E|)2,

d’où le résultat.

Solution de l’exercice 10 On construit un graphe dont les sommets sont les parti-
cipants, reliés par une arête lorsqu’ils se connaissent. Alors tout sommet est de
degré au moins n, et on cherche la valeur minimale de n pour laquelle ce graphe
contient nécessairement K6. D’après le lemme de Zarankiewicz, un graphe 6-
libre Ã 1991 sommets contient au moins un sommet de degré inférieur ou égal
Ã b4×1991

5
c = 1592. Le borne n ≥ 1593 est donc suffisante. D’autre part, elle est

optimale si on considère le graphe de Turán 6-libre T (1991, 5). Ce graphe est
le graphe complet 5-partite avec 399 arêtes dans une des parties et 398 dans
les autres. Le degré minimal d’un sommet de se graphe est par conséquent
1991− 399 = 1592.

Solution de l’exercice 11 L’énoncé nous invite Ã considérer le graphe dont les
sommets sont les éléments de S et tel que deux sommets a et b sont reliés si
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les ensembles {x+a|x ∈ A} et {x+b|x ∈ A} sont disjoints. On veut montrer que
ce graphe n’est pas 100-libre. Pour utiliser le théorème de Turán, on va chercher
Ã minorer le nombre d’arêtes du graphe. Deux éléments distincts a et b de S
sont reliés si et seulement si pour tous x, y ∈ A, on a x − y 6= a − b. Comme
l’ensemble A a 101 éléments, cela fait au plus 101 × 100 différences possibles.
Ainsi, pour un élément a de S fixé, il y a au plus 101×100 sommets non reliés Ã
a dans G, c’est-Ã -dire que le degré de tout sommet de G est supérieur ou égal
Ã 106 − 10100− 1. G a donc au moins

1

2

X
a∈V

d(v) ≥ 106(106 − 10100− 1)

2

arêtes. Il reste Ã vérifier que cette dernière valeur est supérieure Ã 98
2×99

(106)2,
c’est Ã dire que 99(106 − 10101) > 98× 106 , donc 106 ≥ 99× 10101 = 999999, ce
qui est vrai.

Solution de l’exercice 12 Notons f(G) =
P
v∈G

1
1+d(v)

. On raisonne par récurrence
sur le nombre n de sommets de G. Quand n = 1, c’est clair. Supposons que c’est
vrai pour tous les graphes Ã n−1 sommets, et considéronsGÃ n sommets. Soit
v0 un sommet de degré minimal d dans G, et v1, . . . , vd ses voisins. On considère
le graphe G′ obtenu Ã partir de G en supprimant les sommets v0, . . . , vd. Si G′

est vide, alors d = n − 1 et par minimalité de d, G est le graphe complet Ã n

sommets et f(G) = n× 1
n

= 1, donc la conclusion est clairement vraie.
Supposons maintenant que G′ est non vide. Alors par hypothèse de récur-

rence, G′ contient un ensemble I ′ de sommets indépendants de cardinal supé-
rieur ou égal Ã f(G′), et I := I ′∪{v0} est un ensemble de sommets indépendants
dans G.

Si on note d′(v) le degré d’un sommet v de G′, nous avons clairement d′(v) ≤
d(v). De plus, pour tout i, d(vi) ≥ d = d(v0) Nous avons donc

f(G′) =
X
v∈G′

1

1 + d′(v)
= f(G)−

dX
i=0

1

1 + d(vi)
≥ f(G)− 1 + d

1 + d
= f(G)− 1,

d’où
|I| ≥ |I ′|+ 1 ≥ f(G′) + 1 ≥ f(G),

ce qui conclut.

Solution de l’exercice 13 On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 2, c’est clair.
Supposons que c’est vrai pour n, et considérons un graphe G avec 2(n + 1) =

2n + 2 sommets et (n + 1)2 + 1 = n2 + 2n + 2 arêtes. D’après le théorème de
Mantel, il contient un triangle formé de trois sommets u, v, w. Parmi les sommets
du triangle, il y en a deux, disons u et v, dont les degrés ont la même parité.
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Considérons le sous-graphe de G obtenu en supprimant u et v ainsi que les
arêtes qui en partent. Si le sous-graphe en question a au moins n2 +1 arêtes, on a
fini par hypothèse de récurrence. Sinon, cela veut dire qu’au moins 2n+2 arêtes
de G ont au moins une extrémité appartenant Ã l’ensemble {u, v}. Puisque u et
v sont reliés par une arête, le nombre de telles arêtes est également donné par
la quantité d(u) + d(v)− 1, qui est impaire car d(u) et d(v) sont de même parité.
Ainsi,

d(u) + d(v)− 1 ≥ 2n+ 2.

Le nombre d’arêtes partant de u ou de v et différentes de uv, uw, vw est donc
supérieur ou égal Ã 2n. Puisqu’il n’y a que 2n− 1 sommets différents de u, v, w,
par le principe des tiroirs il y en a au moins relié relié aussi bien Ã u qu’Ã v, ce
qui conclut.

Solution de l’exercice 14 Pour toute arête e, on note d(e) le nombre de triangles
ayant l’arête e pour cÃ´té, autrement dit, le nombre de sommets reliés aux deux
extrémités de e. Nous allons adopter la méthode de comptage de triangles ci-
dessus en utilisant cette notion de degré d’une arête Ã la place du degré d’un
sommet.

Soit 3k le nombre de sommets de G. Nous allons commencer par montrer
que si e, f, g sont trois arêtes formant un triangle,

d(e) + d(f) + d(g) ≤ 3k.

En effet, dans le cas contraire, par le principe des tiroirs il existe nécessairement
un sommet du graphe, différent des extrémités de e, f, g, qui est compté deux
fois dans le cÃ´té gauche, donc qui est sommet de deux triangles ayant deux de
ces arêtes pour cÃ´té. Or cela impliquerait l’existence d’un K4, contradiction.

En notant t le nombre de triangles et en sommant l’inégalité ci-dessus sur
tous les triangles, on obtientX

triangles

(d(e) + d(f) + d(g)) ≤ 3kt.

Dans la somme du cÃ´té gauche, chaque d(e) est compté autant de fois qu’il y a
de triangles contenant e, donc d(e) fois. Ainsi, le cÃ´té gauche vaut

P
arêtes d(e)2.

On applique ensuite l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir :

3kt ≥
X

arêtes
d(e)2 ≥ (

P
arêtes d(e))2

m

où l’on notem le nombre d’arêtes du graphe. Dans la somme
P

arêtes d(e), chaque
triangle est compté trois fois (une fois pour chacun de ses cÃ´tés), elle vaut donc
3t.
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Nous avons donc mk ≥ 3t. D’autre part, d’après le théorème de Turán, m ≤
(3k2)

3
= 3k2. Nous avons donc t ≤ k3.

Réciproquement, pour montrer que ce résultat est optimal, le fait que nous
ayons utilisé le théorème de Turán pour le démontrer nous suggère de consi-
dérer le graphe de Turán Kk,k,k, 4-libre car tripartite. Le nombre de triangles est
clairement k3.

Solution de l’exercice 15

1. On raisonne par l’absurde, et on prend parmi les graphes Ã n sommets
pour lesquels le résultat Ã montrer n’est pas vrai, un graphe G avec un
nombre d’arêtes maximal. Ainsi, l’ajout de n’importe quelle arête Ã G (ce
qui ne change pas le fait que les degrés sont supérieurs ou égaux Ã n

2
) fait

apparaÃ R©tre un cycle hamiltonien.

Soient x et y deux sommets non adjacents. Puisque l’ajout de l’arête xy crée
un cycle hamiltonien, il existe un chemin hamiltonien (c’est-Ã -dire par-
courant tous les sommets du graphe une et une seule fois) x = z1, z2, . . . , zn−1, zn =

y allant de x Ã y. Les ensembles

{i : x adjacent Ã zi+1}

et

{i : y adjacent Ã zi}

sont tous les deux contenus dans {1, . . . , n − 1}, et de cardinal supérieur
ou égal Ã n

2
, donc ils ont une intersection non vide. Soit j un élément de

cette intersection. Alors x est adjacent Ã zj+1 et y est adjacent Ã zj , donc
on obtient un cycle hamiltonien

y, z2, . . . , zj, z, zn−1, . . . , zj+1, y,

contradiction.

2. Soient x et y les extrémités de l’arête e. D’après la question précédente, il
existe un cycle hamiltonien H . S’il passe par e, on a fini. Sinon, soit x′ le
successeur de x, et y′ celui de y dans ce cycle. On considère le chemin qui
commence en x′, qui parcourt H dans le sens direct jusqu’en y, puis qui va
en x en suivant l’arête e, et qui parcourt H en sens inverse pour arriver Ã
y′. Si x′ et y′ sont reliés par une arête, on a fabriqué un cycle hamiltonien
contenant e. Sinon, notons

x′ = z1, z2, . . . , zk = y, zk+1 = x, zk+2, . . . , zn = y′
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ce chemin, et considérons les ensembles

{i : x′ adjacent Ã zi+1}\k

et

{i : y′ adjacent Ã zi}\k.

Ils sont inclus dans l’ensemble {1, . . . , n − 1}\k de cardinal n − 2 et cha-
cun d’eux est de cardinal supérieur ou égal Ã n−1

2
, donc ils s’intersectent

nécessairement en un entier p 6= k. Il suffit alors de considérer le cycle
hamiltonien

x′ = z1, z2, . . . , zp, y
′ = zn, zn−1, . . . , zp+1, x

′.

Puisque p 6= k, l’arête e = zkzk+1 y appartient bien, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 16 On considère le graphe G dont les sommets sont les n
villes, deux villes étant reliées par une arête rouge ou bleue si l’une ou l’autre
des deux compagnies propose un vol direct entre ces villes. L’hypothèse de
l’énoncé signifie qu’il n’y a pas de 3-, 4- ou 5- cycles monochromes. Raisonnons
par l’absurde et supposons que le nombre d’arêtes est strictement plus grand
que bn2

3
c. Alors d’après le théorème de Turán, G contient K4. Avec la condition

sur les 3- et 4-cycles, on vérifie facilement que si on appelle A1, A2, A3, A4 les
sommets de cette copie H de K4 Ã l’intérieur de G, quitte Ã les renommer, les
arêtes A1A2, A2A3 et A3A4 sont rouges et les autres sont bleues.

Regardons alors les n − 4 autres sommets. Chacun de ces sommets ne peut
être relié par plus de deux arêtes Ã des sommets de H . En effet, s’il y en a 3, il y
en a deux de la même couleur, qui avec celles de H forment soit un 3-cycle, soit
un 4-cycle, ce qui contredit l’énoncé.

Cette remarque nous permet d’éliminer les cas 5 ≤ n ≤ 8. En effet, le nombre
d’arêtes de notre graphe est au plus

6|{z}
arêtes de H

+ 2(n− 4)| {z }
arêtes entre H et G\H

+

 
n− 4

2

!
| {z }

arêtes de G\H

.

On vérifie que c’est inférieur Ã bn2

3
c pour 5 ≤ n ≤ 8. La conclusion de l’énoncé

est donc vraie pour ces valeurs de n.
Supposons donc maintenant que n ≥ 9, et faisons une récurrence, initialisée

par ce que nous venons de montrer : par hypothèse de récurrence, le résultat est
vrai pour G\H , graphe Ã n − 4 ≥ 5 sommets. Le nombre d’arêtes de G\K est
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donc inférieur ou égal Ã (n−4)2

3
. Alors le nombre d’arêtes de G est inférieur ou

égal Ã

6 + 2(n− 4) +
(n− 4)2

3
.

Nous avons donc 6 + 2(n− 4) + (n−4)2

3
≥ n2

3
, ce qui donne n ≤ 5, contradiction.

Solution de l’exercice 17 Nous allons distinguer plusieurs cas.

1. Le graphe contient une copie de K4, dont nous appellerons les sommets
A,B,C,D. Tout triangle contient alors au moins deux sommets parmi
A,B,C,D. Supposons qu’il existe deux triangles contenant deux paires
de sommets disjointes parmi A,B,C,D : sans perte de généralité, nous
pouvons les appeler EAB et FCD. Ces deux triangles ont un sommet en
commun, donc E = F . Nous aboutissons alors Ã une contradiction car
EABCD est dans ce cas un graphe complet Ã 5 sommets. Soit maintenant
un triangle, que nous pouvons sans perte de généralité noter EAB. Alors
d’après ce qui précède tout autre triangle doit nécessairement contenir A
ou B. Ainsi, il suffit de supprimer les points A et B pour ne plus avoir de
triangle.

2. Le graphe ne contient pas K4, mais contient K4 privé d’une arête, c’est-Ã
-dire deux triangles partageant un cÃ´té. Notons A,B,C,D ces sommets,
avec A et D non reliés. Un triangle qui ne contient ni B, ni C, doit, pour
avoir un sommet en commun avec ABC et BCD, contenir A et D, ce qui
est impossible car A et D ne sont pas reliés. Donc tout triangle contient B
ou C. Il suffit donc de supprimer B et C.

3. Deux triangles quelconques ont exactement un sommet en commun. Soient
ABC et ADE des triangles, avec B,C,D,E nécessairement tous distincts.
Soit un autre triangle, et supposons qu’il ne contient pas A. Alors sans
perte de généralité, nous pouvons supposer qu’il contient B et D. Cela
veut dire que B et D sont reliés, ce qui fait apparaÃ R©tre un triangle ABD
ayant deux sommets en commun avec ABC, contradiction. Ainsi, tout tri-
angle contient A et il suffit de supprimer A.

Solution de l’exercice 18 Dans toute la suite pour simplifier nous noterons n =

2499, de sorte qu’il y a 2n points numérotés 1, . . . , 2n et que les sommes diffé-
rentes possibles aux extrémités d’une corde sont 3, 4, . . . , 4n − 1. On considère
des couleurs que l’on appelle c3, c4, . . . , c4n−1 et on colorie une corde avec la cou-
leur ci si la somme des nombres Ã ses extrémités est i. Ainsi, deux cordes ayant
exactement une extrémité en commun auront des couleurs différentes.
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Pour chaque couleur c, on considère le graphe Gc dont les sommets sont les
cordes de couleur c, et dont deux sommets sont reliés par une arête s’ils cor-
respondent Ã des cordes qui ne sont pas disjointes. Le but est de montrer qu’il
existe une couleur c telle que Gc contienne un ensemble de 100 sommets indé-
pendants. Pour cela, nous allons utiliser le résultat de l’exercice 12, en montrant
que la moyenne des quantités f(Gc) =

P
v∈Gc

1
1+d(v)

sur tous les graphes Gc est
strictement supérieure Ã 100.

Chaque corde ` divise le cercle en deux arcs, et par le principe des tiroirs l’un
des deux arcs contient un nombre m(`) de points inférieur ou égal Ã n − 1 en
son intérieur. Pour tout i = 0, 1 . . . , n − 2, il y 2n cordes ` avec m(`) = i. Une
telle corde a un degré inférieur ou égal Ã i dans le graphe Gc correspondant Ã
sa couleur c : en effet, les cordes de couleur c qu’elle intersecte doivent nécessai-
rement avoir une extrémité parmi les i points du « petit »arc qu’elle intercepte,
et deux cordes de même couleur ont des extrémités distinctes.

D’après ce que nous venons de voir, pour tout i ∈ {0, . . . , n − 2}, les 2n

cordes ` telles que m(`) = i contribuent au moins avec un terme 2n
1+i

Ã la sommeP
c f(Gc). Il y a 4n− 3 couleurs en tout, donc en prenant la moyenne sur toutes

les couleurs, cela donne qu’il existe une couleur c telle que

f(Gc) ≥
2n

4n− 3

n−1X
i=1

1

i
>

1

2

n−1X
i=1

1

i
.

Il reste donc Ã montrer que
Pn−1
i=1

1
i
> 200 pour n = 499. Or

n−1X
i=1

1

i
= 1 +

499X
k=1

2kX
i=2k−1+1

1

i

> 1 +
499X
k=1

2k−1

2k

= 1 +
499

2
> 200,

ce qui conclut.

3 dimanche 24 matin : Thomas Budzinski

Résumé du cours

Définition . Un espace de probabilité fini est un ensemble Ω muni d’une applica-
tion P de l’ensemble des parties de Ω dans R+ vérifiant :

. Si A ∩B = ∅, alors P(A ∪B) = P(A) + P(B).

. P(Ω) = 1.
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Les parties de Ω sont alors appelées événements.

Proposition . . P(∅) = 0.
. P(Ac) = 1− P(A).
. Si A ⊂ B, alors P(A) ≤ P(B).
. P(A1 ∪ · · · ∪ Ak) ≤ P(A1) + ...+ P(Ak).

Définition . . Deux événements A et B sont dits indépendants si P(A∩B) =

P(A)P(B).
. k événements A1, ..., Ak sont dits indépendants si pour tout I ⊂ [[1, k]], on a :

P
� \
i∈I
Ai
�

=
Y
i∈I

P(Ai)

Définition . Une variable aléatoire est une applicationX de Ω dans R+. On notera
P(X = a) pour P

�
{ω ∈ Ω|X(ω) = a}

�
, et de même pour X ≤ a, X ∈ E etc...

Définition . Soit X une variable aléatoire. L’espérance de X est le nombre :

E[X] =
X
ω∈Ω

P({ω})X(ω)

Remarque . Si E[X] ≥ a, alors il existe ω tel que X(ω) ≥ a.

Proposition . Soient X et Y deux variables aléatoires. Alors E[X + Y ] = E[X] +

E[Y ] et, si a ∈ R, E[aX] = aE[X].

Proposition . Soit E un ensemble fini et A un sous-ensemble aléatoire de E.
Alors :

E[|A|] =
X
x∈E

P(x ∈ A)

Théoréme . (Inégalité de Markov) Soient X une variable aléatoire positive et
a > 0. Alors :

P(X ≥ a) ≤ E[X]

a

Exercices

Exercice 1 Montrer qu’il est possible de colorier les entiers de 1 à 2014 en quatre
couleurs de manière à n’avoir aucune progression arithmétique monochrome
de longueur 11.

Solution de l’exercice 1 On colorie aléatoirement chaque entier de 1 à 2014 : la
proba qu’une progression arithmétique fixée de longueur 11 soit monochrome
est 1

410
< 1

1000000
, et il y a au plus 203 choix pour la raison r (r est compris entre 1

et 201, car le dernier terme est au moins 1+10r donc 1+10r ≤ 2014) et 2014 choix
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pour le premier terme, donc la proba qu’il existe une suite monochrome est
inférieure à 203×2014

1000000
< 300×3000

1000000
< 1, donc il existe un coloriage sans progression

monochrome.

Exercice 2 Soient n et k dans N∗. Au cours d’un tournoi entre n joueurs, chaque
paire s’affronte exactement une fois. On dit que le tournoi est k-indécis si pour
tout ensemble A de k joueurs, il existe un joueur qui a battu tous ceux de A.
Montrer que pour tout k, il existe un tournoi k-indécis à plus de k joueurs.

Solution de l’exercice 2 On considère un tournoi aléatoire : pour chaque match,
le résultat est tiré à pile ou face ! Pour un ensemble de k joueurs fixés, qu’un
adversaire fixé les ait tous battus est 1

2k
. La proba qu’aucun des n − k joueurs

restants ne les ait tous battus est donc
�
1− 1

2k

�n−k
. La proba qu’il existe k joueurs

que personne n’a battu se majore donc par
�
n
k

� �
1− 1

2k

�n−k
.

Or, quand n −→ +∞, cette quantité tend vers 0 car le dénominateur croît ex-
ponentiellement et le numérateur polynomialement. Si n est choisi assez grand,
la proba que le tournoi ne soit pas k-indécis est donc strictement plus petite que
1, donc en particulier il existe un tournoi k-indécis.

Exercice 3 (Sperner) Soit A un ensemble de sous-ensembles de [1, 2n] : on sup-
pose que pour tous B et C distincts dans A, B n’est pas inclus dans C. (On dit
alors que A est une antichaîne.)

. Montrer l’inégalité suivante : X
B∈A

1�
n
|B|

� ≤ 1

. En déduire |A| ≤
�
n
bn
2
c

�
.

Solution de l’exercice 3
. On prend une chaîne aléatoire uniforme (Ai) : on ajoute les éléments un

par un tels qu’à chaque étape, tous les éléments restants ont la même pro-
babilité d’être ajoutés, et on note Ai l’ensemble des éléments ajoutés aux
i premières étapes. La proba que la chaîne contienne un B est égale à la
probabilité queB soit le |B|-ième élément de la chaîne. Or, il y a

�
n
|B|

�
sous-

ensembles de taille |B| et chacun a la même proba d’être le |B|-ième élé-
ment de la chaîne, donc P(B ∈ A) = 1

( n
|B|)

. On conclut car la chaîne contient

au plus un élément de l’antichaîne.
. Chaque dénominateur se majore par

�
n
bn
2
c

�
.

Exercice 4 Soient p, q ≥ 0 avec p+ q = 1 et m,n ∈ N∗. Montrer l’inégalité :

(1− pm)n + (1− qn)m ≥ 1
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Solution de l’exercice 4 On colorie chaque case d’un rectangle m sur n en blanc

ou noir de manière indépendante aevc probas p et 1 − p. 1 − pm est la proba
qu’une ligne fixée soit entièrement blanche, donc le premier terme est la proba
qu’il n’y ait une pas de ligne blanche. De même, le deuxième est la proba qu’il
n’y ait pas de colonne noire. Or, au moins un de ces deux évènements se produit
car si il y a une ligne blanche et une colonne noire, alors elles s’intersectent et
on obtient une contradiction.

Exercice 5 Soit G un graphe et, pour tout x sommet de G, d(x) son degré, i.e le
nombre de voisins de ce sommet dans le graphe. On dit qu’un ensemble A de
sommets de G est indépendant si il ne contient pas deux sommets voisins.
Montrer qu’il existe un ensemble indépendant de taille supérieure ou égale à :X

x

1

1 + d(x)

Solution de l’exercice 5 On colle sur chaque sommet une étiquette dans [[1, n]] de

manière à ce que chaque entier de 1 à n apparaisse une unique fois, et ce de
manière uniforme parmi les n! manières possibles. On prend pour A l’ensemble
des points dont l’étiquette est plus grande que celles de tous les voisins. Cet
ensemble est forcément indépendant car parmi deux voisins, l’un a forcément
une étiquette plus petite que l’autre et donc n’est pas dans A.

De plus, soit x un sommet du graphe. On note V (x) l’ensemble formé par
x et ses voisins : P(x ∈ A) est la probabilité que, dans V (x) voisins, x soit le
sommet avec la plus grande étiquette. Or, chacun des d(x) + 1 sommets de V (x)

a la même probabilité d’être celui avec la plus grande étiquette donc P(x ∈ A) =
1

1+d(x)
, d’où :

E[|A|] =
X
x

1

1 + d(x)

En particulier, il existe au moins une configuration où |A| est plus grande que
cette grandeur.

Exercice 6 (USAMO 2012) Soient x1, x2, ..., xn tels que
P
i xi = 0 et

P
i x

2
i = 1.

Pour tout A ⊂ [[1, n]] on pose SA =
P
i∈A xi. Soit aussi λ > 0.

Montrer que le nombre de A tels que SA ≥ λ est inférieur ou égal à 2n−3

λ2
.

Solution de l’exercice 6 Tout d’abord, si A′ est le complémentaire de A, commeP
i xi = 0, la somme des éléments de A′ est l’opposé de celle de A, donc il y a

autant de sous-ensembles avec SA ≥ λ que de sous-ensembles avec SA ≤ −λ,
donc il suffit de montrer que le nombre de A tels que S2

A ≥ λ2 est inférieur ou
égal à 2n−2

λ2
.
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On choisit donc un sous-ensemble aléatoire uniforme A de [[1, n]], ce qui re-
vient à choisir indépendamment avec proba 1

2
pour chaque i si i est dans A.

L’énoncé revient à montrer que P(S2
A ≥ λ2) ≤ 1

4λ2
. D’après l’inégalité de Mar-

kov, cette proba se majore par E[S2
A]

λ2
, donc il suffit de montrer E[S2

A] = 1
4
.

On fait donc le calcul :

E[S2
A] = E

��X
i

xi1i∈A
�2
�

= E
�X

i

x2
i1i∈A +

X
i 6=j

xixj1i∈A1j∈A

�
=
X
i

x2
iE[1i∈A] +

X
i 6=j

xixjE[1i∈A1j∈A]

=
X
i

x2
iP(i ∈ A) +

X
i 6=j

xixjP(i ∈ A et j ∈ A)

=
1

2

X
i

x2
i +

1

4

X
i 6=j

xixj

=
1

4

car
P
i x

2
i = 1 et

P
i 6=j xixj =

�P
i xi
�2 −Pi x

2
i = −1, d’où le résultat.

Exercice 7 (IMO 1989) On dit qu’une permutation σ de [[1, 2n]] est gentille si il
existe i tel que |σ(i)− σ(i+ 1)| = n. Elle est méchante sinon.

Montrer qu’il y a plus de permutations gentilles que de permutations mé-
chantes.

Solution de l’exercice 7 Soit A l’ensemble des i vérifiant la condition demandée :
Pour tout i ≤ 2n − 1, P(i ∈ A) = 1

2n−1
car pour chaque a il existe une unique

valeur b différente de a telle que |a− b| = n. On a donc E[|A|] = 1. On voudrait
maintenant montrer que |A| ne s’éloigne "pas trop" de sa valeur moyenne. Pour
cela, on calcule sa variance :

P(i, j ∈ A) vaut 1
2n−1

si i = j, 0 si |i − j| = 1 et 2n−1
2n−3

sinon. Par un calcul
similaire à l’exercice précédent, on obtient E[|A|2] = 1+ 2n−3

2n−4
< 2, soit V ar(|A|) <

1, ce qui permet de conclure en bidouillant un peu...
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VII. Quatrième période

1 Groupe A : arithmétique

1 dimanche 24 après-midi : Matthieu Lequesne

Les élèves du groupe A ont étudie la notion de divisibilité, de PGCD et
PPCM, l’algorithme d’Euclide étendu, le théorème de Bézout et le lemme de
Gauss. Pour ces notions, on se reportera au polycopié d’arithmétique (http ://www.animath.fr/IMG/pdf/cours-
arith1.pdf) chapitre 1 et 2.

2 lundi 25 matin : Nicolas Ségarra

Commençons par trois exercices permettant de rappeler ce qui a été vu lors
de la séance précédente.

Exercice 1. Soit p un entier naturel. Montrer que si p est pair alors p2 est pair. La
réciproque est-elle vraie ?

Solution de l’exercice 1. On suppose que p est pair donc il existe un entier k tel
que : p = 2k. On a alors : p2 = 4k2 = 2× 2k2 et 2k2 est entier, donc p2 est pair.
La réciproque est vraie, on peut la démontrer par contraposée : supposons que
p est impair alors il existe un entier k tel que : p = 2k + 1. On a donc : p2 =

(2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1 et 2k2 + 2k est un entier. Ainsi, p2 est
impair. Par conséquent, par contraposée, si p2 est pair alors p est pair.

Exercice 2. Pour quelles valeurs de l’entier naturel n, n+ 2 divise-t-il n3 − 2n2 −
5n+ 7 ?

Solution de l’exercice 2. On écrit : ∀ n ∈ N, n3−2n2−5n+7 = n3−2n2−5n+6+1 =

(n − 1)(n + 2)(n − 3) + 1. Donc si d est un diviseur commun Ã n + 2 et Ã
n3− 2n2− 5n+ 7, d divise 1 donc le PGCD de n3− 2n2− 5n+ 7 et de n+ 2 est 1.
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Par conséquent, n3−2n2−5n+7 et n+2 sont premiers entre eux pour tout entier
naturel n. Ainsi, pour tout entier naturel n, n+ 2 ne divise pas n3−2n2−5n+ 7.

Exercice 3. Soit n un entier naturel non nul. Déterminer le reste dans la division
euclidienne par n, de la somme des n premiers entiers naturels non nuls.

Solution de l’exercice 3. La somme des n premiers entiers naturels non nuls est :

Sn = 1 + 2 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
. Distinguons deux cas.

Supposons que n est impair, alors n + 1 est pair donc 2 divise n + 1 ainsi
n+ 1

2
est un entier et n divise Sn. Par conséquent, le reste dans la division euclidienne
par n, de la somme des n premiers entiers naturels non nuls est 0 si n est impair.

Supposons maintenant que n est pair. On écrit : Sn =
n2 + n

2
=

n2

2
+
n

2
=

n× n

2
+
n

2
. Comme n est pair,

n

2
est entier et on a : 0 ≤ n

2
< n (car n ≥ 1). Ainsi,

le reste dans la division euclidienne par n, de la somme des n premiers entiers
naturels non nuls est

n

2
si n est pair.

Définition. Soient a, b et n trois entiers, n ≥ 2. On dit que a est congru Ã b mo-
dulo n si n divise a− b.

Remarque. On peut écrire que : a ≡ b (mod n)⇔ n|a− b⇔ ∃k ∈ Z, a− b = kn.
De plus, a ≡ 0 (mod n)⇔ n|a⇔ ∃k ∈ Z, a = kn.

Quelques propriétés résultent de la définition :

Propriétés. Soient a, b, c, a′, b′ et n des entiers, n ≥ 2.
1. (Réflexivité) a ≡ a (mod n).
2. (Symétrie) a ≡ b (mod n)⇒ b ≡ a (mod n).
3. (Transitivité) a ≡ b (mod n) et b ≡ c (mod n)⇒ a ≡ c (mod n).
4. a ≡ a′ (mod n) et b ≡ b′ (mod n)⇒ a+ b ≡ a′ + b′ (mod n).
5. a ≡ a′ (mod n) et b ≡ b′ (mod n)⇒ ab ≡ a′b′ (mod n).
6. Si a ≡ b (mod n) alors pour tout entier naturel q ≥ 1, aq ≡ bq (mod n).

Preuves.
1. Pour tout entier n ≥ 2, n divise 0 donc n divise a− a ainsi, a ≡ a (mod n).
2. On suppose que a ≡ b (mod n). Alors n divise a− b donc il existe un entier k
tel que : a − b = kn. En écrivant : b − a = −kn, on en déduit que n divise b − a
donc b ≡ a (mod n).
3. On a : a ≡ b (mod n) et b ≡ c (mod n) donc n divise a − b et b − c. Alors, il
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existe des entiers k et k′ tels que : a− b = kn et b− c = k′n donc : a− c = n(k+k′)

et alors n divise a− c.
4. Comme a ≡ a′ (mod n) et b ≡ b′ (mod n), on a : n divise a − a′ et b − b′ donc
il existe des entiers k et k′ tels que : a− a′ = nk et b− b′ = nk′. On obtient alors :
a + b − (a′ + b′) = n(k + k′) donc n divise a + b − (a′ + b′) ainsi, a + b ≡ a′ + b′

(mod n).
5. Comme précédemment, on écrit : a − a′ = kn et b − b′ = k′n avec k, k′ ∈ Z,
ainsi, on a : a = a′+ kn et b = b′+ k′n donc ab− a′b′ = (a′+ kn)(b′+ k′n)− a′b′ =
a′k′n+ knb′ + kk′n2 = n(a′k′ + kb′ + kk′n) et a′k′ + kb′ + kk′n est un entier, donc
n divise ab− a′b′ ainsi, ab ≡ a′b′ (mod n).
6. Raisonnons par récurrence sur q ∈ N∗.
Pour q = 1, on a bien : a ≡ b (mod n) par hypothèse.
Supposons que aq ≡ bq (mod n) pour q ≥ 1. Comme on a aussi : a ≡ b (mod n),
on obtient : aq × a ≡ bq × b (mod n) en utilisant la propriété 5. Ainsi, aq+1 ≡ bq+1

(mod n). Ce qui achève la récurrence.

Théorème. Soient n et a des entiers avec n ≥ 2. Alors a est congru modulo n Ã
exactement un des entiers 0, 1, 2, ..., n− 1.

Démonstration. Par division euclidienne de a par n, on peut écrire qu’il existe
des entiers q et r tels que : a = nq + r avec 0 ≤ r ≤ n− 1. Comme a− r = nq, on
en déduit que : n divise a − r donc a ≡ r (mod n) donc a est congru Ã un des
nombres 0, 1, ..., n− 1.
Supposons maintenant que a est congru Ã deux nombres s et t parmi 0, 1, ..., n−
1. Par symétrie et par transitivité, on peut en déduire que s ≡ t (mod n) donc
il existe k ∈ Z tel que : s = nk + t ⇒ s − t = nk. Or, on a : 0 ≤ s < n et
−n < −t ≤ 0 donc −n < s − t < n et en divisant par n ≥ 2 (donc non nul), on
obtient :−1 < k < 1 (car s− t = nk). Comme k est un entier, on a : k = 0 et ainsi,
s = t.

Exercice 4. Montrer que le carré d’un entier est congru Ã 0 ou 1 modulo 4.

Solution de l’exercice 4. Soit n un entier. L’entier n est congru Ã 0 ou 1 ou 2 ou 3

modulo 4 (par le théorème précédent) donc n2 est congru Ã 0 ou 1 modulo 4.

Exercice 5. Soit n un entier.
1) Montrer que si n est pair, n2 ≡ 0 (mod 8) ou n2 ≡ 4 (mod 8) et que si n est
impair, n2 ≡ 1 (mod 8).
2) Montrer que si n est impair, n4 ≡ 1 (mod 8).
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Solution de l’exercice 5.
1) Si n est pair alors il existe un entier k tel que n = 2k. Donc n2 = 4k2. Si k est
pair, alors il existe un entier p tel que k = 2p. Ainsi, on a : n2 = 16p2 = 8× 2p2 et
2p2 est un entier donc 8 divise n2 ainsi, n2 ≡ 0 (mod 8), si k est pair.
Si k est impair, alors il existe un entier m tel que k = 2m + 1 et alors : n2 =

4(2m+ 1)2 = 4(4m2 + 4m+ 1) = 16m2 + 16m+ 4 = 8(2m2 + 2m) + 4 donc n2 ≡ 4

(mod 8) si k est impair.
Si n est impair alors il existe un entier k tel que n = 2k+ 1. Donc n2 = 4k2 + 4k+

1 = 4k(k + 1) + 1. Le produit k(k + 1) est le produit de deux entiers consécutifs
donc il est pair. Ainsi, 2 divise k(k + 1) donc 8 divise 4k(k + 1). D’où, n2 ≡ 1

(mod 8).
2) D’après la question précédente, si n est impair, alors n2 ≡ 1 (mod 8). Ainsi,
n4 ≡ 1 (mod 8).

Exercice 6. Déterminer le chiffre des unités de 17891789.

Solution de l’exercice 6. On a : 1789 ≡ 9 (mod 10)⇒ 17891789 ≡ 91789 (mod 10).
Regardons les puissances de 9 modulo 10. On a : 90 ≡ 1 (mod 10), 91 ≡ 9

(mod 10), 92 ≡ 1 (mod 10), 93 ≡ 9 (mod 10) etc. On a alors pour tout entier
naturel k, 92k ≡ 1 (mod 10) (en effet, 92k = 81k et 81 ≡ 1 (mod 10)) et 92k+1 ≡ 9

(mod 10) (en effet, 92k+1 = 92k × 9 et 92k ≡ 1 (mod 10)). Comme 1789 est impair,
on en déduit que : 91789 ≡ 9 (mod 10). Ainsi, le chiffre des unités de 17891789 est
9.

Exercice 7. Déterminer le chiffre des unités de 249.

Solution de l’exercice 7. On a : 21 ≡ 2 (mod 10), 22 ≡ 4 (mod 10), 23 ≡ 8 (mod 10),
24 ≡ 6 (mod 10) et 25 ≡ 2 (mod 10).
On peut alors démontrer que ∀ k ∈ N∗, 24k ≡ 6 (mod 10). Raisonnons par ré-
currence sur k ∈ N∗. Pour k = 1, on a : 24k = 24 ≡ 6 (mod 10). Supposons
que : 24k ≡ 6 (mod 10) pour k ∈ N∗, 24(k+1) = 24k × 24 ≡ 6 (mod 10), ce qui
achève la récurrence. Il en résulte que ∀ k ∈ N, 24k+1 ≡ 2 (mod 10) (en effet,
pour k = 0, 21 ≡ 2 (mod 10) et pour k ∈ N∗, 24k+1 = 24k × 2 et pour k ∈ N∗,
24k ≡ 6 (mod 10)), 24k+2 ≡ 4 (mod 10) et 24k+3 ≡ 8 (mod 10). Effectuons la divi-
sion euclidienne de 49 par 4. On a : 49 = 4× 12 + 1 = 4k + 1 avec k = 12. Ainsi,
249 ≡ 2 (mod 10). Donc, le chiffre des unités de 249 est 2.
On aurait pu raisonner plus simplement en écrivant que 249 = 210 × 210 × 210 ×
210×29. Comme 210 = (25)

2 et 25 ≡ 2 (mod 10), on a : 210 ≡ 4 (mod 10). De plus,
24 ≡ 6 (mod 10), donc 29 ≡ 2 (mod 10) (en écrivant que 29 = (24)

2 × 2). Ainsi,

334



VII. QUATRIÈME PÉRIODE 1. GROUPE A : ARITHMÉTIQUE

210 × 210 ≡ 6 (mod 10) et 210 × 210 × 210 × 210 × 29 ≡ 2 (mod 10).

Exercice 8. Démontrer que la somme des cubes de trois entiers consécutifs est
divisible par 9.

Solution de l’exercice 8. Soit n un entier. Calculons : n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3.
On a : n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 = n3 + n3 + 3n2 + 3n + 1 + n3 + 6n2 + 12n + 8 =

3n3 + 9n2 + 15n + 9 = 3n(n2 + 5) + 9(n2 + 1). Ainsi, pour montrer que 9 divise
n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3, il suffit de démontrer que 9 divise 3n(n2 + 5) i.e : que 3

divise n(n2 + 5). Si n ≡ 0 (mod 3), c’est bien sÃ»r vrai. Si n ≡ 1 (mod 3), alors
n2 ≡ 1 (mod 3) et 5 ≡ 2 (mod 3) donc 3 divise n(n2 +5). Enfin, si n ≡ 2 (mod 3)

alors n2 ≡ 1 (mod 3) et 5 ≡ 2 (mod 3) donc 3 divise n(n2 + 5). Donc dans tous
les cas, 9 divise 3n(n2 + 5).

Théorème. Soient n > 1 un entier et c un entier. Alors, il existe un entier c′ tel
que cc′ ≡ 1 (mod n) si et seulement si c est premier avec n. L’entier c′ est appelé :
inverse de c modulo n.

Démonstration. Sens direct : supposons qu’il existe un entier c′ tel que cc′ ≡ 1

(mod n). Alors n|cc′ − 1 donc il existe k ∈ Z tel que : cc′ − 1 = kn⇒ cc′ − kn = 1

et par le théorème de Bézout, on en déduit que c et n sont premiers entre eux.
Réciproquement, supposons que c et n sont premiers entre eux. Alors, d’après le
théorème de Bézout, il existe deux entiers u et v tels que cu+nv = 1⇒ cu− 1 =

nv ⇒ n|cu − 1 ⇒ cu ≡ 1 (mod n) donc on a prouvé qu’il existe c′ = u ∈ Z tel
que cc′ ≡ 1 (mod n).

Remarque. Un nombre entier naturel n s’écrit en base 10 de la manière suivante :
n = akak−1...a0 où les ai, ∀ 0 ≤ i ≤ k sont des chiffres donc des entiers compris
entre 0 et 9 inclus. On peut aussi écrire : n = ak×10k+ak−1×10k−1+...+a1×10+a0.

Exercice 9 : critères de divisibilité. Enoncer et démontrer les critères de divisibi-
lité par 2, 3, 5, 9 et 10.

Solution de l’exercice 9. Soit n un entier naturel. On écrit n en base 10 : n = akak−1...a0 =

ak×10k +ak−1×10k−1 + ...+a1×10 +a0 (où les ai, ∀ 0 ≤ i ≤ k sont des chiffres).
Montrons que n est divisible par 2 si et seulement si son chiffre des unités est
pair, i.e : congru Ã 0 modulo 2.
On a : 10 ≡ 0 (mod 2)⇒ 10i ≡ 0 (mod 2), ∀ i ∈ N∗. Ainsi, n ≡ a0 (mod 2). Donc
2 divise n si et seulement si 2 divise a0.
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Montrons que n est divisible par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres
est divisible par 3. On a : 10 ≡ 1 (mod 3) ⇒ 10i ≡ 1 (mod 3), ∀ i ∈ N∗. Ainsi,
n ≡ ak + ak−1 + ... + a0 (mod 3). D’où 3 divise n si et seulement si 3 divise
(a0 + ...+ ak).
On montre que n est divisible par 5 si et seulement si son chiffre des unités est
divisible par 5 (i.e : se termine par 0 ou 5) de la même façon que le critère de
divisibilité par 2. Enfin, 9 divise n si et seulement si 9 divise la somme de ses
chiffres et 10 divise n si et seulement si 10 divise a0 (i.e : a0 = 0). Les preuves de
ces deux derniers critères de divisibilité sont très proches des autres preuves.

Etudions maintenant des équations linéaires Ã une inconnue modulo un entier.
Considérons les deux équations 7x ≡ 21 (mod 17) et 6x ≡ 18 (mod 36). Nous
avons deux équations comportant chacune une inconnue entière : x.
Dans les deux équations, on est tenté de diviser par 7 pour la première et par 6

pour la deuxième...

Intéressons-nous Ã la première : si x est solution de 7x ≡ 21 (mod 17) alors il
existe k ∈ Z tel que : 7x = 17k + 21. 7 divise 7x donc 7 divise 17k + 21 donc 7

doit diviser 17k mais comme 7 et 17 sont premiers entre eux, on en déduit, en
utilisant le lemme de Gauss, que 7 divise k donc il existe k′ ∈ Z tel que : k = 7k′

et on obtient : 7x = 17 × 7k′ + 21 donc x = 17k′ + 3, k′ ∈ Z. Réciproquement,
on vérifie que les entiers de la forme 7(17k′ + 3) sont congrus Ã 21 modulo 17.
Si on avait divisé par 7 Ã gauche et Ã droite, on aurait obtenu le bon résultat :
x ≡ 3 (mod 17). Ici, cette méthode fonctionne car diviser par 7 revient en fait Ã
multiplier par un inverse de 7 modulo 17 (qui existe bien car 7 et 17 sont pre-
miers entre eux) et un inverse de 7 modulo 17 est 5 et si l’on multiplie les deux
membres par 5, on obtient bien : x ≡ 3 (mod 17).

Regardons maintenant la deuxième équation : 6x ≡ 18 (mod 36). Si x est solu-
tion de cette équation alors il existe un entier k tel que : 6x = 36k + 18 et en
divisant par 6, on obtient : x = 6k + 3, k ∈ Z. Réciproquement, les entiers de la
forme : 6k + 3, k ∈ Z sont solutions de l’équation : 6x ≡ 18 (mod 36).
Si on avait divisé par 6 ici, on aurait obtenu : x ≡ 3 (mod 36), ce qui n’est pas
le bon résultat... En fait, ici, 6 et 36 ne sont pas premiers entre eux, donc le théo-
rème précédent garantit qu’il n’existe pas d’entier a tel que : 6a ≡ 1 (mod 36)

donc nous n’avons pas le droit de diviser par 6.

Finalement, la "morale" Ã retenir Ã travers ces deux exemples est que le fait de
vouloir simplifier des congruences en divisant est très dangereux et peut don-
ner lieu Ã des raisonnements totalement faux ! C’est pourquoi, il ne faut jamais
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le faire ! Par contre, on peut multiplier Ã gauche et Ã droite par un inverse d’un
entier modulo un autre entier en justifiant bien pourquoi cet inverse existe avant
de faire la multiplication !

Intéressons-nous maintenant aux systèmes de congruences, par exemple, au

système suivant : (S)

8<:x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 5 (mod 7)
.

Résolvons ce système : la première équation nous donne l’existence d’un entier
k tel que : x = 5k+3 et avec la seconde équation, on doit avoir : 5k ≡ 2 (mod 7).
Comme 5 et 7 sont premiers entre eux, 5 admet un inverse modulo 7 et un in-
verse de 5 modulo 7 est 3 donc en multipliant par 3, on obtient : k ≡ 6 (mod 7)

donc il existe un entier k′ tel que : k = 7k′ + 6 et on a alors : x = 5(7k′ + 6) + 3 =

35k′+ 33. On vérifie, réciproquement que les entiers de la forme : 35k′+ 33, avec
k′ ∈ Z sont bien solutions du système (S).

En réalité, derrière cet exemple se cache un théorème qui donne une méthode
générale pour trouver les solutions d’un tel système. Ce théorème est le théo-
rème des restes chinois.

Théorème des restes chinois. Soient m1,m2, ...,mk des entiers strictement posi-
tifs deux Ã deux premiers entre eux et a1, a2, ..., ak des entiers quelconques.

Alors, il existe un entier a tel que le système de congruences :

8>>>>><>>>>>:
x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)
...

x ≡ ak (mod mk)

soit équivalent Ã la simple congruence : x ≡ a (mod m1...mk). En particulier, le
système précédent possède au moins une solution.

Démonstration dans le cas : k = 2. Démontrons le théorème dans le cas k = 2.
(Une récurrence permet de le démontrer dans le cas général).

On veut résoudre le système suivant : (S)

8<:x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)
. Supposons que

x soit solution du système (S) alors la première équation nous donne l’exis-
tence d’un entier k tel que x = km1 + a1 et la seconde congruence s’écrit alors :
a1 + km1 ≡ a2 (mod m2) i.e : k ≡ (a2 − a1)m′1 (mod m2) où m′1 désigne un in-
verse de m1 modulo m2 et m′1 existe car m1 et m2 sont premiers entre eux. Ainsi,
si l’on pose : a = (a2 − a1)m1m

′
1 + a1, on a bien : x ≡ a (mod m1m2).
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Réciproquement, si x ≡ a (mod m1m2) avec a = (a2 − a1)m1m
′
1 + a1, on a bien :

x ≡ a1 (mod m1) et x ≡ a2 (mod m2).

Remarque. La preuve fournit un moyen de trouver a. On peut remarquer qu’en
fait, pour avoir a, il suffit de trouver une relation de Bézout entre les entiers m1

et m2 qui sont premiers entre eux. En effet, on peut écrire qu’il existe deux en-
tiers u et v tels que : m1u+m2v = 1 donc u est un inverse de m1 modulo m2. On
peut alors poser : a = (a2−a1)m1u+a1 = a2m1u+a1(1−m1u) = a2m1u+a1m2v.
Il suffit alors de trouver u et v pour trouver a (les u et v proviennent de notre
relation de Bézout) et pour trouver une relation de Bézout entre m1 et m2, on
peut appliquer l’algorithme d’Euclide (ou la "voir" directement) !

On peut appliquer cette méthode dans l’exemple précédent. Revenons alors au

système : (S)

8<:x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 5 (mod 7)
.

On veut trouver a tel que : x ≡ a (mod 5× 7). On sait que a1 = 3, a2 = 5, m1 = 5

et m2 = 7. Comme 5 et 7 sont premiers entre eux, on peut trouver une relation
de Bézout (de la forme : 5u+7v = 1) entre 5 et 7. Par exemple : 5×3+7×(−2) = 1

est une relation de Bézout entre 5 et 7. On a : a = a2m1u + a1m2v avec u = 3 et
v = −2 donc a = 5×5×3+3×7×(−2) = 33. Ainsi, on trouve : x ≡ 33 (mod 35),
ce qui est cohérent avec ce que nous avions trouvé précédemment !
En fait, le théorème des restes chinois peut être énoncé de manière différente :
on peut rajouter l’unicité de la solution du système, modulo m1...mk.

Exercice 10. Un phare émet un signal jaune toutes les 15 secondes et un signal
rouge toutes les 28 secondes. On aperçoit le signal jaune 2 secondes après minuit
et le rouge 8 secondes après minuit. A quelle heure verra-t-on pour la première
fois les deux signaux émis en même temps ?

Solution de l’exercice 10. On commence par mettre en équation le problème. On
note x les temps, en secondes, depuis minuit, où les deux phares sont allumés
au même moment. A l’aide des données du problème, on peut dire que x est

solution du système : (S)

8<:x ≡ 2 (mod 15)

x ≡ 8 (mod 28)
. On cherche le plus petit entier

naturel x solution de ce système. On remarque que 15 et 28 sont premiers entre
eux. On peut alors appliquer la méthode donnée par la remarque précédente
pour trouver les solutions de ce système. Cherchons alors une relation de Bé-
zout entre 15 et 28.
On a : 28 = 15× 1 + 13 ; 15 = 13× 1 + 2 ; 13 = 2× 6 + 1.
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En remontant les calculs, on obtient :
1 = 13− 2× 6 = 13− 6× (15− 13) = −6× 15 + 7× 13 = −6× 15 + 7(28− 15) =

−13× 15 + 7× 28.
Ainsi, la relation : −13 × 15 + 7 × 28 = 1 est une relation de Bézout entre 15

et 28. On pose alors (comme pour la remarque précédente) : a1 = 2, a2 = 8,
m1 = 15, m2 = 28, u = −13 et v = 7. On calcule alors a = (a2 − a1)m1u + a1 =

a2m1u+ a1m2v = (8− 2)× 15× (−13) + 2 = −1168 et on peut déduire que x ≡ a

(mod m1m2) (i.e : x ≡ −1168 (mod 15 × 28)). Ainsi, x ≡ −1168 (mod 420). Les
solutions de ce système sont alors les entiers congrus Ã −1168 modulo 420,
c’est-Ã -dire les entiers de la forme : 420k− 1168, k ∈ Z. On cherche le plus petit
entier naturel qui est solution de ce système. Pour k = 2, 420k − 1168 < 0 mais
pour k = 3, 420k − 1168 > 0 et on a : 420 × 3 − 1168 = 92. Donc le plus petit
entier naturel solution de ce système est 92.
Ainsi, les deux phares seront allumés au même moment, pour la première fois,
1 minute et 32 secondes après minuit.

3 lundi 25 après-midi : Arsène Pierrot

Introduction

Ce cours a pour but de présenter aux élèves le théorème des restes Chinois,
mais surtout de servir de TD d’arithmétique, puisqu’une bonne partie du temps
sera consacrée à la résolution d’exercices utilisant l’ensemble des outils d’arith-
métique que les élèves auront acquis durant ce stage.

Le théorème des restes Chinois

Théoréme . Soient n1, ..., nk des entiers deux à deux premiers entre eux, et
a1, ..., ak des entiers. Posons n =

Qk
i=1 ni. Alors il existe un entier a tel que pour

tout entier x,
x ≡ a1[n1]

... ⇔ x ≡ a[n]

x ≡ ak[nk]

Démonstration. Nous montrons le résultat pour k = 2. Le cas général découle
alors d’une récurrence facile.
En gardant les notations du théorème, on a donc x ≡ a1[n1] d’où on déduit que :
∃m ∈ Z, x = mn1 + a1. D’où n2x = mn1n2 + a1n2. De même, ∃m′ ∈ Z, n1x =
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m′n1n2 + a2n1.
Puisque n1 et n2 sont premiers entre eux, ∃(i, j) ∈ Z2, in1 + jn2 = 1 d’après le
théorème de Bézout. On obtient donc en multipliant la première égalité par j, la
deuxième par i, et en sommant les deux, que : 1×x = (jm+ im′)n1n2 + (ja1n2 +

ia2n1). En posant M = jm+ im′ et a = ja1n2 + ia2n1, on trouve que x = Mn+ a,
ce qui équivaut à la congruence cherchée.
Connaissant la valeur du a cherchée, on obtient facilement la réciproque en re-
marquant que jn2 ≡ 1[n1] d’après l’identité de Bézout. �

Exemple . Sur une île, 25 pirates décident se partager un butin fraîchement
pillé. Ils distribuent le même nombre de pièces d’or à chacun d’entre eux, et il
leur en reste à la fin 2 qu’ils laissent de côté. Mais certains pirates, plus avides
que les autres organisent une mutinerie et tuent 9 de leurs anciens camarades.
En se partageant à nouveau équitablement le trésor, il leur reste à la fin 1 pièce
d’or. Pendant ce temps, sur le bateau, le cuisinier (qui n’était pas compté jusque
là ) décide d’empoisonner ce qui reste de l’équipage et de conserver pour lui
la totalité du butin. Quel est le nombre minimal de pièces que le cuisinier peut
ainsi espérer obtenir après avoir trahi ses camarades ?

Dans cet exemple, en appelant x le nombre de pièces du trésor, on a le sys-
tème de congruence suivant :
x ≡ 2[25]

... ⇔ x ≡ a[n]

x ≡ 1[16]
Ainsi, ∃k ∈ Z, x = 25k + 2 et en passant à la congruence modulo 16, on a que
25k + 2 ≡ 1[16], c’est-à -dire 9k ≡ −1[16] ; d’où finalement k ≡ 7[16].
On a donc ∃k′ ∈ Z, k = 16k′ + 7. En exprimant maintenant n en fonction de
k′, on a n = 400k′ + 177. Puisque n ≥ 0, on a que le cuisinier peut espérer au
minimum nmin = 177 pièces d’or.

Exercices

Exercice 1
Soit n ∈ N. Trouver l’ensemble des diviseurs communs à 2n+ 3 et 3n+ 2.

Exercice 2
On note f la fonction qui, à un entier positif, associe la somme de ses chiffres
lorsqu’il est écrit en base 10. Par exemple, f(537) = 15. Calculer f(f(f(44444444))).

Exercice 3
Résoudre 3a2 = b2 + 1 dans N2.
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Exercice 4
Soit n ∈ N tel que 2n+ 1 et 3n+ 1 soient des carrés. Montrer que 7 | n2 + 2n+ 7.

Exercice 5
Soit p ≥ 5 un nombre premier. Montrer que 24 | p2 − 1.

Exercice 6
Soient (a, n) ∈ N2 et p un nombre premier, tels que p | an. Montrer que pn | an.

Exercice 7
Résoudre le système suivant d’inconnue x ∈ Z : x ≡ 2[7] ∧ x ≡ 3[6].

Exercice 8
Montrer que la fraction 18n+3

12n+1
est toujours irréductible.

Solutions

Solution de l’exercice 1
Résoudre ce problème revient à chercher d ≥ 0 le PGCD de 2n + 3 et de 3n +

2. Ecrivons la division euclidienne de n par 5 : n = 5k + r où k ∈ Z et r ∈
{0; 1; 2; 3; 4}. En remplaçant n par cette expression, on a que d | 10k + (2r+ 3) et
d | 15k + (3r + 2), d’où d | 3× (10k + (2r + 3))− 2× (15k + (3r + 2)) = 5. Ainsi
d ∈ {1; 5} et donc d | (3r + 2) − (2r + 3) = r − 1. Puisque r ∈ {0; 1; 2; 3; 4}, on a
d = 5⇒ r = 1. La réciproque est claire. Ainsi, d = 5⇔ n ≡ 1[5], et d vaut 1 dans
les autres cas.

Solution de l’exercice 2
Soit n ∈ N. On remarque que f(n) ≡ n[9]. Avec n = 44444444 et avec une récur-
rence facile, on obtient f(f(f(n))) ≡ 44444444 ≡ 74444[9]. Puisque 73 ≡ 1[9], on
74444 ≡ (73)1481 × 7 ≡ 11481 × 7 ≡ 7[9].

Solution de l’exercice 3
Un tableau de congruence montre qu’un carré parfait est toujours congru à 0

ou 1 modulo 4. Ainsi, en passant à la congruence modulo 4 dans l’équation, le
terme de gauche devrait être congru à 0 ou 3 tandis que celui de droite devrait
être congru à 1 ou 2. C’est absurde. Il n’y a donc pas de solution à l’équation
donnée.

Solution de l’exercice 4
Le résultat demandé équivaut à 7 | (n2 +2n+7)−7(n+1) = n(n−5). Effectuons
alors un tableau de congruence modulo 7 :
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0 1 2 3 4 5 6
0 1 4 2 2 4 1
1 3 5 0 2 4 6
1 4 0 3 6 2 5

n
n2

2n+ 1
3n+ 1

Ce tableau montre clairement que pour que 2n + 1 soit un carré, il faut que
n soit congru à 0, 3, 4, ou 5 modulo 7. De même, pour que 3n + 1 soit un carré,
il faut que n soit congru à 0, 1, 2, ou 5 modulo 7. Puisque l’on veut que ces deux
propositions soient simultanément vraies, il nous faut n congru à 0 ou 5 modulo
7. On a alors sans problème que 7 | n(n− 5).

Solution de l’exercice 5
On écrit p2−1 = (p−1)(p+1). Ces deux facteurs sont pairs puisque p est premier
différent de 2, et l’un des deux est même divisible par 4 pour les mêmes raisons.
Ainsi, 8 | p2 − 1. De même, puisque p > 3 est premier, il est congru à 1 ou 2

modulo 3 et donc p − 1 ou p + 1 est toujours divisible par 3. D’où 3 | p2 − 1.
Puisque 8 ∧ 3 = 1, on a bien que 24 | p2 − 1.

Solution de l’exercice 6
Si p ne divise pas a, alors il est premier avec a (puisque c’est un nombre pre-
mier), et le théorème de Gauss aidé d’une récurrence facile montre que p | a.
Absurde. Finalement, on a que p divise a d’où ∃k ∈ Z, a = kp. Par conséquent
an = knpn d’où pn | an.

Solution de l’exercice 7
C’est le théorème des restes Chinois. On fait comme dans l’exemple du cours et
on trouve x ≡ 9[42].

Solution de l’exercice 8
Soit d le PGCD de 18n + 3 et 12n + 1. On a que d | 2(18n + 3) − 3(12n + 1) = 3.
D’où d ∈ {1; 3} puisque d ≥ 0. Si d = 3 alors d | 12n + 1 − 3(4n) = 1, absurde.
Donc d = 1 et la fraction donnée est bien irréductible.

2 Groupe B : arithmétique

1 dimanche 24 après-midi : Margaret Bilu

Notions abordées : divisibilité, nombres premiers, décomposition en fac-
teurs premiers, pgcd, ppcm, algorithme d’Euclide, valuations p-adiques, for-
mule de Legendre, théorème de Bézout, lemme de Gauss.

Pour des détails, cf polycopié d’Arithmétique sur le site www.animath.fr
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Exercices

Exercice 1 Montrer que pour tout n ∈ Z, n2 + n est divisible par 2.

Exercice 2 Trouver les valeurs de n ∈ N pour lesquelles 13n − 11n est premier.

Exercice 3

1. Trouver les x dans Z tels que x− 1 divise x− 3

2. Trouver les x dans Z tels que x+ 2 divise x2 + 3.

Exercice 4 Montrer que la fraction 21n+4
14n+3

est irréductible pour tout n ∈ N.

Exercice 5 Montrer que 6 divise n3 − n.

Exercice 6 Soit p un nombre premier supérieur ou égal à 5. Montrer que 24
divise p2 − 1.

Exercice 7 Soient a et b des entiers premiers entre eux. Montrer que ab et a + b

sont premiers entre eux.

Exercice 8 On choisit n+1 entiers compris entre 1 et 2n. Montrer que parmi eux
il y en a deux qui sont premiers entre eux.

Exercice 9 Soient p premier et k ∈ {1, . . . , p − 1}. Montrer que
�
p
k

�
= p!

k!(p−k)!
est

divisible par p.

Exercice 10 On appelle n-ième nombre de Fermat l’entier Fn = 22n + 1. Montrer
que les nombres de Fermat sont premiers entre eux deux à deux.

Exercice 11 Pour tout n > 1, trouver n entiers consécutifs non premiers.

Exercice 12 Déterminer le pgcd de tous les nombres de la forme

(a− b)(b− c)(c− d)(d− a)(b− d)(a− c)

où a, b, c, d parcourent Z.

Exercice 13 Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Démontrer
que pour tout entier naturel n tel que n > ab, il existe deux entiers naturels x et
y tels que n = ax+ by.

Solutions

Solution de l’exercice 1 Première méthode : n et n2 ont la même parité, donc leur
somme est paire.

Deuxième méthode : en factorisant on obtient n2 + n = n(n + 1). Or parmi
deux entiers consécutifs, il y en a forcément un qui est pair, donc leur produit
est pair.
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Solution de l’exercice 2 13n−11n est toujours pair, donc il suffit de vérifier quand
il est strictement plus grand que 2. Montrons par récurrence que c’est le cas dès
que n ≥ 2. En effet, 132 − 112 = 169 − 121 = 48 > 2. Supposons que pour un
certain n, 13n − 11n > 2. Alors 13n+1 = 13 × 13n > 13(11n + 2) > 11(11n + 2) >

11n+1 + 2, ce qui conclut. Ainsi, il reste à regarder les cas n = 0 et n = 1. On a
130 − 110 = 0 et 131 − 111 = 2, donc la seule solution est n = 1.

Solution de l’exercice 3

1. x − 1 divise x − 3 si et seulement si x − 1 divise x − 3 − (x − 1), donc
si et seulement si x − 1 divise −2. Ainsi, x − 1 appartient à l’ensemble
{−2,−1, 1, 2}, c’est-à -dire que x ∈ {−1, 0, 2, 3}.

2. x+2 divise x2 +3 si et seulement si x+2 divise (x2 +3)−x(x+2) = −2x+3,
si et seulement si x+ 2 divise−2x+ 3 + 2(x+ 2) = 7. Donc x+ 2 appartient
à l’ensemble {−7,−1, 1, 7}, c’est-à -dire que x ∈ {−9,−3,−1, 5}.

Solution de l’exercice 4 Nous allons calculer le pgcd de 21n + 4 et de 14n + 3 en
effectuant un algorithme d’Euclide.

21n+ 4 = (14n+ 3)× 1 + (7n+ 1)

14n+ 3 = (7n+ 1)× 2 + 1

Donc pour tout n, le numérateur et le dénominateur sont premiers entre eux,
donc la fraction est irréductible.

Solution de l’exercice 5 On factorise : n3− n = n(n2− 1) = n(n− 1)(n+ 1). Parmi
trois entiers consécutifs, il y en a nécessairement un divisible par 2 et un divi-
sible par 3. Donc n3− n est divisible par 2 et par 3, et par conséquent également
par le ppcm de 2 et de 3, c’est-à -dire 6.

Solution de l’exercice 6 On factorise encore : p2 − 1 = (p− 1)(p+ 1). Nous savons
que p est premier, et qu’il est supérieur à 5 : il est donc impair et non divisible
par 3. Ainsi, p−1 et p+1 sont tous les deux pairs, et l’un d’eux doit être divisible
par 3. Mieux : parmi deux nombres pairs consécutifs il y en a un qui est divisible
par 4 : ainsi, (p− 1) ou (p+ 1) est divisible par 4. Finalement, p2− 1 est divisible
par 3 et par 2× 4 = 8, donc il est divisible par 24.

Solution de l’exercice 7 Soit d un diviseur commun de ab et a + b. Alors d divise
ab − a(a + b) = −a2, et de même, d divise ab − b(a + b) = −b2. d est donc un
diviseur commun de a2 et b2. Or si a et b sont premiers entre eux, a2 et b2 le sont
aussi, donc d = 1.

Solution de l’exercice 8 Si on choisit n + 1 entiers dans {1, . . . , 2n}, il y en aura
forcément deux qui seront consécutifs : ces deux-là seront premiers entre eux.
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Solution de l’exercice 9 On écrit p! =
�
p
k

�
× k!(p− k)!. Nous savons que p divise p!.

D’autre part, puisque k ∈ {1, . . . , p− 1} et que p est premier, k! et (p− k)! n’ont
que des facteurs premiers inférieurs strictement à p, donc sont premiers avec p.
Ainsi, p divise le cà´té droit de l’égalité ci-dessus, et est premier avec k!(p− k)!,
donc par le lemme de Gauss il divise

�
p
k

�
.

Attention : c’est faux si p n’est pas premier. Par exemple
�

4
2

�
= 6 n’est pas

divisible par 4.

Solution de l’exercice 10 On montre par récurrence que pour tout n ≥ 0, Fn+1 −
2 = FnFn−1 . . . F0. Pour l’initialisation, on a bien F1 − 2 = 22 − 1 = 3 = F0.
Supposons que la relation à prouver est vraie au rang n. Alors

Fn+1 − 2 = 22n+1 − 1 =
�
22n + 1

� �
22n − 1

�
= Fn(Fn − 2)

donc par hypothèse de récurrence on a bien Fn+1 − 2 = FnFn−1 . . . F0.
Un diviseur commun de Fn+1 et d’un des Fi précédent diviserait Fn+1 +

F0 . . . Fn = 2. Ne pouvant être égal à 2 car tout nombre de Fermat est impair,
il est nécessairement égal à 1. Ainsi, tout terme de la suite des nombres de Fer-
mat est premier avec tous les précédents, ce qui implique que deux nombres de
Fermat distincts sont premiers entre eux.

Note : les nombres de Fermat avaient été introduits par Fermat, qui conjec-
turait qu’ils étaient tous premiers...conjecture infirmée un siècle après par Euler,
qui montra que déjà F5 n’est pas premier. Actuellement nous ne savons toujours
pas s’il existe un nombre de Fermat premier autre que F0, . . . , F4.

Solution de l’exercice 11 Fixons un entier N et regardons ce que nous pouvons
dire des diviseurs des entiers successifs situés après N .

N N + 1 N + 2 N + 3 . . . N + k . . .

Nous ne savons rien sur N + 1, si ce n’est qu’il est premier avec N . En revanche,
si jamais N est pair, nous savons à coup sà»r que N + 2 est pair (de même que
tous les nombres de la forme N + 2i). Si N est multiple de 3, alors N + 3 sera
nécessairement divisible par 3. Plus généralement, pour tout entier k, si N est
divisible par k, N + k l’est aussi. Pour avoir n entiers consécutifs non premiers,
il nous faut imposer des conditions sur N de sorte à fournir des diviseurs aux
n nombres consécutifs N + 2, N + 3, . . . , N + (n + 1). Il suffit donc que N soit
divisible par tous les nombres entre 2 et n+ 1 ; en choisissant N = (n+ 1)!, nous
avons terminé.

Solution de l’exercice 12 Si on calcule le produit en question pour a = 0, b = 1, c =

2, d = 3, on trouve -12 donc le pgcd en question divise nécessairement 12 = 3×4.
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Réciproquement, nous allons montrer que ce pgcd est 12, en montrant que tous
les nombres de cette forme sont divisibles par 3 et par 4.

Un entier n divise la différence entre deux des entiers parmi a, b, c, d si ces
entiers ont le même reste dans la division euclidienne par n. Puisqu’il n’y a que
3 restes possibles modulo 3, il y a forcément deux entiers parmi a, b, c, d qui ont
le même reste. Tous les produits considérés dans l’énoncé sont donc divisibles
par 3.

Regardons maintenant les restes modulo 4 : il y a alors deux cas à considé-
rer. S’il existe deux entiers parmi a, b, c, d qui ont le même reste dans la division
euclidienne par 4, la différence entre ces deux entiers sera divisible par 4. Si
a, b, c, d ont tous des restes différents modulo 4, cela veut dire que les 4 restes
possibles dans la division euclidienne par 4 sont représentés. Ainsi, il y a parmi
a, b, c, d deux entiers pairs et deux entiers impairs. La différence entre deux en-
tiers de même parité étant paire, nous avons montré que dans ce cas aussi tous
les produits considérés sont divisibles par 2× 2 = 4.

Solution de l’exercice 13 On sait par le théorème de Bézout qu’il existe des entiers
u et v tels que au+ bv = 1. En multipliant cela par n, on obtient

a(un) + b(vn) = n.

Le problème est que un et vn ne sont a priori pas tous les deux positifs. Au
contraire, au vu de l’identité au + bv = 1 l’un d’eux doit être négatif et l’autre
positif. Supposons par exemple que u est positif et v négatif. L’astuce sera donc
d’additionner quelque chose à nv, et de soustraire quelque chose à nu pour
compenser. Plus précisément, pour tout entier k, on peut écrire

a(un− bk) + b(vn+ ak) = n.

Reste à voir s’il existe k tel que vn + ak et un − bk sont tous les deux positifs.
Cela implique

−vn
a
≤ k ≤ un

b
.

Nous devons donc vérifier s’il existe un entier entre un
b

et −vn
a

. Or

un

b
−
�
−vn
a

�
=
una+ vnb

ab
=

n

ab
> 1.

Entre deux nombres à distance strictement plus grande que 1 il existe nécessai-
rement au moins un entier, on peut donc choisir k de telle sorte que vn + ak et
un− bk soient tous les deux positifs.
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2 lundi 25 matin : François Lo Jacomo

Autour des congruences

De même qu’on peut ranger les entiers en deux classes, les nombres pairs et
les nombres impairs, on peut les ranger dans trois classes, ceux qui sont divi-
sibles par 3, ceux qui s’écrivent 3k+ 1 et ceux qui s’écrivent 3k+ 2, et plus géné-
ralement dans n classes modulo n, ceux qui s’écrivent nk, nk+1, · · · nk+(n−1).
Plus précisément, on dit que a est congru à bmodulo n, et on écrit a ≡ b (mod n)

si a − b est divisible par n. Cette relation est une relation d’équivalence : pour
tous a, b, c, a ≡ a (mod n) ; a ≡ b =⇒ b ≡ a ; a ≡ b et b ≡ c =⇒ a ≡ c ; elle
définit donc des classes d’équivalence : la classe de k est l’ensemble des entiers
congrus à k modulo n. L’ensemble des classes de congruences se note : Z/nZ.
En outre, la relation est compatible avec l’addition et la multiplication : a ≡ b

et a′ ≡ b′ entraîne : a + b ≡ a′ + b′ et ab ≡ a′b′ ainsi que, pour tout entier k,
ak ≡ bk, donc on peut additionner, multiplier, élever à une puissance une classe
de congruence.

Un premier exemple, ce sont les congruences modulo 9. Comme pour tout
k, 10k − 1 est divisible par 9, 1 ≡ 10 ≡ 100 ≡ · · · ≡ 10k ≡ · · · (mod 9). Donc par
exemple 6178 = 6 × 1000 + 1 × 100 + 7 × 10 + 8 ≡ 6 + 1 + 7 + 8 = 22 (mod 9).
Et 22 ≡ 2 + 2O = 4 (mod 9). Ceci explique qu’en additionnant les chiffres d’un
entier, on trouve sa classe de congruence modulo 9, on trouve en particulier s’il
est divisible par 9 ou par 3.
Exercice 1

Pour quels entiers k ≥ 0 le nombre 2k + 3k est-il divisible par 7 ?

Solution de l’exercice 1
On rappelle que pour tout entier a, a0 = 1. Il convient d’étudier toutes les

valeurs que peut prendre 2k + 3k (mod 7). 20 ≡ 1, 21 ≡ 2, 22 ≡ 4, 23 ≡ 1 et
du fait que 23 ≡ 1, 2k+3 ≡ 2k ce qui signifie que la suite des 2k (mod 9) est
périodique de période 3. On peut démontrer qu’il en est de même de la suite des
puissances de n’importe quel entier modulo n’importe quel autre. Par exemple
pour 3, 3k ≡ 1, 3, 2, 6, 4, 5, 1, · · · (mod 7) quand k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, · · · . La suite
est périodique de période 6. On écrit cela dans un tableau, et on trouve que la
suite des 2k + 3k est périodique de période 6, et vaut modulo 7 : 2, 5, 6, 0, 6, 2.
C’est donc pour k ≡ 3 (mod 6) que 2k + 3k est divisible par 7.

Exercice 2
Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus à 3 (mod 4)

Solution de l’exercice 2
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Le problème général : existe-t-il une infinité de nombres premiers congrus à
b (mod a) est difficile, mais résolu. Dans le cas particulier qui nous intéresse le
problème est simple.

Supposons qu’il en existe un nombre fini, que nous noterons : p1, p2, · · · pn.
Nous allons construire un nombre premier congru à 3 modulo 4 qui ne figure
pas dans cette liste, ce qui entraînera une contradiction. Posons N = p1 × p2 ×
· · ·× pn. Selon que n est pair ou impair, ce produit sera congru à 1 ou 3 (mod 4).
S’il est congru à 1, posons M = N + 2, sinon, M = N + 4. M ≡ 3 (mod 4). Si M
est premier, alors voilà un nombre premier congru à 3 (mod 4) qui ne figure pas
dans la liste. S’il n’est pas premier, parmi ses facteurs premiers l’un au moins
est congru à 3 (mod 4), car s’ils étaient tous congrus à 1 (mod 4), leur produit
serait lui aussi congru à 1 (mod 4). Si ce facteur premier figurait dans la liste,
il diviserait N ainsi que M , donc il diviserait leur différence 2 ou 4, qui n’ont
pas de facteurs premiers congrus à 3 (mod 4). Donc nous avons trouvé ainsi un
nombre premier congru à 3 (mod 4) qui n’est pas dans la liste, ce qui achève la
démonstration.

Exercice 3
Trouver un nombre entier congru à 1 (mod 7) et à 2 (mod 11).

Solution de l’exercice 3
Faisons la liste des entiers congrus à 2 (mod 11) jusqu’à en trouver un congru

à 1 (mod 7). 11k + 2 = 2, 13, 24, 35, 46, 57, · · · lorsque k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, · · · . Ils
sont congrus à : 2, 6, 3, 0, 4, 1, · · · . Donc 57 est le premier nombre trouvé congru
à 1 (mod 7) et à 2 (mod 11).

Cet exercice se généralise en :

Théorème chinois
Soient a1, a2, · · · an n entiers deux à deux premiers entre eux, et b1, b2, · · · bn n

entiers quelconques. Le système d’équations :

x ≡ b1 (mod a1)

,
x ≡ b2 (mod a2)

,
· · ·

,
x ≡ bn (mod an)

, admet une infinité de solutions, de la forme x ≡ B (mod a1a2 · · · an).
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Démonstration
Posons N = a1a2 · · · an. Admettons qu’il existe une solution x = B. Toute

autre solution est telle que x − B est divisible par a1, a2, · · · an, donc par leur
produit N vu que ces n entiers sont deux à deux premiers entre eux. Récipro-
quement, tout x ≡ B (mod N) est congru à B modulo chacun des ai, donc
solution du système d’équation. Reste à prouver qu’il existe au moins une so-
lution, en l’exhibant explicitement. Posons pour tout i Ni = N

ai
, produit de tous

les aj à l’exception d’un seul, ai. Ni est premier avec ai, donc d’après Bézout
il existe xi et yi tels que xiNi + yiai = 1, soit xiNi ≡ 1 (mod ai), alors que
pour tous les autres aj xiNi ≡ 0 (mod aj). En conséquence la somme B =

x1N1a1 + x2N2a2 + · · ·+ xnNnan vérifie bien chaque congruence du système.
Exercice 4

Déterminer tous les nombres congrus à 1 modulo 27 et à 6 modulo 37.

Solution de l’exercice 4
C’est une application directe de la démonstration ci-dessus. Si a1 = 27 et

a2 = 37, N1 = 37 et N2 = 27. Pour trouver la relation de Bézout entre 27 et 37,
une possibilité est, comme dans l’exercice 3, d’essayer tous les multiples de 27

jusqu’à en trouver un congru à 1 modulo 37, on trouve : 27 × 11 − 37 × 8 = 1.
Une autre possibilité est de remonter l’algorithme d’Euclide : 37 = 27 + 10,
27 = 2× 10 + 7, 10 = 7 + 3 et 7 = 2× 3 + 1. En remontant :

1 = 7− 2× 3 = 7− 2× (10− 7) = 3× 7− 2× 10 =

= 3× (27− 2× 10)− 2× 10 = 3× 27− 8× 10

= 3× 27− 8× (37− 27) = 11× 27− 8× 37

Une fois trouvés ces xi, on applique simplement la formule : B = 1× (−8×
37) + 6 × (11x27) = 1486. Les nombres cherchés sont tous les nombres congrus
à 1486 (mod 27× 37), ou encore à 487 (mod 999).

Exercice 5
Si a et b sont premiers entre eux, montrer que pour tout n > ab, il existe x, y

entiers positifs tels que n = ax+ by.

Solution de l’exercice 5
Considérons les b termes a, 2a, · · · ba tous strictement inférieurs à n par hypo-

thèse. Deux d’entre eux ne peuvent pas être dans la même classe de congruence
modulo b. En effet, si ia ≡ ja (mod b), b divise (i − j)a, or b est premier avec a
par hypothèse, donc b divise i− j. Or entre 0 et b− 1, le seul multiple de b est 0,
ce qui entraîne i = j. b nombres deux à deux distincts modulo b prennent toutes

349



VII. QUATRIÈME PÉRIODE 2. GROUPE B : ARITHMÉTIQUE

les valeurs possibles modulo b, l’un d’eux, ax est donc congru à n modulo b, ce
qui signifie que n− ax = by.

Théorème de Fermat
Soit p un nombre premier. Quel que soit x non multiple de p, xp−1 ≡ 1

(mod p).
Variante : pour tout entier x, xp ≡ x (mod p).

Démonstration
Considérons les p − 1 entiers : x, 2x, 3x · · · (p − 1)x. Puisque x est premier

avec p, aucun d’eux n’est multiple de p. Qui plus est, par le même raisonnement
que dans l’exercice ci-dessus, ils sont tous distincts modulo p. Donc si l’on fait
le produit : x × 2x × · · · × (p − 1)x, ce produit contiendra, dans le désordre, les
mêmes classes modulo p que le produit : 1×2×· · ·× (p−1). En d’autres termes,
1× 2× · · · × (p− 1) ≡ x× 2x× · · · × (p− 1)x (mod p). Il suffit de simplifier par
1× 2× · · · × (p− 1) (qui est non nul modulo p) pour obtenir : xp−1 ≡ 1 (mod p).
En multipliant par x et en traitant séparément le cas trivial x ≡ 0 (mod p) on
obtient la variante annoncée.
Exercice 6

Combien de valeurs distinctes peut prendre x9 modulo 999 ?

Solution de l’exercice 6
Tout d’abord, décomposons 999 = 37 × 27. Connaissant les valeurs modulo

37 et celles modulo 27, on en déduira celles modulo 999.
Modulo 37, pour x non nul, (x9)

4 ≡ x36 ≡ 1. Or il n’existe que deux valeurs
de x modulo 37 telles que x2 ≡ 1 vu que x2 − 1 = (x − 1)(x + 1) : x ≡ 1

et x ≡ −1equiv36. De même, il n’existe que deux valeurs modulo 37 telles que
x2 ≡ 36 : 6 et−6. Donc il existe quatre valeurs telles que x4 ≡ 1 : x ≡ 1,−1, 6,−6.
Dès lors, x9 ne peut prendre que cinq valeurs modulo 37 : 1,−1, 6,−6 et 0 ! à ne
pas oublier.

Modulo 27, on utilise la formule du binôme : (a + b)n = an + nan−1b +
n(n−1)

2
an−2b2 + · · · pour montrer que (a+ 3k)9 ≡ a9 (mod 27). Donc a9 ne prend

que trois valeurs modulo 27 : 0, 1 et −1 ≡ 26.
Dès lors, modulo 999, x9 ne prend que 3 × 5 = 15 valeurs distinctes. Pour

les déterminer, il faut faire quinze fois le calcul de l’exercice 4 pour tous les
couples d’entiers, le premier dans {0, 1,−1, 6,−6} modulo 37, le second dans
{0, 1,−1}modulo 27. La relation de Bézout étant la même pour tous les calculs,
c’est relativement rapide. On obtient, modulo 999 (ce n’était pas explicitement
demandé) : 0, 703, 296, 297, 1, 593, 702, 406, 998, 783, 487, 80, 216, 919, 512.
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Théorème de Wilson

Si p est un nombre premier, (p − 1)! ≡ −1 (mod p). Si p n’est pas premier
mais > 5, (p− 1)! ≡ 0 (mod p).

Démonstration

Rappelons que n! = n× (n− 1)× (n− 2)× · · · × 2× 1. Si p n’est pas premier,
il peut s’écrire a× b où a et b apparaissent tous deux dans le produit (p− 1)!. Si
a = b > 2, a et 2a apparaissent tous deux dans le produit (p − 1)!, qui est donc
divisible par a2 = p. Notez que le résultat est faux pour p = 4.

Pour p premier, les éléments {1, 2, · · · p − 1} de Z/pZ sont tous inversibles,
c’est-à-dire que pour tout x, il existe y tel que xy ≡ 1 (mod p). 1 et −1 ≡ p − 1

sont leurs propres inverses. En revanche, tout autre élément de Z/pZ est distinct
de son inverse, car, nous l’avons vu dans l’exercice 4, x2 = 1 n’admet que deux
racines, 1 et −1 dans Z/pZ. Ces éléments peuvent donc être groupés deux par
deux de sorte que le produit de chaque paire vaille 1. Or (p − 1)! est le produit
de 1 par −1 par chacune de ces paires, il est donc congru à −1 modulo p.

Carrés modulo 4

Il est important de savoir que le carré d’un entier ne peut être congru qu’à
O ou 1 modulo 4, donc jamais à 2 ou à 3. Mais on peut même remarquer que
modulo 8, le carré d’un nombre impair est toujours congru à 1, et le carré d’un
nombre pair, à 0 ou 4. Cela permet de traiter l’exercice que voici :

Exercice 7

Peut-on trouver trois entiers a, b, c tels que a2 + b2 + c2 = 2015 ?

Solution de l’exercice 7

Si la réponse était "oui", il faudrait exhiber une solution. Par exemple, 2014 =

422 + 152 + 52, ou encore 2013 = 352 + 282 + 22. Si la réponse est "non", on peut
demander à un ordinateur d’essayer toutes les possibilités, mais ce n’est pas
très élégant. Le mieux est de trouver un argument simple et convaincant.

Modulo 8, un carré est congru à 0, 1 ou 4. Une somme de deux carrés est
donc congrue à 0, 1, 2, 4 ou 5, et une somme de trois carrés, à 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6,
mais jamais à 7. Or 2015 ≡ 7 (mod 8). Donc 2015 ne peut pas être une somme
de trois carrés.

En revanche, un théorème que nous ne démontrerons pas dit que tout entier
peut être décomposé en une somme d’au plus quatre carrés. Et le plus souvent
de nombreuses façons.
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3 lundi 25 après-midi : Matthieu Lequesne

Durant ce TD d’arithmétique, nous avons fini de corriger les exercices de
dimanche. Les exercices suivants ont également été traités :

Exercice 1 Calculer le nombre de 0 à la fin de 2014 !

Exercice 2 Montrer que la somme de cinq carrés d’entiers consécutifs n’est ja-
mais un carré parfait.

Exercice 3 Montrer qu’il existe une infinité d’entiers a ≥ 0 tels que n4 + a n’est
premier pour aucun n.

Exercice 4 On note P (n) le produit des diviseurs de n et d(n) le nombre de
diviseurs de n. Montrer que P (n) = nd(n)/2.

Exercice 5 Soit n =
Q
pαii . Montrer que le nombre de diviseurs de n est

Q
(αi+1).

Exercice 6 Soit a ≥ 1 et b ≥ 2 tels que ab − 1 est premier. Montrer que a = 2 et b
est premier.

Exercice 7 Quels sont les deux derniers chiffres de 799
9

?

Exercice 8 Donner une condition nécessaire et suffisante sur p et q pour que
x ∈ Q si et seulement si xp ∈ Q et xq ∈ Q.

Exercice 9 Soit a ≥ 2, m ≥ n ≥ 1.
a) Montrer que PGCD(am − 1, an − 1) = PGCD(am−n − 1, an − 1).
b) Montrer que PGCD(am−1, an − 1) = aPGCD(m,n) − 1.
c) Montrer que am − 1 | an − 1⇔ m |n.

Exercice 10 Montrer que
Qn−1
k=0(2n − 2k) est divisible par n!.

Exercice 11 (Théorème de Wilson) Soit p un entier > 1. Montrer que p est pre-
mier si et seulement si (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Solution de l’exercice 1 Comme 10 = 2× 5 cela revient à calculer min(v2(2014!), v5(2014!).
Or il y a plus de facteurs 2 que de facteurs 5. Donc on calcule v5(2014!) à l’aire
de la formule de Legendre :

v5(2014!) =
+∞X
k=1

b2014

5k
c = 501

Solution de l’exercice 2 Sachant qu’un carré est congru à 0 ou 1 modulo 4, la
somme de cinq carrés d’entiers consécutifs est congrue à 2 ou 3 modulo 4.
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Solution de l’exercice 3 On prend a = 4b4 donc n4 +a = (n2 +2b2 +2nb)(n2 +2b2−
2nb).

Solution de l’exercice 4 P (n)2 =
Q
d|n d×

Q
d|n

n
d

=
Q
d|n n = nd(n).

Solution de l’exercice 5 Les diviseurs de n sont les nombres de la forme
Q
pβii avec

0 ≤ βi ≤ αi. Il y en a donc
Q

(αi + 1).

Solution de l’exercice 6 ab − 1 est divisible par a − 1 donc nécessairement a = 2.
De plus si b = cd, 2b − 1 est divisible par 2c − 1 donc c = 1 ou c = b. Donc b est
premier.

Solution de l’exercice 7 On regarde les restes des puissances de 7 modulo 100.
C’est un cycle de longueur 4. Or 9 ≡ 1 (mod 4) donc les deux derniers chiffres
sont 07.

Solution de l’exercice 8 Si PGCD(p, q) = d > 1, d
√

2 est un contre-exemple. Si
PGCD(p, q) = 1, il existe u et v tels que pu + qv = 1 d’après le théorème de
Bézout. Donc x = (xp)u + (xq)v est rationnel.

Solution de l’exercice 9
a) PGCD(am−1, an−1) = PGCD(an(am−n−1), an−1) = PGCD(am−n−1, an−1)

car an et an − 1 sont premiers entre eux.
b) On applique l’algorithme des soustractions.
c) am − 1 | an − 1 ⇔PGCD(am − 1, an − 1) = am − 1 ⇔ PGCD(m,n) = m⇔
m |n .

Solution de l’exercice 10
Qn−1
k=0(2n − 2k) = 2

n(n−1)
2

Qn−1
k=0(2k − 1). Or v2(n!) < n <

n(n−1)
2

.
De plus, si p ≥ 3, alors vp(2k−1) ≥ a dès que k est un multiple de ϕ(pa) = (p−

1)pa−1 (où ϕ est l’indicatrice d’Euler) : il y a au moins b n
(p−1)pa−1 c tels entiers k. De

manière analogue à la formule de Legendre, on sait donc que vp(
Qn−1
k=0(2k−1)) ≥

b n
p−1
c+ b n

p(p−1)
c+ . . . Or, vp(n!) = bn

p
c+ b n

p2
c+ . . . (c’est la formule de Legendre),

donc vp(n!) ≤ vp(
Qn−1
k=0(2k − 1)). Cela montre bien que n! divise

Qn−1
k=0(2n − 2k).

Solution de l’exercice 11 Pour tout n ∈ J1, p − 1K, il existe n−1 ∈ J1, p − 1K tel que
n× n−1 ≡ 1[p]. De plus, n = n−1 si et seulement si n2 − 1 ≡ 0, ce qui équivaut à
n = 1 ou n = p− 1.

Ainsi, calculer (p− 1)! modulo p revient :
. si n 6= n−1, à grouper chaque entier n avec son inverse n−1 pour les multi-

plier, ce qui produit uniquement des facteurs 1 modulo p,
. sinon, c’est que n = 1 ou n = p−1, ce qui rajoute un facteur 1 et un facteur
−1 modulo p.

Donc : (p− 1)! ≡ 1× 1× . . .× 1× 1× (−1) ≡ −1[p].
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3 Groupe C : inégalités et éq. fonct.

1 dimanche 24 après-midi : inégalités, Vincent Jugé

Avant toute chose, on ne saurait trop conseiller au lecteur quelques réfé-
rences : le cours de Pierre Bornsztein (disponible sur le site d’Animath) ainsi
que les polycopiés des différentes années. Il existe évidemment bien d’autres
cours que vous découvrirez aussi aisément que moi-même en utilisant votre
moteur de recherche préféré.

Inégalité du réordonnement — Inégalité de Tchebychev

Mieux vaut gagner à « Qui veut gagner des millions ? » dix fois et au « Jeu des mille
francs » une fois que l’inverse.
La phrase ci-dessus vous semble-t-elle évidente ? Si oui, vous connaissez en fait
déjà l’inégalité du réordonnement !

Théoréme . Soit a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an et b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bn des réels, ainsi que
σ ∈ Sn une permutation. Alors

a1b1 +a2b2 + . . .+anbn ≥ a1bσ(1) +a2bσ(2) + . . .+anbσ(n) ≥ a1bn+a2bn−1 + . . .+anb1.

Démonstration. Il suffit en fait de montrer que, si a ≥ a′ et b ≥ b′, alors ab+a′b′ ≥
ab′+a′b, ce qui découle directement du fait que ab+a′b′ = ab′+a′b+(a−b)(a′−b′).
�

L’inégalité du réordonnement, si simple soit-elle, permet déjà de résoudre
bon nombre de problèmes plus ou moins faciles en apparence.
Exercice 1 Soit a et b deux réels. Montrer que a2 + b2 ≥ 2ab.

Exercice 2 Soit f : N∗ 7→ N∗ une fonction injective, et soit n un entier naturel
non nul. Montrer que

Pn
k=1

f(k)
k
≥ n.

Exercice 3 Soit a, b et c trois réels strictement positifs. Montrer que a
b+c

+ b
a+c

+
c
a+b
≥ 3

2
et identifier les cas d’égalité.

En outre, l’inégalité du réordonnement permet également de démontrer la
fameuse inégalité de Thebychev.

Théoréme . Soit a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an et b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bn des réels. Alors

a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn
n

≥ a1 + a2 + . . .+ an
n

·b1 + b2 + . . .+ bn
n

≥ a1bn + a2bn−1 + . . .+ anb1

n
.
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Démonstration. Notons σi la permutation de {1, 2, . . . , n} telle que σi(k) ≡ k+ i

(mod n). Alors (a1+a2+. . .+an)(b1+b2+. . .+bn) =
Pn
i=1

�
a1bσi(1) + a2bσi(2) + . . .+ anbσi(n)

�
,

donc l’inégalité du réordonnement appliquée successitvement aux permuta-
tions σ1, . . . , σn indique que

n(a1b1+a2b2+. . .+anbn) ≥ (a1+a2+. . .+an)(b1+b2+. . .+bn) ≥ n(a1bn+a2bn−1+. . .+anb1).

�

Exercice 4 Soit a, b et c trois réels strictement positifs. Montrer que ab
a+b

+ bc
b+c

+
ca
c+a
≤ 3(ab+bc+ca)

2(a+b+c)
.

Exercice 5 Soit ABC un triangle acutangle, H son orthocentre et r le rayon de
son cercle inscrit. On note dA (respectivement, dB et dC) la distance de H à la
droite (BC) (respectivement, (CA) et (AB)). Montrer que dA + dB + dC ≤ 3r.

A B

C

H

I

Dérivées (partielles)

En haut d’un sommet et au fond d’une vallée, si le sol n’est pas trop accidenté, il est
souvent plat.
Cette remarque que tous les alpinistes auront faite est en fait extrêmement puis-
sante, et sert dès lors que l’on cherche à maximiser ou à minimiser des fonctions
dérivables.

Pour ceux qui n’auraient pas encore découvert la notion de dérivée, voici
une brève introduction.

Définition . Soit f : R 7→ R une fonction et x un nombre réel. La dérivée de f
en x, notée f ′(x), est la limite éventuelle limh→0

f(x+h)−f(x)
h

. Si cette limite existe,
alors on dit que f est dérivable en x. Si elle existe quel que soit x ∈ R, on dit
simplement que f est dérivable.

En pratique, de nombreuses fonctions sont dérivables, et on pourra s’ap-
puyer sur des formules usuelles, qui seront largement suffisantes la plupart du
temps.
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f(x) f ′(x) Remarque

xα αxα−1 x > 0 ou α ∈ Z
cos(x) − sin(x)

sin(x) cos(x)

ax ln(a)ax a > 0

exp(x) exp(x)

ln(|x|) x−1 x 6= 0

af(x) af ′(x) a ∈ R
f(x)+g(x) f ′(x) + g′(x)

f(x)g(x) f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

f(g(x)) f ′(g(x))g′(x)

Exercice 6 Montrer les quatre dernières formules ci-dessus.

Attention, cependant : toutes les fonctions ne sont pas dérivables en tout
point de leur domaine de définition !
Exercice 7 Montrer que x 7→ |x| est dérivable en tout point sauf en 0.

En outre, comme annoncé ci-dessus, les dérivées sont un outil extrêmement
puissant pour trouver des extrema.

Théoréme . Soit f : R 7→ R et x un réel en lequel f est extrémale et dérivable.
Alors f ′(x) = 0.

Démonstration. Si f ′(x) > 0, alors par définition d’une limite il existe un h > 0

tel que f(x − h) < f(x) < f(x + h). Si f ′(x) < 0, alors il existe un h > 0 tel que
f(x+ h) < f(x) < f(x− h). Par conséquent, f ′(x) = 0. �

Exercice 8 Soit a, b et c des réels, avec a > 0. Trouver les minima et maxima
éventuels de la fonction f : x 7→ ax2 + bx + c. En déduire que f(x) ≥ 0 (respec-
tivement, f(x) > 0) pour tout x ∈ R si et seulement si b2 ≤ 4ac (respectivement,
b2 < 4ac).

En outre, la dérivée permet de caractériser les fonctions croissantes.

Théoréme . Soit I ⊆ R un intervalle, et f : I 7→ R une fonction dérivable. Alors
f est croissante si et seulement si f ′(x) ≥ 0 pour tout x ∈ I , et f est décroissante
si et seulement si f ′(x) ≤ 0 pour tout x ∈ I .

Démonstration. Tout d’abord, si f est croissante, alors pour tout x ∈ I la déri-
vée f ′(x) est une limite de réels positifs, donc f ′ ≥ 0.

Réciproquement, si f ′ ≥ 0, il est beaucoup plus difficile de montrer que f est
croissante. Soit X un élément de I et soit ε un réel strictement positif. En outre,

356



VII. QUATRIÈME PÉRIODE 3. GROUPE C : INÉGALITÉS ET ÉQ. FONCT.

soit J un intervalle maximal de I ∩ [X,+∞[ tel que f(t) ≥ f(X)− ε(t−X) pour
tout t ∈ J . On va montrer que J = I ∩ [X,+∞[.

En effet, soit M = sup J : si M < sup I , alors choisissons y dans J et faisons
tendre y vers M . Puisque l’on a systématiquement f(y) − f(X) ≥ ε(y −X), on
en déduit que f(M) − f(X) ≥ ε(M − X). Ainsi, par maximalité de J , on sait
que M ∈ J . En outre, notons que f ′(M) ≥ 0 > ε, de sorte qu’il existe un réel
η > 0 tel que f(M + h)− f(M) ≥ −εh dès lors que 0 ≤ h ≤ η. On en déduit que
[X,M + η] ⊆ J , ce qui contredit la définition de M .

Par conséquent, M = sup I , et si M ∈ I on en déduit même que M ∈ J :
cela montre bien que J = I ∩ [X,+∞[. En particulier, si t ≥ X , alors en faisant
tendre ε vers 0 on constate que f(t) ≥ f(X). Ce raisonnement fonctionne quels
que soient X et t tans I avec X ≤ t, de sorte que f est croissante sur I .

On traite ensuite de la même manière le cas des fonctions décroissantes
et/ou à dérivée négative. �

Pour en finir avec les fonctions dérivables, voici une notation bien pratique :
si I ⊆ R est un intervalle, f : I ⊆ R et g : I 7→ R sont deux fonctions, et ` est
un élément de I , alors on notera « f(x) = ox→`(g(x)) » la relation limx→`

f(x)
g(x)

= 0.
En particulier, au vu de la définition d’une dérivée, on aura toujours f(x) =

f(`) + (x− `)f ′(`) + ox→`(x).
De surcroît, puisqu’elle est si efficace sur les fonctions à une variable, pour-

quoi ne pas utiliser la notion de dérivée sur les fonctions à plusieurs variables ?

Définition . Soit f : Rn 7→ R une fonction, et x = (x1, . . . , xn) un élément de
Rn. Les dérivées partielles de f en x, si elles existent, sont définies comme les
limites ∂xif(x) = limh→0

f(x1,...,xi−1,xi+h,xi+1,...,xn)−f(x1,...,xi−1,xi,xi+1,...,xn)
h

. Si chaque
dérivée partielle ∂xif existe, alors on dit que f est « différentiable » en x.

Autrement dit, ∂xif(x) n’est autre que la dérivée de la fonction t 7→ f(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn)

au point xi. En particulier, on en déduit directement le corrolaire suivant.

Corollaire . Soit f : Rn 7→ R et x ∈ Rn un point en lequel f est extrémale et
différentiable. Alors ∂xif(x) = 0 pour tout i ≤ n.

Pour calculer une dérivée partielle, il suffit alors de feindre que les coordon-
nées selon lesquelles on ne dérive pas sont en fait des constantes.

Exemple . Soit f : (x1, x2) 7→ x1x
2
2. Alors ∂x1f(x1, x2) = x2

2 et ∂x2f(x1, x2) =

2x1x2.

En outre, cela sert aussi à montrer certains résultats surprenants, par exemple
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le fait qu’un polynôme à deux variables peut ne prendre que des valeurs posi-
tives sans avoir de minimum !
Exercice 9 Soit P (X1, X2) = X2

1 + (1−X1X2)2. Montrer que inf P (R2) = 0 puis
montrer, de deux manières différentes, que P n’admet aucun minimum.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

J’aime bien la géométrie : c’est la géométrie qui nous a donné l’inégalité de Cauchy-
Schwarz.
Et oui : et ce lien entre géométrie et inégalités, c’est le produit scalaire !

Un produit scalaire, qu’est-ce que c’est ? Dans ce cours, on parlera de produit
scalaire sur sur Rn, c’est-à -dire sur les n-uplets de réels. On considérera ci-
dessous les n-uplets a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) et c = (c1, . . . , cn).

Définition . Un produit scalaire sur Rn est une fonction ϕ : Rn × Rn 7→ R telle
que :

. ϕ(a,b) = ϕ(b, a) quels que soient a et b : ϕ est symétrique ;

. ϕ(λa + b, c) = λϕ(a, c) + ϕ(c, c) quels que soient a, b, c et λ ∈ R : ϕ est
linéaire à gauche (donc à droite, par symétrie) ;

. ϕ(a, a) ≥ 0 quel que soit a, avec égalité si et seulement si a1 = . . . = an =

0 : ϕ est définie positive.

Exemple . Les « produits scalaires » ϕ : (a,b) 7→ a1b1 + . . . + anbn que l’on
manipule en géométrie sont évidemment des produits scalaires au sens de cette
définition.

D’autre part, notons que le « produit » (a1, b1) 7→ a1b1 est lui aussi un produit
scalaire : la vie fait bien les choses ! D’ailleurs, les produits scalaires sont assez
nombreux dans la nature, et très faciles à fabriquer, même s’il ne faut pas faire
n’importe quoi non plus.
Exercice 10 Montrer que ϕ : (a,b) 7→ Pn

i=1 i
2aibi et ψ : (a,b) 7→ ϕ(a,b) + (a1 +

a2)(b1 + b2) sont des produits scalaires, mais que θ : (a,b) 7→ P
i 6=j aibj n’en est

pas un.

En outre, le caractère défini positif du produit scalaire est une propriété cru-
ciale, puisqu’il nous permet de dire que le produit scalaire de deux n-uplets est
toujours plus petit que le produit de leurs normes : c’est l’inégalité de Cauchy-
Schwarz.

Théoréme . Soit ϕ : Rn × Rn 7→ R un produit scalaire, et soit deux n-uplets a

et b. Alors ϕ(a,b)2 ≤ ϕ(a, a)ϕ(b,b), avec égalité si et seulement si a et b sont
proportionnels l’un à l’autre.

358



VII. QUATRIÈME PÉRIODE 3. GROUPE C : INÉGALITÉS ET ÉQ. FONCT.

Démonstration. Soit λ un réel, et observons attentivement ϕ(a − λb, a − λb) :
on trouve

0 ≤ ϕ(a− λb, a− λb) = ϕ(a, a− λb)− λϕ(b, a− λb) = ϕ(a− λb, a)− λϕ(a− λb,b)

≤ ϕ(a, a)− λϕ(b, a)− λϕ(a,b) + λ2ϕ(b,b) = ϕ(a, a)− 2λϕ(a,b) + λ2ϕ(b,b).

Cette dernière inégalité étant vraie quel que soit λ ∈ R, on en déduit que
(2ϕ(a,b))2 ≤ 4ϕ(a, a)ϕ(b,b). En outre, ϕ(a, a)ϕ(b,b) = ϕ(a,b)2 si et seulement
s’il existe un réel λ ∈ R tel que ϕ(a−λb, a−λb) = 0, c’est-à -dire tel que a = λb :
ceci conclut la preuve du théorème. �

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est, historiquement, très utilisée pour résoudre
des problèmes d’olympiades plus ou moins classiques.

Exercice 11 Soit n ∈ N∗. Montrer que
Pn
k=1 k

√
n+ 1− k ≤ n(n+1)

√
2n+1

2
√

3
.

Exercice 12 Soit a1, . . . , an des réels, et b1, . . . , bn des réels strictement positifs.
Montrer que

a2
1

b1

+ . . .+
a2
n

bn
≥ (a1 + . . .+ an)2

b1 + . . .+ bn
.

Exercice 13 Soit x, y et z des réels positifs ou nuls. Montrer queÈ
3x2 + xy +

È
3y2 + yz +

√
3z2 + zx ≤ 2(x+ y + z).

Convexité

La géométrie est vraiment géniale : elle nous a aussi donné la convexité !
En effet, la notion de convexité est avant tout une notion géométrique. Ce-
pendant, de manière fort naturelle, elle s’applique également à l’analyse, via
le concept de « fonction convexe » !

Définition . Soit I ⊆ R un intervalle, et f : I 7→ R une fonction. On dit que f est
convexe si l’épigraphe de f , c’est-à -dire l’ensemble {(x, y) : x ∈ D, y ≥ f(x)}
est une partie convexe de R2.

En revanche, on dit que f est concave si l’hypographe de f , c’est-à -dire
l’ensemble {(x, y) : x ∈ D, y ≤ f(x)} est une partie convexe de R2.
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f(x)

x
Fonction convexe

f(x)

x
Fonction concave

f(x)

x
Fonction quelconque

De nombreuses fonctions usuelles sont convexes et/ou concaves.
Exercice 14 Montrer que les fonctions à la fois convexes et concaves sont les
fonctions affines.

En outre, il existe une caractérisation simple des fonctions convexes, com-
munément appelée « inégalité de Jensen ».

Théoréme . Soit I ⊆ R un intervalle et f : I 7→ R une fonction. Alors il y a
équivalence entre

(i) f est convexe ;

(ii) pour tous x, y ∈ I et λ ∈ [0, 1], on a λf(x) + (1−λ)f(y) ≥ f(λx+ (1−λ)y) ;

(iii) pour tous x1, . . . , xn ∈ R et λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] tels que
Pn
i=1 λi = 1, on aPn

i=1 λif(xi) ≥ f (
Pn
i=1 λixi) ;

(iv) pour tous x, y, z ∈ I tels que x < y < z, on a f(y)−f(x)
y−x ≤ f(z)−f(x)

z−x ≤ f(z)−f(y)
z−y .

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que (iii) implique (ii). En outre, (i)
implique (iii) : chaque point Pi de coordonnées

�
xi

f(xi)

�
appartient à l’épigraphe

de f , et
Pn
i=1 λiPi est une combinaison convexe des points Pi, donc appartient

également à l’épigraphe de f , ce qui signifie exactement que la relation (iii) est
vérifiée.

Montrons ensuite que si (i) est faux, alors (ii) est faux aussi : si f n’est pas
convexe, il existe deux points P1 et P2 de coordonnées respectives

�
x1
y1

�
et
�
x2
y2

�
,

ainsi qu’un réel λ ∈ [0, 1], tels que λP1 +(1−λ)P2 n’appartient pas à l’épigraphe
de f , c’est-à -dire que λy1 + (1 − λ)y2 < f(λx1 + (1 − λ)x2). Or, y1 ≥ f(x1) et
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y2 ≥ f(x2), de sorte que (ii) est faux. Par contraposée, (ii) implique (i), donc (i),
(ii) et (iii) sont équivalents.

Enfin, soit λ ∈ [0, 1] tel que y = λx + (1 − λ)z : chaque inégalité de (iv) se
réécrit sous la forme f(y) ≤ (1− λ)f(z) + λf(x), de sorte que (iv) est équivalent
à (ii). �

En outre, si f est dérivable, voire deux fois dérivable (c’est-à -dire dérivable
et de dérivée elle-même dérivable), on dispose de critères supplémentaires per-
mettant de détecter une fonction convexe.

Théoréme . Soit I ⊆ R un intervalle et f : I 7→ R une fonction (dérivable). Alors
il y a équivalence entre

(i) f est convexe ;

(v) toute tangente de f est contenue dans l’hypographe de f ;

(vi) f ′ est croissante ;

(vii) f ′′(x) ≥ 0 pour tout x ∈ R (si f est deux fois dérivable).

Démonstration. Tout d’abord, quand f est deux fois dérivable, (vi) et (vii) sont
équivalents, comme on l’a à moitié montré dans la partie du cours sur les déri-
vées.

De plus, si f est convexe, alors dans (iv), en faisant tendre y vers x d’une
part, et vers z d’autre part, on constate que f ′(x) ≤ f(z)−f(x)

z−x ≤ f ′(z). Cela montre
donc (i) implique (vi).

Puis, si (vi) est vrai, alors la fonction h : t 7→ f(t)− f(x)− (t− x)f ′(x) vérifie
h′(t) ≥ 0 pour t ≥ x et h′(t) ≤ 0 pour t ≤ x. Ainsi, h est décroissante sur
{t ∈ I : t ≤ x} et croissante sur {t ∈ I : t ≥ x}, donc prend son minimum en
x. Cela montre que h ≥ 0, ce qui signifie exactement que la tangente à f en x

appartient à l’hypographe de f , de sorte que (vi) implique (v).
Enfin, si (v) est vrai, soit x < y < z trois éléments de I , puis λ ∈ [0, 1] tel que

y = λx+(1−λ)z. Alors f(y)−f(x)
y−x ≤ f ′(y) ≤ f(z)−f(y)

z−y et f(z)−f(x)
z−x)

= (1−λ)f(y)−f(x)
y−x +

λf(z)−f(y)
z−y , de sorte que (iv) est vrai aussi. �

Ces nouveaux critères sont évidemment très pratiques pour identifier des
fonctions convexes ou concaves.
Exercice 15 Trouver les entiers n ∈ N∗ tels que la fonction x 7→ xn est convexe.

Exercice 16 Montrer que x 7→ exp(x) est convexe sur R et que x 7→ ln(x) est
concave sur ]0,+∞[.

Exercice 17 Soit f : R 7→ R une fonction continue telle que 2f
�
x+y

2

�
≤ f(x) +

f(y) pour tous les réels x et y. Montrer que f est convexe.
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En outre, l’étude de fonctions convexes permet de démontrer rapidement
des inégalités très importantes.

Définition . Soit x1, . . . , xn des réels strictement positifs, et p un réel non nul.
On appelle moyenne d’ordre p de x1, . . . , xn le nombre Np =

�
1
n

Pn
i=1 x

p
i

�1/p
, et

moyenne d’ordre 0 le nombre N0 = (
Qn
i=1 xi)

1/n.

Les nombres N−1, N0, N1 et N2 sont aussi connus sous le nom de moyennes
« harmonique », « géométrique », « arithmétique » et « quadratique ».

Théoréme . Soit p ≥ q deux réels. Alors Np ≥ Nq.

Démonstration. Tout d’abord, si p = q, alors le résultat est évident. On suppose
maintenant q > 0, et on pose Xi = xqi ainsi que r = p/q ≥ 1. Alors Np ≥
Nq ⇔ Np

p ≥ Np
q ⇔ 1

n

Pn
i=1X

r
i ≥

�
1
n

Pn
i=1Xi

�r
, ce qui est vrai par convexité de la

fonction t 7→ tr.
D’autre part, si 0 > p, alors r ≤ 1 et Np ≥ Nq ⇔ Np

p ≤ Np
q ⇔ 1

n

Pn
i=1X

r
i ≤�

1
n

Pn
i=1 Xi

�r
, ce qui est vrai par concavité de la fonction t 7→ tr.

Enfin, si p→ 0, utilisons la notation f(x) = ox→0(x) introduite plus haut. On
a alors

ln(Np) =
1

p
ln

 
1

n

nX
i=1

exp(p ln(xi))

!
=

1

p
ln

 
1

n

nX
i=1

(1 + p ln(xi) + op→0(p))

!
=

1

p
ln

 
1 +

p

n
ln

 
nY
i=1

xi

!
+ op→0(p)

!
=

1

p

 
p

n
ln

 
nY
i=1

xi

!
+ op→0(p)

!
= ln(N0) + op→0(1),

de sorte que N0 = limp→0Np, ce qui conclut la preuve, puisque p 7→ Np est
croissante sur ]−∞, 0[ et ]0,+∞[ et continue en 0. �

En particulier, on notera plusieurs cas particuliers remarquables, et couram-
ment utilisés :

. l’inégalité arithmético-géométrique : N0 ≤ N1 ;

. l’inégalité arithmético-harmonique : N−1 ≤ N1 ;

. l’inégalité arithmético-quadratique : N1 ≤ N2.
De sucroît, on peut utiliser une variante des moyennes sus-mentionnées :

les moyennes pondérées. Le même raisonnement nous donne évidemment les
mêmes résultats.

Définition . Soit λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] des réels tels que
Pn
i=1 λi = 1. En outre,

soit x1, . . . , xn des réels strictement positifs, et p un réel non nul. On appelle
moyenne pondérée d’ordre p de x1, . . . , xn le nombre Mp = (

Pn
i=1 λix

p
i )

1/p, et
moyenne pondérée d’ordre 0 le nombre M0 =

Qn
i=1 x

λi
i .
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Théoréme . Pour tous p ≥ q, on a Mp ≥Mq. De plus, M0 = limp→0Mp.

Exercice 18 Soit a, b et c des réels positifs ou nuls. Montrer que (a2b + b2c +

c2a)(ab2 + bc2 + ca2) ≥ 9(abc)2.

Exercice 19 Soit a, b, c et d des réels tels que a+b+c+d = 6 et a2+b2+c2+d2 = 12.
Montrer que 36 ≤ 4(a3 + b3 + c3 + d3)− (a4 + b4 + c4 + d4) ≤ 48.

Changement de variable et (dés)homogénéisation

Les mathématiques se distinguent singulièrement de la physique : on peut gagner
des points en écrivant des expressions non homogènes !
Souvent, on doit traiter des inégalités qui mettent en jeu des réels positifs voire
quelconque, ou au contraire qui satisfont déjà une ou plusieurs (in)égalités. Il
est alors tentant de passer d’un cadre à l’autre, et pour ce faire il existe plusieurs
outils.

Le changement de variables est l’outil numéro 1. Par exemple, si on a une
contrainte de la forme a + b + c + d = 0, on peut toujours poser d = −a− b− c,
et alors on se retrouve avec uniquement trois variables, sans aucune contrainte
additionnelle. De manière générale, on pourra essayer d’exprimer une variable
en fonction des autres, de manière à se libérer d’une des égalités qui nous em-
bête. Evidemment, tout a un coà»t, et ici l’inégalité à montrer risque de devenir
violemment plus compliquée et laide qu’elle ne l’était auparavant.

Il existe deux autres changments de variables typiques, parmi tant d’autres
qui peuvent s’avérer utiles dans telle ou telle situation :

. la transormation de Ravi : si a, b et c sont censés être les côtés d’un triangle,
alors il sera souvent opportun de poser x = b+c−a

2
, y = c+a−b

2
et z = a+b−c

2
;

en effet, il s’agit là de trois réels positifs, tels que a = y + z, b = z + x et
c = x+ y ;

. dans le cas d’une contrainte de la forme x1 . . . xn = 1, on pourra réécrire
chaque xi sous la forme zi/zi+1, en posant z1 = zn+1.

L’homogénéisation peut s’obtenir à l’aide d’un changement de variables
particulier, mais aussi en réutilisant des égalités qui nous sont données dans
l’énoncé. Le but est, tant que faire se peut, de réduire le problème à une in-
égalité du type P (x1, . . . , xn) ≥ 0, où P est un polynôme « homogène » : cela
signifie qu’il existe une constante k telle que, pour tout λ > 0, P (λx1, . . . , λxn) =

λkP (x1, . . . , xn), et l’on dira alors que P est « homogène de degré k ».

Exemple . Soit a, b et c des réels strictement positifs tels que abc = a+ b+ c : on
souhaite montrer que 2(a2 + b2 + c2) ≥ ab+ bc+ ca+

√
3(a+ b+ c). Or, ici, on a

des termes de degrés 1 et 2 : on n’a donc pas encore un polynôme homogène.
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Cependant, la relation abc = a+ b+ c nous permet d’identifier deux expres-
sions de degrés respectifs 1 et 3. Ainsi, on sait en fait que

q
abc

a+b+c
= 1, le terme

de gauche étant de degré 1. On peut donc réécrire l’inégalité à montrer sous la
forme

2(a2 + b2 + c2)− ab− bc− ca ≥
√

3(a+ b+ c)

s
abc

a+ b+ c
=
È

3abc(a+ b+ c),

ou encore

2(a2+b2+c2)−ab−bc−ca ≥ 0 et (2(a2+b2+c2)−ab−bc−ca)2−3abc(a+b+c) ≥ 0.

Les polynômes P (a, b, c) = 2(a2 +b2 +c2)−ab−bc−ca et Q(a, b, c) = P (a, b, c)2−
3abc(a+ b+ c) sont bien homogènes, de degrés respectifs 2 et 4.

En outre, cette fois-ci, les signes de P (a, b, c) et de Q(a, b, c) ne dépendent
pas du rapport abc

a+b+c
. Il nous suffit donc de montrer que P (a, b, c) ≥ 0 et que

Q(a, b, c) ≥ 0 quels que soient a, b et c des réels strictement positifs.
Par inégalité du réordonnement, il est déjà clair que P (a, b, c) ≥ a2 +b2 +c2 ≥

0. En outre, en développantQ(a, b, c) de manière brutale mais simple, on obtient

Q(a, b, c) = 4〈4 | 0 | 0〉+ 9〈2 | 2 | 0〉 − 4〈3 | 1 | 0〉 − 4〈3 | 0 | 1〉 − 5〈2 | 1 | 1〉,

où la notation 〈x | y | z〉 désigne le polynôme axbycz + aybzcx + azbxcy. On en
déduit donc, en scindant Q(a, b, c) en trois parties sur lesquelles on applique
l’inégalité arithmético-géométrique, que

Q(a, b, c) = 2 (〈4 | 0 | 0〉+ 〈2 | 2 | 0〉 − 2〈3 | 1 | 0〉) + 2 (〈4 | 0 | 0〉+ 〈2 | 0 | 2〉 − 2〈3 | 0 | 1〉) +
5

2
(〈2 | 2 | 0〉+ 〈2 | 0 | 2〉 − 2〈2 | 1 | 1〉) ≥ 0.

Notons que la technique consistant à se ramener à montrer qu’un polynôme
homogène est positif ou nul, puis à le découper en des sommes de la forme
〈x | y | z〉, et enfin à regrouper ces sommes de manière à pouvoir utiliser l’in-
égalité arithmético-géométrique pondérée, est expérimentalement très efficace.
Les deux écueils évidents de cette méthode sont cependant qu’il faut déjà réus-
sir se ramener à un polynôme homogène qui sera effectivement positif ou nul,
puis qu’il faut trouver un découpage adapté. Cela dit, par définition, un exercice
censé être « difficile » ne peut pas avoir de solution systématique « facile ».

La déshomogénéisation est le processus contraire : en effet, on pourra par-
fois préférer passer d’une situation homogène à une situation inhomogène, en
se ramenant, sans perte de généralité, à étudier des cas particulier où une quan-
tité (souvent, la somme ou le produit des variables considérées) sera constante,
par exemple égale à 1.
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Exemple . Soit a, b, c et d des réels strictement positifs : on souhaite montrer
que a

b+c+d
+ b

c+d+a
+ c

d+a+b
+ d

a+b+c
≥ 4

3
. Or, ici, on a uniquement des termes de

degré 0 : on a donc une expression homogène, et on peut supposer, sans perte
de généralité, que a+ b+ c+ d = 1.

On peut donc réécrire l’inégalité à montrer sous la forme
a

1− a
+

b

1− b
+

c

1− c
+

d

1− d
≥ 4

3
,

Or, la fonction f : t 7→ 1
1−x est croissante et convexe sur l’intervalle ]0, 1[. Puiqsue

a+ b+ c+ d = 1, on en déduit que

af(a)+bf(b)+cf(c)+df(d) ≥ f(a2+b2+c2+d2) ≥ f

�
(a+ b+ c+ d)2

4

�
= f

�
1

4

�
=

4

3
.

Quelques exercices supplémentaires

Exercice 20 Soit ABC un triangle acutangle, de périmètre p et de rayon du
cercle inscrit r. Montrer que tan

� ÒA�+ tan
�ÒB�+ tan

�ÒC� ≥ p
2r

.

Exercice 21 Trouver l’ensemble des valeurs prises par la fonction f :]0,+∞[3 7→
R telle que f(x, y, z) =

x
√
y+y
√
z+z
√
x√

(x+y)(y+z)(z+x)
.

Exercice 22 Soit a, b et c trois réels tels que a6 + b6 + c6 = 3. Montrer que a7b2 +

b7c2 + c7a2 ≤ 3.

Exercice 23 Soit ABC un triangle acutangle et I le centre du cercle inscrit à
ABC. Montrer que 3(AI2 +BI2 + CI2) ≥ AB2 +BC2 + CA2.

Solutions des exercices

Solution de l’exercice 1 Puisque a et b jouent des rôles symétriques, on peut sup-
poser que a ≥ b. Alors l’inégalité du réordonnement indique que a2 + b2 ≥
ab+ ba = 2ab.

Solution de l’exercice 2 Soit ai le i-ème plus petit élément de l’ensemble {f(i) :

1 ≤ i ≤ n} et soit bi = 1
i
. Alors a1 < . . . < an et b1 > . . . > bn : en par-

ticulier, notons que ai ≥ i. L’inégliaté du réordonnement indique alors quePn
k=1 f(k)bk ≥

Pn
k=1 akbk ≥

Pn
k=1 kbk =

Pn
k=1 1 = n.

Solution de l’exercice 3 Puisque a, b et c jouent des rôles symétriques, on peut
supposer que a ≥ b ≥ c. Alors a + b ≥ a + c ≥ b + c, donc 1

b+c
≥ 1

a+c
≥ 1

a+b
.

L’inégalité du réordonnement indique donc que

2

�
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b

�
≥

�
b

b+ c
+

c

a+ c
+

a

a+ b

�
+

�
c

b+ c
+

a

a+ c
+

b

a+ b

�
≥ b+ c

b+ c
+
c+ a

a+ c
+
a+ b

a+ b
= 3.
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De surcroît, il y a égalité si et seulement s’il y a égalité à chaque application
de l’inégalité du réordonnement. Or, si a > b, alors 1

b+c
> 1

a+c
donc a

b+c
+ b

a+c
+

c
a+b

> b
b+c

+ a
a+c

+ c
a+b
≥ b

b+c
+ c

a+c
+ a

a+b
; de même, si b > c, alors 1

a+c
> 1

a+b
donc

a
b+c

+ b
a+c

+ c
a+b

> a
b+c

+ c
a+c

+ b
a+b
≥ b

b+c
+ c

a+c
+ a

a+b
. Ainsi, dès lors que a > c, on

a

2

�
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b

�
>

�
b

b+ c
+

c

a+ c
+

a

a+ b

�
+

�
c

b+ c
+

a

a+ c
+

b

a+ b

�
>

b+ c

b+ c
+
c+ a

a+ c
+
a+ b

a+ b
= 3.

Par conséquent, si a
b+c

+ b
a+c

+ c
a+b

= 3
2
, il s’ensuit que a = b = c, et alors on a

effectivement égalité.

Solution de l’exercice 4 Posons α1 = ab
a+b

, α2 = bc
b+c

, α3 = ca
c+a

, β1 = a+ b, β2 = b+ c

et β3 = c+a. L’inégalité à montrer est équivalente à (α1 +α2 +α3)(β1 +β2 +β3) ≤
3(α1β1 + α2β2 + α3β3).

Puisque a, b et c jouent des rôles symétriques, on peut supposer que a ≥ b ≥
c. Il s’ensuit que β1 ≥ β3 ≥ β2 En outre, α1 ≥ α3 ⇔ b(c + a) ≥ c(a + b) ⇔ b ≥ c,
tandis que α3 ≥ α2 ⇔ a(b + c) ≥ b(c + a) ⇔ a ≥ b. Par conséquent, on a bien
α1 ≥ α3 ≥ α2, et alors l’inégalité de Tchebychev montre que (α1 + α2 + α3)(β1 +

β2 + β3) ≤ 3(α1β1 + α2β2 + α3β3).

Solution de l’exercice 5 Puisque ABC est acutangle, on sait que H se situe à l’in-
térieur de ABC. Soit alors S l’aire de ABC. Alors, en posant a = BC, b = CA et
c = AB, on note que (a+ b+ c)r = 2S = adA + bdB + cdC .

En outre, soit A′ et B′ les pieds respectifs des hauteurs de ABC issues de A
et de B. Alors les triangles AA′C et BB′C sont semblables, car ÖAA′C = ×BB′C =

π/2 et ÖA′CA = ÖBCA = ×BCB′. En particulier, on sait que

a ≥ b ⇔ AA′ =
2S
a
≤ S

2
b = BB′ ⇔ A′C ≤ B′C

⇔ CH2 − A′H2 = A′C2 ≤ B′C2 = CH2 −B′H2 ⇔ dA = A′H ≥ B′H = dB.

De même, b ≥ c⇔ dB ≥ dC

Or, puisque a, b et c jouent des rôles symétriques, on peut supposer que
a ≥ b ≥ c, donc que dA ≥ dB ≥ dC . L’inégalité de Tchebychev montre donc que
(a + b + c)r = adA + bdB + cdC ≥ 1

3
(a + b + c)(dA + dB + dC), c’est-à -dire que

dA + dB + dC ≤ 3r.
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f(x) f ′(x) Remarque

af(x) af ′(x) a ∈ R
f(x)+g(x) f ′(x) + g′(x)

f(x)g(x) f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

f(g(x)) f ′(g(x))g′(x)

Solution de l’exercice 6 Des quatre formules ci-dessus, les deux premières sont
évidentes par linéarité de la limite. En outre, si f et g sont dérivables en x, alors
f(x+h) = f(x)+hf ′(x)+o(x) et g(x+h) = g(x)+hg′(x)+o(x), donc f(x+h)g(x+

h) = f(x)g(x) + h(f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)) + o(x), de sorte que fg est dérivable en
x, avec (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

De même, si f est dérvable en g(x) et g est dérivable en x, alors f(g(x)+h) =

f(g(x)) +hf ′(g(x)) + o(x) donc f(g(x+h)) = f(g(x) +hg′(x) + o(h)) = f(g(x)) +

hg′(x)f ′(g(x)) + o(h), de sorte que f ◦ g est dérivable en x, avec (f ◦ g)′(x) =

f ′(g(x))g′(x).

Solution de l’exercice 7 Si t > 0 et |h| < t, alors |t+h|−|t|
h

= 1, donc x 7→ |x| est
dérivable en t, de dérivée 1. De même, si t < 0 et |h| < t, alors |t+h|−|t|

h
= −1,

donc x 7→ |x| est dérivable en t, de dérivée −1.
En revanche, si t = 0, alors |t+h|−|t|

h
est égal au signe de h, donc n’a pas de

limite quand h→ 0.

Solution de l’exercice 8 f ′(x) = 2ax+b, donc f est strictement décroissante sur ]−
∞,− b

2a
] et strictement croissante sur [− b

2a
,+∞[. Par conséquent, f est minimale

en − b
2a

et extrémale nulle part ailleurs. En particulier, min f(R) = f
�
− b

2a

�
=

4ac−b2
4a

, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 9 Tout d’abord, P (X1, X2) est une somme de deux carrés,
donc inf P (R2) ≥ 0. D’autre part, si ε > 0 est un réel arbitrairement petit, alors
P (ε1/2, ε−1/2) = ε, de sorte que inf P (R2).

Par conséquent, si P atteint son minimum en un point (x, y), alors on a 0 =

∂x1P (x, y) = ∂x2P (x, y), c’est-à -dire 0 = 2x − 2y(1 − xy) = −2x(1 − xy). En
particulier, si 1 − xy = 0, on en déduit que x = 0, ce qui est absurde. C’est
pourquoi 1 − xy 6= 0, donc x = 0 et y = 0. Or, P (0, 0) = 1 > 0 = inf P (R2). P
n’admet donc pas de minimum.

Solution de l’exercice 10 On vérifie aisément que ϕ et ψ vérifient les propriétés
de symétrie et de linéarité. De plus, 0 ≤ Pn

i=1(iai)
2 = ϕ(a, a), avec égalité si et

seulement si iai = 0 pour tout i ≤ n, c’est-à -dire a = 0. En outre, ψ(a, a) =

ϕ(a, a) + (a1 + a2)2 ≥ ϕ(a, a). Par conséquent, ϕ et ψ sont définies positives,
donc sont des produits scalaires.
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Au contraire, si a1 = 1 et a2 = . . . = an = 0, alors θ(a, a) = 0 quand bien
même a 6= 0, de sorte que θ n’est pas définie positive, donc n’est pas un produit
scalaire.

Solution de l’exercice 11 Posons ai = i et bi =
√
n+ 1− i pour 1 ≤ i ≤ n. Alors

l’inégalité de Cauchy-Schwarz indique que

nX
k=1

k
√
n+ 1− k =

nX
k=1

akbk ≤

Ì
nX
k=1

a2
k

Ì
nX
k=1

b2
k ≤

Ì
nX
k=1

a2
k

Ì
nX
k=1

b2
n+1−k

≤

Ì
nX
k=1

k2

Ì
nX
k=1

k =

s
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

s
n(n+ 1)

2
=
n(n+ 1)

√
2n+ 1

2
√

3
.

Solution de l’exercice 12 Posons αi = ai√
bi

et βi =
√
bi. Alors l’inégalité de Cauchy-

Scharz indique que
�Pn

i=1
a2i
bi

�
(
Pn
i=1 bi) = (

Pn
i=1 α

2
i ) (

Pn
i=1 β

2
i ) ≥ (

Pn
i=1 αiβi)

2 =

(
Pn
i=1 ai)

2, d’où le résultat.

Solution de l’exercice 13 Posons a1 =
√
x, a2 =

√
y, a3 =

√
z, b1 =

√
3x+ y, b2 =

√
3y + z et b3 =

√
3z + x. Alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz indique queÈ

3x2 + xy +
È

3y2 + yz +
√

3z2 + zx = a1b1 + a2b2 + a3b3

≤
È

(a2
1 + a2

2 + a2
3)(b2

1 + b2
2 + b2

3)

≤
È

(x+ y + z)(4x+ 4y + 4z) = 2(x+ y + z).

Solution de l’exercice 14 Tout d’abord, toute fonction affine est manifestement convexe
et concave. Réciproquement, si f : I 7→ R est convexe et concave à la fois, alors
le graphe de f , c’est-à -dire {(x, f(x)) : x ∈ I} est l’intersection de deux en-
sembles convexes que sont l’épigraphe et l’hypographe de f , donc est convexe
également. Par conséquent, si x < y sont deux éléments de I , on sait que
f : t 7→ f(x) + t−x

y−x(f(y) − f(x)) sur l’intervalle [x, y]. Puisque la restriction
de f à tout segment est affine, cela signifie que f elle-même est affine.

Solution de l’exercice 15 La dérivée seconde de la fonction x 7→ xn est x 7→ n(n−
1)xn−2, qui est positive sur R si et seulement si n = 1 ou si n est pair. Par consé-
quent, x 7→ xn est convexe si et seulement si n = 1 ou si n est pair.

Solution de l’exercice 16 Le formulaire ci-dessus indique que exp′′(x) = exp(x) >

0 sur R et que ln′′(x) = − 1
x2
< 0 sur ]0,+∞[, de sorte que exp est convexe sur R

et que ln est concave sur ]0,+∞[.

Solution de l’exercice 17 Soit x et y deux réels, avec x < y, et soit λ un élément
de l’intervalle [0, 1]. Une récurrence immédiate sur n montre que, pour tout
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entier n ∈ N∗ et tout entier k ∈ {0, . . . , 2n}, la fonction f vérifie l’inégalité
f
�
k

2n
x+ 2n−k

2n
y
�
≤ k

2n
f(x) + 2n−k

2n
f(y). Or, en prenant k = b2nλc et en faisant

tendre n vers +∞, on remarque que k
2n
→ λ. Puisque f est continue, il s’ensuit

que f(λx + (1 − λ)y) = λf(x) + (1 − λ)f(y), donc que f vérifie l’inégalité de
Jensen, c’est-à -dire que f est convexe.

Solution de l’exercice 18 L’inégalité arithmético-géométrique indique directement
que a2b + b2c + c2a ≥ 3

3
√
a3b3c3 = 3abc, et que, de même, ab2 + bc2 + ca2 ≥ 3abc.

Le résultat demandé s’ensuit directement.

Solution de l’exercice 19 Par l’inégalité de votre choix (par exmeple l’inégalité
de Tchebychev, l’inégalité arithmético-quadratique ou l’inégalité de Cauchy-
Schwarz), on sait que 3(a2 +b2 +c2) ≥ (a+b+c)2, de sorte que 3(12−d2) = 3(a2 +

b2+c2) ≥ (a+b+c)2 = (6−d)2. Il s’ensuit que 0 ≤ 3(12−d2)−(6−d)2 = 4d(3−d),
de sorte que 0 ≤ d ≤ 3. Puisque a, b, c et d jouent des rôles symétriques, il s’en-
suit que l’on a même 0 ≤ a, b, c, d ≤ 3.

On cherche maintenant à encadrer la fonction x 7→ 4x3 − x4 par des poly-
nômes de degré 2 sur l’intervalle [0, 3]. En effet, si l’on obtient un encadrement
Ax2 + Bx + C ≤ 4x3 − x4 ≤ Dx2 + Ex + F pour tout x ∈ [0, 3], alors on aura
12A+ 6B + 4C ≤ 4(a3 + b3 + c3 + d3)− (a4 + b4 + c4 + d4) ≤ 12D + 6E + 4F .

Dans cette perspective, on pense rapidement à considérer les triplets (D,E, F ) =

(4, 0, 0), (0, 8, 0) et (0, 0, 12) : on cherche à avoir un polynôme aussi simple que
possible, qui vérifie cependant l’inégalité 12D+6E+4F ≤ 48. Alors que les deux
derniers triplets ne conviennent pas (car 12 ≤ 24 = 8× 3 < 27 = 4× 33 − 34), le
premier convient : en effet, 4x2− (4x3−x4) = (x− 2)2x2 ≥ 0 pour tout x ∈ [0, 3].
On a donc prouvé que 4(a3 + b3 + c3 + d3)− (a4 + b4 + c4 + d4) ≤ 12× 4 = 48.

En revanche, la même technique de recherche de triplets (A,B,C) ne fonc-
tionne pas : il faut donc ruser. On pourrait procéder par une recherche brutale
et, après beaucoup de sueur et de chance, on finirait peut-être par gagner. Ce-
pendant, voici une méthode plus naturelle.

Les bornes 48 et 36 que propose l’énoncé ont de bonnes chances d’être opti-
males. En cherchant parmi les valeurs de (a, b, c, d) entières, on remarque alors
que, quand (a, b, c, d) = (3, 1, 1, 1), on a bien a+b+c+d = 6, a2 +b2 +c2 +d2 = 12

et 4(a3 + b3 + c3 + d3) − (a4 + b4 + c4 + d4) = 36. Ainsi, le polynôme P (x) =

4x3 − x4 − (Ax2 + Bx + C) doit être nul pour x = 1 et x = 3. Puisque l’on sou-
haite avoir P (x) ≥ 0 sur [0, 3], il s’ensuit que x = 1 doit être racine double de
P . On a alors 0 = P (1) = P ′(1) = P (3), c’est-à -dire 0 = 3 − (A + B + C) =

11− (2A+B) = 27− (9A+B+C), et l’on trouve alors (A,B,C) = (2, 4,−3) par
simple résolution d’un système linéaire.

On vérifie alors que 2x2 +4x−3 ≤ 4x3−x4 sur [0, 3], ce qui conclut l’exercice
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puisque 2× 12 + 4× 6− 3× 4 = 36.

Solution de l’exercice 20 Soit I le centre du cercle inscrit dans ABC, puis A′, B′ et
C ′ les projetés orthogonaux de I sur les droites (BC), (CA) et (AB). En outre,
notons u = AB′ = AC ′, v = BC ′ = BA′ et w = CA′ = CB′, ainsi que α = bA

2
,

β = bB
2

et γ = bC
2

. Alors r = u tan(α) = v tan(β) = w tan(γ) et u+v+w = a+b+c
2

= p
2
.

Pour alléger les notations, on écrira dorénavant Tx au lieu de tan(x). L’inégalité
à montrer est donc équivalente à

T2α + T2β + T2γ ≥
1

Tα
+

1

Tβ
+

1

Tγ
.

En vertu de la formule Tx+y = Tx+Ty
1−TxTy , on trouve que Tx+y+z = Tx+Ty+Tz−TxTyTz

1−TxTy−TyTz−TzTx .
En particulier, on sait que Tα+β+γ = Tπ/2 = ∞ et que T2(α+β+γ) = Tπ = 0, donc
TαTβ + TβTγ + TγTα = 1 et T2α + T2β + T2γ = T2αT2βT2γ . L’inégalité à montrer
devient donc

(TαTβTγ)(T2αT2βT2γ) ≥ TαTβ + TβTγ + TγTα = 1.

Or, notons que TαT2α = 2T 2
α

1−T 2
α

= 2 sin2(α)
cos2(α)−sin2(α)

= 1−cos(2α)
cos(2α)

. Puisque ABC est

acutangle, on sait que cos(ÒA), cos(ÒB) et cos(ÒC) sont strictement positifs : il suffit
donc de montrer que ∆ ≥ 0, où

∆ = (1− cos(ÒA))(1− cos(ÒB))(1− cos(ÒC))− cos(ÒA) cos(ÒB) cos(ÒC).

Puisque ÒA+ ÒB+ ÒC = π, on sait que cos(ÒC) = − cos(ÒA+ ÒB) = sin(ÒA) sin(ÒB)−
cos(ÒA) cos(ÒB), de sorte que

1 = (1− cos(ÒA)2)(1− cos(ÒB)2) + cos(ÒA)2 + cos(ÒB)2 − cos(ÒA)2 cos(ÒB)2

= sin(ÒA)2 sin(ÒB)2 + cos(ÒA)2 + cos(ÒB)2 − cos(ÒA)2 cos(ÒB)2

= (cos(ÒA) cos(ÒB) + cos(ÒC))2 + cos(ÒA)2 + cos(ÒB)2 − cos(ÒA)2 cos(ÒB)2

= cos(ÒA)2 + cos(ÒB)2 + cos(ÒC)2 + 2 cos(ÒA) cos(ÒB) cos(ÒC).

Par conséquent, en posant S1 = cos(ÒA) + cos(ÒB) + cos(ÒC) et S2 = cos(ÒA)2 +

cos(ÒB)2 + cos(ÒC)2, on peut vérifier que ∆ = S2
1 + S2 − 2S1. Or, par inégalité de

Cauchy-Schwarz, on sait que S2 ≥ S2
1

3
. Il s’ensuit que ∆ ≥ 2

3
S1(2S1 − 3). De

surcroît, puisque cos′′(x) = − cos(x) ≤ 0 sur l’intervalle [0, π/2], auquel appar-
tiennent les angles ÒA, ÒB et ÒC du triangle acutangle ABC, l’inégalité de Jensen
indique que S1 ≥ 3 cos

� bA+bB+bC
3

�
= 3 cos(π/3) = 3

2
. Cela indique que ∆ ≥ 0, ce

qui conclut l’exercice.

Solution de l’exercice 21 Tout d’abord, notons que f ne prend que des valeurs
strictement positives. En outre, si ε→ 0, alors

f(ε−1, ε2, 1) =
1 + ε2 + ε−1/2È

(ε−1 + ε2)(ε2 + 1)(1 + ε−1)
∼ ε−1/2

ε−1
= ε1/2 → 0,
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de sorte que inf f (]0,+∞[3) = 0.
D’autre part, on sait que

√
xy ≤ x+y

2
, que

√
yz ≤ y+z

2
et que

√
zx ≤ z+x

2
. C’est

pourquoi�
x
√
y + y

√
z + z

√
x
�2

= (x2y + y2z + z2x) + 2(xy
√
yz + yz

√
zx+ zx

√
xy)

≤ (x2y + y2z + z2x) + 2
�
xy
y + z

2
+ yz

z + x

2
+ zx

x+ y

2

�
≤ (x+ y)(y + z)(z + x) + xyz

≤ (x+ y)(y + z)(z + x) +
x+ y

2

y + z

2

z + x

2
=

9

8
(x+ y)(y + z)(z + x),

de sorte que f(x, y, z) ≤ 3
2
√

2
, avec égalité si x = y = z = 1.

On en déduit donc que f (]0,+∞[3) =
i
0, 3

2
√

2

i
.

Solution de l’exercice 22 L’inégalité est équivalente à l’inégalité homogène P (a, b, c) ≥
0, où P (a, b, c) = (a6 + b6 + c6)3 − 3(a7b2 + b7c2 + c7a2)2.

Or, P (a, b, c) = 〈18 | 0 | 0〉 + 3〈12 | 6 | 0〉 + 3〈12 | 0 | 6〉 + 2〈6 | 6 | 6〉 −
3〈14 | 4 | 0〉 − 6〈9 | 2 | 7〉. En outre, par inégalité arithmético-géométrique, on a
〈18 | 0 | 0〉+ 2〈12 | 6 | 0〉 ≥ 3〈14 | 4 | 0〉 et 〈6 | 0 | 12〉+ 3〈12 | 0 | 6〉+ 2〈6 | 6 | 6〉 ≥
6〈9 | 2 | 7〉, de sorte que

P (a, b, c) = (〈18 | 0 | 0〉+ 2〈12 | 6 | 0〉 − 3〈14 | 4 | 0〉) +

(〈6 | 0 | 12〉+ 3〈12 | 0 | 6〉+ 2〈6 | 6 | 6〉 − 6〈9 | 2 | 7〉) ≥ 0.

Solution de l’exercice 23 Reprenons les notations de l’exercice 20, et posons D =

3(AI2 +BI2 + CI2)− (AB2 +BC2 + CA2).
Par théorème de Pythagore, on sait que AI2 +BI2 +CI2 = u2 +v2 +w2 +3r2.

En outre, 2(u + v + w)r = (a + b + c)r = 2S, où S est l’aire du triangle ABC.
Par formule de Héron, on sait que S =

È
uvw(u+ v + w), d’où l’on déduit que

r2 = uvw
u+v+w

, donc que

D = 3
�
u2 + v2 + w2 + 3

uvw

u+ v + w

�
− (u+ v)2 − (v + w)2 − (w + u)2.

Après deux heures de calcul, on simplifie cette égalité en

(u+ v + w)D = (u− v)2(u+ v − w) + (u− w)(v − w).

Puisque u, v et w jouent des rôles symétriques, on peut supposer que u ≥ v ≥
w > 0, ce qui conclut.
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2 lundi 25 matin : Pierre-Antoine Guiheneuf

Un grand classique : les morphismes additifs de R

Dans cette première partie, on s’intéresse aux morphismes additifs de R,
c’est-à-dire aux fonctions f : R→ R telles que pour tout (x, y) ∈ R2, on ait

f(x+ y) = f(y) + f(y). (VII.1)

Bien sûr, toutes les fonctions linéaires (les fonctions f : x 7→ ax pour un certain
a ∈ R) sont des morphismes additifs. On a même une forme de linéarité faible
pour tous les morphismes additifs de R :
Exercice 1 Soit f un morphisme additif de R. Montrer que pour tout x ∈ R et
tout λ ∈ Q, on a f(λx) = λf(x).

Néanmoins, les fonctions linéaires ne ne sont pas les seuls morphismes ad-
ditifs de R, on en construit d’autres en l’utilisant l’axiome du choix :

Axiome 1 (Axiome du choix). Soit E un ensemble dont les éléments sont des
ensembles non vides. Alors il existe une fonction de choix définie sur E, qui à
chaque ensemble X ∈ E associe un élément x ∈ X . De manière équivalente,
l’ensemble

Q
X∈E X est non vide (exercice : démontrer l’équivalence).

Cela amène quelques commentaires. Bien sûr, l’axiome du choix est vrai
lorsque l’ensemble E = {X1, · · · , Xn} est une collection finie d’ensembles : il
suffit de choisir, pour tout i ∈ J1, nK, un élément xi ∈ Xi. L’étape suivante est de
regarder ce qui se passe lorsque E est une collection dénombrable d’ensembles,
c’est-à-dire queE = {Xi}i∈N ; il existe une forme faible de l’axiome du choix, ap-
pelé axiome du choix dénombrable, qui affirme l’existence d’une fonction de choix
dans ce cas. L’axiome du choix est largement utilisé (et parfois de façon cachée)
en mathématiques, particulièrement en analyse. Il faut prendre garde au fait
que son utilisation rend les preuves non constructives : personne, ni aucune
machine, n’est capable de faire une infinité de choix simultanément (d’autant
plus si cette infinité est non dénombrable !). Notez aussi que l’axiome du choix
implique des résultats contre-intuitifs, tels que le paradoxe de Banach-Tarski,
qui affirme qu’on peut découper une boule de l’espace en un nombre fini de
morceaux et de réassembler ces morceaux (en effectuant uniquement des iso-
métries) pour en faire deux boules de même taille que la boule initiale.

Revenons à notre problème : l’axiome du choix implique l’existence de base
à tout espace vectoriel. Cela ne fait rien si vous ne savez pas ce que cela veut
dire, ce qui nous intéresse c’est que cela implique qu’il existe une collection
{ei}i∈X de réels telle que tout x ∈ R s’écrive de manière unique x =

P
i∈X λx,iei où

λx,i ∈ Q pour tout i ∈ X . On vérifie alors que pour tout choix de réels {ai}i∈X ,
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la fonction

f : R −→ R

x =
X
i∈X

λx,iei 7−→
X
i∈X

aiλx,iei

est bien un morphisme additif de R.
Nous voilà bien avancés : on vient de construire toute une famille de mor-

phismes additifs de R qui sont presque tous différents des fonctions linéaires
(il suffit que les ai soient non tous égaux) et dont la définition est assez désa-
gréable. . . L’exercice suivant assure qu’en fait, dès qu’on ajoute une hypothèse
sur notre fonction pour qu’elle soit assez gentille, alors automatiquement celle-
ci est linéaire (ouf !). Ce type d’hypothèse sera très classique dans les exercices
sur les équations fonctionnelles, l’absence de régularité amenant souvent à des
exemples exotiques dont la construction repose sur l’axiome du choix.
Exercice 2 (Quelques conditions qui impliquent la linéarité)

Montrer que toute fonction f vérifiant (VII.1) est linéaire si on suppose de
plus :

1. que f est continue, ou que f est monotone, ou plus généralement que f
est bornée sur un intervalle de longueur non nulle ;

2. que f est aussi un morphisme multiplicatif de R (autrement dit pour tout
(x, y) ∈ R2, on a f(xy) = f(y)f(y)). Dans ce cas que vaut le a de (VII.1) ?
En particulier, le seul automorphisme de corps de R est l’identité ;

3. que pour tout x ∈ R∗, on a f
�

1
x

�
= 1

f(x)
.

On “rappelle” la définition de la continuité, utilisée dans l’exercice précé-
dent :

Définition On dit qu’une fonction f : I → R est continue en x ∈ I si pour
tout ε > 0, il existe η > 0 tel que si |x−y| < η, alors |f(x)−f(y)| < ε. La fonction
f est dite continue sur I si elle est continue en chaque point de I .

Cette définition assez formelle implique le fait plus visuel qu’on ne peut pas
tracer le graphe d’une fonction continue sans lever le crayon.

Théorème (Valeurs intermédiaires). Soit f : I → R, où I est une intervalle,
une fonction continue. Alors f(I) est un intervalle. Autrement dit, pour tous
a, b ∈ I et tout y situé entre f(a) et f(b), il existe c situé entre a et b tel que
f(c) = y.

De l’étude des morphismes additifs de R on déduit les propriétés des mor-
phismes de (R,+) dans (R∗+,×) (c’est-à-dire les f telles que f(x+y) = f(x)f(y)) :
Exercice 3 Démontrer que tout morphisme continu de (R,+) dans (R∗+,×) est
de la forme x 7→ eax pour un certain a ∈ R.
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On résout de même toutes les équations fonctionnelles dites de Cauchy :
. Toute fonction continue f : R∗+ → R∗+ telle que f(xy) = f(x)f(y) est de la

forme x 7→ xa.
. Toute fonction continue f : R∗+ → R telle que f(xy) = f(x) + f(y) est de la

forme a ln(x).
Un certain nombre d’autres équations fonctionnelles peut se ramener au cas

des morphismes de R.
En particulier, une fonction continue définie sur un intervalle et qui ne s’an-

nule jamais est de signe constant.
Exercice 4 Trouver toutes les applications continues f : R → R telles que pour
tous x, y ∈ R, on ait f(

√
x2 + y2) = f(x)f(y).

Un dernier exercice pour cette partie, dans le même esprit que la question 2
de l’exercice ??, mais pour les rationnels cette fois-ci, extrait des IMO 2013 :
Exercice 5 On note Q∗+ l’ensemble des nombres rationnels strictement positifs.
Soit f : Q∗+ → R une fonction satisfaisant les trois conditions suivantes :

(i) pour tous x, y ∈ Q∗+, on a f(x)f(y) ≥ f(xy) ;

(ii) pour tous x, y ∈ Q∗+ , on a f(x+ y) ≥ f(x) + f(y) ;

(iii) il existe un nombre rationnel a > 1 tel que f(a) = a.

Montrer que pour tout x ∈ Q∗+ , on a f(x) = x.

Racines carrées pour la composition

Ce type d’équations fonctionnelles cherche à trouver des racines carrées de
fonction pour la composition, c’est-à-dire, étant donnée une fonction ϕ donnée
au départ, à trouver une fonction f vérifiant

f(f(x)) = ϕ(x)

pour tous les x dans un intervalle donné.
Pour résoudre le premier exercice, on a besoin de la notion de bijection.
Définition Une application f : X → Y est une :
. injection si pour x1, x2 ∈ X , f(x1) = f(x2) implique que x1 = x2 (à y fixé,

l’équation f(x) = y a au plus une solution en x) ;
. surjection si pour tout y ∈ Y , il existe x ∈ X tel que f(x) = y (à y fixé,

l’équation f(x) = y a au moins une solution en x) :
. bijection si f est une injection et une surjection (à y fixé, l’équation f(x) = y

a exactement une solution en x).
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•

•

•

x1 x2 x3

f(x1)

f(x2)

f(x3)

c

FIGURE 1 – Toute fonction continue non monotone est non injective

Et on a une caractérisation des injections continues dans le cas réel :

Théorème Une fonction continue d’un intervalle I dans R est strictement
monotone si et seulement si elle est injective.

Preuve. Il est trivial qu’une fonction strictement monotone est injective. Pour
montrer qu’une fonction injective et continue définie sur un intervalle est mo-
notone, on utilise le théorème des valeurs intermédiaires. On montre en fait la
contraposée : soit f : I → R une fonction continue qui n’est pas strictement mo-
notone. Quitte à considérer −f , on se ramène au cas où il existe x1, x2, x3 ∈
I , avec x1 < x2 < x3, tels que f(x1) ≥ f(x2) et f(x3) ≥ f(x2) (voir la fi-
gure 1). Le cas où au moins l’une des deux inégalités est une égalité se traite
facilement ; on peut donc supposer que ces inégalités sont strictes. Soit c ∈
]f(x2),min(f(x1), f(x3))[. Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe
x′1 ∈]x1, x2[ tel que f(x′1) = c ainsi que x′3 ∈]x2, x3[ tel que f(x′3) = c. Par consé-
quent f(x′1) = f(x′3) et donc f n’est pas injective.

Exercice 6 Soient a et b deux réels tels que a /∈ {0, 1}. Déterminer toutes les
fonctions f : R → R de classe C1 (c’est-à-dire dérivables à dérivée continue)
telles que f(f(x)) = ax+ b pour tout x.

L’exercice suivant est plus difficile, mais sa méthode de résolution est un
classique.

Exercice 7 Déterminer toutes les fonctions continues f : R → R telles que
f(f(x)) = ex pour tout x ∈ R.

Dans le même ordre d’idées, on pourra démontrer que toutes les applica-
tions strictement croissantes de [0, 1] dans [0, 1] ayant 0 et 1 pour seuls points
fixes sont conjuguées par une bijection continue de [0, 1].
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Indications

Exercice ?? Question 2 : on pourra montrer que f est croissante. Question 3 :
on pourra utiliser la fonction x 7→ x+ 1

x
.

Exercice 4 Considérer ln f(
√
x).

Exercice 5 Montrer que f est croissante puis que f(x) ≤ x sur un ensemble
dense de Q. Utiliser ensuite le fait que f(1) ≥ 1.

Exercice 6 On pourra appliquer l’égalité donnée à f(x) et dériver.

Exercice 7 Montrer que f est une bijection croissante de R sur ]a,+∞[ avec
a < 0 et regarder la restriction de f à ]−∞, a[.

Solutions

Exercice 1 On commence par remplacer y par x, cela donne f(2x) = 2f(x). En
remplaçant maintenant y par 2x, on obtient f(3x) = f(2x) + f(x) = 3f(x). Ainsi
de suite, on montre par récurrence que pour tout n ∈ N, on a f(nx) = nf(x).
Mais alors, pour tout p/q ∈ Q, on a

pf(x) = f(px) = f

�
q · p

q
x

�
= qf

�
p

q
x

�
.

On obtient ce qui est demandé en divisant de chaque côté par q.

Exercice ??

1. Soit f un morphisme additif continu de R. Posons a = f(1). Le résultat
de l’exercice 1 implique que pour tout λ ∈ Q, on a f(λ) = λf(1) = aλ.
Or l’ensemble Q est dense dans R, c’est-à-dire que pour tout point x ∈ R
il existe une suite de rationnels (λn)n qui tend vers x, en particulier pour
tout entier n on a f(λn) = aλn. Par conséquent, par continuité de f , on a
f(x) = ax.

Le cas où f est monotone se déduira du résultat suivant, une fonction
monotone étant bornée sur tout ensemble borné.

On suppose maintenant simplement que f est bornée sur un intervalle I
de longueur non nulle, autrement dit il existeM ∈ R tel que |f(y)| ≤ M

pour tout y ∈ I . Quitte à prendre un sous-intervalle, on peut supposer que
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I est de la forme [x − d, x + d], avec d > 0. On commence par se ramener
en 0 : pour tout réel y tel que |y| ≤ d, on a

|f(y)| ≤ |f(x) + f(y)|+ |f(x)| ≤ |f(x+ y)|+ |f(x)| ≤M + |f(x)|,

par conséquent f est bornée par M ′ = M + |f(x)| sur l’intervalle [−d, d].
L’étape suivante est de montrer que f est continue en 0. L’idée est d’utiliser
l’équation f(kx) = kf(x) valable pour tout entier k : si |x| ≤ d/k, alors
|f(x)| = |f(kx)/k| ≤ M ′/k. Cela donne la continuité en 0 ; si on veut le
faire proprement on se donne ε > 0, alors pour |x| ≤ dε/M ′ on a |f(x)| ≤ ε.
La continuité en un point quelconque y ∈ R découle immédiatement de la
continuité en 0 et du caractère additif de f . Par conséquent, f est continue
sur R. On est donc ramenés au cas de la première question, qui assure alors
que f est linéaire. Et bien sûr, toute fonction linéaire est un morphisme
additif localement borné.

2. Si f est aussi un morphisme multiplicatif de R, on montre que f est crois-
sante. En effet, pour x ≥ 0, on remplace x et y dans la seconde équation
par
√
x, ce qui donne f(

√
x
√
x) = f(

√
x)f(
√
x), i.e. f(x) = f(

√
x)2. En

particulier f(x) ≥ 0 pour tout x ≥ 0. Lorsqu’on injecte ce résultat dans
l’équation (VII.1), on obtient immédiatement le fait que f est croissante.
Cela nous ramène à la question précédente : f est linéaire. De plus, on a
f(1) = f(1)f(1), si bien que f(1) ∈ {0, 1}. Donc f ≡ 0 ou f = Id, et ces
deux fonctions vérifient bien les hypothèses de l’énoncé.

3. On suppose maintenant que pour tout x ∈ R∗, on a f
�

1
x

�
= 1

f(x)
. L’indi-

cation suggère d’étudier la fonction ϕ définie sur R∗ par ϕ(x) = x + 1
x
. En

appliquant les hypothèses de l’exercice on obtient f(ϕ(x)) = ϕ(f(x)). Or
en étudiant les variations de la fonction ϕ, on obtient ϕ(R∗) =]−∞,−2] ∪
[2,+∞[ (le lecteur attentif aura remarqué qu’on utilise ici le théorème des
valeurs intermédiaires). En particulier pour tout |y| ≥ 2, il existe x ∈ R∗

tel que ϕ(x) = y. Donc pour tout |y| ≥ 2, on a |f(y)| = |f(ϕ(x))| =

|ϕ(f(x))| ≥ 2. En passant à l’inverse on obtient l’inégalité |f(y)| ≤ 1/2

pour tout |y| ≤ 1/2. Ainsi f est bornée sur un intervalle de longueur 1, par
la question 1 la fonction f est donc linéaire. De plus, on a f(1) = 1/f(1)

et donc f(1) ∈ {−1, 1}. On vérifie alors facilement que Id et − Id vérifient
bien les deux équations fonctionnelles.

Exercice 3 En appliquant l’égalité fonctionnelle à x/2 et x/2 on obtient f(x) =

f(x/2 + x/2) = f(x/2)f(x/2) = f(x/2)2, par conséquent f(x) ≥ 0 pour tout x.
De plus, s’il existe y ∈ R tel que f(y) = 0, on obtient f(x) = f(x+y−y) = f(x+
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y)f(y) = 0, par conséquent f est identiquement nulle. On peut donc supposer
que f(x) > 0 pour tout x. Cela nous permet de prendre le logarithme de f , et
donne

ln f(x+ y) = ln(f(x)f(y)) = ln f(x) + ln f(y).

Ainsi, ln f est un morphisme additif continu de R, donc il existe a ∈ R tel que
ln f(x) = ax, autrement dit f(x) = eax. Et de telles fonctions sont visiblement
des morphismes de (R,+) dans (R∗+,×).

Conclusion : soit f est identiquement nulle, soit f est de la forme f(x) = eax

pour un certain a ∈ R.

Exercice 4 Tout d’abord on voit facilement que la fonction f est paire (prendre
y = 0), on se ramène donc à une étude de f sur R+, ce qui sera plus commode
vue la présence de racines. . . Ensuite, en prenant x = y = 0, on obtient f(0) =

f(0)2, si bien que soit f(0) = 0, auquel cas f est identiquement nulle, soit f(0) =

1, ce qu’on suppose désormais.
On regarde maintenant ce qui se passe lorsqu’on prend x = y ≥ 0 : on obtient

f(
√

2x) = f(x)2. D’une part cela montre que f(x) ≥ 0 pour tout réel x. D’autre
part, cela permet d’intuiter une expression possible de f : soit on remarque que
les fonctions du type gaussiennes x 7→ eax

2 satisfont cette équation, soit on se
dit que pour éliminer ce fâcheux carré et cette fâcheuse racine il vaut mieux
prendre le logarithme et considérer ln f(

√
x). Toujours est-il que pour pouvoir

prendre ce logarithme il faut d’abord démontrer que f(x) > 0.
Supposons par l’absurde qu’il existe un réel x > 0 tel que f(x) = 0. Alors

f(x) = f(x/
√

2)2, par conséquent on a aussi f(x/
√

2) = 0. Ainsi de suite, on
obtient f(x/

√
2)n = 0 pour tout n ∈ N ; par continuité de f on a à la limite f(0) =

0, ce qui contredit l’hypothèse qu’on a faite plus haut. f est donc strictement
positive partout.

On peut donc considérer g(x) = ln(f(
√
x)), qui vérifie g(x2 + y2) = g(x2) +

g(y2). Bingo ! En posant X = x2 et Y = y2, on a g(X + Y ) = g(X) + g(Y ) :
g est un morphisme additif continu de R+. Par conséquent (on vérifiera sans
peine que cette restriction à R+ ne pose aucun problème) la fonction g est de la
forme g(x) = ax, si bien que f(x) = eax

2 . Et de telles fonctions satisfont bien les
conditions de l’exercice.

Conclusion : soit f est identiquement nulle, soit elle est de la forme f(x) =

eax
2 .

Exercice 5 Le fait qu’on ait des inégalités plutôt que des égalités va nous com-
pliquer un peu la tâche. . . Commençons par remarquer que l’hypothèse sur
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l’existence de a > 1 est nécessaire : pour tout b ≥ 1, la fonction f(x) = bx2

vérifie les deux inégalités et possède un point fixe en 1/b ≤ 1. Il est d’usage de
voir ce qui se passe pour des cas particuliers aux inégalités : la première donne
f(1)f(a) ≥ f(a) et comme f(a) = a > 0 on en déduit que f(1) ≥ 1. Ainsi,
pour tout x ∈ Q∗+ on a f(x)f(1) ≥ f(x) ce qui implique, vu que f(1) ≥ 1, que
f(x) ≥ 0. Ceci combiné à la seconde équation indique que notre fonction f est
croissante. Enfin, on obtient facilement par récurrence que pour tout n ∈ N∗,
f(x)n ≥ f(xn) et f(nx) ≥ nf(x).

À ce stade, il faut absolument remarquer que les deux inégalités proposées
sont dans un sens opposé : on a un “sur-morphisme” pour l’addition et un
“sous-morphisme” pour la multiplication. De plus, f(1) ≥ 1 et f(a) = a > 1.
Tout cela fera que “ça coince” : toutes les inégalités deviendront des égalités et
finalement f sera l’identité.

Commençons par montrer que f(x) ≤ x pour tout x ∈ Q∗+. On calcule
f(an/q) ≤ f(an)/q ≤ f(a)n/q = an/q (on remarque que c’est ici que l’on uti-
lise le fait que les deux inégalités ne sont pas dans le même sens : l’une sert à
aller vers l’infini et l’autre sert à se ramener vers 0). Or l’ensemble des nombres
an/q, avec n, q ∈ N∗, est dense dans Q∗+ : étant donnée x ∈ Q∗+ et ε > 0, on veut
trouver n et q tels que |an/q−x| < ε, i.e. |an− qx| < qε ; or on peut toujours trou-
ver q tel que |an− qx| < x et lorsque n est assez grand cet entier q vérifie x < qε.
Ainsi f(x) ≤ x sur une partie dense de Q∗+ et donc sur tout Q∗+ par croissance
de f .

Reste à montrer l’inégalité inverse f(x) ≥ x. On a déjà vu que f(1) ≥ 1,
donc f(n) ≥ n (et même f(n) = n) pour tout n ∈ N∗. L’ensemble Q∗+ est donc
régulièrement jalonné par des points qui vérifient l’inégalité inverse de celle
prouvée au paragraphe précédent. Ceci combiné à la croissance de f permet de
conclure : on déduit du fait que f est croissante que f(x) ≥ f(bxc) ≥ bxc ≥ x−1

pour tout x. Supposons qu’il existe x > 1 tel que f(x) < x. Mais alors il existe
n ∈ N tel que f(x)n < xn − 1, dans ce cas f(xn) < f(xn) − 1, contradiction. Par
conséquent f(x) = x pour tout x > 1.

Le cas des x < 1 se déduit immédiatement du reste : pour x > 1 on a
f(1/x) ≥ f(1)/f(x) = 1/x et donc f(1/x) = 1/x (par le résultat du troisième
paragraphe).

Conclusion : f(x) = x pour tout x ∈ Q∗+ (et une telle fonction vérifie bien les
hypothèses de l’exercice).

Exercice 6 Comme souvent dans ce type de problèmes, on raisonne par analyse-
synthèse. Supposons que f soit une fonction vérifiant les hypothèses de l’exer-
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cice. Puisque f ◦ f est bijective, f l’est aussi, et comme elle est aussi continue
elle est forcément strictement monotone (voir le théorème ??). Par conséquent,
f ◦ f est strictement croissante et donc si on veut que l’équation fonctionnelle
ait une solution il faut que a > 0, ce qu’on suppose vrai désormais.

On applique alors l’équation fonctionnelle en f(x), cela donne af(x) + b =

f(ax + b). L’énoncé précise que la fonction f est dérivable ; en dérivant la der-
nière équation on obtient af ′(x) = af ′(ax + b), d’où (puisque a 6= 0) f ′(x) =

f ′(ax + b). Là encore on utilise une méthode classique : on itère. Si on pose
x0 = x et définit la suite (xn)n∈N par la relation de récurrence xn+1 = axn + b,
la relation précédente assure que pour tout entier n on a f ′(xn) = f ′(x0). La
suite xn est dite arithmético-géométrique, on trouve son terme général en posant
un = xn + α et en cherchant le α tel que la suite (un)n devienne géométrique :
on a un+1 = xn+1 + α = axn + b + α = a(un − α) + b + α = aun + b + α(1 − a).
On voit que si on prend α = b/(a − 1), la suite (un) est géométrique de raison
a. Commençons par supposer que a < 1 ; la suite (un) converge alors vers 0, si
bien que la suite (xn) tend vers b/(1−a). Par continuité de la dérivée, on obtient
f ′(x) = f ′(b/(1− a)), et cela pour tout x ∈ R. La fonction f ′ est donc constante,
le théorème fondamental de l’analyse assure que dans ce cas la fonction f est
affine.

Dans le cas où a > 1, on applique l’équation f ′(x) = f ′(ax+b) à x = (y−b)/a
et obtient f ′(y/a− b/a) = f ′(y). On est ramené au cas précédent puisque 1/a ∈
]0, 1[. Par conséquent, dans ce cas aussi, la fonction f est affine.

On peut donc écrire f(x) = αx + β. Si la fonction f vérifie f(f(x)) = ax + b,
cela donne ax+ b = α(αx+ β) + β = α2x+ αβ + β. Pour a > 0 cela donne deux
solutions distinctes, à savoir α = ±

√
α et β = b/(1 + α) (on a α 6= −1 car a 6= 1).

L’équation fonctionnelle a donc deux solutions distinctes pour tout a > 0, qui
sont des fonctions affines.

Exercice 7 Comme à l’exercice précédent on commence par étudier les pro-
priétés d’injectivité de la fonction f . Puisque f ◦ f est injective, la fonction f

est injective et, puisque continue, strictement monotone. De plus, par le théo-
rème des valeurs intermédiaires, f(R) est un intervalle, qui contient l’image de
l’exponentielle à savoir R∗+ ; or cet intervalle n’est pas R (sinon f(f(R)) serait
égal à R) et n’est pas fermé (sinon par croissance de f ◦ f l’image f(f(R)) se-
rait fermée), on peut donc écrire f(R) =]a,+∞[, avec −∞ < a < 0. De plus,
f(a) = lim−∞ f ◦ f = 0 et f(0) = f(f(a)) = ea.

Puisque f est strictement monotone et puisque son image “contient” +∞
(plus précisément +∞ est adhérent à son image), on a soit lim−∞ f = a et
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lim+∞ f = +∞ (cas où f est croissante), soit lim−∞ f = +∞ et lim+∞ f = a

(cas où f est décroissante). Le deuxième cas est impossible car il implique que
f(f(R)) =]a, f(a)[. Par conséquent f est croissante.

C’est ici qu’on utilise la méthode classique de résolution : on va montrer
que la fonction f est déterminée par sa restriction à I0 =] − ∞, a]. On com-
mence par définir une suite d’intervalles (In)n par récurrence à partir de I0 par
In+1 = f(In). En utilisant la bijectivité de f et le fait que les bornes −∞ et a
de I0 vérifient limx→−∞ f(x) = a, on montre que cette suite d’intervalles forme
une partition de R. De plus, cette suite d’intervalles est la même pour toutes
les fonctions f vérifiant l’équation fonctionnelle, pour cela il suffit de remar-
quer que I2n = expn(I0) = expn(] − ∞, a]) et I2n+1 = expn(I1) = expn(]a, 0]).
Soit x ∈ In, avec n > 0, alors il existe y ∈ In−1 tel que f(y) = x, ainsi on a
f(x) = f(f(y)) = ey et donc la restriction de f à In est déterminée par celle à
In−1. Par récurrence, on montre que f est entièrement déterminée par sa restric-
tion à I0.

Prenons donc a < 0 un nombre négatif et g une fonction continue strictement
croissante qui réalise une bijection de I0 à I1 (on rappelle que les intervalles In
sont définis par I0 =] −∞, a], I1 =]a, 0] et In+2 = exp(In)) ; on définit une fonc-
tion f : R → R par ses restrictions aux intervalles In par : f|I0 = g et pour tout
n > 0, si x ∈ In, il existe un unique y ∈ In−1 tel que f(y) = x et on pose alors
f(x) = ey = exp(f−1(x)). Par construction, la fonction f vérifie f ◦ f = exp,
il reste à démontrer la continuité de f . La continuité de la restriction de f à
chaque intervalle In se démontre par récurrence ; l’initialisation découle de la
continuité de g et l’hérédité se montre en utilisant la continuité de l’exponen-
tielle d’une part, et la continuité de la restriction de f−1 à In−1 d’autre part (c’est
un résultat classique que l’inverse d’une injection continue sur un intervalle de
R est continue). Et la continuité en les bornes des intervalles In se montre aussi
par récurrence, en utilisant le fait que ces intervalles forment une partition de
R.

Ainsi, tout réel a < 0 et toute bijection continue strictement croissante g :

]−∞, a] →]a, 0] définissent une unique solution continue f : R → R de l’équa-
tion fonctionnelle dont la restriction à ] −∞, a] est égale à g ; de plus toutes les
solutions f s’obtiennent de cette manière.
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3 lundi 25 après-midi : Pierre Bertin

Equations fonctionnelles

Exercice 1 Pour chacune des équations fonctionnelles suivantes, dire si les so-
lutions seront surjectives, injectives ou bijectives :

1. f(f(x)− 1) = x+ 1

2. f(x+ f(y)) = f(x) + y5

3. f(f(x)) = sin x

4. f(x+ y2) = f(x)f(y) + xf(y)− y3f(x)

Exercice 2 Trouver les fonctions f : Z→ Z telles que pour tout n

f(f(n)) = f(f(n+ 2) + 2) = n.

Exercice 3 Soit a ∈ R. On Considère l’équation fonctionnelle suivante :

f(0) = 0, f(1) = 1, si x ≤ y, f
�x+ y

2

�
= (1− a)f(x) + af(y).

Trouver les a pour lesquels l’équation admet au moins une solution R → R.
Même question lorsqu’on veut une solution continue.

Exercice 4 Trouver les fonctions f : R→ R telles pour tous x, y,

f(x+ y)2 = f(x)2 + f(y)2.

Exercice 5 Trouver les fonctions f : R∗+ → R∗+ continues telles que pour tous
x, y

f(x+ y)(f(x) + f(y)) = f(x)f(y).

Exercice 6 (Équation de Jensen) Trouver les fonctions f : R → R continues
telles que pour tous x, y,

f
�x+ y

2

�
=
f(x) + f(y)

2
.

Exercice 7 Trouver les fonctions f : Q→ Q telles que

∀x, y ∈ Q, f(1) = 2 et f(xy) = f(x)f(y)− f(x+ y) + 1.
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Exercice 8 Soit f : N→ N qui vérifie

f(1) = 2, f(2) = 1, f(3n) = 3f(n), f(3n+1) = 3f(n)+2, f(3n+2) = 3f(n)+1.

Trouver combien il y a d’entiers n ≤ 2014 tels que f(n) = 2n.

Exercice 9 Trouver les fonctions f : R→ R continues qui vérifient

f(x+ y) = f(x) + f(y) + f(x)f(y).

Exercice 10 Trouver toutes les fonctions f : N∗ → N∗ qui vérifient pour tout n

h(h(n)) + h(n+ 1) = n+ 2.

Exercice 11 (OIM 1990 exo 4) Trouver une fonction f : Q∗+ → Q∗+ telle que

∀x, y ∈ Q∗+, f(xf(y)) =
f(x)

y
;

Solutions
Solution de l’exercice 1

1. Ici les solutions seront toutes bijectives. Commençons par montrer l’injec-
tivité : on prend x, y tels que f(x) = f(y) et on veut montrer que x = y.

f(x) = f(y) =⇒ f(x)−1 = f(y)−1 =⇒ f(f(x)−1) = f(f(y)−1) =⇒ x+1 = y+1

On a donc prouvé que x = y et donc l’injectivité de f . Montrons mainte-
nant la surjectivité : soit z ∈ R, on cherche un réel x tel que f(y) = z. On
prend simplement l’équation fonctionnelle avec z = x + 1 et on trouve :
f(f(z − 1)− 1) = z, donc y = f(z − 1)− 1 marche.

2. Montrons que f est surjective. Soit z ∈ R fixé, en prenant x = 0 et y =
5
È
z − f(0), on obtient f(0 + f(y)) = f(0) + y5 = z.

Montrons maintenant son injectivité : supposons f(y1) = f(y2), on a alors

f(x+ f(y1)) = f(x+ f(y2)) donc f(x) + y5
1 = f(x) + y5

2

En enlevant f(x) et en prenant la racine cinquième, on trouve y1 = y2.
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3. Cette fois-ci les solutions ne sont ni injectives ni surjectives. Montrons que
f n’est pas injective : comme sin 0 = sin π = 0, on sait que f(f(0)) =

f(f(π)). Mais alors, soit f(0) = f(π) et f n’est pas injective, soit f(0) 6=
f(π), mais dans ce cas f(0) et f(π) sont deux réels distincts qui ont la
même image, et f n’est pas injective.

Pour la non surjectivité, nous allons démontrer que si f était surjective,
alrs f(f(.)) le serait aussi, et comme la fonction sin n’est pas surjective on
pourra conclure que f n’est pas surjective.

Supposons que f soit surjective, soit z un réel fixé. Alors il existe un y tel
que f(y) = z, et encore par surjectivité, il existe un x tel que f(x) = y.
Donc f(f(x)) = z, ce qui montre la surjectivité de f(f(.)), et qui achève la
démonstration.

4. Les solutions ne sont ni injectives ni surjectives : simplement, la fonction
f(x) = 0 est solution et elle n’est ni injective ni surjective.

Solution de l’exercice 2 Commençons par montrer que f est injective. Si f(k) =

f(l), alors f(f(k)) = f(f(l)) donc k = l. Maintenant, sachant que f est injective,
comme f(f(n)) = f(f(n+ 2) + 2), on a donc f(n) = f(n+ 2) + 2.

Posons f(0) = a, par une récurrence simple, on trouve que pour tout nombre
n pair positif, f(n) = a− n, et une deuxième récurrence montre la même chose
sur les nombres pairs négatifs. Et si on pose f(1) = b, des récurrences semblables
donnent f(2k + 1) = b− 2k.

Le travail n’est pas fini, il faut vérifier que l’équation fonctionnelle est bien
vérifiée. On voit que ça marche dans 2 cas seulement : soit a est pair et b impair,
soit a = b+ 1.

Solution de l’exercice 3 Commençons par calculer f en quelques valeurs : f(1/2) =

a, f(1/4) = a2f(3/4) = 2a− a2. Maintenant en prenant x = 1/4 et y = 3/4 :

a = (1− a)a2 + a(2a− a2)

En mettant tous les termes du bon côté, on trouve a(3a − 2a2 + 1) = 0. Cette
équation a 3 solutions a = 0, 1

2
, et 1.

Pour a = 0, on trouve la solution f(x) = 0 sauf en x = 1, où f(1) = 1. Pour
a = 1, on trouve f(x) = 1 sur ]0, 1] et f(0) = 0. Pour a = 1

2
, on trouve f(x) = x.

On vérifie bien que ces foonctions vérifient bien l’équation fonctionnelle.
Maintenant, si on cherche des solutions continues, les fonctions trouvées

pour a = 0 et 1 ne marchent plus. Montrons que l’on ne peut pas rtouver de
solutions continues. Regardons le cas a = 1. Une petite récurrence montre que
f
�

1
2n

�
= 1, pour tout n, mais 1

2n
tend vers 0, et si la fonction était continues, leurs
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images devraient tendre vers f(0) = 0. Ce n’est pas le cas donc toute solution
de l’équation fonctionnelle est discontinue. Le cas a = 0 se fait pareil.

Solution de l’exercice 4 Calculons f(0) en prenant x = y = 0 : f(0)2 = 2f(0)2 donc
f(0) = 0. Maintenant prenons y = −x : f(0)2 = f(x)2 + f(−x)2. Mais comme
f(0) = 0, la seule solution possible est f(x) = f(−x) = 0. La seule fonction
solution est donc la fonction nulle.

Solution de l’exercice 5 L’équation fonctionnelle peut se réécrire

1

f(x)
+

1

f(y)
=

1

f(x+ y)
.

Donc en posant g(x) = 1
f(x)

, on voit que g vérifie l’équation de Cauchy g(x+y) =

g(x) + g(y). Comme on sait {egalement que gest continue, les seules solutions
sont g(x) = αx, et donc f(x) = 1

αx
. Comme on veut des fonctions positives, il

suffit de prendre α > 0.

Solution de l’exercice 6 Une recherche des solutions permet de se rendre compte
que toutes fonctions affines f(x) = ax + b sont solutions. Montrons à présent
que ce sont les seules.

Notons f(0) = b et f(1) = a+ b (pour rester sous la forme ax+ b). En prenant
x = 0 et y = 2, on calcule que f(2) = 2a + b. Puis en prenant x = 1, y = 3,
f(3) = 3a + b. Une récurrence simple donne alors f(n) = an + b pour tout
n ∈ N. en prenant maintenant x = n, y = −n, on trouve aussi f(−n) = −an+ b.
L’équation f(x) = ax+ b est donc vraie pour tout x ∈ Z.

Attaquons-nous maintenant à Q. On veut calculer f
�
p
q

�
. Posons d’abord

f
�

1
q

�
= b + c. Une récurrence comme celle du paragraphe précédent donne

f
�
k
q

�
= b + kc. En particulier, f

�
q
q

�
= b + qc, mais f

�
q
q

�
= f(1) = a + b, donc

c = a
q
, et on a f

�
p
q

�
= ap

q
+ b. L’équation f(x) = ax+ b est maintenant vraie pour

tout x ∈ Q.
Il reste encore R, pour cela utilisons la continuité de f . Soit x ∈ R et soit (rn)

une suite de rationnels qui tend vers x. Par continuité de f :

f(x) = lim
n→∞

f(rn)

f(x) = lim
n→∞

(arn + b)

f(x) = ax+ b

Les seules solutions sont donc les fonctions affinees.

Solution de l’exercice 7 En prenant y = 1, on trouve que f(x+ 1) = f(x) + 1. Une
petitet récurrence donne alors f(x+n) = f(x)+n. Et comme f(1) = 2, on a déjà
les valeurs sur les entiers : ∀n ∈ Z, f(n) = n+ 1 .
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Cherchons maintenant les images des rationnels : soit p
q
∈ Q. En prenant

x = p
q

et y = q, on voit :

f(p) = f

�
p

q

�
f(q)− f

�
p

q
+ q

�
+ 1

p+ 1 = (q + 1)f

�
p

q

�
− f

�
p

q

�
− q + 1

f

�
p

q

�
=

p

q
+ 1

Donc la seule solution possible est f(x) = x+ 1. On vérifie facilement que cette
fonction vérifie l’équation fonctionnelle.

Solution de l’exercice 8 La forme de cette équation fonctionnelle suggère de re-
garder l’écriture en bas 3. Dans ce cas, on remarque assez vite que la fonction f
est la fonction qui remplace dans l’écriture en base 3 de n tous les 2 en 1 et tous
les 1 en 2. La démonstration se fait par récurrence sur le nombre de chiffres en
base 3 de n.

Les entiers qui vérifient f(n) = 2n sont les entiers dont l’écriture en base 3
ne contient que des 1 ou des 0. Il faut donc compter le nombre de ces entiers
entre 0 et 2014 (dont l’écriture en base 3 est 2202121) : il y en a 128 (127 si on ne
compte pas 0).

Solution de l’exercice 9 Encore une fois, on se ramène à l’équation de Cauchy :
l’équation sécrit

f(x+ y) + 1 = (f(x) + 1)(g(x) + 1).

La fonction g(x) = f(x) + 1 vérifie donc une des variations de Cauchy, Les
solutions sont donc f(x) = xα − 1, avec α ≥ 0.

Solution de l’exercice 10 Commmençons par calculer h(1) et h(2). En prenant n =

1, on a h(h(1)) + h(2) = 3, et comme h est à valeurs dans N∗, h(2) ≤ 2.
Premier cas : h(2) = 1. On a alors h(h(1)) = 2. Prenons n = 2, on a alors

h(h(2)) + h(3) = h(1) + h(3) = 4, donc h(1) ≤ 3. Si h(1) = 1, on a h(h(1)) = 1

et si h(1) = 2, alors h(h(1)) = 1, ce qui ne convient pas. Enfin, si h(1) = 3, alors
h(h(1)) = h(3) = 4− h(1) = 1. Donc ce cas n’a aucune solution.

Deuxième cas : h(2) = 2. Ona a alors h(h(1)) = 1. En posant n = 2, on trouve
h(3) = 2, puis on trouve h(4) = 3, h(5) = 4, h(6) = 4. On montre facilement que
si n ≥ 2, alors h(n) ≥ 2, et donc h(1) = 1. On voit alors que s’il y a une solution,
elle est unique. Il suffit alors de trouver une solution qui marche et ce sera la
seule. La fonction en question est alors

h(n) = [nα] + 1, avec α =
−1 +

√
5

2
≈ 0.618
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La démonstration que cette fonction marche utilise le fait que α2 + α = 1 (mais
n’est pas si facile).

Solution de l’exercice 11 Calculons d’abord f(1). En prenant x = y = 1, on a
f(f(1)) = f(1), et en prenant x = 1 et y = f(1), on a f(f(f(1))) = f(1)

f(1)
et on

a f(1) = 1.
Montrons maintenant que f(xy) = f(x)f(y). Avec x = 1/f(y), f(1) = f(1/f(y))

y
.

En prenant maintenant z = 1/f(y), alors f(z) = y. Donc f(xy) = f(xf(z)) =
f(x)
z

= f(x)f(y). Ainsi, grâce à la décomposition en facteurs premiers, il suffit
de trouver les valeurs de f(p) lorsque p est premier pour connaitre f(x) pour
tout x.

Enfin, f(f(x)) = f(1f(x)) = 1/x

Remarquons que l’on ne nous demande pas de trouver toutes les solutions
mais une seule. Séparons l’ensembleP des nombres premiers en deux ensembles
infinis {p1, p2, . . .} et {q1, q2, . . .} et on définit f(pi) = qi et f(qi) = 1

pi
. Il est facile

de vérifier alors que f(xf(y)) = f(y)
x

.

4 Groupe D : éq. fonct. et inégalités

1 dimanche 24 après-midi : Guillaume Conchon-Kerjan

Exercices

Entrée

Exercice 1
Trouver toutes les fonctions f : R→ R telles que pour tous réels x, y, on ait

f(x)f(y) + f(x+ y) = xy.

(PAMO 2013)

Exercice 2
Soit a, b ∈ R Trouver toutes les fonctions f : R+ → R telles que pour tous réels
positifs x, y :

f(x)f(y) = yaf
�x

2

�
+ xbf

�y
2

�
.

(PIMO 1994)

Exercice 3
Trouver les fonctions f : N∗ → N∗ strictement croissantes de sorte que f(2) = 2

et si n,m ≥ 1,
f(nm) = f(n)f(m).

387



VII. QUATRIÈME PÉRIODE 4. GROUPE D : ÉQ. FONCT. ET INÉGALITÉS

(MEMO 2014)

Exercice 4
Construire une fonction f : Q+∗ → Q+∗ telle que f(xf(y) = f(x)

y

(SLIMO 1990)

Plat

Exercice 5
Trouver toutes les fonctions f : R→ R telles que pour tous x, y réels, on ait :

f(x2 − y2) = xf(x)− yf(y).

(USAMO 2002)

Exercice 6
Trouver toutes les fonctions f : N∗ → N∗ telles que pour tous naturels distincts
m,n, f(n!) = f(n)! et m− n divise f(m)− f(n).

(USAMO 2002+10, BMO 2012)

Exercice 7
Trouver toutes les fonctions f : Z → Z telles que pour tous entiers relatifs x, y
(ave x 6= 0) on ait :

xf(2f(y)− x) + y2f(2x− f(y)) =
f(x)2

x
+ f(yf(y)).

(USAMO 2010+10+2)

Exercice 8
Trouver toutes les fonctions majorées réelles telles que pour tous réels x, y, on
ait :

f(xf(y)) + yf(x) = xf(y) + f(xy)

(APMO 2011)

Dessert

Exercice 9
Soit k un réel. Trouver les fonctions f : R→ R telles que pour tous x, y ∈ R,

f(f(x) + f(y) + kxy) = xf(y) + yf(x).

(ITYM 2009)
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Exercice 10
Trouver toutes les fonctions f :

(IMO 2015)

Solutions

Entrée

Solution de l’exercice 1
On pose x = 0, on trouve f(0) = −1 ou f(x = 0) pour tout x ∈ R∗, cette dernière
possibilité étant rapidement écartée.
Avec x = −y = 1, on trouve f(1) = 0 ou f(−1) = 0. Dans le premier cas, on
prend x = a− 1 et y = 1 pour trouver f(a) = a− 1. Dans le second, on a de ma-
nière analogue f(a) = a + 1. Réciproquement, ces deux solutions conviennent.

Solution de l’exercice 2
Supposons a 6= b. Le premier membre est symétrique en x et y, le second doit
l’être aussi. Ce qui donne :

xaf
�y

2

�
+ ybf

�x
2

�
= yaf

�x
2

�
+ xbf

�y
2

�
ou encore :

f(
�
x
2

�
xa − xb

=
f(
�
y
2

�
ya − yb

.

En fixant y et laissant x varier, on déduit l’existence de c ∈ R tel que

f(x) = c(2axa − 2bxb).

On réinjecte ceci dans l’équation initiale pour obtenir

P (x, y) := c(c22a − 1)xaya + c(c22b + 1)xbyb − c22a+bxayb − c22a+bxbya = 0.

En fixant y et en faisant varier x, on a un "polynÃ´me" en x dont tous les coef-
ficients doivent être nuls (faire x → +∞ pour s’en convaincre, le terme en xa

l’emporte si a > b, et inversement). Ces coefficients sont eux-mêmes des "po-
lynÃ´mes" en y dont les coefficients doivent être nuls, et il est facile de voir que
nécessairement c = 0. Donc seule la fonction nulle est solution.

Si a = b, on regarde ce qui se passe lorsque x = y, puis on réinjecte la rela-
tion obtenue dans l’équation de départ avec x et y quelconques. Comme précé-
demment, on trouve f(x) = cxa, puis que c = 0 ou c = 21−a. On vérifie que la
fonction nulle et x→ 21−axa sont, réciproquement, solution.
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Solution de l’exercice 3
On a immédiatement f(1) = 1. Posons f(3) = a, cherchons Ã montrer que
a = 3. f(6) = 2a, donc a+ 2 ≤ f(5) ≤ 2a− 1 par stricte croissance, et d’une part
f(10) ≤ 4a−2, d’où f(9) ≤ 4a−3 et f(18) ≤ 8a−6. D’autre part, f(15) ≥ a(a+2).
Ainsi :

a(a+ 2) ≥ f(15) ≥ f(18)− 3 ≥ 8a− 9

ou encore (a− 3)2 ≤ 0, d’où le résultat.
Notons les deux faits suivants : si f(n) = n et f(n−1) = n−1, alors f(n(n−1)) =

n(n − 1) (car n ∧ (n − 1) = 1), et si pour un k ≥ 1, f(k) = k alors pour tout
j ≥ k, f(j) = j (par stricte croissance). Ils permettent de montrer aisément par
récurrence sur n que f(n) = n pour tout n ∈ N∗, f(3) étant nécessaire pour
l’initialisation. Ainsi, seule l’identité est solution du problème.

Solution de l’exercice 4
Pour ce genre d’exercice, on cherche d’abord Ã caractériser la fonction Ã trou-
ver, puisqu’en exhiber une mine de rien n’est en fait pas du tout évident. En
faisant x = 1, on trouve

f(f(y)) =
f(1)

y
.

Donc si f(a) = f(b), f(1)
a

= f(1)
b

donc a = b et f est injective. La surjectivité
vient de la même formule, et f est bijective. Dans celle-ci toujours, y = 1 donne
f(1) = 1 par injectivité. Montrons encore qu’elle est multiplicative : dans la
formule initiale, x = 1 donne f( 1

y
) = 1

f(y)
. Et pour tous x, y, soit t tel que y =

f(1
t
), on a f(y) = t et

f(xy) = f(xf(
1

t
)) =

f(x)
1
t

= f(x)f(y),

ce qu’on voulait. Si maintenant r ∈ Q+∗, r =
Q
i=1

pαii avec pi des premiers dis-

tincts et αi ∈ Z, il suffit de connaÃ R©tre f(pi). En cherchant un peu, on trouve
judicieux de grouper les nombres premiers par paires (p2k et p2k+1, en listant
p1 < p2 < · · · l’ensemble des nombres premiers), avec

f(p2k) = p2k+1 et f(p2k+1) =
1

p2k

.

On vérifie dans l’équation de départ qu’une telle fonction convient.

Plat

Solution de l’exercice 5
Avec x = y = 0, f(0) = 0. Avec y = −x, f(x) = −f(−x). Et pour y = 0, on
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obtient f(x2) = xf(x). Cette deux dernière identité permettent d’obtenir pour
a, b positifs : f(a − b) =

√
af(
√
a) −

√
bf(
√
b) = f(a) − f(b). Avec l’imparité

de la fonction, on obtient de surcroit f(a − b) + f(−a) = f(−b) et f(b − a) =

f(b) + f(−a). Ces trois formules permettent de montrer pour tous x, y (positifs
ou négatifs) :

f(x) + f(y) = f(x+ y),

que l’on appelle "équation de Cauchy". Maintenant, soit X réel, posons x = X+1
2

et y = X−1
2

, cela nous donne, en utilisant l’équation de Cauchy :

f(X) =
X + 1

2
f
�
X + 1

2

�
− X − 1

2
f
�
X − 1

2

�
f(X) = f

�
X

2

�
+Xf

�
1

2

�
f(X) = Xf(1)

Donc f est linéaire. Réciproquement, une telle fonction est solution de notre
problème.

Solution de l’exercice 6
On af(1)! = f(1) donc f(1) ∈ {1, 2} et de même pour f(2). Nous étudions
quatre cas :

Cas 1 : f(1) = f(2) = 1. Pour k > 2, on a k! − 2|f(k)! − 1, or k! − 2 est pair,
donc f(k)! est impair, donc f(k) = 1 pour tout k > 3. Cette solution convient.
Cas 2 : f(1) = 2 et f(2) = 1. On a 3! − 1|f(3)! − 2 donc f(3)! ≡ 2 (mod 5) donc
f(3) = 2. Et 3!− 2|f(3)!− 1 donc f(3) = 1 d’où une contradiction. Il n’y a donc
pas de solution.
Cas 3 : f(1) = f(2) = 2. On trouve f(3) = 2 comme précédemment. Pour k > 3,
par la même méthode que pour le cas 1, 3|k!−3|f(k)!−2 donc f(k)! ≡ 2 (mod 3)

et f(k) = 2. Et cette solution convient.
Cas 4 : f(1) = 1, f(2) = 2. On trouve toujours de même f(3) = 3. Alors
f(3!) = f(3)! = 3!, f((3!)!) = f(3!)! = (3!)!, etc. On a alors une suite an ten-
dant vers +∞ de points fixes de f . Soit maintenant k > 3. Pour m point fixe de
f , on a m − k|m − f(k) donc m ≡ f(k) (mod m − k), or m ≡ k (mod m − k),
donc m − k|f(k) − k. On peut prendre m arbitrairement grand, donc f(k) − k
a une infinité de diviseurs, donc f(k) = k. Ainsi, f est l’identité, qui répond au
problème.

Solution de l’exercice 7
Supposons f(0) 6= 0. Avec y = 0 et x = 2f(0), on trouve 2f(0)2 = f(2f(0))2

2f(0)
+ f(0),

391



VII. QUATRIÈME PÉRIODE 4. GROUPE D : ÉQ. FONCT. ET INÉGALITÉS

donc �
f(2f(0))

f(0)

�2

= 4f(0)− 2

ce qui nous donne un carré parfait congru Ã 2 modulo 4 : impossible. Donc
f(0) = 0.
Maintenant, avec y = 0 dans l’équation de départ, on trouve x2f(−x) = f(x)2,
et en changeant x en −x : x2f(x) = f(−x)2. Donc x6f(x) = f(x)4, donc f(x) = 0

ou f(x) = x2 pour tout x ∈ Z. Si f(x) = x2 pour tout x, on obtient une solution
convenable. Sinon, soit a ∈ Z∗ tel que f(a) = 0. En faisant y = a, on obtient

xf(−x) + a2f(2x) =
f(x)2

x
.

On en déduit aisément que si f(x) 6= 0, f(2x) = 0. De même si f(x) = 0 en fait.
Donc f est nulle sur les entiers pairs. On montre ensuite rapidement que f est
nulle pour les entiers de la forme 4k + 3. Or pour tout impair d, d ou −d est de
cette forme et f(d) = f(−d). Donc f est nulle. On en déduit que seules x2 et la
fonction nulle sont solution.

Solution de l’exercice 8
En posant x = 0, on trouve f(0) = 0. Puis en posant y = 1, on a f(xf(1)) = xf(1)

or f majorée donc f(1) = 0.
Maintenant, avec x = 1 on trouve f(f(x)) = 2f(x), donc fn(x) = 2n−1f(x). De
nouveau, comme f est majorée, on a f(x) ≤ 0 pour tout x. Supposons qu’il
existe r tel que f(r) < 0. Pour tout t, si f(t) = 0, alors f(tr) = tf(r), donc t ≥ 0.
En additionnant ce que l’on trouve pour (x, 1

x
) et ( 1

x
, x), on a pour x non nul :

f
�
xf
�

1

x

��
= f

�
f(x)

x

�
= 0.

Si x > 0, f(x)/x ≤ 0 donc f(x) = 0 (puisque f ne peut s’annuler sur R−∗). En
testant le couple (−1, x), on s’aperçoit que f(−x) = xf(−1), donc avec −x =

f(r), f(f(r)) = −f(r)f(−1) or f(f(r)) = 2f(r). Ainsi, f(−1) = −2. Donc :
f(x) = −2x si x < 0, f(x) = 0 sinon. Il est facile de vérifier que cette fonction et
la fonction nulle sont solution.

Dessert

Solution de l’exercice 9
Ici se trouve un petit résumé de la solution. La version complète peut être trou-
vée sur internet (solution écrite de l’équipe France 2 pour le problème 2 d’ITYM
2009).
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On distingue deux cas.
• Si f(0) = 0, on trouve que f o f est nulle, et il vient assez vite f = 0 si k = 0.
Si k 6= 0, il est plus difficile de montrer que f est la fonction nulle, mais on y
arrive.
• Si f(0) 6= 0, posons f(0) = a. Avec y = 0 dans l’équation, on obtient

f(f(x) + a) = ax (VII.2)

donc la fonction est injective. Ce qui permet d’injecter, par exemple x = f(y)+a

dans la relation précédente. Il vient

f(ay + a) = a(f(y) + a) (VII.3)

Après quelques manipulations, il vient k = 2 et a = 1
4
. On s’intéresse ensuite

aux ensembles A = {x ∈ R, f(x) = 1
4
− x

2
} et B = {x ∈ R, f(x) = 2x2}, puis

finalement on montre que A = R.

2 lundi 25 matin : inégalités, Jean-François Martin

Comment faire des inégalités quand on ne sait pas faire d’inégalités ?
Une des manières est d’utiliser de l’analyse. Illustrons tout de suite cette

affirmation par un exemple extrêmement simple (et éminemment caricatural).
Exercice 1 Montrer que pour tout x dans [0, 1], x(1− x) ≤ 1

4
.

Solution de l’exercice 1 Soit f la fonction dérivable de [0, 1] dans R qui à x associe
x(1 − x). Il faut vérifier (étant sur un compact, si l’on veut être formel, ce qui
signifie essentiellement que l’on contient les bords, et sur lequel une fonction
continue atteint son maximum) que tous les extrema locaux de f sont inférieurs
à 1

4
.
Où sont les éventuels extrema locaux ? Soit sur les bords, soit aux zéros de

f ′. Sur les bords, i.e. pour x = 0 ou x = 1, on obtient 0 qui est effectivement
inférieur à 1

4
. f ′ envoyant x sur 1− 2x, son seul zéro est en x = 1

2
, où f vaut 1

4
.

D’où la conclusion.

Considérons, en réponse à la provocante beauté de l’interprétation probabi-
liste de Thomas l’exercice suivant que l’on résoudra de manière analytique. Si
cette approche est évidemment moins élégante, elle a le mérite d’être efficace et
simple.
Exercice 2 Soit x et y des réels positifs vérifiant x+ y = 1, ainsi que m et n deux
entiers.

Montrer que (1− xn)m + (1− ym)n ≥ 1.
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Solution de l’exercice 2 Cet exercice, bien que comportant deux variables, est in-
trinsèquement un exercice à propos d’une fonction à une seule variable. En po-
sant f la fonction dérivable de [0, 1] dans R qui à f associe (1− xn)m + (1− (1−
x)m)n, il s’agit de montrer que pour tout x dans [0, 1], f(x) ≥ 1.

Au bord, i.e. pour x = 0 ou x = 1, la fonction vaut 1. On aimerait maintenant
trouver un extremum intérieur de cette fonction.

Pour ce faire on calcule f ′(x) = −mnxn−1(1−xn)m−1 +mn(1−x)m−1(1− (1−
x)m)n−1. Les zéros de f ′ vérifient en particulier l’équation xn−1(1 − xn)m−1 =

(1 − x)m−1(1 − (1 − x)m)n−1. On se rend à ce moment compte qu’il est illusoire
de vouloir calculer ces zéros explicitement. On peut toutefois chercher à obte-
nir certaines informations. Or, pour tracer le graphe de notre fonction f , une
information particulièrement pertinente est le nombre de ces zéros.

L’équation se réécrit, en regroupant les seuls termes regroupables, de la fa-
çon suivante : �

1− xn

1− x

�m−1

=

�
1− (1− x)m

x

�n−1

,

ce qui commence à sentir fort des arguments de monotonie.
Effectivement, après avoir écrit x = 1 − (1 − x) pour plus de symétrie, on

obtient :  
n−1X
i=0

xi
!m−1

=

 
m−1X
i=1

(1− x)i
!
,

dont le terme de gauche est clairement strictement croissant alors que celui de
droite est strictement décroissant. En particulier, cette équation a au plus (et en
vérité exactement, d’après le théorème des valeurs intermédiaires) une solution.

Notre fonction f valant 1 en 0 et en 1, pour vérifier que le dernier extremum
local éventuel est bien supérieur à 1, il suffit de trouver une autre valeur où f

est supérieure à 1. Un candidat naturel est x = 1
2
. Cela est faisable même si non

trivial, mais une idée plus naturelle est de regarder en un point où l’on connaît
extrêmement bien la fonction : en 0. Certes, en 0 même, la fonction vaut 1, mais
en son voisinage il est facile de vérifier que f devient strictement supérieur à
1. Pour ce faire, il suffit de remarquer que, l’équation de f étant polynomiale,
f − 1 se comporte autour de 0 comme son premier monôme non nul (tous les
monômes d’ordre supérieur étant négligeable devant celui-là [le lecteur scep-
tique pourra considérer y = 1/x et se ramener au voisinage de +∞ où il sait
que le terme dominant régit le comportement asymptotique du polynôme]).
Effectivement, le premier monôme non nul sera (en faisant un embryon de dé-
veloppement à la binôme de Newton) est (mn − m)xn, dont le coefficient est
strictement positif (sauf dans le cas m = 1 ou n = 1, auquel cas l’exercice est de
toute façon trivial). D’où la conclusion.
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La question naturelle est maintenant de se demander ce qui se passe en plu-
sieurs variables.

Si f est une fonction différentiable d’un ouvert de Rn dans R, on définit
ses dérivées partielles ∂f

∂xi
de la manière suivante : en un point (x1, ..., xn) du do-

maine de définition, elle vaut la dérivée en xi de la fonction f(x1, ..., xi−1, · , xi+1, ..., xn),
i.e. de la fonction f vue comme une fonction en la i-ème variable, toutes les
autres étant fixées sur les coordonnées du point.

On définit finalement le gradient ∇f comme le vecteur des dérivées par-
tielles, qui est donc une fonction du domaine de définition de f dans Rn.

Par exemple, pour n = 3 et f(x, y, z) = xyz, on a le gradient suivant :

∇f =

�
yz

xz

xy

�
.

Le symbole ∂ se lit “d rond”, le symbole∇ se lit “nabla”.
Comme en une seule dimension, en un extremum local, le gradient (qui joue

plus ou moins le rôle de dérivée en un sens que nous préciserons ensuite) est
nul. En effet, en un extremum local (x1, ..., xn) de f , pour tout i entre 1 et n,
f(x1, ..., xi−1, · , xi+1, ..., xn) doit admettre un extremum local, d’où la conclusion
en utilisant le cas unidimensionnel. De tels points où ∇g s’annule sont appelés
point critiques.

Toutefois, rares sont les inégalités de type olympique qui concernent des
variables sans aucune condition.

Le cadre de notre problème est donc le suivant : on considère deux fonction
f et g en n variables et on cherche les extrema locaux de f sachant g = c (avec c
une constante, que l’on pourrait sans restriction de la généralité supposer nulle).
g est la contrainte, des exemples typiques pouvant être g(x, y, z) = x+ y+ z = 1

ou g(x, y, z) = 1.
Pour trouver ces extrema locaux nous disposons du théorème suivant, le

théorème des multiplicateurs de Lagrange :

Théoréme . Soit f et g deux fonctions dérivables à n variables, c une constante.
Les extremas locaux de f sachant g = c vérifient un des cas suivant :
. Le point est sur le bord.
. Le point est un point critique de g.
. Le point vérifie la condition des multiplicateurs de Lagrange : ∃λ : ∇f =

λ∇g.

Démonstration. La démonstration rigoureuse de ce théorème nécessite des ou-
tils de géométrie différentielle. Rendez-vous donc en première année d’ENS
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pour la voir !
Il est toutefois tout-à -fait possible de se convaincre informellement de la

véracité de l’affirmation.
Dans un premier temps, il est clair que le bord est à considérer à part (si la

fonction est “coupée” artificiellement au bord en quelque chose qui se révèle
être extrémal, cela n’a aucune raison de se voir en termes de dérivées).

Les points critiques de g sont pathologiques au sens suivant : intuitivement,
la condition g = c définit une (hyper)surface (par exemple une sphère pour
g = x2 + y2 + z2), qui est régulière tant que l’on n’est pas en un point critique.
Sinon on peut avoir des horreurs comme des pointes ou des crêtes, que l’on ne
peut pas du tout maîtriser différentiellement.

Venons-en donc au cas intéressant. Avant toute chose, il faut comprendre
géométriquement ce que signifie le gradient d’une fonction.

Pour ce faire, rappelons ce qu’est moralement une dérivée. La dérivée est
ce qui permet de comprendre le déplacement infinitésimal autour d’un point.
Notons à la physicienne dx un tout petit déplacement. Alors f(x+ dx) = f(x) +

f ′(x)dx. En effet, la fonction se comporte au voisinage de f comme sa tangente,
qui est une fonction affine de pente f ′(x).

Cette description imprécise peut d’ailleurs se formaliser fort utilement ma-
thématiquement : f(x+ ε) = f(x) + εf ′(x) + o(ε), où o(ε) désigne quelque chose
de négligeable par rapport à ε, i.e. dont le quotient par ε tend vers 0.

Quand f dépend d’un uplet de variables −→x = (x1, ..., xn), le déplacement

infinitésimal d−→x s’écrit

�
dx1

...
dxn

�
. Le déplacement infinitésimal de f est la

somme des déplacements infinitésimaux

�
dx1

...
0

�
jusqu’à

�
0
...

dxn

�
. En uti-

lisant le résultat unidimensionnel, on obtient donc

f(−→x + d−→x ) = f(−→x ) +
nX
i=1

∂f

∂xi
(−→x )dxi,

ou autrement dit
f(−→x + d−→x ) = f(−→x ) +∇f(−→x ) · d−→x .

Cela permet d’avoir une interprétation géométrique du gradient : sa direc-
tion est la direction dans laquelle il faut se déplacer (toujours infinitésimale-
ment) pour que la valeur de f augmente le plus (un produit scalaire étant maxi-
mum quand les deux vecteurs ont même direction et sens).

396



VII. QUATRIÈME PÉRIODE 4. GROUPE D : ÉQ. FONCT. ET INÉGALITÉS

Une façon de voir ce déplacement “optimal” est clair pour tous ceux qui ont
déjà fait de la randonnée : c’est la ligne de plus grande pente ! Cette courbe de
plus grande pente est orthogonale aux courbes de niveaux de notre fonction
(i.e. pour chaque valeur de l’ensemble d’arrivée l’ensemble de ses antécédents,
qui correspondent aux lignes de côte sur une carte), soit par un argument de
randonneur, soit parce que l’on cherche à monter d’une ligne de niveau à une
autre (infinitésimalement espacées) en une distance minimale et qu’il faut donc
prendre l’orthogonale.

Cette situation s’illustre par exemple très bien sur la figure suivante, repré-
sentant les courbes de niveau de la fonction x2 + y2, des cercles, ainsi que ses

gradients, de la forme

�
2x

2y

�
toujours orthogonaux à ces cercles...

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

0

Maintenant que nous avons une petite intuition visuelle de ce qu’est le gra-
dient, revenons à notre problème originel.

Pour comprendre géométriquement ce qu’il se passe, le mieux est de parler
en termes de courbes de niveau. Pour la contrainte g = c, c’est naturel : en gros,
cela nous dit “on se place sur une courbe de niveau fixée de g, où l’on cherche
les extrema de f”.

On trace donc cette courbe de niveau g, au-dessus de laquelle on place les
courbes de niveau de f (voir figure).
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f=2
f = 1, 9

f = 1, 9

g = c

B3

B1

B2

B4

A1

A2

Il y aura alors deux façons d’obtenir un extremum, correspondant respecti-
vement aux différents pointsA ouB sur la figure. La première possibilité est une
courbe de niveau extrémale parmi ses voisines coupant la courbe de niveau de
g, auquel cas∇f est nul (et vérifie donc bien la conclusion avec λ = 0) puisque,
suivant la plus grande pente de chacun des côtés, il est de sens opposé avant et
après cette courbe de niveau extrémale. La deuxième possibilité est un point de
tangence entre une courbe de niveau de f et celle de g (pouvant créer un extre-
mum par une sorte d’effet de bord). Dans ce cas, ∇f et ∇g étant orthogonaux à
leur courbe de niveau respective, ils sont parallèles, d’où la conclusion. �

Appliquons maintenant ce théorème à des exercices de type olympique.
Nous allons commencer par redémontrer simplement quelques théorèmes

dont la démonstration est parfois longuette.

Théoréme . (AM-GM) Soit a1, a2, ... , an des réels positifs. AlorsPn
i=1 ai
n

≥ n

Ì
nY
i=1

ai.

Démonstration. Posons g(a1, ..., an) =
Pn
i=1 ai. Par homogénéité, on peut sup-

poser que g(a1, ...an) = 1.

Précisons avant tout que g n’a pas de point critique puisque∇g =

�
1
...
1

�
.

On cherche à majorer f(a1, ..., an) =
Qn
i=1 ai pour g = 1.
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Les cas au bord à considérer correspondent à une variable qui vaut 0 ou 1.
Ce deuxième cas impliquant la nullité de toutes les autres variables, il suffit de
vérifier le premier cas, pour lequel l’inégalité est triviale.

Sinon, les autres extrema vérifient la propriété des multiplicateurs de La-

grange, ce qui s’écrit puisque ∇f =

�
a2 · · · an

...
a1 · · · an−1

�
et ∇g =

�
1
...
1

�
comme

a2 · · · an = · · · = a1 · · · an−1. On en déduit a1 = · · · = an, pour lesquels l’inégalité
est triviale (justement le cas d’égalité). �

Théoréme . (AM-QM) Soit a1, a2, ... , an des réels positifs. Alors�Pn
i=1 a

2
i

n

�
≥
Pn
i=1 ai
n

.

Démonstration. Comme souvent, avant toute chose, pour pouvoir facilement
tuer le cas d’égalité, on raisonne par récurrence sur n. L’inégalité est vraie pour
n = 1.

Supposons-la vraie pour n− 1 et montrons-la pour n.
On pose g(a1, ..., an) =

Pn
i=1 ai dont le gradient ne s’annule jamais. Par ho-

mogénéité, on peut supposer que g(a1, ...an) = 1.
On pose f(a1, ..., an) =

Pn
i=1 a

2
i à minimiser.

Encore une fois, le cas sur le bord correspond à au moins une variable nulle.
On conclut dans ce cas par l’hypothèse de récurrence, le facteur

√
n pouvant

même être remplacé par
√
n− 1.

Sinon, les autres extrema vérifient la propriété des multiplicateurs de La-

grange, ce qui s’écrit puisque ∇f =

�
2a1

...
2an

�
et ∇g =

�
1
...
1

�
comme 2a1 =

· · · = 2an. On en déduit a1 = · · · = an, pour lesquels l’inégalité est triviale
(justement le cas d’égalité). �

Exercice 3 Soit a, b et c les cotés d’un triangle. Montrer que a3 + b3 + c3 + 4abc ≤
9
32

(a+ b+ c)3.

Solution de l’exercice 3 Par homogénéité, on suppose g(a, b, c) = a+b+c = 1, avec
∇g jamais nul. La condition d’être les côtés d’un triangle se réécrit a, b, c ∈ [0, 1

2
].

On pose f = a3 + b3 + c3 + 4abc.
Le cas limite correspond à une des variables, disons sans restriction de la

généralité c, qui vaut 1
2
. On peut écrire b = 1

2
− c et l’inégalité se ramène après

calcul à 1
2

�
a− 1

4

�2 ≥ 0 qui semble assez plausible.
Dans le cas intéressant on obtient 3a2 + 4bc = 3b2 + 4ca = 3c2 + 4ab.
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Chacune de ces égalités se factorise sympathiquement, la première par exemple
en (a− b)(3a+ 3b− 4c) = 0, ou autrement dit en (a− b)(3− 7c).

On obtient donc la distinction de cas naturelle suivante : soit il y a au plus
une des variables qui vaut 3

7
, auquel cas on obtient a = b = c qui vaut donc 1

3
.

On obtient alors 7
27

, qui est bien plus petit que 9
32

.
Finalement, si deux variables valent 3

7
, la dernière vaut 1

7
et on obtient 91

73
qui

est effectivement plus petit que 9
32

.
D’où la conclusion.

Exercice 4 Soit a, b et c des réels positifs non tous nuls.
Montrer que

q
b+c

2a+b+c
+
q

c+a
a+2b+c

+
q

a+b
a+b+2c

≤ 1 + 2√
3
.

Solution de l’exercice 4 Par homogénéité, on pose la condition naturelle g(a, b, c) =

a + b + c = 1, de gradient non nul. Soit h la fonction
q

1−x
1+x

. On pose f(a, b, c) =

h(a) + h(b) + h(c).
Le cas au bord correspondant à une variable nulle est clairement un cas

d’égalité.
Sinon, on obtient h′(a) = h′(b) = h′(c). Or, h′(x) = 1√

(1−x)(1+x)3
. On pose

i(x) = (1− x)(1 + x)3. On a i(a) = i(b) = i(c). Or i′(x) = 2(1 + x)2(1− 2x). Donc
h est strictement croissante puis strictement décroissante. En particulier, il ne
peut avoir trois antécédents distincts d’une même valeur.

On suppose donc sans restriction de la généralité que a = b. On a alors
c = 1− 2a et l’équation polynomiale g(a) = g(1− 2a) qui a forcément 1

3
comme

racine évidente permet de trouver les valeurs possibles de a. Il suffit de vérifier
l’inégalité dans ces quelques cas, ce que le lecteur consciencieux est fortement
invité à faire.

Exercice 5 Soit λ ≥ 8. Montrer que a√
a2+λbc

+ b√
b2+λca

+ c√
c2+λab

≥ 3√
λ+1

.

Solution de l’exercice 5 Par homogénéité, on pose la condition naturelle g(a, b, c) =

abc = 1, de gradient non nul. Soit h la fonction 1√
1+λ/a3

. On pose f(a, b, c) =

h(a) + h(b) + h(c).
Le cas au bord correspondant à une variable tendant vers l’infini, pour lequel

on obtient 1 en prenant la limite, qui est correcte (d’où la condition λ ≥ 8).
Sinon, on obtient (en utilisant abc = 1) la condition ah′(a) = bh′(b) = ch′(c).

Or, xh′(x) = − λx
2(1+λx)3/2

, qui, en calculant sa dérivée, est strictement décroissante
puis strictement croissante. En particulier, il ne peut avoir trois antécédents dis-
tincts d’une même valeur.

On suppose donc sans restriction de la généralité que a = b. On obtient alors
comme à l’exercice précédent une équation polynomiale dont il suffit de vérifier
les solutions.
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D’où la conclusion.

Exercice 6 Soit ABC un triangle d’orthocentre H et de centre du cercle inscrit
I .

Montrer que AH +BH + CH ≥ AI +BI + CI .

Solution de l’exercice 6 Comme cela ne peut qu’améliorer l’inégalité, on consi-
dère des longueurs algébriques.

En utilisant la loi des sinus dans AIB, on obtient AI = AB·sin(β/2)
cos(γ/2)

, qui, après
utilisation de la loi des sinus ainsi que de la formule de duplication du sinus
vaut 4R sin(β/2) sin(γ/2).

En utilisant la loi des sinus dansAHB, on obtientAH = AB·cos(α)
sin(γ)

, donc après
loi des sinus 2R cos(α).

On cherche donc à montrer que :

cos(α)+cos(β)+cos(γ) ≥ 2(sin(α/2) sin(β/2)+sin(β/2) sin(γ/2)+sin(γ/2) sin(α/2)).

On considère la condition g = α + β + γ = 180◦ de gradient jamais nul ainsi
que la fonction f = cos(α)+cos(β)+cos(γ)−2(sin(α/2) sin(β/2)+sin(β/2) sin(γ/2)+

sin(γ/2) sin(α/2)).

Le bord correspond à un des angles, disons γ, qui soit nul. Comme α + β =

180◦, cos(α)+cos(β) disparaît et il suffit de montrer que 1−2 sin(α/2) sin(β/2) ≥
0, ce qui est évident par duplication du sinus.

Sinon, après calcul du gradient de f dont les composantes doivent être égales,
on obtient que les trois quantités cycliques correspondant à− sin(α)−cos(α/2)(sin(β/2)+

sin(γ/2)) sont égales.
Il est donc naturel pour se ramener à un raisonnement du type des exercices

précédent de considérer S = sin(α/2) + sin(β/2) + sin(γ/2), considérée mainte-
nant comme une constante.

Soit donc h(x) = sin(x) + cos(x/2)(S − sin(x/2)). On a h(α) = h(β) = h(γ).
La dérivée de h vaut 1/2 cos(x)−S/2 sin(x/2), qui est clairement strictement

croissante. Donc au pire h est négative puis positive, i.e. h décroissante puis
croissante. Comme précédemment, on peut donc supposer α = β et écrire γ =

180◦ − 2α.
On s’arrange pour tout exprimer dans f(α, α, 180◦ − 2α) en fonction d’une

même expression, qui est ici assez naturellement sin(α/2), via beaucoup de for-
mules de duplication. On obtient le polynôme suivant en sin(α/2) : −8X4 +

8X3 + 2X2− 4X + 1, qui se factorise comme (2X − 1)2(−2X2 + 1). Or sin(α/2) ∈
[0, 1/

√
2], d’où la conclusion.
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3 lundi 25 après-midi : inégalités, Vincent Jugé

Inégalités

La deuxième partie du cours proposé aux élèves du groupe D est sensible-
ment similaire à celui proposé aux élèves du groupe C : on pourra donc se rap-
porter à la section correspondante du polycopié.
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VIII. Mardi 26 matin : Test de fin de
parcours

1 Groupe A

1 Enoncé

Rédigez les différents problèmes sur des copies distinctes. Sur chaque copie,
écrivez votre nom, votre groupe et le numéro du problème.
Règles, équerres et compas sont autorisés. Les rapporteurs sont interdits. Les

calculatrices sont interdites, ainsi que tous les instruments électroniques.
Tout élève obtenant le score maximal de 28/28 se verra offrir un DVD Dimen-

sions.

Exercice 1 Soit ABCD un parallélogramme. Soit E un point tel que AE = BD

et (AE) parallèle à (BD). Soit F un point tel que EF = AC et (EF ) parallèle à
(AC). Exprimer l’aire du quadrilatère AEFC en fonction de l’aire de ABCD.

Exercice 2 Trouver tous les entiers x et y strictement positifs tels que

3x2 + 2x+ 2 = y2.

Exercice 3 On note Fn le nème terme de la suite de Fibonacci définie par F0 =

F1 = 1 et Fn+2 = Fn + Fn+1.
a) Montrer que PGCD(Fn, Fn+1) = 1.
b) En admettant que Fn+m = FmFn+1 + Fm−1Fn, montrer que FPGCD(m,n) =

PGCD(Fm, Fn).

Exercice 4 Soit ABC un triangle avec ÖABC = 60◦. Soit O le centre du cercle cir-
conscrit, H l’orthocentre et I le centre du cercle inscrit dans ce triangle. Montrer
que A,C,O,H et I sont cocycliques.
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2 Solution

Solution de l’exercice 1 Comme AE // DB et AE = DB, AEBD est un parallé-
logramme. Donc EB = AD = BC et EB // AD // BC, autrement dit B est le
milieu du segment EC. De plus, comme EF = AC et EF // AC, AEFC est un
parallélogramme, et donc B est le point d’intersection de ses diagonales. Donc
les triangles CDA, ABC et FBE sont isométriques, donc d’aires égales.

On montre de même queAEB,BDA,DBC et FCB sont isométriques, donc
également d’aires égales.

Ainsi, l’aire de AEFC vaut deux fois l’aire de ABCD.

Solution de l’exercice 2 Si x est pair, 3x2 + 2x+ 2 est congru à 2 modulo 4. Si x est
impair, 3x2 + 2x + 2 est congru à 3 modulo 4. Or un carré est toujours congru à
0 ou 1 modulo 4. Donc il n’y a pas de solutions.

Solution de l’exercice 3
a) PGCD(Fn, Fn+1) = PGCD(Fn, Fn+1−Fn) = PGCD(Fn, Fn−1) = PGCD(F1, F0) =

1 par récurrence sur n.
b) De l’identité, on déduit PGCD(Fm, Fn) = PGCD(Fm−n, Fn). En appli-

quant l’algorithme d’Euclide par soustractions successives on obtient PGCD(Fm, Fn) =

PGCD(FPGCD(m,n), F0) = FPGCD(m,n).

Solution de l’exercice 4 On a ÖAOC = 2ÖABC = 120◦. De plus, si A′ est le pied de
la hauteur issue de A et C ′ le pied de la hauteur issue de C, ÖAHC = ×A′HC ′ =

180◦ −ÖABC, car les points B,H,A′, C ′ sont cocycliques. Ainsi, ÖAHC = 120◦.
Enfin, ÕAIC = 180◦−ÕIAC −ÕICA = 180◦−

�ÔBAC+ÔBCA
2

�
= 180◦−

�
90◦ − ÔABC

2

�
=

120◦.
Comme ÖAOC = ÖAHC = ÕAIC.

2 Groupe B

1 Enoncé

Rédigez les différents problèmes sur des copies distinctes. Sur chaque copie,
écrivez votre nom, votre groupe et le numéro du problème.
Règles, équerres et compas sont autorisés. Les rapporteurs sont interdits. Les

calculatrices sont interdites, ainsi que tous les instruments électroniques.
Tout élève obtenant le score maximal de 28/28 se verra offrir un DVD Dimen-

sions.
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Exercice 1 Soit Γ1 et Γ2 deux cercles se coupant en P et Q. Soit A un point de
Γ1, B le deuxième point d’intersection de (AP ) avec Γ2, C le deuxième point
d’intersection de (AQ) avec Γ2. La tangente en Q Ã Γ1 coupe (BC) en D.

Montrer que QDC est isocèle en D.

Exercice 2 On note Fn le nème terme de la suite de Fibonacci définie par F0 =

F1 = 1 et Fn+2 = Fn + Fn+1.
a) Montrer que PGCD(Fn, Fn+1) = 1.
b) En admettant que Fn+m = FmFn+1 + Fm−1Fn, montrer que FPGCD(m,n) =

PGCD(Fm, Fn).

Exercice 3 SoitABC un triangle d’orthocentreH , de centre du cercle circonscrit
O et de rayon du cercle circonscrit R. Soit HA le pied de la hauteur issue de A.

Montrer que 2 ·HA ·HHA = HO2 −R2.

Exercice 4 Trouver les paires (a, b) d’entiers naturels non nuls, avec b 6= 1, telles

que les nombres
a3b− 1

a+ 1
et
b3a+ 1

b− 1
soient des entiers naturels non nuls.

2 Solution

Solution de l’exercice 1

A

P

C

Q

B

D

En utilisant le théorème de l’angle inscrit version tangente, ÖDQC = ÖQPA.
Or, ÖQPA = 180◦ −ÖQPB qui vaut ÖBCQ d’après le théorème de l’angle inscrit.

D’où ÖDQC = ÖDCQ et la conclusion.
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Solution de l’exercice 2
a) PGCD(Fn, Fn+1) = PGCD(Fn, Fn+1−Fn) = PGCD(Fn, Fn−1) = PGCD(F1, F0) =

1 par récurrence sur n.
b) De l’identité, on déduit PGCD(Fm, Fn) = PGCD(Fm−n, Fn). En appli-

quant l’algorithme d’Euclide par soustractions successives on obtient PGCD(Fm, Fn) =

PGCD(FPGCD(m,n), F0) = FPGCD(m,n).

Solution de l’exercice 3 Soit PA le milieu de [AH] et Ω celui de [OH].
La puissance de H par rapport au cercle d’Euler vaut HPA · HHA = 1

2
HA ·

HHA. Or, Ω est le centre de ce cercle d’Euler, qui a rayon R/2. Donc elle vaut
aussi OΩ2 − (R/2)2 = 1

4
(OH2 −R2). On conclut donc en multipliant par 4.

Solution de l’exercice 4 Comme a3b− 1 = b(a3 + 1)− (b+ 1) et a+ 1 | a3 + 1, on a
a+ 1 | b+ 1. De mÃame, comme b3a+ 1 = a(b3 − 1) + (a+ 1) et b− 1 | b3 − 1, on
a b− 1 | a+ 1.

D’où b− 1 | b+ 1 et donc b− 1 | 2.
. Si b = 2 alors a+ 1 | b+ 1 = 3 donne a = 2. Donc (a, b) = (2, 2) est la seule

solution dans ce cas.
. Si b = 3, alors a+ 1 | b+ 1 = 4 donne a = 1 ou a = 3. Donc (a, b) = (1, 3) et

(3, 3) sont les seules solutions dans ce cas.
Pour conclure, (a, b) = (1, 3), (2, 2) et (3, 3) sont les seules solutions.

3 Groupe C

1 Enoncé

Rédigez les différents problèmes sur des copies distinctes. Sur chaque copie,
écrivez votre nom, votre groupe et le numéro du problème.
Règles, équerres et compas sont autorisés. Les rapporteurs sont interdits. Les

calculatrices sont interdites, ainsi que tous les instruments électroniques.

Exercice 1 Trouver tous les triplets d’entiers strictement positifs (x, y, z) tels que

(x+ y)2 + 3x+ y + 1 = z2.

Exercice 2 Trouver toutes les fonctions f : R → R continues telles que pour
tous x, y ∈ R,

f(x+ f(y)) = f(x)− y
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Exercice 3 Soient a, b, c > 0 tels que abc ≥ 1. Montrer que

a3 + b3 + c3 ≥ ab+ bc+ ca.

Donner également les cas d’égalité.

Exercice 4 Trouver tous les entiers n > 1 tels que n divise 1n + 2n + 3n + · · · +
(n− 1)n.

2 Solution

Solution de l’exercice 1 On voit facilement que

(x+ y)2 < (x+ y)2 + 3x+ y + 1 < (x+ y + 2)2.

Donc la seule solution est z = x+ y + 1. On a donc

(x+ y)2 + 3x+ y + 1 = (x+ y + 1)2

et on trouve x = y. Les solutions sont donc les triplets de la forme (x, x, 2x+ 1).

Solution de l’exercice 2 Commençons par montrer que toute solution f est bijec-
tive. Montrons l’injectivité : supposons f(y) = f(z)

x+ f(y) = x+ f(z)

f(x+ f(y)) = f(x+ f(z))

f(x)− y = f(x)− z

donc y = z et la fonction est injective. Pour la surjectivité, prenons z ∈ R et
x = 0, y = f(0)− z. On a donc f(0 + f(y)) = f(0)− y = z.

En prenant x = y = 0, on trouve f(f(0)) = f(0), mais comme f est injective,
cela veut dire f(0) = 0. Ensuite, avec x = 0, on trouve f(f(y)) = −y.

Posons maintenant z = f(y). Comme f est surjective, tous les z sont atteints.
Le paragraphe précédent nous dit que f(z) = −y. Ainsi l’équation initiale peut
s’écrire

f(x+ z) = f(x) + f(z).

Ainsi, f est une fonction continue R → R qui vérifie l’équation de Cauchy.
Donc f(x) = λx pour un certain λ ∈ R. Mais rappelons que f(f(y)) = −y, donc
λ2 = −1, ce qui n’a pas de solution.

407



VIII. MARDI 26 MATIN : TEST DE FIN DE PARCOURS 3. GROUPE C

Cette équation n’a pas de solution.

Solution de l’exercice 3 Utilisons l’inégalité de Tchébitcheff avec les familles (a2, b2, c2)

et (a, b, c) :

a3 + b3 + c3 ≥ (a2 + b2 + c2)

�
a+ b+ c

3

�
.

En appliquant l’inégalité de réordonnement, on voit

a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca,

et avec l’inégalité arithmético-géométrique :

a+ b+ c

3
≥ abc ≥ 1.

En combinant ces trois inégalités, on obtient

a3 + b3 + c3 ≥ ab+ bc+ ca.

Pour les cas dégalités, on veut par exemple a+b+c
3

= abc, il faut donc a = b =

c. De plus, il faut aussi abc = 1 donc le seul cas d’égalité est a = b = c = 1.

Solution de l’exercice 4 Les entiers qui marchent sont les n impairs.
Si n est impair, montrons que ça marche. Soit k un entier, on a alors

(n− k)n ≡ (−k)n ≡ −kn [n],

donc kn+ (n−k)n est divisible par n. Ainsi, en rangeant les termes de la somme
2 par 2, on voit que 1n + 2n + · · ·+ (n− 1)n est divisible par n.

Si n est pair, écrivons n = 2αm avec m un nombre impair (càd α est la va-
luation 2-adique de n). On prouve déjà par récurrence sur α que si k est impair,
alors k2α ≡ 1[2α]. L’initialisation est facile. Maintenant, supposons que la pro-
priété est vraie pour un certain α, donc si k est impair, k2α = m2α + 1. Donc

k2α+1

=
�
k2α

�2
= (m2α + 1)2 = (m22α−1 +m)× 2α+1 + 1 ≡ 1 [2α+1],

ce qui achève la récurrence. Grâce au résultat suivant, on sait que kn ≡ 0[2α] si
k pair et kn ≡ 1[2α] si k impair. Lorsqu’on fait la somme 1n + 2n + · · ·+ (n− 1)n,
il y a 2α−1m nombres impairs, donc

1n + 2n + · · ·+ (n− 1)n ≡ 2α−1 [2α].

Ainsi, la somme n’est pas divisible par 2α, et a fortiori pas divisible par n.
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4 Groupe D

1 Enoncé

Exercice 1 Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : Z 7→ Z telle que f(x +

f(y)) = f(x)− y pour tous x, y ∈ Z.

Exercice 2 Soit a1, . . . , an, b1, . . . , bn des réels tels que
Pn
i=1 a

2
i ≤ 1 et

Pn
i=1 b

2
i ≤ 1.

Montrer que (1−Pn
i=1 aibi)

2 ≥ (1−Pn
i=1 a

2
i ) (1−Pn

i=1 b
2
i ).

Exercice 3 Soit n ≥ 2 un entier. On place n pointsA1, . . . , An sur une droite, puis
on colorie en rouge le milieu de chaque segment AiAj (avec i 6= j), obtenant
ainsi N points rouges. Déterminer l’ensemble des valeurs que peut prendre N .

2 Solution

Solution de l’exercice 1 Supposons qu’une fonction f : Z 7→ Z telle que décrite
dans l’énoncé existe. En notant que f(f(y)) = f(0 +f(y)) = f(0)−y on constate
que f 2 est bijective, donc que f est bijective également. Or, f(f(0)) = f(0), donc
f(0) = 0. On en déduit que f 2(y) = −y.

Soit maintenant un entier k ≥ 0 tel que f(k) = kf(1). Alors

f((k+1)f(1)) = f(f(1)+kf(1)) = f(f(1)+f(k)) = f 2(1)−k = −1−k = f 2(k+1),

donc (k+1)f(1) = f(k+1). Une récurrence montre donc que f(k) = kf(1) pour
tout k ∈ N.

En outre, 0 = f(0) = f(−f(y)+f(y)) = f(−f(y))−y, de sorte que f(−f(y)) =

y = f 2(−y) donc que −f(y) = f(−y), c’est-à -dire que f est impaire. En particu-
lier, on en déduit que f(k) = kf(1) pour tout k ∈ Z, donc que f 2(1) = f(1)2 ≥
0 > −1, ce qui contredit le fait que f 2(y) = −y. Par conséquent, f n’existait en
fait pas, ce qui conclut cette solution.

Solution de l’exercice 2 Pour tout i, on a a2i+b
2
i

2
≥ aibi par inégalité arithmético-

géométrique. Puisque l’énoncé indique que 1 − Pn
i=1 a

2
i et 1 − Pn

i=1 b
2
i , on re-

marque alors que

1−
nX
i=1

aibi ≥ 1−
nX
i=1

a2
i + b2

i

2
=

(1−Pn
i=1 a

2
i ) + (1−Pn

i=1 b
2
i )

2

≥

Ì 
1−

nX
i=1

a2
i

! 
1−

nX
i=1

b2
i

!
(par IAG),

de sorte que (1−Pn
i=1 a

2
i ) (1−Pn

i=1 b
2
i ) ≤ (1−Pn

i=1 aibi)
2.
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Solution de l’exercice 3 On note A1, · · · , An les points de gauche à droite, et a1 <

· · · < an leurs abscisses. Il est clair qu’il y a au plus autant de milieu que de
segments, soit n(n−1)

2
. Et, N ≥ 2n − 3 par récurrence. L’initialisation à n = 2

est claire. Pour le rang n + 1, il suffit de voir que les milieux de [An−1An+1] et
de [AnAn+1] ont une abscisse strictement plus grande que les précédents et sont
bien distincts : ai + aj < an−1 + an+1 < an + an+1 pour i < j ≤ n. On a donc
N ≥ 2n− 3.

Si on choisit ai = i, les milieux ont des abscisses entières ou "demi-entières"
comprises entre 3

2
et 2n−1

2
, donc N ≤ 2n − 1 − 3 + 1 ≤ 2n − 3. Donc la valeur

2n−3 peut être atteinte. Et en l’occurrence, toutes ces abscisses entières et demi-
entières sont atteintes.

Note : on gardera dans la construction à venir des valeurs entières pour les
ai, et donc des milieux entiers ou "demi-entiers".

Ensuite, on décale an vers la droite en ajoutant 1 successivement jusqu’à
obtenir an = 2n. L’ensemble E des milieux [AiAn], d’abscisse i+n

2
, est "décalé" de

1
2

vers la droite à chaque pas. L’ensembleE ′ des autres milieux sont les entiers et
demi-entiers entre 3

2
et 2n−3

2
d’après la récurrence plus haut. On voit donc qu’on

va rajouter un par un n − 3 milieux différents par ce décalage vers la droite :
les milieux de [AiAn] avec i ≤ n− 3 faisaient partie de E ′, et uniquement ceux-
ci. On va donc les "sortir" un à un jusqu’à ce qu’ils se situent tous au-delà de
2n−1 lorsque an = 2n. Puis on décale an−1 vers la droite et on s’arrête à 2n−1.
De même, on rajoute n− 4 nouveaux points rouges. Et aucun de ces milieux ne
se confond avec ceux précédemment déplacés, puisqu’ils se situent au-delà de
2n−1.

Par récurrence sur k ≤ n − 1, le décalage de an−k jusqu’à 2n−k rajoute un
par un n − k points rouges. N peut prendre toutes les valeurs entre 2n − 3 et

2n − 3 +
n−1P
k=0

(n − 3 − k) = 2n − 3 + (n−2)(n−3)
2

− 1 = n(n−1)
2

. Ceci termine notre
preuve.
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IX. Dernière période

1 Groupe A

1 mercredi 27 matin : graphes, Guillaume Conchon-Kerjan

Graphes

Introduction

Le petit cours donné ici peut être fructueusement approfondi en lisant le
polycopié de Pierre BORNSZTEIN, "Cours - Théorie des graphes" (2003), tant
pour les détails des preuves que la profusion d’exemples et exercices, qui en
vieillissant prend de la valeur tel un bon vin (enfin bref).

Qu’est-ce qu’un graphe ? Tout simplement la donnée de sommets, qui sont re-
liés entre eux par des arêtes (pas forcément droites). On peut l’écrire plus for-
mellement comme ça :

Définition . Un graphe G est un couple (S(G), A(G)), où les x ∈ S(G) sont les
sommets du graphe, et les éléments deA(G), de la forme (x, y) avec x, y ∈ S(G),
en sont les arêtes.

Plus concrètement, on le représente (de manière non unique) dans le plan
par un dessin :

A B

DE

C

• •

••

•
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Exemple . Ici, S(G) = {A,B,C,D,E} et A(G) = {(A,B), (A,D), (C,E)}. On
peut imaginer que ce sont des personnes, reliées par une arête si et seulement si
elles se connaissent.

On appelle sous-graphe d’un graphe une partie de celui-ci : on garde cer-
tains sommets, et certaines arêtes qui les relient. La seule restriction est qu’on
ne peut garder une arête dont au moins une extrémité a été enlevée.
Un chemin est une suite d’arêtes voisines, reliant deux sommets. On parle de
cycle lorsque le chemin arrive là ou il est parti. Un graphe est dit connexe lors-
qu’il y a toujours un chemin entre deux sommets quelconques de celui-ci.

Remarques . Permettons-nous quelques hypothèses.
• On supposera qu’il n’y a qu’un nombre fini de sommets, autrement dit que
les graphes sont finis.
•On sous-entendra de plus, sauf mention du contraire, que les arêtes sont non-
orientées ((A,B) = (B,A)) et ne sont pas multiples : au plus un trait peut relier
deux sommets.

On appelle degré d’un sommet le nombre d’arête qui en sortent. Remarquons
que chaque arête contribue pour un pour les degrés de deux sommets. Ce qui
permet d’établir le résultat suivant :

Lemme . Poignées de main
Dans tout graphe, il y a un nombre pair de sommets de degré impair.

Preuve. En effet, la somme des degrés des sommets vaut deux fois le nombre
d’arêtes. Il y a donc bien un nombre pair de termes impairs dans cette somme.

Formulons cela différemment :
Exercice 1
Lors d’une soirée, certaines personnes se serrent la main. Montrer que le nombre
de personnes ayant serré un nombre impair de mains est pair.

Signalons une autre propriété utile :
Exercice 2
Montrez qu’au cours de la soirée, deux personnes ont serré le même nombre de
mains.
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Structure d’un graphe

Ici, on regarde quelle peut être la tête d’un graphe. Déjà , peut-on le dessiner
dans le plan, c’est-à -dire sans que deux arêtes ne se croisent ? Il y a un exemple
bien connu où c’est impossible.

Exemple . Il était une fois trois isbas perdues au fin fond de la taïga sibérienne.
Un château d’eau, une usine de gaz et une centrale électrique traînaient non
loin de là. Il fallait relier les trois pauvres habitations à chacun des trois autres
bâtiment. Hélas, personne n’y est jamais arrivé sans que deux conduites ne se
superposent...

On va généraliser un peu tout ça.

Définition . On dit qu’un graphe est planaire lorsqu’il existe une manière de le
dessiner dans le plan sans que deux arêtes ne se croisent.
On appelle Kn le graphe complet à n sommets, c’est-à -dire qu’entre deux som-
mets il y a toujours une arête.
On appelle Kn,m le graphe à n + m sommets tel que n de ceux-ci soient chacun
reliés à tous les m autres et qu’il n’y ait aucune autre arête.

Par exemple, le graphe précédent était K3,3. Et on a un super-théorème :

Théoréme . (Kuratowski)
Un graphe est planaire si et seulement si aucun de ses sous-graphes n’est K5 ou
K3,3

La démonstration n’est vraiment pas facile.

Nous connaissons maintenant les graphes complets, regardons à l’inverses des
graphes avec peu d’arêtes :

Définition . On appelle arbre à n sommets un graphe connexe avec n−1 arêtes.

• •

••

•

Proposition . -Un graphe connexe a au moins n − 1 arêtes (donc il admet un
arbre comme sous-graphe).
-Les arbres sont les seuls graphes connexes sans cycle.
-De tout graphe connexe, on peut supprimer un certain nombre d’arêtes (éven-
tuellement nul) pour obtenir un arbre.
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Exercice 3
Prouver cela.

Maintenant, revenons aux graphes planaires. Il y a une jolie manière de les ca-
ractériser. A tout seigneur tout honneur, celui à qui revient son mérite n’est
autre que le grand, le fantastique, l’immense Leonhard Euler.

Théoréme . Formule d’Euler
Si G est un graphe planaire, s son nombre de sommets, a son nombre d’arêtes
et f son nombre de faces, alors s− a+ f = 2.

Remarque . Dans les faces, on compte la face extérieure du graphe, qui est infi-
nie.

Donnons une esquisse de la démonstration : on utilise le fait qu’un graphe
n’est rien d’autre qu’un arbre auquel on ajoute des arêtes, d’après la proposition
9. On commence par démontrer la formule pour un arbre, et on montre qu’elle
reste vraie à chaque ajout d’arête.

On en déduit quelques inégalités :

Proposition . Pour tout graphe planaire,
- a ≤ 3s− 6

- si aucune face n’est un triangle, on a a ≤ 2s− 4.

Exercice 4
Ben... le démontrer, quoi.

Ceci permet de caractériser assez bien les graphes non planaires.
Exercice 5
Montrer que K4 est planaire, mais que K3,3 et K5 ne le sont pas.

Promenons-nous sur un graphe

Il est difficile de rester tout le temps en place lors d’un cours trop long. Par-
tons donc nous promener le long des arêtes et des sommets du graphe.

Définition . On dit qu’un graphe est eulérien lorsque l’on peut parcourir ses
arêtes de proche en proche sans jamais passer deux fois par la même, en reve-
nant au point de départ.

Pour caractériser ceci, on a la propriété suivante :
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Théoréme . Un graphe est eulérien si et seulement si tous ses sommets sont de
degré pair.

Preuve. Si un sommet est de degré impair, on ne peut en entrer et en sortir jus-
qu’à épuiser toutes ses arêtes. Si un sommet est de degré pair, on peut faire une
récurrence sur le nombre d’arêtes (à vous de jouer !)

Remarque . Si on se permet d’avoir un point de départ et un point d’arriver
éventuellement distincts, alors une autre configuration est possible : deux som-
mets de degré impair, le départ et l’arrivée, dont on part ou revient une fois de
plus.

Remarque . Ici, on n’a pas besoin de supposer les graphes simples, il peut y
avoir des arêtes multiples.

L’exemple suivant est fameux : on se demandait au 18e siècle s’il était pos-
sible de faire le tour des ponts de la belle cité de Kà¶nigsberg sans jamais passer
deux fois par le même. Voici son plan, qu’en pensez-vous ?

•

•

•

•

Il existe également des graphes hamiltoniens, c’est-à -dire que l’on peut
passer une et une seule fois par chaque sommet. Leur caractérisation est un
problème fort difficile.

Nombre chromatique

On définit le nombre chromatique d’un graphe comme le nombre minimal
de couleurs à utiliser pour colorier les sommets de sorte que deux sommets re-
liés par une arête ne soient pas de la même couleur. On le note en général χ(G).
Pour le calculer, on dispose de différents algorithmes. Le plus simple est...

...L’algorithme dit "glouton" : il s’agit de prendre le sommet de degré le plus
haut, le colorier, puis de colorier avec la même couleur par ordre décroissant de
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degré tous les sommets non reliés à un sommet colorié de cette couleur. Une fois
que cela est fait, on recommence avec une autre couleur, en prenant un sommet
non colorié de degré maximal.
Exercice 6
Montrer que si D(G) est le degré maximal de G, alors χ(G) ≤ D(G) + 1.

Solutions

Solution de l’exercice 1
C’est une application directe du lemme des poignées de main.

Solution de l’exercice 2
Soit n le nombre de personnes. Si tout le monde a serré un nombre différent
de mains, les n personnes en ont salué respectivement 0, · · · , n − 1 (aux der-
nières nouvelles, il n’y avait pas de schizophrène). Celle qui en a salué n − 1 a
dit bonjour à tout le monde, y compris à la personne qui n’en a salué aucune.
Contradiction.

Solution de l’exercice 3
Prouvons le premier point par récurrence. Pour n = 1 c’est clair. Si maintenant
on sait que tout graphe connexe à n sommets a au moins n−1 arêtes, on rajoute
un sommet, et il faut bien au moins une arête pour le relier aux autres, donc on
a besoin d’au moins n arêtes. Ceci clà´t la récurrence.
Pour le second point, qui revient à montrer qu’un graphe connexe avec au
moins n sommets possède un cycle, une récurrence fonctionne également. On
initialise à n = 3 (on a un triangle). Maintenant, si on a un graphe avec n + 1

sommets et au moins n + 1 arêtes, soit chaque sommet est de degré au moins
2, auquel cas on peut assez facilement faire un circuit fermé dans le graphe (à
chaque arrivée sur un sommet, on peut repartir sans faire demi-tour, on finira
bien par retomber sur un sommet déjà parcouru). Sinon, on prend un sommet
de degré au plus 1. On le supprime avec son arête éventuelle, et on obtient un
sous-graphe à n sommets et au moins n arêtes, qui a un cycle par hypothèse de
récurrence.
Le troisième point découle du second : on prend un graphe, on casse les cycles
un par un en retirant une arête à chaque fois (ce qui ne brise pas la connexité du
graphe).

Solution de l’exercice 4
C’est un petit calcul assez simple (donc voir le polycopié de 2003 pour plus de
détails...).
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Solution de l’exercice 5
Pour K4, on trouve une représentation planaire assez facilement : un carré avec
une diagonale dedans, une diagonale dehors. Et hop.
K3,3 comporte 6 sommets, 9 arêtes. Et, aucune face n’est un triangle (sinon on
aurait deux usines ou deux maisons reliées entre elles). Donc s’il est planaire,
d’après le deuxième point de la propriété un peu plus haut, 9 ≤ 2× 6− 4, ce qui
est impossible.
K5, quant à lui, vérifie s = 5, a = 10, donc par le premier point de la propriété,
on aurait 10 ≤ 3× 5− 6 s’il était planaire.

Solution de l’exercice 6
Soit M le dernier sommet colorié, s’il n’a pas été colorié avant (lors de l’algo-
rithme glouton), c’est qu’un de ses voisins l’a été avant. Donc on a utilisé au
plus d(M) couleurs, donc en coloriant M , cela fait d(M) + 1 ≤ d(G) + 1 couleurs
maximum.

2 mercredi 27 après-midi : combinatoire, Arsène Pierrot

Combinatoire bijective

Introduction

La combinatoire est l’art de compter, de dénombrer des objets. Une bijec-
tion, dont la définition exacte sera précisée dans ce cours, est un moyen simple
de montrer une égalité de cardinaux.

Définitions générales

On ne travaille dans tout ce cours qu’avec des ensembles " finis ". Cette défi-
nition est un petit peu compliquée et utilise des outils présents dans la suite de
ce cours, mais on suppose que vous avez déjà une idée intuitive de ce qu’est un
ensemble fini.
E étant un ensemble fini, on appelle " cardinal de E " et on note CardE le
nombre d’éléments de E. Si E et F sont deux ensemble, une application f de
E vers F est un objet mathématique qui, à chaque élément x ∈ E associe un
unique élément f(x) ∈ F .

Exemple . f : N → Q, n → n2

n2+1
est une application, tandis que g : N → Q, n →

n2

n2−1
n’en est pas une.
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Passons maintenant aux définitions principales de ce cours :

Définition . Une application f : E → F est une injection lorsque :
∀(x, y) ∈ E2, x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y).

Remarque . La contraposée (∀(x, y) ∈ E2, f(x) = f(y)⇒ x = y) de la définition
est souvent utile.

Définition . Une application f : E → F est une surjection lorsque :
∀y ∈ F, ∃x ∈ E, f(x) = y.

Définition . Une application f : E → F est une bijection lorsque c’est une
injection et une surjection.

Exemple . Soient
f1 : R→ R, x→ |x|
f2 : R→ R+, x→ |x|
f3 : R+ → R, x→ |x|
f4 : R+ → R+, x→ |x|
f1 n’est ni injective ni surjective. f2 est surjective mais pas injective. f3 est injec-
tive mais pas surjective. f4 est injective et surjective, c’est-à -dire bijective.

Théoréme . (Principe des tiroirs)
Soient E et F deux ensembles finis tels que Card(E) > Card(F ). Alors il

n’existe pas d’injection de E dans F.

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur n = Card(E). Pour
n = 0, le résultat est clair quelque soit F . Supposons le résultat vrai au rang n.
Soient alors, par l’absurde, E fini de cardinal n + 1, F fini avec CardF < n + 1

et une injection f de E dans F .
Puisque n+ 1 ≥ 1, E 6= ∅. Soit alors x ∈ E. Puisque f est une injection,
∀y ∈ E \{x}, f(x) ∈ F \{f(x)}. Ainsi, g : E \{x} → F \{f(x)}, y → f(y) est une
injection d’un ensemble de cardinal n dans un ensemble de cardinal strictement
inférieur.
C’est absurde par hypothèse de récurrence. D’où le résultat. �

Proposition . Soient E et F deux ensembles finis et f une injection de E dans F.
Alors il existe une surjection de E dans F .

Démonstration. Si E = ∅, le résultat est clair. Sinon, soit x0 ∈ E. Alors, avec
les notations du lemme, soit en effet l’application g suivante : g : F → E, y →
x si ∃x ∈ E, f(x) = y;x0sinon. On va montrer que g est une surjection. Déjà , g
est bien définie car f est injective. Soit maintenant x ∈ E. Posons y = f(x). On
a g(y) = x, d’où le résultat. �
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Remarque . La réciproque de ce lemme est vraie aussi. La preuve est laissée au
lecteur.

On a maintenant le théorème principal de ce cours :

Théoréme . Deux ensembles finis E et F ont même cardinal si et seulement s’il
existe une bijection entre ces ensembles.

Démonstration. Si les deux ensembles n’ont pas même cardinal, il est impos-
sible de construire une injection du plus grand vers le plus petit d’après le prin-
cipe des tiroirs. A fortiori, il n’existe pas de bijection. Réciproquement, si les
deux ensembles ont le même cardinal, on construit une bijection par réccurence :
si n = Card(E) = Card(F ) = 0, le résultat est clair. Supposons le résultat vrai
au rang n, et considérons deux ensembles E et F de taille n+ 1. Soient x ∈ E et
y ∈ F . Par hypothèse de réccurence, il existe f bijective de E \ {x} dans F \ {y}.
L’application g suivante est alors une bijection de E dans F :
g : E → F, x→ y; t→ f(t) si t 6= x. �

Le sens indirect sera la clé des exercices de combinatoire bijective : on construit
deux ensembles finis et une bijection entre eux, et l’égalité des cardinaux nous
donne alors une formule combinatoire.

Effectuons enfin quelques rappels de théorie des ensembles :

Proposition . Card(A ∪B) + Card(A ∩B) = Card(A) + Card(B)

Card(A×B) = Card(A)× Card(B)

2 Groupe B

1 mercredi 27 matin : suites réelles, Nicolas Ségarra

Convergence de suites réelles.

I) Rappels et notions de base.

Définition 1. Une suite réelle (à valeurs dans R) est une application de N (ou une
partie infinie de N) dans R. Une telle suite est notée : (un)n∈N (si elle est définie
sur N) ou simplement (un) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté.
Le nombre un (qui dépend de l’indice n) est appelé : terme général de la suite
(un).
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Une suite (un) peut être définie par une formule explicite (de la forme : ∀ n ∈ N,
un = f(n) où f est une fonction de R dans R) ou par récurrence (dans ce cas, on
donne u0 ∈ R et ∀ n ∈ N, un+1 = F (un) où F est une fonction de R dans R).

Exemples de suites : donnés par les élèves.

Définition 2. Soient r et q deux réels.
On appelle suite arithmétique de raison r une suite (un) définie par u0 ∈ R et ∀
n ∈ N, un+1 = un + r.
On appelle suite géométrique de raison q une suite (vn) définie par v0 ∈ R et ∀
n ∈ N, vn+1 = qvn.

On vérifie facilement par récurrence qu’une suite arithmétique (un) de raison r
et de premier terme u0 a pour terme général : un = u0+nr et qu’une suite géomé-
trique (vn) de raison q et de premier terme v0 a pour terme général : vn = v0×qn.

Définition 3. Soit (un)n∈N une suite de réels. On dit que la suite (un) est :
constante si ∀ n ∈ N, un+1 = un.
croissante sur N (resp. strictement croissante sur N) si ∀ n ∈ N, un+1 ≥ un (resp.
∀ n ∈ N, un+1 > un).
décroissante sur N (resp. strictement décroissante sur N) si ∀ n ∈ N, un+1 ≤ un

(resp. ∀ n ∈ N, un+1 < un).
monotone sur N si elle est croissante ou décroissante sur N.
majorée sur N si l’ensemble {un, n ∈ N} est majoré i.e : s’il existe un réel M tel
que ∀ n ∈ N, un ≤M .
minorée sur N si l’ensemble {un, n ∈ N} est minoré i.e : s’il existe un réel m tel
que ∀ n ∈ N, un ≥ m.
bornée sur N si elle est majorée et minorée.
périodique s’il existe p ∈ N∗ tel que ∀ n ∈ N, un+p = un.

Remarque. Attention, ces définitions ont été données pour une suite définie sur
N et s’appliquent seulement si la suite (un) vérifie une ou plusieurs de ces défi-
nitions sur l’ensemble N tout entier ! Il peut arriver que ce ne soit pas le cas mais
par contre on pourra peut-être démontrer que (un) est croissante à partir d’un
certain rang par exemple ou qu’elle est périodique à partir d’un certain rang.

II) Notion de convergence d’une suite réelle.

Définition 4. Soient (un)n∈N une suite de réels et ` un réel. On dit que la suite
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(un) converge vers ` (ou tend vers ` ou a pour limite `) si : ∀ ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀
n ≥ Nε, |un − `| ≤ ε.
On notera : lim

n→+∞
un = ` ou un −→

n→+∞
`.

Exercice 1. Soit (un)n∈N∗ la suite définie par un = 1 +
sin(n)

n
.

Montrer, en utilisant la définition 4, que la suite (un) converge et déterminer sa
limite.

Solution de l’exercice 1. Montrons que la suite (un) converge vers 1. Soit ε > 0.

Soit Nε = E
�

1

ε

�
+ 1 ≥ 1 (où E désigne la fonction partie entière. La partie en-

tière d’un réel x, notée E(x) ou bxc, est le plus grand entier inférieur ou égal à

x). On a : n ≥ Nε ⇒ n ≥ 1

ε
⇒ 1

n
≤ ε.

Or, pour tout n ∈ N∗, |un − 1| ≤ 1

n
donc ∀ n ≥ Nε, |un − 1| ≤ ε. Ainsi, la suite

(un) converge vers 1.

Définition 5. Soit (un) une suite réelle.
On dit que la suite (un) tend vers +∞ si ∀ A ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀ n ≥ n0, un ≥ A.
On dit que la suite (un) tend vers −∞ si ∀ A ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀ n ≥ n0, un ≤ A.

Exercice 2. Etudier (avec les définitions 4 et 5) la convergence d’une suite arith-
métique de raison r (selon les valeurs de r).

Solution de l’exercice 2. Soit (un) une suite arithmétique de raison r ∈ R définie
sur N (on aura les mêmes cas si la suite n’est pas définie sur N tout entier). Alors,
on peut écrire un = u0 +nr. Il est évident que si r = 0, la suite (un) converge vers
u0 (en effet, on aura pour tout ε > 0 et ∀ n ∈ N, |un − u0| ≤ ε). On va montrer
que si r > 0 alors lim

n→+∞
un = +∞ et que si r < 0 alors lim

n→+∞
un = −∞.

Supposons dans un premier temps que r > 0. Soit A ∈ R.

Posons n0 = E

� |A− u0|
r

�
+ 1 ∈ N∗ (et r 6= 0 car r > 0). On a : n ≥ n0 ⇒ n ≥

|A− u0|
r

⇒ nr ≥ |A− u0| ⇒ nr ≥ A− u0 ⇒ un ≥ A. On a montré que : ∀ A ∈ R,

∃n0 = E

� |A− u0|
r

�
+ 1 ∈ N, ∀ n ≥ n0, un ≥ A donc la suite (un) tend vers +∞

quand r > 0.
Supposons maintenant que r < 0. Soit A ∈ R.

Comme précédemment, on pose : n0 = E

� |A− u0|
r

�
+ 1 et on trouve que ∀

n ≥ n0, un ≤ A donc la suite (un) tend vers −∞ quand r < 0.

421



IX. DERNIÈRE PÉRIODE 2. GROUPE B

Propriété 1. Soit (un) une suite réelle.
1. Si (un) converge alors sa limite est unique.
2. Si la suite (un) converge vers un réel ` alors elle est bornée (réciproque vraie ?).
3. Si pour tout entier naturel n, un ∈ N et si (un) converge vers un réel ` alors
(un) est constante à partir d’un certain rang.

Démonstration.
1. Supposons que la suite (un) converge vers deux réels ` et `′ avec ` 6= `′. On

pose : ε =
|`− `′|

3
> 0. Alors (par la définiton 4), à partir d’un certain rang, les

termes de la suite (un) seront dans les intervalles : [`−ε, `+ε] et [`′−ε, `′+ε] mais
ces deux intervalles sont disjoints donc ils ne peuvent pas avoir des éléments en
commun. Donc ` = `′.
2. La suite (un) converge vers ` ∈ R alors ∀ ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀ n ≥ Nε,
un ∈ [`− ε, `+ ε].
Alors, ∀ n ∈ N, un ≤ max{u0, ..., uNε−1, `+ε} et ∀ n ∈ N, un ≥ min{u0, ..., uNε−1, `−
ε} donc (un) est bornée.
3. Si ` = lim

n→+∞
un n’était pas entier, alors, pour ε suffisamment petit, l’intervalle

[`− ε, `+ ε] ne contiendrait aucun entier donc aucun des termes de la suite (un).

Donc ` est un entier. Posons ε =
1

2
, alors l’intervalle [` − ε, ` + ε] contient un

unique entier : `. Comme à partir d’un certain rang, tous les un sont dans cet
intervalle et qu’ils sont tous entiers, ils sont tous égaux à `.

Théorème 1. Soient (un) et (vn) deux suites convergentes de limites respectives :
` et `′.
Alors la suite (un + vn) converge vers ` + `′ et la suite (un × vn) converge vers
`× `′.

Démonstration. Fixons ε > 0. Les suites (un) et (vn) convergent vers ` et `′ res-
pectivement donc il existe Nε et N ′ε ∈ N tels que : ∀ n ≥ Nε, |un − `| ≤ ε

2
et ∀

n ≥ N ′ε, |vn − `′| ≤
ε

2
.

Dès lors, ∀ n ≥ max{Nε, N
′
ε}, |un − `| ≤

ε

2
et |vn − `′| ≤

ε

2
.

Ainsi, ∀ n ≥ max{Nε, N
′
ε}, |un − `|+ |vn − `′| ≤ ε.

Or, par l’inégalité triangulaire, on a : |un − `+ vn − `′| ≤ |un − `|+ |vn − `′| ainsi,
on a : ∀ n ≥ max{Nε, N

′
ε}, |un + vn− (`+ `′)| ≤ ε donc la suite (un + vn) converge

vers `+ `′.

Exercice 3. Démontrer la deuxième partie du théorème 1.
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Solution de l’exercice 3. Fixons ε > 0.
La suite (un) est convergente donc elle est bornée ainsi, ∃M > 0 tel que : ∀ n ∈ N,
|un| ≤M .
Les suites (un) et (vn) convergent vers ` et `′ respectivement donc il existe Nε et
N ′ε ∈ N tels que : ∀ n ≥ Nε, |un − `| ≤

ε

2|`′|
et ∀ n ≥ N ′ε, |vn − `′| ≤

ε

2M
.

On écrit : ∀ n ≥ max(Nε, N
′
ε), |unvn−``′| = |un(vn−`′)+`′(un−`)| ≤ |un||vn−`′|+

|`′||un−`| donc ∀ n ≥ max(Nε, N
′
ε), |unvn−``′| ≤M

ε

2M
+|`′| ε

2|`′|
⇒ |unvn−``′| ≤

ε.

Exercice 4. Soit (un)n∈N∗ la suite telle que : ∀ n ∈ N∗, un =
2n+ cos(n)

n sin
�

1

n

�
+
È

(n+ 1)(n+ 2)
.

Déterminer la limite de la suite (un)n∈N∗ .

Solution de l’exercice 4. On écrit : ∀ n ∈ N∗, un =
2 +

cos(n)

n

sin
�

1

n

�
+

Ê�
1 +

1

n

��
1 +

2

n

� .

Comme on a : lim
n→+∞

cos(n)

n
= 0, lim

n→+∞
sin

�
1

n

�
= 0 et lim

n→+∞

Ê�
1 +

1

n

��
1 +

2

n

�
=

1, on en déduit que la suite (un) converge vers 2.

Définition 6. Etant donnée une suite (un), nous appellerons borne supérieure
et borne inférieure de (un) les quantités, si elles existent : sup{un, n ∈ N} et
inf{un, n ∈ N}. La borne supérieure, si elle existe, de l’ensemble : {un, n ∈ N} est
le plus petit des majorants de cet ensemble et sa borne inférieure, si elle existe,
est le plus grand des minorants de cet ensemble.

Remarque. Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de R admet une
borne supérieure finie (resp. une borne inférieure finie).

Théorème 2.
1. Toute suite croissante et majorée converge vers sa borne supérieure.
2. Toute suite croissante et non majorée tend vers +∞.
3. Toute suite décroissante et minorée converge vers sa borne inférieure.
4. Toute suite décroissante et non minorée tend vers −∞.

Démonstration.
1. Soit (un) une suite croissante et majorée.
L’ensemble {un, n ∈ N} ⊂ R est majoré donc il admet une borne supérieure finie
que l’on note `. Comme ` est le plus petit des majorants de la suite (un), pour
tout ε > 0, ` − ε n’est pas un majorant de la suite (un) donc il existe Nε ∈ N tel
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que : uNε > `− ε. De plus, la suite (un) est croissante donc ∀ n ≥ Nε, un ≥ uNε .
On a finalement, ∀ ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀ n ≥ Nε, `− ε < un ≤ ` < `+ ε. Ceci prouve
la convergence de la suite (un) vers le réel `.
2. Soit (vn) une suite croissante et non majorée.
La suite (vn) est non majorée donc ∀ A ∈ R, ∃n0 ∈ N tq vn0 > A.
La suite (vn) est croissante donc ∀ n ≥ n0, vn ≥ vn0 donc ∀ n ≥ n0, vn > A.
Ceci prouve que la suite (vn) tend vers +∞. Les points 3 et 4 se démontrent en
appliquant les points 1 et 2 et sont laissés en exercice.

Définition 7. Soient (un) et (vn) deux suites réelles. On dit que les suites (un) et
(vn) sont adjacentes si :
1. (un) est croissante.
2. (vn) est décroissante.
3. lim

n→+∞
(vn − un) = 0.

Propriété 2. Deux suites adjacentes convergent vers la même limite.

Démonstration. (un) est croissante et (vn) est décroissante donc la suite (vn−un)

est décroissante. De plus, la suite (vn − un) converge vers 0 donc ∀ n ∈ N,
vn − un ≥ 0. Donc on a : u0 ≤ un ≤ vn ≤ v0.
La suite (un) est croissante et majorée par v0 donc elle converge et la suite (vn) est
décroissante et minorée par u0 donc elle converge. Comme lim

n→+∞
(vn − un) = 0,

on a : lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

vn.

Exercice 5. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N∗ les suites définies par : ∀ n ∈ N, un =
nP
k=0

1

k!

et ∀ n ∈ N∗, vn = un +
1

n× n!
. Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N∗ sont

adjacentes. (Leur limite commune n’est autre que le nombre e = exp(1), on peut
d’ailleurs montrer avec nos deux suites que c’est un nombre irrationnel !).

Solution de l’exercice 5. On a : ∀ n ∈ N, un+1 − un =
1

(n+ 1)!
> 0 donc la suite

(un) est croissante (même strictement croissante) sur N. D’autre part, ∀ n ∈ N∗,

vn+1 − vn =
−1

n(n+ 1)(n+ 1)!
< 0 donc la suite (vn)n∈N∗ est décroissante (même

strictement décroissante) sur N∗. Enfin, on a bien : lim
n→+∞

(vn − un) = 0. Donc les
suites (un)n∈N et (vn)n∈N∗ sont adjacentes.

Théorème 3. Soient (un) et (vn) deux suites de réels telles que (vn) converge vers
0. Si à partir d’un certain rang n0, |un| ≤ |vn| alors (un) converge vers 0.
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Exercice 6.
1) Démontrer le théorème 3.
2) Enoncer puis démontrer (en utilisant le théorème 3) le théorème des gen-
darmes.

Solution de l’exercice 6.
1) La suite (vn) converge vers 0 donc ∀ ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀ n ≥ Nε, |vn| ≤ ε.
Comme on a ∀ n ≥ n0, |un| ≤ |vn|, on en déduit que : ∀ n ≥ max(Nε, n0), |un| ≤ ε.
Ainsi, la suite (un) converge vers 0.
2) Enonçons le théorème des gendarmes : soient (un), (vn) et (wn) trois suites
réelles telles que : (un) et (wn) convergent vers la même limite ` et à partir d’un
certain rang n0, on a : un ≤ vn ≤ wn alors (vn) converge vers `.
Démonstration : On a ∀ n ≥ n0, −un ≥ −vn ≥ −wn donc ∀ n ≥ n0, wn − un ≥
wn− vn ≥ 0 ainsi, ∀ n ≥ n0, |wn− vn| ≤ |wn− un| et on déduit la convergence de
la suite (wn − vn) en utilisant le théorème 3 et enfin, on déduit la convergence
de la suite (vn).

Exercice 7. Soit (un) la suite définie sur N par : ∀ n ∈ N, un =
n+ (−1)n

n+ 2
.

Montrer que la suite (un) converge puis déterminer sa limite.

Solution de l’exercice 7. On a : ∀ n ∈ N, −1 ≤ (−1)n ≤ 1 donc ∀ n ∈ N,
n− 1

n+ 2
≤

un ≤
n+ 1

n+ 2
ainsi, par le théorème des gendarmes, on en déduit que la suite (un)

tend vers 1.

Théorème 4. Soient (un) et (vn) deux suites de réels telles que : ∀ n ∈ N, un ≤ vn.
1. Si lim

n→+∞
un = +∞ alors lim

n→+∞
vn = +∞.

2. Si lim
n→+∞

vn = −∞ alors lim
n→+∞

un = −∞.
La démonstration de ce théorème est quasiment immédiate donc elle est laissée
en exercice.

III) Exercices d’entraînement.

Exercice 8. Soit (un)n∈N∗ une suite de réels. Pour tout n ∈ N∗, on note : cn =
1

n
(u1 + ...+ un) =

1

n

nP
k=1

uk.

Le nombre cn est la moyenne arithmétique des n premiers termes de la suite
(un). La suite (cn) est appelée : "suite des moyennes de Cesaro" de (un).
Montrer que si la suite (un) converge vers un réel ` alors la suite (cn) converge
aussi vers `.
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Solution de l’exercice 8. La suite (un) converge vers ` donc ∀ ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀

n ≥ Nε, |un − `| ≤ ε. On a ∀ n ≥ Nε, |cn − `| =

����� 1n nP
k=1

(uk − `)
����� ≤ 1

n

NεP
k=1
|uk − `| +

1

n

nP
k=Nε+1

|uk − `| ≤ 1

n

NεP
k=1
|uk − `| + 1

n

nP
k=Nε+1

ε et
1

n

nP
k=Nε+1

ε =
(n−Nε)ε

n
d’où :

|cn − `| ≤
1

n

NεP
k=1
|uk − `| +

(n−Nε)ε

n
≤ 1

n

NεP
k=1
|uk − `| + ε. Or,

NεP
k=1
|uk − `| ne dé-

pend pas de n donc il existe N ∈ N tel que ∀ n ≥ N ,
1

n

NεP
k=1
|uk − `| ≤ ε. Ainsi, ∀

n ≥ max(Nε, N), |cn − `| ≤ 2ε. Donc la suite (cn) converge vers `.

Exercice 9. On considère la suite (un) définie par u0 = 3 et pour tout n ∈ N∗,

un =
un−1 + 2n2 − 2

n2
.

Montrer que la suite (un) converge vers 2.

Solution de l’exercice 9. L’astuce dans ce genre d’exercice (très ouvert !) est de cal-
culer les premiers termes de la suite (un) pour conjecturer son sens de variation.
Ensuite, selon le sens de variation conjecturé, on pourra essayer de minorer ou
de majorer la suite (un) ! On commence par montrer par récurrence que ∀ n ∈ N,
un ≥ 2.
Pour n = 0, c’est clair ! Supposons qu’au rang n ∈ N, on ait : un ≥ 2. Alors :
un − 2 ≥ 0 ⇒ un + 2(n + 1)2 − 2 ≥ 2(n + 1)2 ⇒ un+1 ≥ 2, ce qui achève la
récurrence. Ensuite, on montre que la suite (un) est décroissante sur N, en ef-

fet : on a ∀ n ∈ N∗, un − un−1 =
(n2 − 1)(2− un−1)

n2
≤ 0. Ainsi, la suite (un) est

décroissante et minorée donc elle converge. Enfin, comme (un) est décroissante

sur N et u0 = 3, on a : ∀ n ∈ N∗, un−1 ≤ 3 ⇒ un ≤
1 + 2n2

n2
. On a finalement :

2 ≤ un ≤
1

n2
+ 2 et en utilisant le théorème des gendarmes, on conclut que la

suite (un) converge vers 2.

Exercice 10. On donne la définition suivante : soient I un intervalle inclus dans
R, f une fonction de I dans R et a ∈ I . On dit que la fonction f est continue en
a si : ∀ ε > 0, ∃η > 0, ∀ x ∈ I , |x− a| ≤ η ⇒ |f(x)− f(a)| ≤ ε.

Démontrer le théorème suivant : soient (un) une suite d’éléments de I qui converge
vers un réel ` et f une fonction (définie sur un intervalle I ⊂ R et à valeurs
réelles) continue en `. Alors la suite (f(un)) converge vers f(`).

Solution de l’exercice 10. Fixons ε > 0. La continuité de la fonction f en ` donne :
∃η > 0, ∀ x ∈ I , |x − `| ≤ η ⇒ |f(x) − f(`)| ≤ ε. De plus, la suite (un) converge
vers ` donc ∃Nη ∈ N, ∀ n ≥ Nη, |un − `| ≤ η. On obtient alors : ∀ n ≥ Nη,
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|f(un)− f(`)| ≤ ε donc la suite (f(un)) converge vers f(`).

Exercice 11. On donne la définition suivante : soit (un)n∈N une suite réelle. On
appelle suite extraite ou sous suite de la suite (un)n∈N, toute suite (vn)n∈N défi-
nie par : vn = uϕ(n) où ϕ est une fonction strictement croissante de N dans N.
Montrer que si une suite (un) converge vers un réel ` alors toute suite extraite
de (un) converge vers `.

Solution de l’exercice 11. Fixons ε > 0. Soit (un) une suite qui converge vers un
réel `. On peut alors écrire : ∃Nε ∈ N, ∀ n ≥ Nε, |un − `| ≤ ε. Soit (vn) = (uϕ(n))

une suite extraite de la suite (un). On a : ∀ n ∈ N, ϕ(n) ≥ n (se montre fa-
cilement par récurrence) donc ∀ n ≥ Nε, ϕ(n) ≥ n ≥ Nε ainsi, ∀ n ≥ Nε,
|uϕ(n) − `| = |vn − `| ≤ ε. Donc la suite (uϕ(n)) converge vers `.

Exercice 12. Démontrer la propriété suivante : soient I ⊂ R, f : I −→ R une
fonction, (un) une suite d’éléments de I définie par récurrence par : u0 ∈ I et ∀
n ∈ N∗, un+1 = f(un) et convergeant vers un réel `. Si f est continue en ` alors `
est un point fixe de f .

Solution de l’exercice 12. La suite (un) converge vers ` et la fonction f est conti-
nue en ` donc d’après l’exercice 9, la suite (f(un)) converge vers f(`). De plus,
d’après l’exercice 10, on a : lim

n→+∞
un+1 = lim

n→+∞
un = `. Ainsi, par la relation :

un+1 = f(un) et par unicité de la limite, on a : ` = f(`).

Exercice 13. Soit (un) la suite définie par récurrence par u0 = 1 et ∀ n ∈ N,
un+1 =

un
u2
n + 1

.

Montrer que la suite (un) converge et déterminer sa limite.

Solution de l’exercice 13. Après les calculs de u1 et u2, on conjecture que la suite
(un) est décroissante et qu’elle est minorée par 0.
Montrer que (un) est minorée par 0 est une récurrence immédiate. Pour montrer

que (un) est décroissante, on calcule : ∀ n ∈ N, un+1 − un =
−u2

n + un − 1

u2
n + 1

. On

remarque que le trinôme : −x2 + x − 1 est strictement négatif pour tout réel x
car son discriminant est strictement négatif et le coefficient de x2 est strictement
négatif. Ainsi, on a : ∀ n ∈ N, un+1 − un < 0 donc la suite (un) est décroissante
sur N (et même strictement décroissante sur N !). La suite (un) est décroissante
et minorée donc elle converge vers un réel `.
Pour trouver `, on peut remarquer que : ∀ n ∈ N, un+1 = f(un) où f est la
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fonction définie sur R par : f(x) =
x

x2 + 1
. Cette fonction est une fonction ra-

tionnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R donc elle est continue sur
R. On peut alors appliquer la propriété de l’exercice 11 et on en déduit que ` est

un point fixe de f i.e : f(`) = `. On a : f(`) = ` ⇔ `

`2 + 1
= ` ⇔ ` = `(`2 + 1)

(ces équivalences logiques ont un sens car `2 + 1 6= 0). On obtient finalement :
f(`) = `⇔ `3 = 0⇔ ` = 0.
Conclusion : la suite (un) converge vers 0.

2 mercredi 27 après-midi : combinatoire, Joon Kwon

Exercices de combinatoire

Exercice 1 On souhaite ranger sur une étagà¨re k livres de mathématiques (dis-
tincts), m livres de physique, et n de chimie. De combien de façons peut-on
effectuer ce rangement :

1. si les livres doivent être groupés par matià¨res ;

2. si seuls les livres de mathématiques doivent être groupés.

Exercice 2 Pour n ∈ N∗, on note an le nombre de manià¨res de recouvrir un
rectangle de taille 2× n avec des pià¨ces de taille 1× 2. Trouver une relation de
récurrence entre les an.

Exercice 3 On dispose d’un domino de largeur 1 et de longueur n. On note
An le nombre de coloriages possibles de ce domino, c’est-à -dire le nombre de
façons différentes de noicir ou non les cases. On note Fn le nombre de façons de
colorier ce domino de telle sorte qu’il n’y ait jamais deux cases voisines noircies.

1. Calculer An.

2. Calculer F1, F2, F3 et F4.

3. Trouver une relation de récurrence entre les Fn.

4. Montrer que ∀n ∈ N∗, ∀p ∈ N∗, Fn+p+1 = FnFp + Fn−1Fp−1.

Exercice 4 Soit n et k entiers tels que 1 6 k 6 n. Donner deux démonstrations
de la formule suivante :

�
n+1
k+1

�
=
�
n
k

�
+
�
n−1
k

�
+ . . .+

�
k
k

�
.

Exercice 5 Quel est le nombre de m-uplets (x1, x2, . . . , xm) ∈ (N∗)m vérifiant
x1 + . . .+ xm = n ?

Exercice 6 Soit n ∈ N∗. On se donne 2n points sur le bord d’un cercle. On note
Fn le nombre de façons de relier ces points, deux à deux, à l’aide de n cordes qui
ne se recoupent pas à l’intérieur du cercle. Trouver une relation de récurrence
entre les Fn.

428



IX. DERNIÈRE PÉRIODE 2. GROUPE B

Exercice 7 Soit n > 1. Montrer que
nX
k=1

 
n

k

!
k2 = n(n+ 1)2n−2.

Exercice 8 Soit n ∈ N. Montrer que
nX
k=0

 
n

k

!2

=

 
2n

n

!
.

Solutions des exercices

Solution de l’exercice 1

1. D’abord choisir l’ordre des matià¨res (3! choix), puis pour chaque matià¨re
l’ordre des livres (k!m!n! choix). Cela fait au total : 3!k!m!n! façons de ran-
ger les livres.

2. On peut d’abord ne considérer que les livres de physique et de chimie. Ils
sont au nombre de n+m. Il y a donc (n+m)! façons de les ordonner. Il y a
ensuite (n+m+1) emplacements pour insérer le groupe des livres de ma-
thématiques (tout à gauche, tout à droite, et entre deux livres consécutifs).
Il faut enfin choisir un ordre pour les livres de mathématiques (k! choix).
Conclusion, il y a (n+m+ 1)!k! façons de ranger les livres.

Solution de l’exercice 2 Posons a0 = 0. On a clairement a1 = 1. Pour n > 2, regar-
dons ce qui peut se passer tout à gauche du rectangle. Soit on place une pià¨ce
verticale,

et il reste ensuite un rectangle de taille 2× (n−1) qui se recouvre de an−1 façons
différentes ; ou bien, on place deux pià¨ces horizontales,

auquel cas il reste un rectangle de taille 2 × (n − 2) qui se recouvre de an−2

manià¨res différentes. Conclusion, on a la relation :

an = an−1 + an−2.

Solution de l’exercice 3

1. Pour chaque case, on peut choisir de la colorier ou non (2 choix). On a
donc An = 2n.
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2. On trouve facilement F1 = 2, F2 = 3, F3 = 5, F4 = 8.

3. Prenons n > 3 et distinguons deux cas. Si la premià¨re case est noircie, la
deuxià¨me ne doit pas l’être.

Il reste ensuite un domino de longueur n − 2 qu’on peut colorier sans
contrainte particulià¨re (Fn−2 choix). Si la premià¨re case n’est pas noircie,
il n’y pas pas de contrainte sur la deuxià¨me, et il reste donc un domino
de longueur n− 1 à colorier (Fn−1 choix).

Conclusion, pour n > 3, on a la relation :

Fn = Fn−1 + Fn−2.

4. Soient n > 1 et p > 1. On se donne un domino de longueur n + p + 1 et
on considà¨re la (n+ 1)-ià¨me case. Si on choisit de ne pas colorier celle-ci,
il y a alors à gauche un domino de longueur n et à droite un domino de
longueur p qu’on peut colorier sans contrainte particulià¨re. Cela fait en
tout FnFp choix.

Si on choisit de la colorier, ses voisines doivent rester blanches, et on a
alors des dominos de longueur n− 1 et p− 1 à respectivement à gauche et
à droite à colorier sans contrainte particulià¨re. Cela fait Fn−1Fp−1 choix.

Conclusion, on a bien :

Fn+p+1 = FnFp + Fn−1Fp−1.

Solution de l’exercice 4 Le premier terme compte le nombre de sous-ensembles
de {1, . . . , n+ 1} à k + 1 éléments. Comptons ces derniers d’une autre façon, et
les partionnant selon le plus petit élément qu’ils contiennent. Les sous-ensembles
dont le plus petit élément est 1 et contenant k + 1 éléments sont au nombre de�
n
k

�
. En effet, se donner un tel sous-ensemble revient à choisir k éléments dans
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{2, . . . , n+ 1} (le 1 étant déjà donné). De même, les sous-ensembles à k + 1 élé-
ments et donc le plus petit élément est 2 sont au nombre de

�
n−1
k

�
. Et ainsi de

suite. Finalement, on obtient bien : 
n+ 1

k + 1

!
=

 
n

k

!
+

 
n− 1

k

!
+ · · ·+

 
k

k

!
.

Solution de l’exercice 5 A chaque m-uplet (x1, . . . , xm) d’entiers strictement posi-
tifs tels que x1 + · · ·+ xm = n, on peut associer la représentation suivante.

n points

• • • • • • • • • • •

x1 x2 xm

Se donner un m-uplet qui convient revient à choisir les emplacements des m−1

séparations. Or il y a n− 1 emplacements possibles. La réponse est donc
�
n−1
m−1

�
.

Solution de l’exercice 6 Choisissons un point arbitrairement, par exemple celui
se trouve en haut du cercle. Et on partitionne les configurations selon le point
auquel le premier est relié. La corde concernée sépare la configuration en deux.

•

•
•••

•

•

•
• • •

•

Notons k la moitié du nombre de points se trouvant strictement à droite de cette
corde. k varie donc de 0 à n− 1. Les 2k points à droite de la corde peuvent être
reliés de Fk façons et ceux à gauche de Fn−k−1 façons. Conclusion, on a

Fn =
n−1X
k=0

FkFn−k−1.

Solution de l’exercice 7 Dans la somme de gauche, chaque terme compte la façon
de choisir une équipe de k personnes parmi n, puis de désigner un capitaine et
un gardien (qui peuvent être la même personne). La somme compte donc toutes
les façons de constituer de telles équipes de tailles allant de 1 à n. Procédons
maintenant à un comptage différent. Distinguons deux cas. Si le capitaine et
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le gardien sont la même personne, on peut commencer par désigner celle-ci
(n choix). On désigne ensuite le reste de l’équipe, autrement dit, on choisit un
sous-ensemble des n − 1 personnes restantes (2n−1 choix). Cela fait donc n2n−1

choix. Si le capitaine et le gardien sont distincts, on peut commencer par choisir
le capitaine (n choix), puis le gardien (n − 1 choix), et enfin le reste de l’équipe
(2n−2 choix) ; cela fait donc n(n− 1)2n−2 choix. Finalement, on a bien

n2n−1 + n(n− 1)2n−2 = n(n+ 1)2n−2.

Solution de l’exercice 8 Le terme de droite compte le nombre de façons de choisir
n personnes parmi 2n. Imaginons qu’il y a n hommes et n femmes. On peut alors
compter le nombre de façon de choisir k hommes (

�
n
k

�
choix) et n − k femmes

(
�
n

n−k

�
=
�
n
k

�
choix), puis sommer sur toutes les possibilités de k, c’est-à -dire de

0 à n :
nX
k=0

 
n

k

!2

=

 
2n

n

!
.

3 Groupe C

1 mercredi 27 matin : dénombrabilité, Matthieu Lequesne

– Introduction –

Y a-t-il moins de nombres pairs que d’entiers dans N ? Y a-t-il plus de réels
dans ]0; 1[ ou ]1; +∞[ ?

Intuitivement, il y a autant de droites qui passent au dessus de la première
bissectrices que de droites qui passent en dessous. Pourtant ces droites sont
paramétrées pas y = ax avec a ∈]0; 1[ en dessous et y ∈]1; +∞[ au dessus...

Comment comparer le nombre d’éléments d’ensembles infinis ? Cette ques-
tion a été étudiée par le mathématicien allemand Georg Cantor (1845-1918).

Définition . Une fonction f : A→ B est injective si ∀(x, y) ∈ A2, f(x) = f(y)⇒
x = y.

Définition . Une fonction f : A→ B est surjective si ∀y ∈ B, ∃x ∈ A, f(x) = y.

Définition . Une fonction f : A → B est bijective si elle est injective et surjec-
tive, ie. ∀y ∈ B, ∃!x ∈ A, f(x) = y.
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Définition . On dit que deux ensembles A et B sont équipotents s’il existe une
bijection entre A et B.

Exemple . [|1, n|] et [|n+ 1, 2n|] sont équipotents.

Exemple . N et N∗ sont équipotents.

Exemple . 2N et 2N + 1 sont équipotents.

Exemple . N et 2N sont équipotents.

Exemple . ]0, 1[ et ]1,+∞[ sont équipotents.

Définition . On dit qu’un ensemble A est fini s’il existe n ∈ N tel que A est
équipotent à [|1, n|].

Définition . On dit qu’un ensemble est infini s’il n’est pas fini.

Proposition . “A est infini”⇔ “Il existe une injection de N dans A.”

– Dénombrabilité –

Définition . On dit qu’un ensemble est dénombrable s’il est équipotent à N, ie.
s’il existe une bijection entre cet ensemble et N.

Exemple . N∗, 2N, 2N + 1, l’ensemble des nombres premiers

Proposition . Toute partie infinie de N est dénombrable.

Proposition . Z est dénombrable

Proposition . N2 est dénombrable

Corollaire . Z× N∗ est dénombrable.

Corollaire . Q est dénombrable.

Proposition . Produit de deux dénombrables est dénombrable

Corollaire . Pour tout k ∈ N,Nk est dénombrable.

Proposition . Produit fini de dénombrables est dénombrable

Proposition . Union dénombrable de dénombrables est dénombrable

Corollaire . L’ensemble des polynômes à coefficients entiers Z[X] est dénom-
brable.

Corollaire . L’ensemble des mots sur un alphabet fini est dénombrable.
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– Ensembles non dénombrables –

Proposition . {0, 1}N n’est pas dénombrable.

Corollaire . NN n’est pas dénombrable.

Corollaire . Un produit dénombrable d’ensemble dénombrables n’est pas dé-
nombrables.

Définition . On dit qu’un ensemble a la puissance du continu s’il est en bijec-
tion avec R.

Théoréme . R n’est pas dénombrable. (Cantor)

Corollaire . L’ensemble des irrationnels n’est pas dénombrable.

Exemple . ]0,1[ et R sont equipotents.

Proposition . R et P(N) sont équipotents.

Corollaire . R et R2 sont équipotents.

Définition . On dit qu’un nombre est algébrique s’il est racine d’un polynôme
à coefficients entiers.

Exemple . 3
4
,
√

2,
√

2 +
√

3 sont algébriques.

Corollaire . L’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

Définition . Un nombre réel non-algébrique est dit transcendant.

Théoréme . Il existe des nombres transcendants. (Liouville)

Exemple . π (Lindemann 1882), e (Hermite 1873), ln(2) (Hardy et Wright 1979),
sin(1) (idem).

Remarque . Il n’est pas encore prouvé que e+ π et eπ sont transcendants.

Remarque . Paradoxalement, la “plupart” des réels sont transcendants mais on
en connaît peu.

– Cantor Bernstein –

Théoréme . S’il existe une injection de A dans B et une injection de B dans A
alors A et B sont équipotents.

Corollaire . R et R2 sont équipotents.
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– Notion de densité –

Définition . On dit qu’une partie A de X est dense dans X si pour tout x ∈ X ,
il existe une suite (an)n∈N ∈ AN telle que limn→∞ an = x.

Théoréme . Q est dense dans R.

Corollaire . R \Q est dense dans R.

Exercice 1 SoitD un ensemble dénombrable,N un ensemble non dénombrable,
A un ensemble quelconque. Prouver les assertions suivantes :

a) Si A est en bijection avec D, alors A est dénombrable.
b) A est en bijection avec N , alors A n’est pas dénombrable.
c) A ⊂ D, alors A est fini ou dénombrable.
d) Si N ⊂ A, alors A n’est pas dénombrable.
e) S’il existe une surjection de D dans A, alors A est fini ou dénombrable.
f) S’il existe une injection de N dans A, alors A n’est pas dénombrable.
g) S’il existe une injection de A dans D, alors A est dénombrable.
h) S’il existe une surjection de A dans N , alors A n’est pas dénombrable.

Exercice 2 Les ensembles suivants sont-ils dénombrables ?
. {2n, n ∈ N}
. N× R
. Q[

√
2] = {a+ b

√
2, (a, b) ∈ Q2}

. L’ensemble des nombres premiers

. L’ensemble des fonctions de R dans R

Exercice 3 Soit X un ensemble.
. Montrer qu’il existe une injection de X dans P(X).
. Montrer qu’il n’existe pas de surjection de X dans P(X). (Cantor)

Exercice 4 Soient a, b, c, d des réels tels que, a < b et c < d. Montrer que les
intervalles ouverts ]a; b[ et ]c; d[ sont équipotents.

Exercice 5 (∗) Montrer que ]0, 1[ et [0; 1] sont équipotents.

Exercice 6 (∗) Montrer que l’ensemble des parties finies de N est dénombrable.

Exercice 7 (∗∗) Montrer que S(N) (l’ensemble des permutations de N) n’est pas
dénombrable.

Exercice 8 (∗∗) Soit X un ensemble. Montrer que X est infini si et seulement si
il existe une application f de X dans X injective et non surjective.

Exercice 9 (∗ ∗ ∗) Soit f une fonction croissante de R dans R. Montrer que l’en-
semble des points où f n’est pas continue est fini ou dénombrable.
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Exercice 10 (∗ ∗ ∗) Montrer que tout ouvert de R est réunion dénombrable d’in-
tervalles ouverts deux à deux disjoints.

2 mercredi 27 après-midi : calculabilité, Vincent Jugé

Calculabilité et complexité

Ce cours a vocation à présenter aux élèves les concepts voisins de calculabi-
lité et de complexité. Ces deux concepts sont reliés à la question suivante, très
simple en apparence : étant donné un objet mathématique, est-il possible de le
calculer ? Si oui, est-ce une opération difficile ?

Calculabilité

Qu’est-ce qu’un calcul ? Et oui : qu’est-ce qu’un calcul ? Généralement, on
s’imagine qu’un calcul, c’est ça :

(1 +X)n + (1−X)n =
bn/2cX
k=0

 
n

2k

!
X2k.

On se dit alors qu’on a « calculé » l’expression (1 +X)n + (1−X)n. à moins que
l’on n’ait calculé l’expression

Pbn/2c
k=0

�
n
2k

�
X2k, d’ailleurs.

On peut se rassurer en se disant qu’un calcul, ce n’est rien d’autre que mettre
en évidence des relations entre différents objets mathématiques (ici, des poly-
nômes) : une telle définition est peut-être insatisfaisante, mais elle a au moins
l’avantage de faire jouer des rôles symétriques aux expressions situées de part
et d’autre de l’égalité. Mais alors comment pourrait-on dire qu’une chose est ou
n’est pas calculable ? D’ailleurs, étant donné deux objets égaux que l’on définit
de manières différentes, peut-on nécessairement montrer qu’ils sont égaux ?

Cette question est en fait une question de logique : comment faire pour dé-
montrer un théorème ? Généralement, on part de résultats de base, les axiomes,
qui paraissent évidents. Puis on en déduit des résultats moins basiques grâce
à des règles de déduction que l’on considère comme tout aussi évidentes : par
exemple, si A implique B et si B implique C, alors A implique C. On voit ap-
paraître ici la notion de démonstration incrémentale : en exécutant une suite de
petites modifications, très simples, locales, et en partant d’objets simples connus
(les axiomes), on réussit à obtenir un théorème a priori non trivial. On peut donc
dire qu’on a calculé une démonstration de notre théorème.
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Un calcul, ce serait donc cela : une suite d’opérations que l’on aura consi-
déré comme élémentaires, et qui nous permet de fabriquer un objet à partir d’un
autre. Dans l’exemple précédent, on aura utilisé des opérations qui conservent
le caractère « vrai » d’une proposition et on sera parti d’axiomes que l’on consi-
dérait comme vrais, donc on aboutira à un théorème que l’on pourra également
considérer comme vrai.

Maintenant, on a certes une vision intuitive de ce que l’on devrait considérer
comme un calcul, donc de ce que l’on devrait considérer comme calculable : est
calculable un objet que l’on pourrait obtenir à partir d’objets de base, après ap-
plication d’une suite d’opérations élémentaires. Mais, dans une telle définition,
on n’a malheureusement pas défini ce qu’était un objet de base, ni même quelles
opérations on pourrait considérer comme élémentaires. Il est donc temps d’étu-
dier plus en détail un modèle de calcul très classique : la machine de Turing.

La machine de Turing déterministe Au cours du siècle dernier, Alan Turing
a élaboré un concept de machine à calculer universelle, dans le sens où elle
pourrait calculer tout ce que l’on pourrait concevoir de calculer. Le revers de la
médaille étant qu’une telle machine est peu évidente à fabriquer en pratique, et
qu’elle serait affreusement lente. Voici le modèle qu’il a proposé. 1

Une machine de Turing déterministe est composée de
. k rubans infinis (où k est un entier au moins égal à 2) ; chaque ruban

contient une infinité de cases ;
. un alphabet fini, notéA, qui regroupe les symboles qui peuvent être écrits

sur chaque case de chaque ruban ; en particulier, cet alphabet devra conte-
nir un symbole de début de ruban (noté D), qui permet de reconnaître
que l’on est arrivé sur la première case du ruban, un symbole blanc (noté
◦), qui symbolise le fait qu’on n’a pas encore écrit quoi que ce soit sur la
case en question ;

. k têtes de lecture et d’écriture, positionnées chacune sur leur ruban : elles
peuvent écrire sur leur case, en lire la valeur, et se déplacer d’une case vers
la droite ou vers la gauche ;

. un ensemble fini d’états, noté S, dont un état initial (noté si) et un état
final (noté sf ), qui signale la fin du calcul ;

. une table de transition finie, notée T , qui est en fait une fonction T :

Ak×S 7→ Ak×{−1, 0, 1}k×S destinée à décrire l’évolution de la machine,
d’une manière que l’on va expliquer ci-dessous.

1. Je remercie ici Gilles Dowek, dont j’ai adoré le cours sur la calculabilité, au point de m’ins-
pirer très fortement ici du polycopié qu’il avait alors rédigé.

437



IX. DERNIÈRE PÉRIODE 3. GROUPE C

Au départ, quand on lance la machine, on exige que seul un nombre fini de
cases ne soit pas muni du symbole blanc : en effet, il est difficile de dire que l’on
a déjà eu le temps de modifier un nombre infini de cases. . . Le fait qu’un nombre
fini de cases ne soit pas blanc restera une constante durant toute l’exécution
de la machine. D’autre part, on exige également que les têtes de lecture soit
initialement positionnées le plus à gauche possible, c’est-à-dire sur les cases × :
il faut bien décider d’une position canonique pour débuter le calcul.

Comment le calcul s’opère-t-il alors ? Et bien, à chaque étape, la machine est
dans un état s ∈ S et nos k têtes de lecture peuvent lire les valeurs λ1, . . . , λk ∈ A
de leurs k cellules respectives. On considère alors les k symboles µ1, . . . , µk ∈
A, les k entiers ε1, . . . , εk ∈ {−1, 0, 1} et l’état s′ tels que T (λ1, . . . , λk, s) =

(µ1, . . . , µk, ε1, . . . , εk, s
′). Et l’on demande à la tête située sur le i-ème ruban

d’écrire le symbole µi (effaçant ainsi le symbole λi qu’elle vient de lire) puis de
se déplacer de εi cases vers la droite (donc d’une case vers la gauche si εi = −1) ;
la machine rentre alors dans l’état s′.

Enfin, le calcul est fini si on atteint l’état final sf ; notons que, si l’on n’atteint
jamais cet état, la machine de Turing continuera son calcul ad vitam æternam. En
outre, on voit là qu’il est en fait inutile de définir les valeurs de T (λ1, . . . , λk, sf ),
puisqu’elles ne seront jamais utilisées. D’autre part, qu’aura-t-on calculé ? Et
bien, à partir de l’état initial des k rubans, on a tout simplement calculé l’état
final de ces k mêmes rubans.

Etat s

Ruban 4

Ruban 3

Ruban 2

Ruban 1

×
×
×
×

♠
♠
◦
◦

�

♣
◦
◦

♣
�

♠
F

π

◦
�

◦

◦
◦
◦
◦

◦
◦
◦
◦

· · ·
· · ·
· · ·
· · ·

=⇒

Etat s′

×
×
×
×

♠
♠
◦

√
2

�

♣
◦
◦

♣
�

♠
F

√
2

◦
�

◦

◦
◦
◦
◦

◦
◦
◦
◦

· · ·
· · ·
· · ·
· · ·

T (◦,×,♠, π, s) = (
√

2,×,♠,
√

2,−1,+1, 0,−1, s′)

Fonctionnement d’une machine de Turing

L’exemple ci-dessus montre l’état d’une machine de Turing au cours d’un
calcul : ses têtes de lecture et d’écriture, représentées par des carrés gris, sont
initialement en positions (1, 2), (2, 1), (3, 2) et (4, 5). La table de transition pro-
voque alors une action de la part de la machine, de telle sorte qu’on se retrouve
finalement dans la configuration de droite, avec des têtes de lecture et d’écriture
en positions (1, 1), (2, 2), (3, 2) et (4, 4).

Pourquoi un tel modèle : qu’entendait Turing par « tout ce que l’on pourrait
concevoir de calculer » ? Et bien, dans la vie, quand on veut faire un calcul,

438



IX. DERNIÈRE PÉRIODE 3. GROUPE C

que peut-on faire ? On peut regarder les données que l’on a autour de nous,
et utiliser un certain nombre de règles pour interagir avec ces données. Or, ces
données apparaissent comme étant de type fini et discret : par exemple, sur un
ordinateur, il s’agira des bits dans la mémoire.

Notons bien que cela n’a rien d’évident a priori, et que l’on pourrait vouloir
travailler directement avec des objets infinis, par exemple des nombres réels,
dont le développement décimal est a priori arbitraire. Cependant, pour des rai-
sons pratiques, ce n’est pas un tel modèle qui a été choisi par Turing : remplacer
un chiffre par un autre est faisable, mais travailler avec l’infinité de décimales
de π semble autrement plus difficile !

Toutefois, il n’est pas nécessaire d’être limité en place. Après tout, même
si chaque µm2 du disque dur de mon ordinateur comporte un bit, il me suffit
d’acheter autant de disques durs que nécessaire pour avoir toute la place dont
je pourrais un jour avoir besoin. Cependant, la machine que conçoit Turing a
une autre limitation : si on souhaite utiliser des règles pour interagir avec les
données, là encore on ne peut pas faire n’importe quoi. En effet, on souhaite
que notre calcul ait une description finie.

Ce sont là les principales raisons qui ont poussé Alan Turing à proposer le
modèle ci-dessus : la dynamique (c’est-à-dire les évolutions) de la machine est
décrite de manière finie, et la machine elle-même n’a accès qu’à un nombre fini
de données locales. Mais elle peut toujours aller lire ou écrire des informations
arbitrairement loin, tout en sachant que ça risque alors de prendre du temps. . .

D’autres machines de Turing Nous avons parlé ci-dessus de machines dé-
terministes. Cependant, parfois, on ne contrôle pas tous les agissements d’une
machine. Par exemple, les actions d’une station météorologique dépendent for-
tement de phénomènes sur lesquels on n’a aucun contrôle, et à propos desquels
on n’est même pas nécessairement capable de calculer des probabilités. Dans ce
contexte, quid de machines non déterministes ?

Les machines de Turing non déterministes sont une variante des machines
déterministes, dont la table de transition est en fait une fonction T : Ak × S 7→
2A

k×{−1,0,1}k×S (la notation 2X représente l’ensemble des parties de X , c’est-à-
dire l’ensemble des sous-ensemble de X). Dans ce cas, il existe a priori de mul-
tiples (2k + 1)-uplets (µ1, . . . , µk, ε1, . . . , εk, s

′) ∈ T (λ1, . . . , λk, s) : on en choisit
un d’une manière qui n’est pas précisée. Puis l’on demande à la tête située sur
le i-ème ruban d’écrire le symbole µi (effaçant ainsi le symbole λi qu’elle vient
de lire) puis de se déplacer de εi cases vers la droite (donc d’une case vers la
gauche si εi = −1) ; la machine rentre alors dans l’état s′.
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En particulier, notons que toute machine déterministe est en fait une ma-
chine non déterministe telle que chaque ensemble T (λ1, . . . , λk, s) est un single-
ton. Dans une machine non déterministe, on a identifié un ensemble de com-
portements possibles, et on n’essaie pas (a priori) de savoir si l’un va être plus
vraisemblable qu’un autre.

Cependant, on ne peut pas faire n’importe quoi non plus : en effet, dans
de nombreux cas, on peut vouloir reposer sur la chance pour mener à bien un
algorithme, mais on n’en espère pas moins des propriétés de cohérence, c’est-
à-dire que l’on s’attend à trouver le même résultat final quels que soient les
choix aléatoires que l’on aura pu faire en cours de route. Ainsi, si une machine
de Turing, sur une même entrée, termine deux exécutions différentes de son
calcul, on demande que les deux calculs aboutissent au même résultat, que l’on
appellera donc « résultat des calculs de la machine du Turing ». En revanche,
habituellement, on tolère le fait que la terminaison du calcul puisse dépendre
de la chance : si au moins un calcul se termine, on a un (unique) résultat, et cela
nous suffit !
Exercice 1 Soit M une machine de Turing non déterministe à k rubans, et D
une configuration de départ des k rubans. Montrer que, si tous les calculs de la
machine M sur la configuration D se terminent, alors il existe un nombre fini
de tels calculs.

D’autre part, et outre les machines de Turing non déterministes, on pourrait
concevoir d’autres modèles, par exemple des machines probabilistes, qui nous
permettraient de quantifier la probabilité d’occurrence d’un résultat : à chaque
étape, on aurait une probabilité p de choisir tel ou tel élément de l’ensemble
T (λ1, . . . , λk, s). De tels modèles existent bel et bien et sont tout-à-fait utilisables
en pratique.

Cependant, usuellement, on préfère les simuler à l’aide de machines de Tu-
ring déterministes telles que celles vues plus haut. On se contente alors de rajou-
ter ` ruban (où ` est un entier a priori arbitraire) jouant rôle spécifique : chaque
case a une probabilité 1

2
de contenir le symbole× et une probabilité 1

2
de contenir

le symbole ◦ (de sorte que, a priori, on peut avoir une infinité de symboles ×),
ces probabilités étant mutuellement indépendantes ; en outre, à chaque étape,
la tête de lecture et d’écriture située sur un tel ruban est obligée de se déplacer
d’une case vers la droite, de sorte que chaque symbole sera lu au plus une fois.

Fonctions calculables A chaque étape d’un calcul (notamment au début et à
la fin du calcul), une machine de Turing (déterministe) travaille sur une bande
dont un nombre fini de cases a une importance ; chacune de ces cases contient
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un symbole choisi parmi un ensemble fini. On peut donc voir une machine de
Turing comme une fonction partielle qui, à certaines configurations initiales des
k rubans, associe une configuration finale de ces mêmes k rubans.

Pourquoi une fonction partielle ? Tout simplement parce que l’exécution de
la machine de Turing ne se termine pas nécessairement.

Cependant, pour plus de praticité, on rechigne à travailler sur des fonctions
dont l’argument et la valeur de sortie sont des suites de rubans finiment rem-
plis. On va donc restreindre un petit peu notre cadre d’étude, et faire jouer aux
rubans des rôles particuliers. Dorénavant, au lieu de parler d’une machine à k
rubans, on on parlera d’une machine à `1 rubans d’entrée, à `2 rubans de sortie
et à `3 rubans intermédiaires : concrètement, une telle machine représente une
fonction à `1 arguments qui renvoie un `2-uplet, et qui peut utiliser `3 rubans
additionnels pour les besoins de ses propres calculs. En outre, on supposera
qu’elle n’a pas le droit de modifier ses rubans d’entrée, tandis que ses rubans
de sortie sont initialement de la forme × ◦ ◦ · · · On pourra alors dire qu’une
fonction est calculable s’il existe une machine de Turing qui lui est associée.

En outre, et toujours dans le but de se rapprocher de ce que l’on connaît
usuellement, on souhaite considérer des fonctions dont les arguments et les va-
leurs de retour sont des entiers, non des rubans. Pour ce faire, on a deux ma-
nières d’identifier un ruban à un entier :

. en base 1, on identifie l’entier n au ruban × 1 1 · · · 1 ◦ ◦ · · · avec n
symboles « 1 » consécutifs ;

. en base 2, on identifie l’entier n = bkbk−1 · · · b0
2 au ruban× b0 b1 · · · bk ◦ ◦ · · ·

La notions de fonction calculable se transpose alors instantanément en fonctions
partielles f : N`1 7→ N`2 . Plus précisément, soit f : N`1 7→ N`2 une fonction
partielle, et soit Df son domaine de définition. On dit que f est représentée par
une machine de Turing Mf à `1 rubans d’entrée et à `2 rubans de sortie (on ne
s’intéresse pas au nombre de rubans intermédiaires) si :

. pour tout `1-uplet d’entiers (n1, . . . , n`1) ∈ Df , l’exécution de Mf à par-
tir de rubans d’entrée représentant le `1-uplet (n1, . . . , n`1) se termine, et
aboutit à une configuration où les rubans de sortie représentent le `2-uplet
f(n1, . . . , n`1) ;

. pour tout `1-uplet d’entiers (n1, . . . , n`1) /∈ Df , l’exécution de Mf à par-
tir de rubans d’entrée représentant le `1-uplet (n1, . . . , n`1) ne se termine
jamais.

On peut alors vérifier que de nombreuses fonctions usuelles (vous pourrez
considérer la base que vous voulez).

Exercice 2 Les fonctions f1 : n 7→ 0, f2 : n 7→ n + 1, f3 : n 7→ max{0, n − 1},
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f4 : n 7→ n (mod 2), f5 : n 7→ 2n et f6 : (m,n) 7→ 1m≤n sont-elles calculables ?

Mais pourquoi dire « fonction calculable » sans mention de la base consi-
dérée ? Tout simplement car on peut passer d’une base à l’autre, en vertu de
l’exercice suivant :
Exercice 3 Montrer qu’il existe une machine de Turing qui, à tout ruban× 1 1 · · · 1 ◦ ◦ · · ·
avec n = bkbk−1 · · · b0

2 symboles « 1 » consécutifs, associe le ruban× b0 b1 · · · bk ◦ ◦ · · ·
Montrer qu’il existe une (autre) machine de Turing qui, à tout ruban× b0 b1 · · · bk ◦ ◦ · · · ,

associe le ruban × 1 1 · · · 1 ◦ ◦ · · · avec n = bkbk−1 · · · b0
2 symboles « 1 » consé-

cutifs.

On va maintenant chercher à construire, de manière générique, toute une
famille de fonctions calculables.
Exercice 4 Soit pi une projection, c’est-à-dire une fonction de la forme pi : (x1, . . . , xn) 7→
xi. Montrer que pi est calculable.

Exercice 5 Soit g1, . . . , gm : Nm 7→ N et h : Nm 7→ N des fonctions calculables.
Montrer que la composée (x1, . . . , xn) 7→ h(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)) est
calculable.

Exercice 6 Soit g : Nn−1 7→ N et h : Nn+1 7→ N des fonctions calculables.
Montrer que la fonction f définie inductivement par f : (x1, . . . , xn−1, 0) 7→
g(x1, . . . , xn−1) et par f : (x1, . . . , xn−1, y+1) 7→ h(x1, . . . , xn−1, y, f(x1, . . . , xn−1, y))

est calculable.

Exercice 7 Soit g : Nn+1 7→ N. Montrer que la fonction f partiellement définie
par f : (x1, . . . , xn) 7→ min{k ≥ 0 : g(x1, . . . , xn, k) = 0} est calculable.

Notons que c’est bien ce dernier point qui montre que l’on doit considérer
des fonctions partielles f : N`1 7→ N`2 et non pas uniquement des fonctions
totales.
Exercice 8 Montrer qu’il existe une machine de Turing représentant la fonction
partielle de domaine 2N, telle que f : n 7→ 0 si n est pair.

En outre, on peut en fait se rendre compte que considérer des machines de
Turing non déterministes ne modifie pas la notion de « fonction calculable » !
Exercice 9 Montrer que, pour toute machine de Turing non déterministe à `1

rubans d’entrée et `2 rubans de sortie, il existe une machine de Turing détermi-
niste (à `1 rubans d’entrée et `2 rubans de sortie) représentant la même fonction
partielle.

Et le lien avec les langages de programmation ? Ce modèle est bien sympa-
thique et semble assez puissant, mais est-il en accord avec ce que l’on peut rêver
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de programmer sur une vraie machine ? Tout d’abord, les intuitions de Turing
données précédemment semblent bien indiquer que oui. Mais on peut essayer
de s’en convaincre d’une autre manière.

Considérons un programme informatique. Afin de faciliter la clarté de l’ex-
position, on va supposer que toutes nos instructions sont « atomiques », c’est-à-
dire qu’on n’imbrique pas deux instructions en une seule. On obtient alors un
programme du type :
Argument : entier n ≥ 0

i← n

c← 0

while i 6= 1 do
j ← i

`← 0

while j > 1 do
`← `+ 1

j ← j − 2

end
if j = 0 then
i← `

else
i← 3× i
i← i+ 1

end
c← c+ 1

end
Renvoyer l’entier c

Un programme comporte plusieurs types d’instructions :

. les assignations de valeurs, telles que i← ` ou j ← j − 2,

. les opérations arithmétiques, telles que le calcul de j − 2 ou de 3× i,

. les tests, tels que if j = 0 then · · · else · · · end, et

. les boucles while, telles que while j > 1 do · · · end.

Notons d’ailleurs que l’on pourrait aussi utiliser des boucles for, mais que l’on
peut remplacer celles-ci par des boucles while.

On pourrait alors montrer, par récurrence sur la longueur du programme
(par exemple le nombre de caractères utilisés) que chaque programme ainsi créé
représente en fait une fonction calculable.

Exercice 10 Montrer que que tout programme ainsi créé représente effective-
ment une fonction calculable.
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Indication : On pourra s’appuyer sur les exercices précédents.

Théorème d’incomplétude de Gödel On va ici présenter une variante du théo-
rème d’incomplétude de Gödel :

Théoréme . Il existe un théorème vrai que l’on ne pourra jamais démontrer.

Bien sûr, il faut ruser, vu qu’on aura du mal à donner un exemple explicite
d’un tel théorème (pourquoi ?). On va donc procéder en plusieurs étapes.
Exercice 11 Montrer que l’ensemble des fonctions totales f : N 7→ N calculables
est en bijection avec N.

On peut d’ores et déjà montrer qu’il existe des fonctions non calculables !
Exercice 12 Montrer qu’il existe des fonctions non calculables.
Indication : On pourra s’appuyer sur le cours sur la dénombrabilité.

Mais on peut également construire explicitement une fonction non calcu-
lable : puisque l’on a montré l’existe une telle bijection ψ entre N et {f : N 7→ N :
f est totale et calculable}, servons-nous en !
Exercice 13 Montrer la fonction F : n 7→ 1+

Pn
k=0 ψ(k)(n) n’est pas calculable, et

qu’elle est plus grande que toute fonction calculable, c’est-à-dire que, pour toute
fonction calculable f , on a limn→∞ F (n)− f(n) = +∞.

C’est là une fonction qui croît très vite ! En particulier, on peut encore s’ap-
procher du théorème d’incomplétude de Gödel.
Exercice 14 Montrer que la bijection ψ n’est pas calculable, puis qu’il n’existe
aucun algorithme qui, étant donné une machine de Turing à un ruban d’entrée
et un ruban de sortie, indique si elle représente une fonction totale.

On n’a donc pas de méthode algorithmique systématique de vérifier si une
machine de Turing représente une fonction totale. Or, de même que l’ensemble
{f : N 7→ N : f est totale et calculable} est en bijection avec N, l’ensemble des
démonstrations est également en bijection avec N. De surcroît, par essence, on
peut calculer une telle bijection : il suffit d’énumérer toutes les suites de 1 ca-
ractère et de tester celles qui sont une démonstration (vraisemblablement, pas
beaucoup), puis de recommencer avec les suites de 2 caractères, et ainsi de suite.
On aboutit donc au résultat suivant.

Théoréme . Il existe une méthode algorithmique systématique pour énumérer
toutes les preuves de tous les théorèmes. 2

2. Cette méthode permet donc notamment de résoudre tous les problèmes d’olympiades).
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On peut donc conclure sur un cas particulier du théorème de Gödel présenté
précédemment.

Théoréme . Il existe une machine de Turing dont on ne peut ni montrer qu’elle
représente une fonction totale, ni montrer qu’elle ne représente pas une fonction
totale.

Exercice 15 Se convaincre du théorème précédent.

Complexité

On vient de voir ci-dessus qu’il existait une méthode permettant de résoudre
tous les problèmes d’olympiades. Si on ne vous l’a pas enseignée, c’est sans
doute que cette méthode souffre d’un affreux défaut : elle est extrêmement lente.
Au contraire, la méthode consistant à suivre en cours et à s’entraîner assidû-
ment à faire des mathématiques amusantes est redoutablement plus efficace.
On perçoit donc que, outre la notion de calculabilité, on a également besoin
d’une notion de complexité : est-il difficile d’aboutir à tel ou tel résultat ?

Différentes mesures de complexité De manière usuelle, on considère souvent
deux mesures de la complexité, sur lesquelles on se focalisera dans la suite de ce
cours : la complexité en espace et la complexité en temps. La première mesure
concerne la place mémoire nécessaire (c’est-à-dire peu ou prou le nombre maxi-
mum de cases utilisées sur nos k rubans) pour mener à bien un calcul, tandis
que la seconde concerne le nombre d’opérations nécessaires (si chaque opéra-
tion dure un temps constant, alors effectuer 10 fois plus d’opérations prend 10

fois plus de temps.
On distingue déjà une limite de ces mesures : par exemple, qui a dit qu’une

opération prenait un temps constant ? Après tout, écrire un bit en mémoire
prend moins de temps que lancer une requête sur internet. En outre, il serait
tout à fait concevable de paralléliser les calculs : on va plus vite si 100 per-
sonnes réalisent chacune 100 opérations plutôt que si 1 personne réalise 1000

opérations toute seule. . .
D’autre part, la complexité d’un algorithme dépend évidemment de l’argu-

ment qu’on lui fournit : ainsi, un algorithme pour calculer la factorielle va vite
quand il s’agit de calculer 0!, mais risque d’aller moins vite dès lors que l’on
s’intéresse à 6!!!. Cela montre bien que la complexité d’un algorithme est en fait
une fonction (éventuellement non calculable, d’ailleurs) qui, à chaque entrée,
associe les coûts, en mémoire, temps ou autres, de l’exécution de l’algorithme
sur cette entrée.
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Cependant, ce faisant, on se retrouve avec des informations parfois peu pra-
tiques : en effet, a priori, la complexité d’un algorithme dépend de chaque en-
trée, et calculer cette complexité pour chaque entrée possible demanderait beau-
coup trop d’efforts en pratique ! Aussi les théoriciens de la complexité ont-ils eu
l’idée géniale de sacrifier la précision à l’efficacité, et de chercher à calculer la
complexité d’un algorithme non plus en fonction de l’entrée elle-même, mais
uniquement en fonction de certaines caractéristiques de l’entrée.

Par exemple, considérons la machine de Turing M suivante :
. M travaille avec 1 ruban de lecture, 1 ruban d’écriture et 0 ruban additio-

nel ;
. l’alphabet est A = {×, 0, 1, ◦} ;
. l’ensemble des états est S = {si, sf} ;
. la table de transition est T : (◦, λ2, σ) 7→ (◦, 1, 1, 1, sf ) et T : (λ1, λ2, σ) 7→

(λ1, λ2, 1, 1, σ) pour tous λ1 ∈ {×, 1}, λ1 ∈ A et σ ∈ S.
Que fait cette machine de Turing (qui travaille manifestement sur des entiers

représentés en base 2) ? Elle représente la fonction f : n 7→ n + 2m, où m est le
plus petit entier naturel tel que 2m > n. En outre, si n a k chiffres en base 2, alors
M va écrire sur k + 2 cases, et va utiliser k + 2 étapes. On constate donc que
le paramètre qui détermine vraiment les complexités spatiale et temporelle de
notre algorithme est k, et non pas n lui-même.

De manière générale, on prendra souvent pour mesure de la complexité
d’une donnée d’entrée le nombre de cases nécessaires pour la représenter (en
ignorant les ◦ situés à droite de chaque bande). Dans ce cas-là , on constate que,
sur une entrée e de complexité ‖e‖, l’algorithme utilisé est de complexités spa-
tiale et temporelle ‖e‖ + 1. De surcroît, utiliser cette mesure de complexité a
l’avantage de faciliter l’utilisation en chaîne de plusieurs machines de Turing.

Par exemple, supposons qu’une machine Ma, lisant une entrée qui prend
une taille t, effectue t2 opérations, écrit nécessairement sur 3t cases et renvoie
nécessairement un résultat qui tient sur t+1 cases ; une autre machine Mb, lisant
une entrée qui prend une taille u, effectue 2u opérations, écrit nécessairement
sur u3 cases et renvoie nécessairement un résultat qui tient sur ces u3 cases. Et
bien en utilisant la machine Ma, sur une entrée de taille t puis la machine Mb

sur le résultat obtenu, on aura effectué t2 +2t+1 opérations, écrit sur 3t+(t+1)3

cases, et renvoyé un résultat qui tient sur (t + 1)3 cases.

Complexité polynomiale Dorénavant, on va essentiellement travailler avec
les mesures de complexités mentionnées ci-dessus : la « complexité » d’un `-
uplet d’entiers (n1, . . . , n`) sera tout simplement le nombre de cases nécessaires
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pour représenter ce `-uplet, c’est-à-dire 2` +
P`
i=1 max{0, dlog2(ni)e}. Pour des

raisons pratiques, on notera ci-dessous ce `-uplet par n, et sa complexité par
‖n‖.

On peut alors étudier la complexité spatiale ou temporelle d’un calcul en
fonction de n. Puis on peut exprimer la complexité d’une machine de Turing
M, déterministe ou non, en fonction de son `-uplet d’entrée n : ce sera la plus
petite complexité de tous les calculs finis exécutables à partir de l’entrée n. Si M
est déterministe, alors il existe au plus un unique tel calcul, mais de toute ma-
nière la plus petite complexité existe bel et bien dès lors qu’au moins un calcul se
termine. Si aucun calcul de M ne se termine quand l’entrée est n, la complexité
de M sur l’entrée n n’est tout simplement pas définie. En effet, on pourrait légi-
timement considérer que la complexité temporelle devrait être infinie, mais rien
n’empêche M de boucler bêtement, effectuant une infinité d’opérations sans ja-
mais écrire quoi que ce soit, de sorte qu’il ne serait guère aisé de considérer la
complexité spatiale d’un calcul qui n’aboutit pas. . .

Puis l’on va dire que la machine M fonctionne en temps (ou en espace) poly-
nomial s’il existe un polynôme P ∈ R[X] tel que, quelle que soit l’entrée n pour
laquelle M a une complexité temporelle (ou spatiale), cette complexité sera au
plus P (‖n‖). Pourquoi polynomial ?
Exercice 16 Montrer que si la machine M fonctionnent en temps polynomial,
alors elle fonctionne également en espace polynomial.

Exercice 17 Montrer que si M et M′ sont deux machines de Turing qui fonc-
tionnent en temps (ou en espace) polynomial, alors exécuter M puis exécuter
M′ sur le résultat de M revient à appliquer une machine de Turing qui fonc-
tionne en temps (ou en espace polynomial).

Problèmes de décision — P = NP ? Parmi les fonctions les plus communé-
ment utilisées figurent les fonctions indicatrices. Si, si, vous vous en servez
tous les jours, à chaque fois que vous vous demandez « est-ce que . . . est dé-
montrable ? ». En effet, quitte à identifier chaque proposition mathématique à
un entier naturel (par exemple en énumérant les propositions mathématiques,
comme on l’a déjà fait un certain nombre de fois), cette question revient à cal-
culer 1D(p), où p est le numéro de la proposition dont on se demande si elle
est démontrable, et D est l’ensemble des numéros de toutes les propositions
démontrables.

Un problème de décision est donc un problème tel que celui-ci : étant donné
un ensemble E ⊆ N`, on cherche à décider si le `-uplet en entrée appartient bien
à E. On dira alors que est décidable ou calculable si la fonction indicatrice
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1E : N` 7→ N est calculable. Cependant, si 1E n’est pas calculable, il ne faut pas
perdre espoir tout de suite !

Avec un peu de chance, notre ensembleE sera quand même semi-décidable,
c’est-à-dire qu’il existe une fonction partielle calculable f : N` 7→ N, de domaine
de définition un ensemble Df tel que E ⊆ Df ⊆ N`, et telle que f(a1, . . . , a`) =

1E(a1, . . . , a`) pour tout `-uplet (a1, . . . , a`) ∈ Df . On dira alors que tout algo-
rithme permettant de calculer f semi-décide l’ensemble E. En somme, E est un
ensemble décidable si, pour tout `-uplet d’entiers, on peut décider s’il appar-
tient àE ou pas ;E est semi-décidable si, pour tout `-uplet d’entiers appartenant
à E, on peut vérifier qu’il appartient bien à E.
Exercice 18 Montrer que, si E est un ensemble semi-décidable, alors la fonction
partielle f dont E est l’ensemble de définition et telle que f : x 7→ 1 quand
x ∈ E est une fonction calculable.

Maintenant que l’on a vu qu’un problème de décision n’était rien d’autre que
le problème du calcul d’une fonction indicatrice, les notions de complexité vues
précédemment s’appliquent directement ! Cela va nous permttre d’introduire
des classes de complexité que sont P et NP.

Définition . La classe P est la classe des ensembles semi-décidables en temps
polynomial. Plus précisément, un ensemble E est dans la classe P s’il existe
une machine de Turing M déterministe qui semi-décide l’ensemble E en temps
polynomial.

La classe NP est la classe des ensembles semi-décidables en temps poly-
nomial non déterministe. Plus précisément, un ensemble E est dans la classe
NP s’il existe une machine de Turing M non déterministe qui semi-décide l’en-
semble E en temps polynomial.

Il est clair que la classe P est une sous-classe de la classe NP. La question
cruciale qu’est P = NP ? consiste donc à se demander si les deux classes P et NP

sont égales (et non pas, comme me l’ont déjà signalé certains mauvais esprits, à
décider si P = 0 ou N = 1). Cette question est apparemment très dure, vu que
de multiples esprits parmi les plus brillants s’y sont cassé les dents. Néanmoins,
on peut d’ores et déjà obtenir certains résultats sympathiques.
Exercice 19 Montrer que la classe P est close par passage au complémentaire,
c’est-à-dire que si E est une partie de N` telle que si E ∈ P, alors N` \ E ∈ P

également.

On vient de montrer, grâce à cet exercice, que P est en fait la classe des en-
sembles dont le test d’appartenance est carrément décidable (et pas seulement
semi-décidable) en temps polynomial : intuitivement, un ensembleE appartient
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à la classe P s’il est raisonnablement faisable de décider l’appartenance à E. En
revanche, la classe NP est plus subtile : un ensemble E appartient à la classe
NP s’il est possible, en ayant une chance inouïe, de vérifier que les éléments de
E appartiennent bien à E ; ou, autrement dit, si, pour chaque élément e ∈ E, il
existe une preuve lisible en temps raisonnable du fait que e ∈ E.

Tout compte fait, la classe NP est celle sur laquelle les mathématiciens tra-
vaillent toute la journée : il s’agit de problèmes ayant une solution lisible mais
sans doute difficile à trouver. Heureusement pour nos amis matheux, une so-
lution « difficile à trouver » est, par définition, « trouvable », comme on peut
effectivement le vérifier.
Exercice 20 Montrer que la classe NP est incluse dans la classe des ensembles
décidables, c’est-à-dire que si E est une partie de N` telle que si E ∈ NP, alors
E est un ensemble décidable.

Pour autant, les classes P est NP contiennent toutes les deux des problèmes
intéressants !
Exercice 21 Montrer que l’ensemble {(a, b, n, d) : ab ≡ d (mod n)} appartient à
la classe P.

Exercice 22 Montrer que l’ensemble des nombres premiers et que l’ensemble
des nombres composés appartiennent tous deux à la classe NP.

Exercice 23 Les classes P et NP sont-elles égales ?

4 Groupe D

1 mercredi 27 matin : analyse complexe, Pierre Bertin

le texte en question n’est pas encore intégré.

2 mercredi 27 après-midi : Cauchy Lipschitz, Thomas Budzinski

Présentation du théorème et idée de la preuve

Le théorème de Cauchy-Lipschitz porte sur les équations différentielles : on
se fixe y0 ∈ R et f : R2 −→ R qui vérifie des hypothèses à préciser plus tard, et
on cherche toutes les fonctions y : R −→ R dérivables telles que :

(1)

8<: y′(t) = f(t, y(t)) pour tout t
y(0) = y0
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Définition . On dit que f est continue si pour toutes suites (tn) −→ t et (yn) −→
y, on a f(tn, yn) −→ f(t, y).

Définition . On dit que f est c-lipschitzienne en y si il existe c telle que pour tous
t, y1 et y2 :

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ c|y1 − y2|

Théoréme . (Théorème de Cauchy-Lipschitz)
Si f est continue et lipschitzienne en y, alors l’équation différentielle (1) ad-

met une unique solution.

Remarque . L’hypothèse lipschitzienne en y est très contraignante. Par exemple,
elle exclut f(t, y) = y2. La raison est que les solutions non nulles de y′ = y2

tendent vers +∞ en temps fini. La version générale du théorème permet de
parler de solutions "locales", i.e définies sur des intervalles plus petits que R,
mais on n’en parlera pas ici.

Exercice 1 Montrer que pour f(t, y) = y1/3 et y0 = 0, on n’a pas unicité. Cela
montre que même avec f pas trop méchante, il peut y avoir des contre-exemples :
on a besoin de plus que la continuité de f .

Solution de l’exercice 1 y(t) = 0 est bien sûr solution. On cherche d’autres solu-
tions de la forme y(t) = ctα : y′(t) = αctα−1 et y(t)1/3 = c1/3tα/3. Il faut α− 1 = α

3

d’où α = 3
2
, et 3

2
c = c1/3 donc c2/3 = 2

3
donc c =

È
8
27

et c = −
È

8
27

marchent : on
a trois solutions.

L’idée de la preuve consiste à voir les fonctions qui nous intéressent comme
des éléments d’un (très gros) espace : on va s’intéresse de manière globale à
l’ensemble par exemple de toutes les fonctions continues d’un intervalle [a, b]

dans R.

Espaces de Banach

Définition . Un R espace vectoriel E est un ensemble muni d’une addition + :

E2 −→ E et d’une multiplication · : E × R −→ E telles que :
. + est associative et commutative
. il existe 0 ∈ E tel que 0 + x = x pour tout x
. pour tout x ∈ E, il existe −x ∈ E tel que x+ (−x) = 0

. pour tous λ, µ ∈ R et x, y ∈ E on a :
– λ(x+ y) = λx+ λy

– (λ+ µ)x = λx+ µx

– λ(µx) = (λµ)x

450



IX. DERNIÈRE PÉRIODE 4. GROUPE D

– 1x = x

Remarque . Moralement, il s’agit juste d’un ensemble dont on peut gentiment
additionner les éléments et les multiplier par un réel. Pour ce qui nous intéresse,
il n’est pas nécessaire de tout retenir en détail, mais la définition suivante est
plus importante car elle permet de calculer des distances :

Définition . Soit E un R-espace vectoriel. Une norme est une application ‖ · ‖ de
E dans R+ telle que :

. Si λ ∈ R et x ∈ E, alors ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖.

. Si x, y ∈ E, alors ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

. ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0.
Un espace E muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé (EVN pour les
intimes).

Exercice 2 Rn est un espace vectoriel. Vérifier que les applications suivantes
sont des normes :

. ‖x‖ = max1≤i≤n|xi|

. ‖x‖ =
Pn
i=1 |xi|

. ‖x‖ =
ÈPn

i=1 x
2
i

Définition . Soient E un EVN, (xn) une suite d’éléments de E et ` ∈ E. On
dit que (xn) converge vers ` si pour tout ε > 0, il existe N tel que pour n ≥ N ,
‖xn − `‖ ≤ ε.

Remarque . C’est presque la même définition que pour des suites réelles.

Définition . Soient E un EVN et (xn) une suite d’éléments de E. On dit que (xn)

est une suite de Cauchy si pour tout ε > 0 il existe N tel que pour m,n ≥ N on
ait ‖xm − xn‖ ≤ ε.

Remarque . Cette définition signifie que les termes de la suite sont confinés
dans des zones de plus en plus petites, dont le diamètre tend vers 0. En d’autre
termes, une suite de Cauchy est une suite qui "devrait converger", étant donnés
les distances entre ses différents terme.

Définition . Un espace de Banach est un EVN dans lequel toute suite de Cauchy
converge. On dit aussi qu’il est complet.

Remarque . Un même espace vectoriel peut être un Banach pour certaines normes
mais pas pour d’autres. Trouver la bonne norme pour avoir un Banach est ainsi
un problème très fréquent.
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Exemple . R est complet. Ce n’est pas un fait trivial car il nécessite de construire
R, mais "ça se voit bien".

Exercice 3 En admettant que R est complet, montrer que Rn muni d’une des
normes de l’exercice précédent est un Banach.

Théorème de point fixe

Définition . Soient E un Banach et f : E −→ E. On dit que f est contractante si
il existe c ∈ [0, 1[ (c<1 ! ! !) tel que pour tous x, y ∈ E, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ c‖x− y‖.

Théoréme . (Théorème du point fixe de Picard)
Si E est un Banach et f est contractante, alors f admet un unique point fixe.

Démonstration. L’unicité est facile : si p1 et p2 sont deux points fixes, ‖p1−p2‖ =

‖f(p1)−f(p2)‖ ≤ c‖p1−p2‖, ce qui n’est possible que si ‖p1−p2‖ = 0, soit p1 = p2.
Pour l’existence, on construit une suite récurrente en espérant que sa limite

soit un point fixe : soient x0 ∈ E quelconque et xn+1 = f(xn). Par une récurrence
immédiate ‖xn+1 − xn‖ ≤ cn‖x1 − x0‖ donc pour n ≥ m :

‖xn−xm‖ ≤ ‖xn−xn−1‖+...+‖xm+1−xm‖ ≤ (cm+...+cn−1)‖x1−x0‖ ≤
cm

1− c
‖x1−x0‖

Soit ε > 0 : pour m et n plus grand qu’un certain N , le membre de droite est
plus petit que ε, donc (xn) est une suite de Cauchy, donc elle converge vers une
limite ` car E est un Banach.

xn −→ ` donc, comme ‖f(xn)−f(`)‖ ≤ c‖xn−`‖, f(xn) −→ f(`), i.e xn+1 −→
f(`). Mais xn+1 −→ `, donc f(`) = ` : on a bien trouvé un point fixe ! �

Remarques . . Attention ! f(x) =
√
x2 + 1 sur R vérifie |f(x)−f(y)| < |x−y|

mais elle n’est pas contractante ! D’ailleurs, elle n’a pas de point fixe.
. Pour E = R, ce théorème est facile grâce au théorème des valeurs inter-

médiaires. Pour E = R2, c’est déjà beaucoup moins évident.

L’espace C0([a, b],R)

Théoréme . (Admis)
Une fonction continue f sur un intervalle de la forme [a, b] avec a < b est

bornée et atteint ses bornes. Par exemple, il existe x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) ≥ f(x)

pour tout x ∈ [a, b].

Définition . C0([a, b],R) est l’ensemble des fonctions continues de [a, b] dans R,
muni de la norme :

‖f‖∞ = max
x∈[a,b]

|f(x)|
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Remarque . Si une suite de fonctions converge pour la norme ‖ · ‖∞, on dit
qu’elle converge uniformément. C’est une propriété bien plus forte que le simple
fait d’avoir fn(x) −→ f(x) pour tout x.

Théoréme . C0([a, b],R) muni de la "norme infini" est un espace de Banach.

Démonstration. On commence par vérifier que ‖f‖∞ est bien une norme :
. Pour tout x, |(λf)(x)| ≤ λ‖f‖∞ donc ‖λf‖∞ ≤ |λ|‖f‖∞. De plus, soit x0

tel que ‖f‖∞ = |f(x0)| : |(λf)(x0)| = |λ||f(x0)| = |λ|‖f‖∞ donc on a bien
égalité.

. Soient f et g : pour tout x, |f(x) + f(y)| ≤ |f(x)| + |f(y)| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞,
donc ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

. Si ‖f‖ = 0 alors |f(x)| = 0 pour tout x donc f = 0.
La partie plus difficile est bien sûr de montrer que notre espace est complet.

Soit donc (fn) une suite de Cauchy : pour tous m, n et x on a |fm(x) − fn(x)| ≤
‖fm−fn‖∞, donc pour tout x fixée, la suite (fn(x)) est une suite de Cauchy dans
R, donc elle converge vers une limite notée f(x). Il reste maintenant à montrer
d’une part qu’on a la convergence pour ‖ · ‖∞ et pas seulement point par point,
et d’autre part que la limite est bien une fonction continue.

Soit donc ε > 0 et N tel que pour m,n ≥ N on ait ‖fm − fn‖∞ ≤ ε. Alors
pour tout x, |fm(x) − fn(x)| ≤ ε donc en faisant tendre m vers +∞ à n fixé,
|f(x) − fn(x)| ≤ ε, et ce pour tout x, donc ‖f − fn‖∞ ≤ ε pour n ≥ N , et on a
bien convergence uniforme.

Il ne reste plus qu’à vérifier que f est bien dans notre espace. Soit donc x ∈
[a, b], et ε > 0 : on veut que pour |x− x′| assez petit, |f(x)− f(x′)| ≤ ε. Soit n tel
que ‖fn − f‖∞ ≤ ε

3
. On a :

|f(x)− f(x′)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(x′)|+ |fn(x′)− f(x′)|

≤ 2ε

3
+ |fn(x)− fn(x′)|

Par continuité de fn, pour |x − x′| assez petit, |fn(x) − fn(x′)| ≤ ε
3
, donc

pour |x − x′| assez petit, |f(x) − f(x′)| ≤ ε, et f est bien continue, donc (fn)

converge bien pour la norme de notre espace vers un élément de notre espace,
donc C0([a, b],R) est bien un Banach. �

Démonstration du théorème de Cauchy-Lipschitz

On rappelle que l’équation qui nous intéresse est :8<: y′(t) = f(t, y(t)) pour tout t
y(0) = y0
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Tout d’abord, si on a une unique solution sur tout intervalle [−a, a], alors
pour b > a la restriction à [−a, a] de la solution sur [−b, b] est solution, donc par
unicité les solutions sur [−a, a] et [−b, b] sont égales sur [−a, a] : les solutions sur
différents intervalles sont "compatibles" entre elles et permettent de construire
une solution sur R tout entier. Il suffit donc de montrer le théorème en rempla-
çant R par un intervalle [−a, a].

On remarque que l’équation équivaut à dire que pour tout t :

y(t) = y0 +
Z t

0
f(s, y(s))ds

Autrement dit, une solution de notre équation différentielle est un point fixe
de l’application A de C0([a, b],R) dans lui-même, qui à y associe A(y) : t −→
y0 +

R t
0 f(s, y(s))ds. Il semble donc naturel de chercher à montrer que A est

contractante. Notons L tel que f soit L-lipschitzienne en y :

|A(y1)(t)− A(y2)(t)| = y0 +
Z t

0
f(s, y1(s))ds− y0 −

Z t

0
f(s, y2(s))ds

≤
Z t

0
|f(s, y1(s))− f(s, y2(s))|ds

≤ L
Z t

0
|y1(s)− y2(s)|ds

≤ Lt‖y1 − y2‖∞

On obtient ainsi ‖A(y1)− A(y2)‖∞ ≤ La‖y1 − y2‖∞. Horreur ! ! ! Ce n’est pas
forcément contractant car peut-être que La ≥ 1. Il va donc falloir ruser en itérant
A ! Si on réutilise notre dernière inégalité on trouve :

|A2(y1)(t)− A2(y2)(t)| = y0 +
Z t

0
f(s, A(y1)(s))ds− y0 −

Z t

0
f(s, A(y2)(s))ds

≤
Z t

0
|f(s, A(y1)(s))− f(s, A(y2)(s))|ds

≤ L
Z t

0
|A(y1)(s)− A(y2)(s)|ds

≤ L
Z t

0
Ls‖y1 − y2‖∞ds

≤ L2 t
2

2
‖y1 − y2‖∞

Puis itérons une nouvelle fois :

|A3(y1)(t)− A3(y2)(t)| ≤ L
Z t

0
|A2(y1)(s)− A2(y2)(s)|ds

≤ L
Z t

0

L2s2

2
‖y1 − y2‖∞ds

≤ L3 t
3

6
‖y1 − y2‖∞
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On commence à voir ce qu’il se passe : en intégrant sp, on obtient un tp+1

p+1
qui

vient s’ajouter au dénominateur déjà existant. En faisant p fois ce qu’on vient de
faire trois fois, on obtient par récurrence sur p :

|Ap(y1)(t)− Ap(y2)(t)| ≤ Lptp

p!
‖y1 − y2‖∞

d’où ‖Ap(y1)−Ap(y2)‖∞ ≤ (aL)p

p!
‖y1−y2‖∞. Or, quand p tend vers +∞, (aL)p

p!
tend

vers 0, donc pour p assez grand, (aL)p

p!
< 1 et Ap est contractante ! ! !

On peut donc appliquer le théorème de point fixe :Ap admet un unique point
fixe, qu’on note z. Un point fixe de A est point fixe de Ap, donc il est immédiat
que A admet au plus un point fixe. Il ne reste plus qu’à vérifier que z est point
fixe de A :

‖A(z)− z‖∞ = ‖A(Ap(z))− Ap(z)‖∞ = ‖Ap+1(z)− Ap(z)‖∞ ≤ c‖A(z)− z‖∞

avec c < 1 car Ap est contractante. Cela n’est possible que si ‖A(z) − z‖ = 0, i.e
A(z) = z, d’où le théorème.

Remarque . D’une certaine manière, le théorème est constructif : en itérant A à
partir d’une fonction quelconque, on est sûr de converger vers une solution. En
particulier, si on étudie l’équation :8<: y′(t) = y(t) pour tout t

y(0) = 1

en partant de la fonction y constante égale à 1, on obtient :

A(y)(t) = 1 + t

A2(y)(t) = 1 + t+
t2

2

A3(y)(t) = 1 + t+
t2

2
+
t3

6

et ainsi de suite, mais on sait que l’unique solution est la fonction exponentielle
d’où la formule :

ex =
∞X
n=0

xn

n!
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X. Les soirées

1 lundi 18 : les Médailles Fields, Martin Andler

Alfred Nobel, un industriel suédois, devenu riche grâce à la découverte de
la dynamite, a souhaité qu’un fonds spécial décerne en son nom, chaque an-
née, un prix à un chercheur de chaque discipline pour ses avancées. Les dis-
ciplines concernées sont la physique, la chimie, la médecine, la littérature et la
paix. Le prix Nobel d’économie, créé plus tard, a un statut un peu différent.
Toujours est-il qu’il n’a pas voulu décerner de prix aux mathématiciens. Les
raisons avancées sont diverses. La première est une jolie histoire : la femme de
Nobel l’aurait trompée avec un mathématicien. On sait aujourd’hui que c’est
faux, d’abord parce que Nobel n’était pas marié, ensuite parce qu’il n’existe au-
cun indice tendant à prouver que sa concubine ait eu une liaison quelconque.
La deuxième évoque un concurrent direct de Nobel à l’époque, le mathémati-
cien Mittag-Leffler ; Nobel aurait agi par jalousie. La troisième raison est la plus
probable, et peut-être la moins avantageuse pour les mathématiciens : Nobel a
souhaité récompenser la recherche dans ses applications possibles à l’humanité,
du moins celles qui sont directes. Quelle que soit la raison invoquée, le résultat
est le même : il n’y a pas de prix Nobel en mathématiques.

La création du congrès international des mathématiques

Dans la seconde moitié du XIXième siècle, une volonté émergea de la commu-
nauté mathématique dont l’effectif va croissant : celle de créer un congrès inter-
national des mathématiciens. Résistant aux difficultés liées à la montée des na-
tionalismes, le projet initial de l’allemand Georg Cantor, fut soutenu par Charles
Hermite et Henri Poincaré, de nationalité française. Le premier congrès eut lieu
en 1897 à Zà1

4
rich, en pays neutre.

Le congrès de 1900 à Paris est le plus célèbre car c’est celui dans lequel Hil-
bert proposa à toute la communauté la liste de ses 23 problèmes qui, d’après lui,
occuperaient une place centrale dans les mathématiques pour le siècle à venir.
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Les congrès se succédèrent tous les quatre ans, à Heidelberg, puis Rome, puis
Cambridge. Pas de congrès en 1916, et le congrès de 1920 eut lieu à Strasbourg,
mais les mathématiciens issus des pays de l’Alliance ne furent pas invités.

En 1924, New York refusa d’accueillir un congrès d’où les Allemands se-
raient exclus. Sur la proposition de John Fields, le congrès eut lieu à Toronto, où
il fut décidé de réintégrer les mathématiciens provenant des pays ayant perdu la
Guerre. Le congrès de Bologne en 1928 fut donc international, malgré l’absence
des Berlinois, sans doute vexés.

John Fields proposa, peu avant sa mort, de décerner un prix, à l’occasion de
chaque congrès, à deux mathématiciens encore en milieu de carrière (avec une
limite supérieure de quarante ans), contrairement au prix Nobel qui est plutôt
reçu en fin de carrière. Le nombre de médailles décernées passa ensuite de deux
à au plus quatre.

Les médaillés Fields de 2014 : qui sont-ils ?

Artur Avila est le plus jeune des lauréats (né en 1979), et pourtant il était déjà
pressenti pour la médaille Fields de 2010 ! Après une médaille d’or aux IMO
95 avec un score honorable (37/42), il fait ses études universitaires au Brésil,
à l’IMPA, où il soutient sa thèse en 2000. Son arrière-grand-directeur de thèse
était Stephen Smale, médaillé Fields 1966. Ceci tend à prouver que les médailles
Fields sont "héréditaires".

Avila étudie les systèmes dynamiques, la spécialité de l’IMPA. Il existe deux
types de systèmes dynamiques : ceux qui sont continus (comme le mouvement
des planètes), et ceux qui sont discrets (typiquement, des problèmes portants
sur les itérées successives d’une fonction). Les questions qu’on se pose sont
les mêmes : qu’arrive-t-il a très long terme ? Les planètes du système solaire
s’enfuieront-elles ? Ma fonction a-t-elle un comportement qui favorise les tra-
jectoires périodiques, ou le chaos ?

Né en 1974, Manjul Barghava est le plus vieux des lauréats. D’origine in-
dienne, il est né au Canada et a fait toutes ses études aux Etats-Unis. Son direc-
teur de thèse fut Andrew Wiles, célèbre pour avoir démontré la conjecture de
Fermat, qui était restée longtemps sans réponse.

Barghava est donc un spécialiste de la théorie des nombres. Les problèmes
auxquels ils s’intéressent sont, généralement, des problèmes de comptage de
solutions rationnelles à une équation polynômiale.

Par exemple, on sait que :

(x2 + y2)(x′2 + y′2) = (xx′ − yy′)2 + (xy′ + x′y)2 (X.1)
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Gauss avait remarqué au XIXième siècle pour calculer q1(x, y)q2(x′, y′) si q1 et
q2 sont des formes quadratiques plus générales.

Barghava a réussi, en réinterprétant ces formules de Gauss, à généraliser ces
résultats pour des expressions de degré plus grand !

Martin Hairer est né en 1976. Il est autrichien et a fait ses études à Genève.
C’est après sa thèse en physique qu’il s’est dirigé vers les mathématiques.

Il s’intéresse aux équations aux dérivées partielles stochastiques. Il s’agit
donc d’équations différentielles (comme celles que traite Avila : ce sont des sys-
tèmes dynamiques continus), avec des difficultés techniques (il s’agit plutôt de
prévoir l’évolution d’une vague que celle d’un point matériel). Le terme "sto-
chastique" signifie qu’on ajoute un terme aléatoire.

Maryam Mirzakhani est la première femme à recevoir la médaille Fields. De
nationalité iranienne, elle part à Harvard pour ses études supérieures après un
score brillant aux IMOs 94 (41/42) et 95 (42/42). Elle fait sa thèse là -bas, avec
McMullen, un autre médaillé Fields.

Ses travaux portent sur les surfaces de Riemann. Par exemple, la sphère, ou
bien des tores à un, deux ou plusieurs trous. Les surfaces de Riemann ont beau-
coup à voir avec les nombres complexes, car une telle surface (en dimension
2) est une courbe complexe (en dimension 1). Mais pour se faire, il faut "ou-
blier" la structure, plus riche, des complexes, pour ne regarder que la structure
réelle (Les surfaces de Riemann sont moins rigides que les courbes complexes).
Mirzakhani a notemment étudié les "géodésiques" des surfaces de Riemann,
autrement dit, le plus court chemin d’un point à un autre.

Qui a le plus de médailles Fields ?

En tout, ce sont les Etats-Unis qui rassemblent le plus de médaillés Fields (11
en tout). Cependant, une proportion assez large de médaillés Fields d’origine
étrangère travaillent aujourd’hui là -bas. La France atteint la deuxième place
avec 10 médaillés, puis viennent les pays de l’ex-URSS (comptés en commun
pour deux raisons, la première étant que les statistiques sont cumulées depuis
80 ans, la seconde étant la grande similitude qui persiste entre leurs systèmes
éducatifs.

Cependant, depuis 1990, les Etats-Unis n’ont produit que 2 médaillés Fields,
contre 6 en France et 7 dans les pays de l’ex-Union Soviétique.

C’est la Belgique qui compte le plus de médaillés Fields par habitant (un
pour cinq millions).
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2 mardi 19 : algèbre linéaire, Nicolas Ségarra

Conférence d’algèbre linéaire.

Introduction : Commençons par quelques rappels :
- Les ensembles couramment utilisés : N, Z, D, Q, R.
- Produit cartésien de deux ensembles A et B : A×B = {(x, y), x ∈ A, y ∈ B}.
- Intersection de deux ensembles A et B : A ∩B = {x, x ∈ A et x ∈ B}.
- Réunion de deux ensembles A et B : A ∪B = {x, x ∈ A ou x ∈ B}.
- Somme de deux ensembles A et B : A+B = {a+ b, a ∈ A, b ∈ B}.

I) Groupes et espaces vectoriels.

1) Groupes.

Définition. Un groupe est la donnée d’un ensemble G et d’une loi de composi-
tion interne notée ∗ définie de la manière suivante :

∗ : G×G −→ G

(x, y) 7−→ x ∗ y

et telle que (G, ∗) vérifie les trois propriétés suivantes :
(1) (Elément neutre) Il existe e dans G tel que ∀ x ∈ G, e ∗ x = x ∗ e = x.
(2) (Associativité) Pour tout x, y, z ∈ G, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) = x ∗ y ∗ z.
(3) (Elément inverse) Pour tout x dans G, il existe x′ dans G tel que : x ∗ x′ =

x′ ∗ x = e. On pourra noter : x′ = x−1 Ã ne pas confondre avec la notation
1

x
.

Si de plus ∀ x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗ x, on dit que la loi ∗ est commutative et que
(G, ∗) est un groupe commutatif ou abélien.

Exemples : (Z,+) est un groupe abélien. En effet, la loi + est bien une loi de
composition interne de Z × Z dans Z (la somme de deux entiers relatifs est un
entier relatif), 0 ∈ Z est élément neutre pour la loi +, + est associative et pour
tout x ∈ Z, il existe y ∈ Z tel que : x+ y = y + x = 0 : on prend y = −x. Enfin, la
loi + est commutative.

Par contre, (N,+) n’est pas un groupe. En effet, 2 ∈ N mais 2 n’a pas d’inverse
dans N muni de + car −2 /∈ N.

Propriétés. Soit (G, ∗) un groupe.
1) L’élément neutre de G est unique.
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2) L’inverse y d’un élément x de G est unique.
3) L’inverse de l’inverse de x est x.
4) Pour tous x,y ∈ G, (x ∗ y)−1 = y−1 ∗ x−1.
5) Pour tous x, y, z ∈ G, si x ∗ y = x ∗ z alors y = z.

Preuves.
1) Soient e et e′ deux éléments neutres de G.
e′ est élément neutre deG donc e′∗e = e∗e′ = e (c’est le point (1) de la définition
pour x = e).
e est élément neutre de G donc e ∗ e′ = e′ ∗ e = e′. Ainsi, e = e′.
2) Soit x ∈ G d’inverses : y ∈ G et z ∈ G.
On a alors : x ∗ y = e ainsi z ∗ x ∗ y = z ∗ e = z de plus, z ∗ x = e donc
z ∗ x ∗ y = e ∗ y = y ainsi y = z.
3) Soit x ∈ G.
On a : (x−1)−1 ∗ x−1 = e puisque (x−1)−1 est l’inverse de x−1.
De plus, x ∗ x−1 = e (car x est l’inverse de x−1) donc par unicité de l’inverse
(propriété 2), on a : x = (x−1)−1.
4) Soient x, y ∈ G. On note : x−1 ∈ G l’inverse de x et y−1 ∈ G celui de y.
On a : (x ∗ y)−1 ∗ (x ∗ y) = e donc : (x ∗ y)−1 ∗ (x ∗ y) ∗ y−1 = e ∗ y−1 = y−1.
Par associativité de ∗, on a : (x∗y)∗y−1 = x∗(y∗y−1) = x∗y∗y−1 = x. Dès lors, on
obtient : (x∗y)−1∗(x∗y)∗y−1 = (x∗y)−1∗x = y−1 ainsi, (x∗y)−1∗x∗x−1 = y−1∗x−1

donc : (x ∗ y)−1 = y−1 ∗ x−1.
5) Soient x, y, z ∈ G tels que : x ∗ y = x ∗ z. On a alors : x−1 ∗ x ∗ y = x−1 ∗ x ∗ z
donc y = z.

2) Espaces vectoriels.

Dans ce qui suit on notera K = R ou C (K est appelé : corps des scalaires).
Dans les exemples, on ne parlera que d’espaces vectoriels sur R.

Définition. On appelle K-espace vectoriel (ou espace vectoriel sur K) tout en-
semble non vide E muni de deux lois : + et × vérifiant :
1) (E,+) est un groupe commutatif (i.e : + est une loi de composition interne
de E × E dans E, + est associative, E possède un unique élément neutre, tout
élément de E a un unique inverse et + est commutative).
2) Pour tout (λ, µ) ∈ K2, pour tout x ∈ E, λ× (µ× x) = (λµ)× x et 1× x = x.
3) × est distributive par rapport Ã + dans E et dans K.

Les éléments d’un K-espace vectoriel sont appelés vecteurs et les éléments de K
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sont appelés scalaires.

Exemples.
1) Pour tout n ∈ N∗, Rn est un R-espace vectoriel.
2) R[X] : l’ensemble des polynÃ´mes Ã coefficients réels est un R-espace vecto-
riel.

Remarque : Rn est un espace vectoriel sur R de dimension finie et R[X] est un
R-espace vectoriel de dimension infinie. On étudiera par la suite la notion de
dimension d’un espace vectoriel.

En général, il est peu pratique de démontrer qu’un ensemble donné est un K-
espace vectoriel avec la définition, il est plus facile de montrer qu’un ensemble
est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.

Définition. Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-ensemble de E. On dit
que F est un sous-espace vectoriel de E (dorénavant abrégé : s.e.v) si F vérifie
les conditions suivantes :
1) 0 ∈ F .
2) ∀ x, y ∈ F , x+ y ∈ F (F est stable par addition).
3) ∀ x ∈ F , ∀ λ ∈ K, λx ∈ F (F est stable par la multiplication par un scalaire).

Remarques.
1) Tout s.e.v d’un K-espace vectoriel est un K-espace vectoriel.
2) Les points 2 et 3 de la définition peuvent être fusionnés en un seul : au lieu
de montrer que F est stable par addition et par multiplication par un scalaire,
on peut montrer que ∀ x, y ∈ F , ∀ λ, µ ∈ K, λx + µy ∈ F , autrement dit : que F
est stable par combinaisons linéaires.

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux s.e.v de E.
Alors, F +G et F ∩G sont des s.e.v de E.

Définition : sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs. SoientE
un K-espace vectoriel et e1, ..., en n vecteurs de E. On note V ect(e1, ..., en) le s.e.v
engendré par les vecteurs e1, ..., en : c’est l’ensemble des combinaisons linéaires

des ei, 1 ≤ i ≤ n. On peut écrire : x ∈ V ect(e1, ..., en) ⇔ x =
nP
i=1

λiei, λi ∈ K, ∀
i ∈ {1, ..., n}.

Exemple. On considère : E = R2 et F = {(x, y) ∈ R2 : x− y = 0}.

462



X. LES SOIRÉES 2. MARDI 19 : ALGÈBRE LINÉAIRE, NICOLAS SÉGARRA

On a : F = {(x, y) ∈ R2 : x = y} = {(x, x), x ∈ R} = {x(1, 1), x ∈ R} =

V ect{(1, 1)}.
Tous les vecteurs de F sont alors des combinaisons linéaires du vecteur (1, 1).

II) Applications linéaires.

Définition. Soient E et F deux K-espaces vectoriels.
On dit que f : E −→ F est linéaire si :
1) ∀ x, y ∈ E, f(x+ y) = f(x) + f(y).
2) ∀ x ∈ E, ∀ λ ∈ K, f(λx) = λf(x).
On note L(E,F ), l’ensemble des applications linéaires de E dans F .

Remarque. Les points 1 et 2 de la définition peuvent être fusionnés en un seul :
on dit que f est linéaire si : ∀ x, y ∈ E, ∀ λ, µ ∈ K, f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y).

Définitions. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f : E −→ F une appli-
cation linéaire.
1) On dit que f est surjective si ∀ y ∈ F , ∃ x ∈ E tel que : y = f(x).
2) On dit que f est injective si ∀ x, y ∈ E, f(x) = f(y)⇒ x = y.
3) On dit que f est bijective si f est injective et surjective.

Vocabulaire. Soit E un K-espace vectoriel.
Une application linéaire de E dans lui-même est appelée : endomorphisme de
E.
Une application linéaire bijective entre deux espaces vectoriels est un isomor-
phisme.
Un endomorphisme de E bijectif est un automorphisme de E.

Définition-propriété. Soit f : E −→ F une application linéaire.
On appelle image de f le s.e.v de F : Im f = f(E) = {f(x), x ∈ E}.

Définition-propriété. Soit f : E −→ F une application linéaire.
On appelle noyau de f le s.e.v de E : Ker f = f−1({0}) = {x ∈ E : f(x) = 0}.

Propriété.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f : E −→ F une application linéaire.
1) f est injective si et seulement si Ker f = {0}.
2) f est surjective si et seulement si Im f = F .

III) Familles de vecteurs et dimension d’un espace vectoriel.
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Définitions. Soit E un K-espace vectoriel.
1) On dit qu’une famille F = {e1, ..., en} (n ∈ N∗) de vecteurs de E est une
famille génératrice de E si tous les vecteurs de E peuvent s’écrire comme com-
binaisons linéaires des vecteurs de la famille F , i.e : ∀ x ∈ E, ∃(λ1, ..., λn) ∈ Kn

tel que : x = λ1e1 + ...+ λnen =
nP
i=1

λiei.

2) On dit qu’une famille F = {e1, ..., en} (n ∈ N∗) de vecteurs de E est une fa-
mille libre si on a : ∀ λ1, ..., λn ∈ K, λ1e1 + ...+λnen = 0⇒ λ1 = λ2 = ... = λn = 0.
On dit que les vecteurs e1, ..., en sont linéairement indépendants.
3) On dit qu’une famille B = (e1, ..., en) de vecteurs de E est une base de E si
elle est libre et génératrice de E.
4) On dit que E est de dimension finie si E admet une famille génératrice finie.

Théorème de la base incomplète. Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie et non réduit Ã {0}. Soient {`1, ..., `p} une famille libre deE et {g1, ..., gq} une
famille génératrice de E.
Alors il existe un entier n ≥ p et une base (e1, ..., en) de E tels que :
1) pour tout i ≤ p, on a : ei = `i ;
2) pour tout i > p, on a : ei ∈ {g1, ..., gq}.

Démontrons le théorème de la base incomplète ! Pour ce faire, nous allons com-
mencer par démontrer une propriété intermédiaire.

Propriété. Si {`1, ..., `p} est une famille libre de E (E étant un K-espace vecto-
riel) et si u est un vecteur de E alors u est combinaison linéaire de `1, ..., `p si et
seulement si la famille {`1, ..., `p, u} est liée.

Démonstration. Le sens direct repose sur la définition d’une famille liée.
Réciproquement, supposons que la famille {`1, ..., `p, u} est liée alors il existe
λ1, ..., λp+1 ∈ K tels que : λ1`1 + ... + λp`p + λp+1u = 0 et l’un de ces coefficients
au moins n’est pas nul. Si λp+1 = 0 alors on obtient une combinaison linéaire de
`1, ..., `p nulle où au moins l’un des λi, 1 ≤ i ≤ p est non nul donc ceci contre-
dit la liberté de la famille {`1, ..., `p}. Donc λp+1 6= 0 et alors on peut écrire :

u = − λ1

λp+1

`1 − ...−
λp
λp+1

`p ainsi, u est combinaison linéaire de `1, ..., `p.

Démonstration du théorème de la base incomplète. Distinguons deux cas.
1er cas : On suppose que dans ce cas, tous les vecteurs de {g1, ..., gq} sont com-
binaison linéaire des vecteurs de la famille {`1, ..., `p}. Si u est un vecteur quel-
conque deE alors il est combinaison linéaire des vecteurs g1, ..., gq donc des vec-
teurs `1, ..., `p. Autrement dit : la famille {`1, ..., `p} est génératrice de E. Comme
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cette dernière famille est libre, c’est une base de E et donc n = p.

2ème cas : on suppose qu’il existe un vecteur gj de la famille {g1, ..., gq} qui n’est
pas combinaison linéaire des vecteurs `1, ..., `p donc par la propriété précédente,
la famille {`1, ..., `p, gj} est libre. Soit alors n le plus grand entier, nécessairement
compris entre p+ 1 et p+ q, tel qu’il existe une famille libre {e1, ..., en} vérifiant :
1) pour tout i ≤ p, ei = `i.
2) pour tout i > p, ei ∈ {g1, ..., gq}.
Montrons alors que {e1, ..., en} est une base de E. Il suffit de montrer que cette
famille est génératrice puisque par construction elle est libre. Par définition de
n, en ajoutant n’importe quel vecteur de {g1, ..., gq} Ã {e1, ..., en}, on obtient une
famille liée. Autrement dit, tout vecteur de {g1, ..., gq} est combinaison linéaire
des vecteurs e1, ..., en. Puisque tout vecteur de E est combinaison linéaire des
vecteurs de la famille {g1, ..., gq} alors tout vecteur de E est aussi combinaison
linéaire des vecteurs de la famille {e1, ..., en} donc la famille {e1, ..., en} est géné-
ratrice de E.

Corollaire. Tout espace vectoriel de dimension finie et non réduit Ã {0} admet
au moins une base.

Démonstration. Soit E un K-espace vectoriel non réduit Ã {0} et de dimension
finie.
Comme E 6= {0}, il existe au moins un vecteur ` ∈ E tel que ` 6= 0. Donc la
famille {`} est libre. De plus, E est de dimension finie donc il a une famille
génératrice : {g1, ..., gq} finie. L’existence d’une base de E est alors une consé-
quence du théorème de la base incomplète.

Remarque. Le théorème de la base incomplète affirme que l’on peut obtenir une
base en ajoutant des éléments d’une famille génératrice Ã une famille libre. La
base obtenue aura donc au moins autant d’éléments que la famille libre consi-
dérée. De cette remarque, découle la propriété ci-dessous :

Propriété (admise). Soit E un K-espace vectoriel non réduit Ã {0} et de dimen-
sion finie.
Soient (e1, ..., en) une base de E et {`1, ..., `p} une famille libre de E. Alors p ≤ n.

Théorème. Toutes les bases d’un K-espace vectoriel de dimension finie et non
réduit Ã {0} ont le même nombre d’éléments.
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Démonstration. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et non réduit Ã
{0}.
Soient B1 = (e1, ..., en) et B2 = (f1, ..., fp) deux bases de E. Montrons que n = p.
Puisqu’en particulierB1 est une famille libre etB2 est une base deE, on a : n ≤ p

mais B1 est une base de E et B2 est une famille libre donc p ≤ n. Ainsi, n = p.

Définition. Etant donnéE : un K-espace vectoriel de dimension finie, non réduit
Ã {0}, le nombre d’éléments de chacune des bases de E est appelé : dimension
de E. On note dim E la dimension de l’espace vectoriel E.

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n ≥ 1. Soit F un s.e.v
de E.
Alors dimF ≤ n et dimF = n si et seulement si F = E.

Preuve. Pour montrer que dimF ≤ n, supposons par l’absurde que dimF > n.
Alors, il existe n + 1 vecteurs libres appartenant Ã F . Comme F est un s.e.v de
E, il existe alors n+1 vecteurs linéairement indépendants dansE, ce qui contre-
dit le fait que dimE = n. Donc dimF ≤ n.
Si F = E alors il est évident que dimF = dimE = n. Supposons maintenant
que dimF = n. Alors F admet une base composée de n élements : (f1, ..., fn).
Comme F est un s.e.v de E, les vecteurs f1, ..., fn appartiennent Ã E. Ainsi, E
admet n vecteurs linéairement indépendants. De plus, comme dimE = n, toutes
les bases de E ont n éléments. Puisque la famille {f1, ..., fn} est libre, on peut la
compléter en une base de E qui doit avoir n éléments. La famille {f1, ..., fn}
ayant n éléments, on en déduit que c’est une base de E. Ainsi, toute base de F
est une base de E donc F = E.

Théorème du rang (en dimension finie). Soient E et F deux K-espaces vecto-
riels de dimensions finies et f : E −→ F une application linéaire. Alors :

rgf + dim Ker f = dimE

où rgf désigne le rang de f , i.e : la dimension de l’image de f .

IV) Exercices.

Exercice 1.

On se place dans E = R2 (qui est un R-espace vectoriel).
Soit F = {(x, y) ∈ R2 : x + y = 0}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel
de E.
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Solution de l’exercice 1. On a bien sÃ»r : (0, 0) ∈ F .
Soient λ, µ ∈ R, u = (x, y) et v = (x′, y′) ∈ F .
On a : λu+ µv = (λx+ µx′, λy+ µy′). Montrons que λu+ µv ∈ F i.e : λx+ µx′ +

λy + µy′ = 0.
Comme, u et v appartiennent Ã F , on a : x + y = 0 et x′ + y′ = 0. On a alors :
λx+ µx′ + λy + µy′ = λ(x+ y) + µ(x′ + y′) = 0 donc λu+ µv ∈ F donc F est un
sous-espace vectoriel de E.

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux s.e.v de E.
Alors, F +G et F ∩G sont des s.e.v de E.

Exercice 2.
1) Démontrer la propriété précédente.
2) On reprend les notations de la propriété précédente.
L’ensemble F ∪G est-il toujours un s.e.v de E ?

Solution de l’exercice 2.
1) Montrons que F +G est un s.e.v de E.
DéjÃ , (0, 0) = (0, 0) + (0, 0) et (0, 0) appartient Ã F et Ã G donc il appartient Ã
F +G.
Soient λ, µ ∈ K, u, v ∈ F + G. Montrons que λu + µv ∈ F + G i.e : que λu + µv

peut s’écrire comme somme d’un élément de F et d’un élément de G. Comme
u et v appartiennent Ã F + G, on en déduit qu’il existe u1, v1 ∈ F et u2, v2 ∈ G
tels que : u = u1 + u2 et v = v1 + v2. Dès lors, λu+µv = λ(u1 + u2) +µ(v1 + v2) =

λu1 + µv1 + λu2 + µv2. Comme u1, v1 ∈ F , λ, µ ∈ K et F est un s.e.v de E, on
a : λu1 + µv1 ∈ F . De même, on montre que : λu2 + µv2 ∈ G. Donc λu + µv

s’écrit bien comme une somme d’un élément de F et d’un élément de G donc il
appartient Ã F +G. Ainsi, F +G est un s.e.v de E.
Montrons que F ∩G est un s.e.v de E.
0 ∈ F et 0 ∈ G donc 0 ∈ F ∩G.
Soient λ, µ ∈ K, u, v ∈ F ∩ G. Alors u ∈ F et v ∈ F donc λu + µv ∈ F car F est
un s.e.v de E. De plus, u ∈ G et v ∈ G, donc λu + µv ∈ G car G est un s.e.v de
E. Ainsi, λu+ µv ∈ F ∩G. Donc F ∩G est un s.e.v de E.
2) Soient F = V ect{(1, 0)} et G = V ect{(0, 1)}. F et G sont deux sous-espaces
vectoriels de R2. On a : (1, 0) ∈ F donc (1, 0) ∈ F ∪ G et (0, 1) ∈ G donc
(0, 1) ∈ F ∪ G mais : (1, 0) + (0, 1) = (1, 1) /∈ F ∪ G car (1, 1) /∈ F et (1, 1) /∈ G.
Donc F ∪G n’est pas toujours un s.e.v de E.

Exercice 3.
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On note : E = R3.
On considère les ensembles F et G tels que : F = {(x, y, z) ∈ R3 : x + y + z = 0,
x+ y = 0} et G = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ 2y − 3z = 0}. Déterminer les vecteurs qui
engendrent F et ceux qui engendrent G.

Solution de l’exercice 3. On a : F = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0, y = −x, x = x} =

{(x,−x, 0), x ∈ R} = {x(1,−1, 0), x ∈ R} = V ect{(1,−1, 0)}.
Par ailleurs, G = {(x, y, z) ∈ R3 : x = −2y + 3z, y = y, z = z} = {(−2y +

3z, y, z), y, z ∈ R} = {(−2y, y, 0) + (3z, 0, z), y, z ∈ R} = V ect{(−2, 1, 0), (3, 0, 1)}.

Propriété.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f : E −→ F une application linéaire.
1) f est injective si et seulement si Ker f = {0}.
2) f est surjective si et seulement si Im f = F .

Exercice 4. Démontrer les points 1 et 2 de la propriété précédente.

Solution de l’exercice 4.
1) Sens direct : suppons que f est injective et montrons que Ker f = {0}. Soit
x ∈ Ker f alors f(x) = 0 = f(0) donc x = 0 par injectivité de f .
Réciproque : supposons que Ker f = {0} et montrons que f est injective. Soient
x, y ∈ E tels que : f(x) = f(y) ⇒ f(x − y) = 0 (par linéarité de f ) ainsi,
x− y ∈ Ker f mais comme Ker f = {0}, on en déduit que x− y = 0⇒ x = y.
2) Sens direct : f est surjective donc ∀ y ∈ F , ∃x ∈ E tel que : y = f(x) mais
par la définition de l’image de f , on a directement : y ∈ Im f . Donc F ⊂ Im f

(et l’autre inclusion étant claire car Im f est un s.e.v de F ), on en déduit que
Im f = F .
Réciproque : supposons que Im f = F alors par définition de l’image, ∀ y ∈ Im f ,
∃x ∈ E tel que : y = f(x), comme Im f = F , on en déduit que ∀ y ∈ F , ∃x ∈ E
tel que : y = f(x). Donc f est surjective.

Exercice 5. On considère l’application suivante :

f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x+ y, 2x+ 2y)

1) Montrer que f est un endomorphisme de R2.
2) Déterminer Im f et Ker f .
3) L’application linéaire f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?
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Solution de l’exercice 5. Voici une proposition de rédaction. Bien sÃ»r, ce n’est pas
la seule, on aurait pu utiliser le théorème du rang ou raisonner avec des bases :
on montrera ces deux façons de rédiger dans d’autres exos.
1) Soient λ, µ ∈ R et u = (x, y), v = (x′, y′) ∈ R2.
On a : f(λu+ µv) = f(λx+ µx′, λy + µy′) = (λx+ µx′ + λy + µy′, 2(λx+ µx′) +

2(λy + µy′)) = (λ(x+ y), λ(2x+ 2y)) + (µ(x′ + y′), µ(2x′ + 2y′)) = λf(u) + µf(v)

donc f est linéaire.
f est une application linéaire de R2 dans R2 donc f est un endomorphisme de
R2.
2) Déterminons Im f : soit v = (a, b) ∈ Im f ⇒ ∃u = (x, y) ∈ R2, v = f(u) ⇒8<:x+ y = a

2x+ 2y = b
⇒

8<:x+ y = a

b = 2a
ainsi, on obtient que : si v = (a, b) ∈ Im f , alors

b = 2a. Réciproquement, si (a, b) vérifie : b = 2a alors f(2a,−a) = (a, b) donc
(a, b) ∈ Im f . Ainsi, Im f = V ect{(1, 2)}.

Déterminons Ker f : soit u = (x, y) ∈ Ker f ⇔ f(x, y) = 0⇔

8<:x+ y = 0

2x+ 2y = 0
⇔8<:y = −x

x = x
.

En conclusion, on a : Ker f = V ect{(1,−1)}.
3) On a : Ker f 6= {0} et Im f 6= R2 donc f n’est ni injective, ni surjective, ni
bijective.

Exercice 6.
Soient e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) et e3 = (0, 0, 1) trois vecteurs de R3.
Montrer que les vecteurs e1, e2 et e3 forment une base de R3.

Solution de l’exercice 6. Montrons que la famille {e1, e2, e3} est génératrice de R3

puis libre.
Soit u = (x, y, z) ∈ R3. On écrit : u = xe1 + ye2 + ze3 donc tout vecteur de R3

s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs e1, e2 et e3, ce qui prouve que la
famille {e1, e2, e3} est génératrice de R3. Montrons maintenant que cette famille
est libre : soit λe1 + µe2 + γe3 = (0, 0, 0), λ, µ, γ ∈ R. On a immédiatement :
λ = µ = γ = 0 donc la famille {e1, e2, e3} est libre.
La famille {e1, e2, e3} est libre et génératrice de R3 donc c’est une base de R3.

Exercice 7.
Soit F = {(x, y, z) ∈ R3 : x + y + z = 0} un s.e.v de R3. Déterminer une base de
F puis la dimension de F .
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Solution de l’exercice 7. On écrit : F = {(x, y, z) ∈ R3 : x = −y− z, y = y, z = z} =

{(−y−z, y, z), y, z ∈ R} = {(−y, y, 0)+(−z, 0, z), y, z ∈ R} = V ect{(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)}.
Cette écriture nous permet de déduire que la famille {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)} est
génératrice de F . On remarque de plus que cette famille est libre. Ainsi, c’est
une base de F . Comme elle comporte 2 éléments, on en déduit que F est de
dimension 2 (il s’agit alors d’un plan vectoriel).

Exercice 8.
On considère l’application :

f : R3[X] −→ R4[X]

P (X) 7−→ XP (X)

où Rn[X] désigne l’ensemble des polynÃ´mes Ã coefficients réels de degré infé-
rieur ou égal Ã n (n étant un entier naturel non nul).

1) Montrer que f est une application linéaire.
2) On note : Pi(X) = X i, ∀ i ∈ N.
On admet que P0(X), P1(X), P2(X) et P3(X) forment une base de R3[X] et que
P0(X), P1(X), P2(X), P3(X) et P4(X) forment une base de R4[X]. Quelle est la
dimension de R3[X] ? Quelle est la dimension de R4[X] ?
3) Calculer f(Pi(X)), ∀ 0 ≤ i ≤ 3.
4) Démontrer la propriété suivante : soient E et F deux K-espaces vectoriels de
dimensions finies (supérieures ou égales Ã 1) et f : E −→ F une application
linéaire. Alors, l’image d’une base de E est une famille génératrice de Im f .
Déduire de cette propriété une base puis la dimension de Im f (où f est l’appli-
cation linéaire définie au début de l’exo).
5) Déduire de la question précédente que f est injective.
6) L’application linéaire f est-elle bijective ?

Solution de l’exercice 8.
1) Soient λ, µ ∈ R, P , Q ∈ R3[X].
f(λP +µQ) = X(λP +µQ)(X) = X(λP (X) +µQ(X)) = λXP (X) +µXQ(X) =

λf(P ) + µf(Q).
Donc f est linéaire.
2) Avec les indications de l’énoncé, on a immédiatement : dim(R3[X]) = 4 et
dim(R4[X]) = 5.
3) On a : f(Pi(X)) = X i+1 = Pi+1(X) ∀ 0 ≤ i ≤ 3.
4) Notons n = dimE. Soit BE = (e1, ..., en) une base de E. Montrons que :
{f(e1), ..., f(en} est une famille génératrice de Im f . Soit y ∈ Im f alors ∃x ∈ E
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tel que : y = f(x). Comme x ∈ E et queBE est une base deE, il existe un unique

n-uplet de scalaires : (λ1, ..., λn) ∈ Kn tel que : x = λ1e1 + ... + λnen =
nP
i=1

λiei.

On a alors : y = f(x) = λ1f(e1) + ... + λnf(en) (par linéarité de f ) i.e : y =

f(x) =
nP
i=1

λif(ei). Ainsi, tout y ∈ Im f s’écrit comme combinaison linéaire des

vecteurs : f(e1), f(e2), ..., f(en) donc la famille {f(e1), ..., f(en} est une famille
génératrice de Im f .
On rappelle que : P0(X), P1(X), P2(X) et P3(X) forment une base de R3[X] et
que : f(Pi(X)) = X i+1 = Pi+1(X) ∀ 0 ≤ i ≤ 3 ainsi (en utilisant le résultat
que nous venons de démontrer), on en déduit que la famille {P1, P2, P3, P4} est
une famille génératrice de Im f . Comme cette famille est libre puisque les po-
lynÃ´mes P0(X), P1(X), P2(X), P3(X) et P4(X) sont libres (ils forment une base
de R4[X]), on en déduit que c’est une base de Im f et donc dim(Im f) = 4.
5) Par le théorème du rang, on a : dim(Ker f) = 0 donc Ker f = {0} donc f est
injective.
6) L’application linéaire f n’est pas surjective (car dim(Im f) 6= dim(R4[X])) donc
elle n’est pas bijective.

Exercice 9.
On note E l’espace vectoriel des suites réelles (un)n∈N vérifiant : ∀ n ∈ N, un+2 =

un+1 + un.
1) Déterminer les deux suites géométriques non nulles, notées (an) et (bn) avec
a0 = b0 = 1 qui appartiennent Ã E.
2) Montrer que les suites (an) et (bn) forment une base de E et en déduire la
dimension de E.
3) Soit (Fn) la suite de E telle que : F0 = 0 et F1 = 1.
Déterminer, Ã l’aide des questions précédentes, le terme général de la suite
(Fn). De quelle suite s’agit-il ?

Solution de l’exercice 9.
1) Soit (un) une suite géométrique non nulle de raison q, appartenant Ã E et
telle que u0 = 1.
On peut écrire : ∀ n ∈ N, un = qn. Comme la suite (un) appartient Ã E, on a :
un+2 = un+1+un ⇒ qn+2 = qn+1+qn ⇒ q2−q−1 = 0 (en simplifiant par qn 6= 0 car q 6= 0)

d’où : q =
1−
√

5

2
ou q =

1 +
√

5

2
. Réciproquement, les suites (an) et (bn) telles

que pour tout entier naturel n, an =

 
1 +
√

5

2

!n
et bn =

 
1−
√

5

2

!n
appar-

tiennent Ã E.
2) Montrons d’abord que les suites (an) et (bn) sont libres. Soit : ∀ n ∈ N,
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λan + µbn = 0, λ, µ ∈ R.

En prenant n = 0 puis n = 1, on obtient le système suivant :

8><>:λ+ µ = 0

λ

 
1 +
√

5

2

!
+ µ

 
1−
√

5

2

!
= 0

,

on résout ce système et on obtient : λ = µ = 0. Ainsi, les suites (an) et (bn) sont
libres.
Montrons que ces deux suites engendrent E. Soit (un) une suite appartenant Ã
E.
On prouve l’égalité suivante par récurrence (on trouve cette égalité en trouvant
λ et µ ∈ R tels que : un = λan + µbn. Pour trouver λ et µ, on prend n = 0 puis
n = 1 et on résout le système obtenu) :

un =

  √
5− 1

2
√

5

!
u0 +

u1√
5

! 
1 +
√

5

2

!n
+

 
− u1√

5
+

 
1 +
√

5

2
√

5

!
u0

! 
1−
√

5

2

!n
(*).
La récurrence que l’on fait ici est une récurrence d’ordre 2 : pour démontrer
cette formule (nommée (*)) au rang n + 2, on a besoin de la formule au rang n
et au rang n+ 1 (et on utilisera le fait que : un+2 = un+1 + un). Ainsi, on procède
de la manière suivante : on vérifie d’abord (*) pour n = 0 et pour n = 1.
Puis, on suppose que l’on a l’égalité (*) aux rangs n et n+ 1 et on prouve par un
calcul que (*) est vraie au rang n + 2. (On ne détaille pas les calculs car ils sont
assez indigestes).
On a trouvé des réels λ et µ tels que ∀ n ∈ N, un = λan + µbn donc les suites (an)

et (bn) engendrent E.
Ainsi, ces deux suites forment une base de E et on en déduit que dimE = 2.
3) La suite (Fn) appartient Ã E et les suites (an) et (bn) forment une base de E
donc il existe un unique couple de réels (λ, µ) tel que : ∀ n ∈ N, Fn = λan + µbn.
En prenant n = 0 puis n = 1, on obtient un système que l’on résout et on trouve :

λ =
1√
5

et µ = − 1√
5

. On retrouve alors le terme général de la suite de Fibonacci

très connue !

Exercice 10. On considère l’ensemble F = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y − 2z = 0}.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.

Solution de l’exercice 10. On a bien sÃ»r : (0, 0, 0) ∈ F .
Soient λ, µ ∈ R, u = (x, y, z), v = (x′, y′, z′) ∈ F . Montrons que λu+ µv ∈ F .
Comme, u, v ∈ F , on a : x + y − 2z = 0 et x′ + y′ − 2z′ = 0. On a : λu + µv =

(λx+ µx′, λy + µy′, λz + µz′).
On calcule : λx+µx′+λy+µy′−2(λz+µz′) = λ(x+y−2z)+µ(x′+y′−2z′) = 0.
Ainsi, λu+ µv ∈ F donc F est un s.e.v de R3.
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Exercice 11. On considère l’ensemble appelé E des polynÃ´mes Ã coefficients
réels de degré inférieur ou égal Ã 3 tels que P (1) = 0.
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3[X]. (On rappelle que R3[X]

est l’ensemble des polynÃ´mes Ã coefficients réels de degré inférieur ou égal Ã
3 et que c’est un R-espace vectoriel).

Solution de l’exercice 11. Il est clair que le polynÃ´me nul appartient Ã E.
Soient λ, µ ∈ R, P , Q ∈ E. On a alors : P (1) = Q(1) = 0. Montrons que
λP+µQ ∈ E i.e que : (λP+µQ)(1) = 0. On a : (λP+µQ)(1) = λP (1)+µQ(1) = 0

donc λP + µQ ∈ E et E est un s.e.v de R3[X].

Exercice 12. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n (n étant un entier
supérieur ou égal Ã 1) et f un endomorphisme de E.
1) Montrer que si Ker f = {0} alors f est injective puis montrer que f est bijec-
tive.
2) En déduire que f est bijective si et seulement si Ker f = {0}.
3) Montrer que si Im f = E alors f est surjective puis montrer que f est bijective.
4) En déduire que f est bijective si et seulement si Im f = E.
5) Donner alors deux conditions suffisantes pour montrer qu’un endomorphisme
de E (E étant un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1) est bijectif.

Solution de l’exercice 12.
1) La preuve de : "Ker f = {0} ⇒ f est injective" est donnée dans la solution de
l’exercice 4. En utilisant le théorème du rang, on déduit que l’image de f est de
dimension n = dimE. De plus, l’image de f est un s.e.v de E donc Im f = E.
Ainsi, f est surjective. L’application linéaire f est surjective et injective donc elle
est bijective.
2) Si f est bijective alors elle est injective donc Ker f = {0}. Réciproquement, si
f est injective, alors f est bijective d’après la question 1.
3) La preuve de : "Im f = E ⇒ f est surjective" est donnée dans la solution
de l’exercice 4. Comme pour la question 1, on utilise le théorème du rang pour
montrer que dim(Ker f) = 0 donc Ker f = {0} donc f est injective. Comme f est
aussi surjective, f est bijective.
4) f est bijective donc elle est surjective donc Im f = E. Réciproquement, si
Im f = E alors, d’après la question 3, f est bijective.
5) Ainsi, pour montrer qu’un endomorphisme de E est bijectif, il suffit de mon-
trer que son image est égale Ã l’espace E tout entier ou que son noyau est le
singleton {0}.

473



X. LES SOIRÉES 2. MARDI 19 : ALGÈBRE LINÉAIRE, NICOLAS SÉGARRA

Exercice 13. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et f : E −→ R
une application linéaire. L’application f est appelée : forme linéaire. L’objectif
de cet exercice est de montrer que le noyau de f , si f est non nulle, est un hy-
perplan inclus dans E, un hyperplan de E étant un espace de dimension : n− 1.
Dans les questions 1 Ã 3, on suppose que l’application linéaire f est non identi-
quement nulle.
1) Traduire Ã l’aide de quantificateurs la phrase : "l’application linéaire f est
non identiquement nulle".
2) Déterminer le rang de l’application linéaire f et en déduire Im f .
3) En déduire la dimension de Ker f et conclure.
4) On suppose que f est l’application linéaire nulle. Déterminer Ker f et Im f .

Solution de l’exercice 13.
1) La phrase : "l’application linéaire f est non identiquement nulle" peut être
traduite par : ∃x0 ∈ E, f(x0) 6= 0.
2) L’image de f est un s.e.v de R donc on a : dim(Im f) = 0 ou dim(Im f) =

1. Comme f est non identiquement nulle, son image ne peut être réduite au
singleton {0} donc la dimension de Im f ne peut pas être nulle. Ainsi, on a :
dim(Im f) = 1 et alors : Im f = R.
3) D’après le théorème du rang, on a : dim(Ker f) = n − 1 donc le noyau de f
est un hyperplan inclus dans E.
4) Si f est l’application linéaire nulle, son image est le singleton {0} et alors,
d’après le théorème du rang, son noyau est de dimension n = dimE. De plus,
comme Ker f est un s.e.v de E, on en déduit que Ker f = E.

Exercice 14. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies res-
pectives n et p (n, p ≥ 1) et f : E −→ F une application linéaire.
1) Dans cette question uniquement, on suppose que n > p. L’application linéaire
f peut-elle être injective ?
2) Dans cette question uniquement, on suppose que n < p. L’application linéaire
f peut-elle être surjective ?
Indication : on pourra raisonner par l’absurde.
3) On suppose enfin que n = p. L’application linéaire f peut-elle être bijective ?

Solution de l’exercice 14.
1) L’image de f est un s.e.v de F donc dim(Im f) ≤ dimF ⇒ dim(Im f) ≤ p. Ap-
pliquons le théorème du rang : dimE = dim(Im f)+dim(Ker f)⇒ dim(Ker f) ≥
n−p > 0 donc en particulier : dim(Ker f) 6= 0. Ainsi, Ker f 6= {0} donc f ne peut
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pas être injective.
2) Supposons par l’absurde qu’il existe une telle application linéaire f surjective.
Alors, on a d’après le théorème du rang : n = p + dim(Ker f) ⇒ dim(Ker f) =

n − p < 0, c’est absurde ! Ainsi, il n’existe pas d’application linéaire surjective
de E dans F lorsque dimE < dimF .
3) Oui, f peut être bijective si n = p. Par exemple : l’application linéaire f :

R1[X] −→ R2 telle que : pour tout polynÃ´me P ∈ R1[X], f(P ) = (P (0), P (1))

(on rappelle que R1[X] est l’ensemble des polynÃ´mes Ã coefficients réels de
degré inférieur ou égal Ã 1). On a : dim(R1[X]) = dim(R2) = 2 et f est bijective !
(Il suffit de montrer qu’elle est injective par exemple et on aura la surjectivité
avec le théorème du rang !).

Exercice 15. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels et f : E −→ F et g :

F −→ G deux applications linéaires. Démontrer que g ◦ f = 0⇔ Im f ⊂ Ker g.

Solution de l’exercice 15. Montrons d’abord le sens direct : supposons alors que
g ◦ f = 0.
Soit y ∈ Im f alors il existe x ∈ E tel que y = f(x). En appliquant g Ã cette
égalité, on obtient : g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = 0 (puisque g ◦ f = 0). Ainsi,
y ∈ Ker g. D’où, Im f ⊂ Ker g.
Réciproquement, supposons que Im f ⊂ Ker g et montrons que g ◦ f = 0.
∀ x ∈ E, (g ◦f)(x) = g(f(x)). Comme x ∈ E, f(x) ∈ Im f mais alors f(x) ∈ Ker g

car Im f ⊂ Ker g. Ainsi, ∀ x ∈ E, g(f(x)) = 0. Par conséquent, g ◦ f = 0.

Exercice 16. Soient E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E.
Montrer que Ker(f) = Ker(f 2)⇔ Im f ∩Ker f = {0}.

Solution de l’exercice 16. Sens direct : supposons que Ker(f) = Ker(f 2).
Soit y ∈ Im f ∩ Ker f ⇒ y ∈ Im f et y ∈ Ker f . Comme y ∈ Im f , il existe
x ∈ E tel que : y = f(x). Comme y ∈ Ker f , f(y) = 0. Ainsi, on en déduit que
f(y) = f 2(x) = 0. Donc x ∈ Ker(f 2). Or, Ker(f) = Ker(f 2) donc x ∈ Ker f ainsi,
f(x) = 0. Par conséquent, y = 0 et Im f ∩Ker f = {0}.
Réciproquement, supposons que Im f ∩ Ker f = {0}. Montrons que Ker(f) =

Ker(f 2).
Pour la première inclusion, soit x ∈ Ker(f) alors f(x) = 0 ⇒ f(f(x)) = f(0) =

0⇒ f 2(x) = 0. Donc x ∈ Ker(f 2). Ainsi, Ker(f) ⊂ Ker(f 2) (remarque : cette pre-
mière inclusion est toujours vraie, pour n’importe quelle application linéaire !).
Pour la seconde inclusion, soit y ∈ Ker(f 2) alors f 2(y) = 0 ⇒ f(f(y)) = 0 donc
f(y) ∈ Ker f . De plus, f(y) ∈ Im f donc f(y) ∈ Im f ∩Ker f mais Im f ∩Ker f =
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{0} donc f(y) = 0 ainsi, y ∈ Ker f . Par conséquent, Ker(f 2) ⊂ Ker f . Finalement,
on a bien : Ker(f) = Ker(f 2).

3 mercredi 20 : noms de famille, Thomas Budzinski

Votre nom de famille est-il voué à disparaître ?

Données du problème

Modèle étudié But : on cherche à estimer la probabilité que la descendance
d’un individu finisse par s’éteindre. Si on s’intéresse au nom de famille, il suffit
de ne prendre en compte que les garçons.

Hypothèses :
. On connaît la probabilité qu’un individu ait 0 enfant, 1 enfant, 2 enfants

etc... On note pi la probabilité d’avoir i enfants.
. Une fois qu’un individu s’est reproduit, chacun de ses enfants se reproduit

indépendamment, avec les mêmes probabilités que le parent.

Remarque . Ces hypothèses posent problème à très long terme, mais semblent
raisonnables sur 10 à 20 générations...

Statistiques utilisées

La proportion des individus ayant 0 enfant est de 17%.

1 enfant est de 18%.

2 enfants est de 37%.

3 enfants est de 20%.

au moins 4 enfants est de 8%.

Source : étude de l’INSEE, portant sur les personnes nées entre 1961 et 1965 et
vivant en France en 2011.

. On prend donc p0 = 0.17, p1 = 0.18, p2 = 0.37, p3 = 0.2, p4 = 0.06 et
p5 = 0.02.
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Et pour le nombre de garçons ?

. On note qi la probabilité d’avoir i garçons.

. Par exemple, si un individu a 3 enfants, la probabilité qu’il ait exactement
1 garçon est de 3

8
, donc la probabilité d’avoir 3 enfants dont 1 garçon est

3
8

x 0.2 = 0.075. On peut faire le même calcul pour tous les cas...
. On obtient finalement q0 = 0.38, q1 = 0.37, q2 = 0.19, q3 = 0.05 et q4 = 0.01

Calcul de la probabilité d’extinction

La suite (un)

. On note un la probabilité qu’un individu n’ait pas de descendants à la n-
ième génération.

. Par exemple, u0 = 0 et u1 = p0.

. La suite (un) est croissante, i.e un ≤ un+1 pour tout n (car si on n’a pas de
descendants à la génération n, alors on n’en a pas non plus à la génération
n+ 1). Elle est aussi majorée par 1, donc elle converge.

. On admet que la probabilité que la descendance s’éteigne un jour est la
limite de la suite u. C’est une conséquence des axiomes de la théorie de la
mesure.

Comment calculer un ?

. Dire qu’un individu n’a pas de descendants à la génération n + 1 revient
à dire qu’aucun de ses enfants n’a de descendants à la génération n.

. La probabilité d’avoir i enfants et qu’aucun d’entre eux n’ait de descen-
dant à la génération n vaut piuin.

. On en déduit un+1 = p0 + p1un + p2u
2
n + ...+ p5u

5
n = f(un) avec :

f(x) = 0.17 + 0.18x+ 0.37x2 + 0.2x3 + 0.06x4 + 0.02x5

. Si on s’intéresse au nom de famille, on obtient la même chose en rempla-
çant f par :

g(x) = 0.38 + 0.37x+ 0.19x2 + 0.05x3 + 0.01x4

Etude de suites récurrentes du type un+1 = f(un)
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x

f(x)

0

1

1u0 u1u2 u3u4

Comportement de (un)

x

f(x)

0

1

10.24

Et si on ne garde que les garçons ?

x

g(x)

0

1

1
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Conclusion

. Votre descendance a 76% de chances de se perpétuer indéfiniment.

. De plus, ` − u3 < 0.01. Autrement dit, si vous avez des arrières-petits
enfants, votre descendance a près de 99% de chances de se perpétuer.

. Votre nom de famille semble malheureusement condamné à s’éteindre.

. Cependant, la convergence est assez lente : il a 24% de chances d’exister
après 5 générations, et 12% après 10 générations.

. Les données étant "discutables", il semble préférable de traiter le cas géné-
ral...

Cas général

. Deux questions :
– Toutes les données mènent-elles à une des deux situations rencontrées ?
– Comment faire la différence entre ces deux situations ?

. Ce qu’on sait en général sur f(x) = p0 + p1x+ ...+ pkx
k :

– f(1) = 1

– f(0) > 0 (sinon le problème est trivial).
– f est croissante.
– f est convexe, i.e sa dérivée est croissante, i.e f "croît de plus en plus

vite".

Etude de (un) en général

. Rappel : (un) est croissante et majorée, donc converge vers `, la probabilité
d’extinction de la descendance.

. Si un −→ `, alors f(un) −→ f(`) donc un+1 −→ ` donc f(`) = ` : ` est un
point fixe de f .

. Soit p un point fixe de f : 0 = u0 ≤ p et, si un ≤ p alors f(un) ≤ f(p) par
croissance, soit un+1 ≤ p, donc un ≤ p pour tout n par récurrence, et ` ≤ p.
Par conséquent, ` est le plus petit point fixe de f .

. Conclusion : votre descendance est sà»re de s’éteindre ssi ` = 1 ssi 1 est le
plus petit point fixe de f ssi 1 est le seul point fixe de f .

Deux cas 0

1

1 0

1

1
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. Si f ′(1) > 1, alors f(x)− x < 0 pour x très proche de 1, mais f(0)− 0 ≥ 0,
donc par le théorème des valeurs intermédiaires, f admet un point fixe
p < 1, donc ` < 1.

. Si f ′(1) < 1, comme f est convexe, f ′(x) < 1 pour tout x ∈ [0, 1], donc f ne
peut pas avoir de point fixe plus petit que 1, donc ` = 1 et la descendance
s’éteint.

. Si f ′(1) = 1, l’argument marche toujours et la descendance s’éteint, sauf
dans le cas trivial f(x) = x, i.e p1 = 1.

Remarques
. f ′(1) = p1 + 2p2 + 3p3 + ...+ kpk : c’est une moyenne !

Autrement dit, la descendance a une chance de se perpétuer ssi chaque
personne fait plus d’un enfant en moyenne.

. Connaître la moyenne est donc suffisant pour savoir si ` vaut 1 ou non,
mais est insuffisant pour calculer ` ! On avait donc bien besoin de données
complètes.

Comparaison avec les données "réelles"
. On a f ′(1) = 1.86 > 1 et g′(1) = 0.93 < 1, ce qui est cohérent avec les

résultats précédents. On constate aussi que le premier résultat est "large",
et le second est proche du cas limite.

. Pour que le nom de famille ait une chance de survivre, il faut une moyenne
de plus de 1 garçon par personne, donc de plus de 2 enfants par personne.

. Or, le taux de fécondité en France est légèrement supérieur à 2. Il semble-
rait donc que le résultat dépende de l’indicateur choisi...

. Cependant, même si g′(1) > 1, il est très proche de 1. ` risque donc d’être
proche de 1 aussi : même si la probabilité que votre nom survive est non
nulle, elle reste faible.

. Exemple : dans la même étude de l’INSEE, en remplaçant "1961-1965" par
"1931-1935", on trouve g′(1) = 1.11 et ` = 0.8, soit une chance sur 5 de
survivre.

. Historiquement, à l’exception des 3 ou 4 derniers siècles, la population
augmente très lentement, ce qui indique un nombre moyen d’enfants très
légèrement supérieur à 2, et donc une valeur de ` légèrement inférieure à
1 : seul une faible proportion des noms de famille subsiste.

. Effectivement, dans les pays où le principe du nom de famille transmis par
un des parents existe depuis longtemps, le nombre de noms a tendance à
être réduit (exemple : seulement 3000 noms de famille en Chine contre
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plus de 100 000 au Japon).

4 samedi 23 : Les Olympiades de Mathématiques

Le but de la soirée était de présenter aux élèves les différentes olympiades
de mathématiques auxquelles la France participe, et de faire intervenir les nom-
breux élèves qui ont été à une ou plusieurs de ces olympiades.

Les IMO (International Mathematical Olympiad) :

C’est l’olympiade la plus connue et la plus ancienne. Elle a lieu tous les ans
depuis 1959 en été, et une centaine de pays y participent actuellement. Chaque
pays envoie une équipe de 6 élèves maximum (la seule condition étant qu’ils
ne soient pas inscrits dans un établissement d’enseignement supérieur), accom-
pagnés d’un chef de délégation et d’un chef de délégation adjoint. Le chef de
délégation arrive sur place un peu avant le reste de l’équipe, et ne les rejoint qu’à
la fin des épreuves, car il participe à la sélection des problèmes. Les épreuves
durent deux fois quatre heures et demie, et sont reparties sur deux matinées
consécutives. Il y a trois problèmes chaque jour, de difficulté croissante, chaque
problème étant noté sur 7. Après les épreuves, pendant que les copies sont cor-
rigées et notées par les chefs de délégation, des activités et des sorties sont or-
ganisées pour les élèves. L’olympiade se termine par une cérémonie de clôture
à laquelle des médailles sont distribuées : sur environ 600 participants, 50 per-
sonnes reçoivent une médaille d’or, 100 une médaille d’argent et 150 une mé-
daille de bronze. Ceux qui n’ont pas obtenu de médaille mais ont eu la note
maximale (c’est-à -dire 7) à au moins un problème obtiennent une mention ho-
norable.

Cette année, les IMO ont eu lieu au Cap, en Afrique du Sud. La délégation
française était composée de Moïse Blanchard, Colin Davalo, Adrien Lemercier
Julien Portier, Elie Studnia et Lucie Wang. Les élèves ont remporté une médaille
d’argent (Colin Davalo) et quatre médailles de bronze (Moïse Blanchard, Adrien
Lemercier Julien Portier, Elie Studnia).

Avis aux amateurs d’exotisme : les IMO 2015 auront lieu en Thaïlande !

Les JBMO (Junior Balkan Mathematical Olympiad) :

Cette olympiade se tient tous les ans au mois de juin dans un pays des Bal-
kans. La France y participe en tant que pays invité depuis 2013. Le principe
est à peu près le même qu’à l’IMO, sauf que cette olympiade est destinée aux
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élèves très jeunes : il faut avoir moins de 15 ans et demi le jour de l’épreuve. Une
autre différence est qu’il n’y a qu’une journée d’épreuves, consistant en quatre
problèmes à faire en quatre heures et demie, notés chacun sur 10.

Les JBMO 2014 ont eu lieu à Ohrid, en Macédoine. La délégation française
était composée de Pierre-Alexandre Bazin, Moïse Blanchard, Félix Breton, Ilyes
Hamdi, Alexandre Thiault et Lucie Wang. Félix Breton et Lucie Wang ont rem-
porté une médaille d’argent, et Moïse Blanchard, Ilyes Hamdi et Alexandre
Thiault une médaille de bronze.

Les EGMO (European Girls’ Mathematical Olympiad) :

Cette olympiade est une création récente, puisqu’elle n’existe que depuis
2012. Elle fonctionne essentiellement de la même façon que les IMO, mais les
délégations sont composées de quatre personnes maximum, qui doivent toutes
être des filles. L’olympiade a lieu tous les ans au mois d’avril. Une autre diffé-
rence est le fait que la séparation entre les chefs de délégation et les équipes soit
beaucoup moins stricte : pendant les deux olympiades auxquelles la France a
déjà participé, tout le monde était dans le même hôtel, et nous pouvions pas-
ser du temps ensemble, à condition bien sà»r de ne pas parler de maths ! Cette
olympiade a connu un succès grandissant depuis sa création, regroupant cette
année 22 pays européens et 7 pays invités (dont les Etats-Unis).

En 2014, les EGMO ont eu lieu à Antalya, en Turquie (dans un hotel luxueux
au bord de la mer !). La délégation française était composée de Edwige Cyffers,
Clara Ding, Cécile Gachet et Lucie Wang. Cécile Gachet et Lucie Wang ont rem-
porté une médaille de bronze.

En 2015, les EGMO auront lieu à Minsk, en Biélorussie.

Comment participer ? L’OFM mode l’emploi

L’OFM (Olympiade Française de Mathématiques) est une préparation à toutes
ces compétitions internationales. Elle se fait par correspondance : les élèves sé-
lectionnés reçoivent approximativement tous les mois des envois, c’est-à -dire
des feuilles d’exercices, à faire et à renvoyer. Ils récupèrent leurs copies plus
tard pour avoir un retour sur leur travail. Cette préparation est complétée par
un stage pendant les vacances d’hiver, ainsi que quelques tests en temps limité
qui visent en particulier à sélectionner les équipes pour les différentes olym-
piades internationales.

Afin de rejoindre l’OFM, il faut participer au test d’entrée, qui s’effectue
chaque année début octobre.
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Pour plus d’informations et pour s’inscrire, une seule adresse :

www.animath.fr

5 dimanche 24 : ITYM et le TFJM2

Cette conférence consistait en une présentation du TFJM2 (Tournoi Français
des Jeunes Mathématiciennes et Mathématiciens), et de son homologue interna-
tional, l’ITYM (International Tournament of Young Mathematicians), par Mat-
thieu Lequesne.

Le Tournoi Français des Jeunes Mathématiciennes et Mathématiciens (TFJM2)
existe depuis 2011. Il est organisé par le département de mathématiques de
l’université Paris-Sud et l’association Animath. Il est l’étape française du tour-
noi international "International Tournament of Young Mathematicians" (ITYM),
créé en 2009, qui fonctionne sur le même principe.

Il s’agit d’une compétition destinés aux élèves de lycée. Il se distingue d’autres
compétitions comme les olympiades en proposant des problèmes ouverts et
en étant organisé par équipes. Guidés par des encadrantes et encadrants, les
équipes auront plus d’un mois et demi pour réfléchir aux problèmes exposés.
Pendant le tournoi, les élèves participants présenteront leurs résultats partiels
ou intermédiaires sous forme de débats avec quatre rà´les : défenseur, opposant,
rapporteur et observateur.

Les problèmes proposés sont inhabituels pour la plupart des élèves, car
ils n’admettent, à la connaissance du jury, pas de solution complète. Pour les
équipes, il s’agit donc de comprendre le problème, de résoudre des cas particu-
liers, de repérer les difficultés... La liste des problèmes proposés est, en totalité
ou en partie, la même que celle pour l’ITYM. Les problèmes abordés dans le
tournoi recouvrent les domaines de l’algèbre, l’analyse, la combinatoire, la géo-
métrie et la théorie des nombres.

Les principaux objectifs du tournoi sont :
. stimuler l’intérêt pour les mathématiques et leurs applications,
. développer la pensée scientifique des élèves, leurs talents de communica-

tion, et leur capacité à travailler en équipe,
. permettre l’échange d’expérience entre enseignants et étudiants.
Les équipes gagnantes sont invitées au tournoi international des jeunes ma-

thématiciens (ITYM).
Pour rendre compte du caractère très vivant de ce tournoi, un tour blanc a été

présenté aux élèves, reprenant des prestations du TFJM2 passé. Une solution a
été présentée au problème 1 : Labyrinthes par Cécile Gachet. L’opposant, Arsène
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Pierrot, a non seulement fait preuve d’esprit critique et pointé des erreurs et des
imprécisions dans cette présentation, mais il a aussi élargi le débat en posant
la question des généralisations du problème. Le rapporteur, Clément Lezane
a fait la synthèse du débat précédent, pointant également du doigt une erreur
importante que l’opposant avait omis de mentionner, mais qui a heureusement
pu être corrigée. Enfin, Vincent Jugé a exhibé en tant qu’observateur un contre-
exemple à une assertion du défenseur, contre-exemple qui s’est cependant avéré
erroné.

Pour plus de détails sur le tournoi en lui-même comme sur le contenu ma-
thématique de la présentation donnée, le lecteur est invité à se rendre sur les
sites officiels : www.tfjm.org et itym.org.
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XI. La muraille

1 Présentation

Une muraille de 136 exercices était affichée dans la bibliothèque - la plus
petite des cinq salles à notre disposition. Les exercices 1 à 42 sont de niveau 1,
43 à 88 de niveau 2, 89 à 136 de niveau 3. Un exercice est décoré de n étoiles
lorsqu’il est resté sans solution à la muraille de n stages.

Les élèves du groupe A cherchent les exercices de niveau 1 (ou au dessus).
Les élèves du groupe B, les exercices de niveau 2 et les exercices étoilés de ni-
veau 1 (ou au dessus). Les élèves du groupe C, ceux de niveau 3 et ceux étoilés
de niveau 2 (ou au dessus). Les élèves du groupe D, ceux de niveau 3. Certains
exercices ont été résolus avant la constitution des groupes lundi soir.

Une fois un exercice résolu, la solution doit etre rédigée et donnée à une
animatrice ou un animateur. La première solution correcte d’un exercice est re-
produite dans ce polycopié. Il est possible de résoudre les exercices à plusieurs.
Le but est d’avoir tout résolu à la fin du stage !

Tous les deux exercices résolus (individuellement ou bien par équipe d’au
plus deux personnes), une glace est offerte. La distribution des glaces a été re-
tardée car les premiers jours nous n’avions pas accès au frigidaire. A la fin du
stage, quatre Grands Prix Mystère seront décernés aux quatre élèves ayant ob-
tenu le plus de points en résolvant des exercices de la muraille, dans chacun des
quatre groupes A, B, C, D. Un autre Grand Prix Mystère est décerné à l’équipe
(constituée d’au moins deux élèves et d’au plus quatre élèves) ayant obtenu le
plus de points en résolvant des exercices de la muraille.

Barème : un exercice à x étoiles résolu rapporte x + 1 points (sauf pour les
élèves du groupe B qui résolvent des exercices étoilés de niveau 1 et les élèves
du groupe C qui résolvent des exercices étoilés de niveau 2, pour lesquels un
exercice à x étoiles rapporte x points).

2 Enoncés

Exercice 1 Soit l1, l2, . . . , ln des réels strictement positifs tels qu’il existe un po-
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lygone dont les côtés sont de longueurs respective l1, l2, . . . , ln. Montrer qu’il
existe un polygone convexe (avec éventuellement des angles plats) dont les cô-
tés sont de longueurs respective l1, l2, . . . , ln.

Exercice 2 Montrer que, dans tout triangle, les symétriques de l’orthocentre
par rapport aux côtés appartiennent au cercle circonscrit au triangle

Exercice 3 ( ??)p filles et q garçons se mettent en cercle. On note a le nombre de
paires de filles se tenant côte à côté, b le nombre de paires de garçons se tenant
côte à côte. Montrer que a− b = p− q.

Exercice 4 Déterminer tous les nombres réels a et b vérifiant l’égalité suivante :

2a2 + 2b2 + 2(b− a− ab) + 2 = 0.

Exercice 5 ( ?) Soit ABC un triangle de centre de gravité G. On note A1, B1, C1

les milieux respectifs des segments [BC], [CA], [AB]. La droite parallèle à BB1

passant par A1 coupe (B1C1) en F . Prouver que les triangles ABC et FA1A sont
semblables si, et seulement si, les quatre points A,B1, G, C1 sont cocycliques.

Exercice 6 ( ?) Le nombre 102013 est écrit au tableau. Alexandra et Béatrice jouent
au jeu suivant à tour de rôle, où à chaque tour il est permis de faire l’une des
deux opérations suivantes :

- remplacer un nombre x écrit au tableau par deux entiers a, b > 1 tels que
ab = x.

- effacer un ou deux nombres égaux écrits au tableau.

Celle qui ne peut plus jouer a perdu.

Alexandra joue en premier. Est-elle sure de gagner ?

Exercice 7 ( ?) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers dont le
dernier chiffre n’est pas 1.

Exercice 8 On considère un polygone régulier à n côtés A1A2 . . . An. Vers quoi
tend la valeur de l’angle ÙA1A2A3 lorsque n tend vers l’infini ?

Exercice 9 ( ??) Soit k un entier supérieur ou égal à 2. Trouver tous les entiers x
et y tels que :

yk = x2 + x.

Exercice 10 ( ??)Soit [EF ] un segment inclus dans le segment [BC] tel que le
demi-cercle de diamètre [EF ] est tangent à [AB] en Q et à [AC] en P . Prouver
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que le point d’intersection K des droites (EP ) et (FQ) appartient à la hauteur
issue de A du triangle ABC.

Exercice 11 ( ?) Soit ABCD un carré, et PQRS un petit carré placé à l’intérieur
deABCD de telle sorte que les segments [AP ], [BQ], [CR], [DS] ne s’intersectent
pas entre eux, et n’intersectent pas PQRS. Prouver que la somme des aires des
quadrilatères ABQP et CDSR est égale à la somme des aires des quadrilatères
BCRQ et DAPS.

Exercice 12 ( ?) Trouver tous les entiers a, b et m tels que

4ab + 1 = m2.

Exercice 13 SoitABC un triangle. Soit I un point du segment [AB]. Montrer que
la droite (CI) est la bissectrice intérieure issue de C si et seulement si CA/CB =

IA/IB.

Exercice 14 ( ?) Montrer que
√

2 +
√

5 +
√

13 est irrationnel.

Exercice 15 ( ?) Existe-t-il un polyèdre à 2013 faces dont toutes les faces soient
des pentagones ?

Exercice 16 ( ??) On a un polyèdre convexe, dont les faces sont des triangles.
Les sommets du polyèdre sont coloriés avec trois couleurs.

Montrer que le nombre de triangles dont les sommets ont trois couleurs dis-
tinctes est pair.

Exercice 17 ( ?) Trouver tous les entiers strictement positifs n tels que 2n+12n+

2011n soit un carré parfait.

Exercice 18 Par des impôts élevés, le roi Arthur a collecté une infinité de pièces
d’or (circulaires) de même taille. Il invite Merlin au jeu suivant : tour à tour, il
faut poser une pièce sur l’immense Table Ronde (circulaire aussi) sans recou-
vrir, même en partie, la moindre des pièces déjà posées. Arthur commence. Qui
gagne ?

Exercice 19 Trouver l’ensemble des entiers naturels égaux au carré de leur somme
des chiffres.

Exercice 20 Trouver les entiers naturels n tels que n4 + 4n soit premier.

Exercice 21 ( ?) Six amis, Alice, Bob, Céline, Damien, Elisabeth et Frédéric dé-
cident de nager un 30km en eau libre. Sachant qu’il peut y avoir éventuellement
des ex-aequo, combien y a-t-il d’arrivées possibles ?
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Exercice 22 ( ?) Trouver les entiers strictement positifs a et b tels que a2b+1b−1
a+1

et
baa+1
b−1

soient des entiers.

Exercice 23 ( ?) On considère ab + 1 condylures (avec a, b des entiers positifs)
telles que si l’on considère 2 quelconques d’entre eux, alors soit l’un descend de
l’autre, soit ils n’ont aucune lien de parenté. Montrer que l’on peut en trouver
a + 1 qui descendent les uns des autres ou bien b + 1 qui n’ont aucun lien de
parenté entre eux.

Exercice 24 ( ?) Soient m,n des entiers positifs. À quelle condition existe-t-il un
entier positif N tel que pour tout entier r ≥ N il existe deux entiers positifs a et
b tels que r = am+ bn ? Estimer la valeur minimale de N aussi précisément que
possible.

Exercice 25 ( ??)Trouver tous les entiers naturels n tels que l’écriture décimale
de n2 se termine par n.

Exercice 26 ( ??)Soit x0, x1, x2, . . . une suite de nombres réels. On dit que la suite
x0, x1, . . . est convexe si :

pour tout entier n ≥ 0,
xn−1 + xn+1

2
≥ xn

et qu’elle est log-convexe si :

pour tout entier n ≥ 0, xn+1xn−1 ≥ x2
n

On suppose que pour tout nombre réel a > 0, la suite x0, ax1, a
2x2

2, a
3x3

3, . . . est
convexe. Prouver que la suite x0, x1, . . . est log-convexe.

Exercice 27 ( ?) On considère des entiers naturels dont la somme vaut 2013.
Quelle est la valeur maximale de leur produit ?

Exercice 28 ( ??)Soit ABC un triangle isocèle en C. On considère un point P sur
le cercle circonscrit au triangle ABC situé entre A et B (et P n’est pas dû même
côté que C par rapport à la droite (AB)). Soit D un point de la droite (PB) tel
que les droites (CD) et (PB) soient perpendiculaires. Prouver que PA + PB =

2 · PD.

Exercice 29 ( ??)Soient x, y > 0, et soit s = min(x, y + 1/x, 1/y). Quelle est la
valeur maximale possible de s ? Pour quels x, y est-elle atteinte ?

Exercice 30 ( ??) Trouver les nombres premiers p pour lesquels il existe des en-
tiers positifs x et y tels que :

x(y2 − p) + y(x2 − p) = 5p.
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Exercice 31 ( ???) On place 2n points dans le plans et on trace n2 + 1 segments
entre ces points.

Montrer que l’on peut trouver 3 points reliés deux à deux.

Exercice 32 ( ??) Soit P = A1 . . . A2n un 2n−gone convexe dans le plan. Soit P
un point intérieur à P , non situé sur une diagonale. Prouver que P est contenu
dans un nombre pair de triangles à sommets parmi les Ai.

Exercice 33 En joignant chaque milieu d’un côté d’un rectangle d’aire 1 aux
sommets du côté opposé, on obtient un octogone au centre du rectangle (une
figure est conseillée). Quelle est son aire ?

Exercice 34 Trouver tous les entiers strictement positifs x, y, z tels que

1

x
+

2

y
− 3

z
= 1.

Exercice 35 On demande à Guillaume d’additionner deux fractions irréduc-
tibles. Hélas, l’étourdi les multiplie. Heureusement, le résultat est le même :
une fraction dont le dénominateur est 2007. Quel peut être le numérateur ?

Exercice 36 Trouvez 7 entiers strictement positifs, tous différents, tels que cha-
cun divise leur somme, et que cette somme soit la plus petite possible.

Exercice 37 ( ??) Soit ABC un triangle isocèle en A tel que ÖBAC < 60◦. Les
points D et E sont des points du côté [AC] tels que EB = ED et ÖABD = ÖCBE.
Soit O le point d’intersection des bissectrices des angles ÖBDC and ÖACB. Trou-
ver la valeur de l’angle ÖCOD.

Exercice 38 ( ??)Trouver tous les entiers positifs a, b, c tels que

2a3b + 9 = c2.

Exercice 39 ( ??) SoitABC un triangle dont tous les angles sont aigus. On note Γ

son cercle circonscrit. On suppose que La tangente enA à Γ coupe la droite (BC)

en un point P . SoitM le milieu de [AP ] et soitR le deuxième point d’intersection
de la droite (BM) avec le cercle Γ. La droite (PR) recoupe le cercle Γ en S.

Prouver que les droites (AP ) et (CS) sont parallèles.

Exercice 40 On considère 2014 tas de jetons, le i-ème tas contenant pi jetons, où
pi est le i-eme nombre premier (notamment p1 = 2). On a le droit de fusionner
deux piles puis d’ajouter 1 jeton a la nouvelle pile, ou de diviser une pile en
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deux autres (pas forcément de meme taille), puis d’ajouter 1 jeton à l’une des
deux nouvelles piles crées. Pourra-t-on avoir 2014 piles de 20142014 jetons ?

Exercice 41 Soient ABC un triangle équilatéral et M un point situé à l’intérieur
de ce triangle. Montrer que la somme des distances de M aux trois côtés du
triangle est indépendante de M .

Exercice 42 Alceste et Brunehilde jouent au jeu suivant : on commence par
dessiner un carré de côté 1. Ensuite les joueurs jouent tour à tour, sachant que
chaque coup consiste à dessiner un carré ne se superposant pas à la figure déjà
dessinée, et tel que l’un de ses côtés coïncide exactement avec l’un des côtés de
la figure déjà dessinée (en particulier, cette dernière est toujours un rectangle).
Le gagnant est celui qui arrive à une figure d’aire un multiple de 5. On suppose
qu’Alceste commence. L’un des deux joueurs a-t-il une stratégie gagnante ?

Exercice 43 Trouver les entiers n ≥ 0 tels que 2n! divise (2n)!.

Exercice 44 Soit (an)n≥0 une suite positive telle que an+1 =
√
an + 1 pour tout

entier n ≥ 0. Montrer que tous les termes ne peuvent pas être rationnels.

Exercice 45 Pour quels entiers n ≥ 1 existe-t-il une bijection σ : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} de sorte que |σ(i)− i| 6= |σ(j)− j| si i 6= j ?

Exercice 46 ( ?) Considérons un triangle ABC tel que AB = BC et ÖABC = 80◦.
Soit P le point de l’intérieur de ABC tel que ÖPAC = 40◦ et ÖPCA = 30◦. Calculer
l’angle ÖBPC.

Exercice 47 ( ??)Soit n > 2 un entier naturel, T la transformation Rn → Rn, (x1, . . . , xn) 7→
(x1+x2

2
, x2+x3

2
, . . . , xn−1+xn

2
, xn+x1

2
). On part d’un n − uplet (a1, . . . , an) d’entiers

deux à deux distincts. Prouver que pour k ∈ N assez grand, T k(a1, . . . , an) /∈ Nn.

Exercice 48 ( ?) On considère un triangle acutangle ABC avec ÒA = 60◦. Déter-
miner les points M ∈ (AB) et N ∈ (AC) qui minimisent la somme |CM | +
|MN |+ |BN |.

Exercice 49 ( ?) Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Montrer que a divise
ba! − b2a!.

Exercice 50 ( ?) On considère un cube constitué de 20133 petits cubes. On consi-
dère un plan perpendiculaire à une grande diagonale du cube et passant par
son centre. Combien de petits cubes coupe-t-il ?

Exercice 51 ( ??) Soit P un point à l’intérieur d’un polygone régulier à n côtés
tel que quel que soit un côté du polygone, P se projette orthogonalement sur
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l’intérieur du côté. Ces n projections orthogonales partagent les n côtés du po-
lygone en 2n segments. On numérote ces segments de 1 à 2n, en commençant
par un segment arbitraire, puis en tournant dans le sens direct le long du poly-
gone. Prouver que la somme des longueurs des segments de numéros pairs est
égale à la somme des longueurs des segments de numéros impairs.

Exercice 52 Si on lance trois cailloux dans l’eau, on obtient trois ronds. En
regardant la manière dont ils sont imbriqués, tant qu’ils ne se touchent pas,
on obtient quatre configurations possibles (indépendamment de la taille et de
l’orientation de ces ronds). Combien y en a-t-il en lançant six cailloux ?

Exercice 53 Trouver toutes les fonctions f : R → R telles que pour tous réels
x, y, z, t,

(f(x) + f(y))(f(z) + f(t)) = f(xz + yt) + f(xt− yz).

Exercice 54 ( ?) Soit ABC un triangle, D le milieu de [AB], M le milieu de [AD].
On suppose que les droites (BM) et (AC) sont sécantes, en un point que l’on
nomme N . Enfin, soit Γ le cercle circonscrit au triangle BCN . Montrer que AB
est tangente à Γ si et seulement si

BM

MN
=

(BC)2

(BN)2
.

Exercice 55 ( ?) Soit n un entier relatif. Montrer qu’il existe un unique polynôme
P à coefficients dans {0, 1} tel que P (−2) = n.

Exercice 56 ( ??) SiA est un ensemble d’entiers naturels non vide, on note PGCD(A)

le plus grand diviseur commun à tous les éléments de A.
Trouver le plus petit entier naturel non nul n vérifiant la propriété suivante :

pour toute partie A de {1, 2, ..., 2012}, il existe une partie B de A de cardinal
inférieur ou égal à n telle que PGCD(B) = PGCD(A).

Exercice 57 ( ???) De combien de manières différentes peut-on écrire 2n comme
somme de quatre carrés de nombres strictement positifs ?

Exercice 58 Soit ABC un triangle rectangle isocèle en C, D et E des points de
[AC] et [BC] tels que CE = CD. Les perpendiculaires à (AE) passant par D et
C coupent (AB) respectivement en K et L. Montrer que KL = LB.

Exercice 59 Démontrer que pour tout nombre réel x ∈]0, π/2[ on a l’inégalité
suivante : �

1 +
1

cos10(x)

��
1 +

1

sin10(x)

�
≥ 1089.
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Exercice 60 ( ?? Résoudre dans N l’équation :

3x − 5y = z2.

Exercice 61 Déterminer tous les couples de polynômes non constants P et Q
unitaires, de degré n et admettant n racines positives ou nulles (non nécessaire-
ment distinctes) tels que

P (x)−Q(x) = 1.

Exercice 62 ( ?) On appelle I l’ensemble des points du plan tels que leur abscisse
et leur ordonnée soient des nombres irrationnels, et R celui des points dont
les deux coordonnées sont rationnelles. Combien de points de R au maximum
peuvent se situer sur un cercle de rayon irrationnel dont le centre appartient à
I ?

Exercice 63 On se donne un nombre entier n > 1. Deux joueursR etB colorient
tour à tour des points sur un cercle, R coloriant en rouge et B en bleu. Une fois
que chacun a placé n points, le jeu s’arrête, et chaque joueur cherche sur le cercle
l’arc de cercle le plus long ayant pour extrémités des points de sa couleur, et ne
contenant aucun autre point coloré. Le joueur dont l’arc de cercle sélectionné
est le plus long gagne (s’ils sont de même longueur, ou bien s’il n’y a aucun
tel arc, on dit que la partie est nulle). L’un des deux joueurs a-t-il une stratégie
gagnante ?

Exercice 64 Pour chaque nombre premier p, trouver le plus grand entier k tel
que (p!)k divise (p2)!.

Exercice 65 Soit a1, a2, . . . une suite infinie strictement croissante d’entiers na-
turels telle que pour tout n, le terme an soit égal soit à la moyenne arithmé-
tique, soit à la moyenne géométrique des deux termes an−1 et an+1. Cette suite
est-elle nécessairement toujours arithmétique ou toujours géométrique à partir
d’un certain rang ?

Exercice 66 On partitionne un carré en un nombre fini (supérieur à 2) de rec-
tangles de côtés parallèles aux côtés du carré. Parmi les segments joignant les
centres de deux rectangles de la partition, en existe-t-il toujours un n’intersec-
tant aucun autre rectangle ?

Exercice 67 ( ??)Soient ABC un triangle, H le pied de la hauteur issue de B, M
le milieu de [AB] et N le milieu de [BC]. Les cercles circonscrits aux triangles
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AHN et CHM se recoupent au point P . Prouver que la droite (PH) coupe le
segment [MN ] en son milieu.

Exercice 68 ( ?) On considère trois nombres réels x, y, z qui ne sont pas tous
égaux. On suppose que

x+
1

y
= y +

1

z
= z +

1

x
= k.

Trouver toutes les valeurs possible de k.

Exercice 69 ( ?) Trouver tous les entiers positifs n et m tels que 2n = 3m + 7.

Exercice 70 ( ?) Montrer que si 3n + 1 et 4n + 1 sont des carrés alors n est un
multiple de 7.

Exercice 71 ( ?) Une droite passant par un point A coupe un cercle C en B et C.
On suppose que B est situé entre A et C. Les deux tangentes à C passant par
A sont tangentes à C en S et en T . On note P le point d’intersection de (ST ) et
(AC). Montrer que AP

PC
= 2AB

BC

Exercice 72 Trouver toutes les fonctions f de N dans N telles que pour tous
entiers m,n ≥ 0 on ait

f(m+ f(n)) = f(f(m)) + f(n).

Exercice 73 ( ??) Une ampoule est placée sur chaque case d’un échiquier 2011×
2012. Initialement, 4042111 ampoules sont allumées. On a le droit d’éteindre une
ampoule si elle appartient à un bloc 2 × 2 dont les trois autres ampoules sont
éteintes. Peut-on éteindre toutes les ampoules ?

Exercice 74 ( ?) Soit ABC un triangle dont le cercle inscrit est noté ω. Soient I le
centre de ω et P un point tel que les droites (PI) et (BC) soient perpendiculaires
et les droites (PA) et (BC) parallèles. Soient finalement Q et R deux points
tels que Q ∈ (AB), R ∈ (AC), les droites (QR) et (BC) soient parallèles et
finalement (QR) soit tangente à ω.

Prouver que ÖQPB = ÖCPR.

Exercice 75 ( ??) Soit p un nombre premier congru à 2 modulo 3 et a et b des
entiers tels que p divise a2 + ab+ b2. Montrer que p divise a et b.

Exercice 76 ( ?) Trouver tous les polynômes P (x) à coefficients réels tels que

xP
�y
x

�
+ yP

�
x

y

�
= x+ y
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pour tous nombres réels non nuls x, y.

Exercice 77 ( ??) Soit n un entier non nul. Montrer que

b
√
nc+ b 3

√
nc+ . . .+ b n

√
nc = blog2 nc+ blog3 nc+ . . .+ blogn nc.

On rappelle que bxc désigne le plus grand entier inférieur ou égal à x, et que
blogk nc est égal au plus grand exposant a tel que ka ≤ n.

Exercice 78 ( ?) Trouver tous les nombres premiers p, q tels que p2− pq− q3 = 1.

Exercice 79 Trouver tous les polynômes P à coefficients réels tels que P (0) = 0

et tels que P (X2 + 1) = P (X)2 + 1.

Exercice 80 Soit (xn)n≥0 une suite de nombre réels telle que pour tout entier
positif n ≥ 0 on ait

nX
i=0

x3
i =

 
nX
i=0

xi

!2

.

Montrer que pour tout entier n ≥ 0, il existe un entier m ≥ 0 tel que

nX
i=0

xi =
m(m+ 1)

2
.

Exercice 81 ( ?) Trouver tous les couples (p, n), où p est un nombre premier et n
un entier strictement positif, tels que pn divise (p− 1)! + 1.

Exercice 82 On définit une suite un ainsi : u1 et u2 sont des entiers entre 1 et
10000 (au sens large), et uk+1 est la plus petite valeur absolue des différences
deux à deux des termes précédents. Montrer que u21 = 0.

Exercice 83 ( ?) Trouver tous les entiers positifs a et b tels que

√
a+
√
b =
√

2009.

Exercice 84 Hyacinthe et Hippolyte jouent au jeu suivant : sur un échiquier
m × n, on place une tour sur une case c. Tour à tour, chacun la déplace (d’un
nombre arbitraire de cases selon les lignes ou colonnes, comme aux échecs). On
perd lorsqu’on est obligé de revenir sur une case où la tour s’est déjà arrêtée.
Qui gagne ?

Exercice 85 ( ?) On considère un cercle C1 du plan, d’équation (x− 4)2 + y2 = 1,
ainsi qu’une droite l de pente positive qui passe par l’origine et qui est tangente
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à C1 en P1. Le cercle C2 est tangent à l’axe des abscisse en P2, passe par P1 et son
centre appartient à l.

Le cercle C3 est tangent à l en P3, passe par P2 et son centre appartient à l’axe
des abscisses. Le cercle C4 est tangent à l’axe des abscisses en P4, passe par P3 et
son centre appartient à l.

On construit de la même manière les cercles C5, C6, etc. Pour n ≥ 1, on note
Sn l’aire du cercle Cn.

Lorsque N tend vers l’infini, vers quoi converge la somme
NX
n=1

Sn ?

Exercice 86 ( ??)Soit n ≥ 0 un entier naturel. Montrer qu’il existe un disque dans
le plan contenant exactement n points à coordonnées entières.

Exercice 87 Al et Xandre communiquent via un réseau peu fiable : lorsqu’Al
envoie un message de n caractères, Xandre reçoit k d’entre eux (dans le même
ordre). Sachant que tant que certaines sous-suites du message original ne sont
pas sorties, le réseau ne renvoie pas une sous-suite déjà obtenue par Xandre,
combien de fois Al doit-il envoyer son message (dont tous les caractères sont
distincts) pour être sûr que Xandre puisse le décoder ?

Exercice 88 Soit un ensemble de n points (ai, bi) dans le carré [0, 1] × [0, 1], les
ai différant deux à deux, les bi aussi, et contenant les points (0, 0) et (1, 1). Sissi
la suave sauterelle veut aller du premier au second, et s’astreint à respecter la
règle suivante : si elle est en (ai, bi) , elle peut sauter en (aj, bj) si et seulement
si :

-ai < aj , bi < bj ,
-il n’y a aucun ak entre ai et aj ou aucun bk entre bi et bj .

Pour la piéger, Arabelle l’araignée acharnée décide de mettre en place une
configuration où un tel trajet est impossible. Quelle est la valeur minimale de n
pour qu’elle puisse arriver à ses fins ?

Exercice 89 Soit n ≥ 4 un entier. On considère des entiers strictement positifs
a1, . . . , an placés sur un cercle. On suppose que chaque terme ai (1 ≤ i ≤ n)
divise la somme de ses deux voisins, c’est-à-dire qu’il existe un entier ki tel que

ai−1 + ai+1

ai
= ki

, avec la convention a0 = an et an+1 = a1. Montrer que

2n ≤ k1 + k2 + · · · kn < 3n.

495



XI. LA MURAILLE

Exercice 90 On dit qu’un entier n est k-abondant si la somme des diviseurs de n
vaut au moins kn. Montrer que, pour tout entier k, il existe une infinité d’entiers
k-abondants.

Exercice 91 ( ??)Un nombre est dit "varié" s’il a 9 chiffres, tous distincts et non
nuls (par exemple, 782319564 ou 678123954). Montrer que le nombre de paires
de nombres variés dont la somme est 987654321 est impair.

Exercice 92 ( ?) Trouver tous les polynômes p à coefficients réels tels que

(x+ 1) · p(x− 1) + (x− 1) · p(x+ 1) = 2x · p(x).

Exercice 93 ( ?) Montrer qu’il existe une infinité d’entiers b > a > 0 et aa + b

divise bb + a.

Exercice 94 Soit un le nombre de résidus différents, modulo n, des entiers de la
forme k(k + 1)/2 avec k ≥ 0. Calculer un.

Exercice 95 Il y a 2014 députés dans une assemblée. Chacun d’eux déteste exac-
tement trois autres députés, sachant que le fait de détester n’est pas nécessaire-
ment réciproque : A peut détester B sans que B déteste A. Quel est le plus petit
n tel que l’on puisse repartir les 2014 députés en n comités, de sorte qu’aucun
député ne se retrouve dans le même comité avec quelqu’un qu’il déteste ?

Exercice 96 ( ?) Soit ABC un triangle dont le cercle circonscrit est noté ω, le
centre du cercle inscrit ω1 est noté I et le centre du cercle exinscrit ω2 tangent au
côté [BC] est noté IA. Les cercles ω1 et ω2 sont tangents à [BC] respectivement
en D et en E. Soit finalement M le milieu de l’arc øBC qui ne contient pas A. On
considère un cercle tangent à ω en un point T et à la droite (BC) en D. Soit S
l’intersection de (TI) avec Ω. Prouver que les droites (SIA) et (ME) se coupent
sur ω.

Exercice 97 ( ?) Soient a, b, c des réels strictement positifs tels que

a+ b+ c = a1/7 + b1/7 + c1/7.

Prouver que
aabbcc ≥ 1.

Exercice 98 ( ???) Alice et Bob jouent sur un échiquier plan infini. Alice com-
mence par choisir une case et la colorie en rouge, puis Bob choisit une case non
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encore coloriée et la colorie en vert, et ainsi de suite. Alice gagne la partie si
elle réussi à colorier en rouge quatre cases dont les centres forment les sommets
d’un carré de côtés parallèles à ceux des cases.

a) Prouver qu’Alice possède une stratégie gagnante.
b) Qu’en est-il si Bob a, lui, le droit de colorier deux cases en vert à chaque

coup ?

Exercice 99 Un entier est dit brillant s’il peut être écrit comme la somme de deux
entiers non nécessairement distincts a et b tels que a et b aient la même somme
des chiffres. Trouver tous les entiers qui ne sont pas brillants.

Exercice 100 Soit n un nombre parfait, c’est-à-dire un entier tel queX
d|n
d = 2n.

On factorise n sous la forme d’un produit de nombres premiers :

n =
kY
i=1

pαii ,

avec p1 < p2 < . . . < pk. Montrer que α1 est pair.

Exercice 101 Trouver tous les polynômes P à coefficients réels tels que P (X2) =

P (X − 1)P (X + 1).

Exercice 102 ( ?) Soit ABCD un quadrilatère tel que AC = BD. Soit P le point
d’intersection des diagonales (AC) et (BD). On note ω1 le cercle circonscrit de
ABP . Soit O1 le centre de ω1. On note ω2 le cercle circonscrit de CDP . Soit O2

le centre de ω2. On note S et T les intersections respectives de ω1 et ω2 avec
[BC] (autres que B et C). Soient M et N les milieux respectifs des arcs øSP (ne
contenant pas B) et øTP (ne contenant pas C). Prouver que les droites (MN) et
(O1O2) sont parallèles.

Exercice 103 ( ??) Soient a, b, c, d des réels positifs tels que a + b + c + d = 2.
Montrer que :

a2

(a2 + 1)2
+

b2

(b2 + 1)2
+

c2

(c2 + 1)2
+

d2

(d2 + 1)2
≤ 16

25
.

Exercice 104 ( ???) L’ensemble {1, 2, . . . , 3n} est partitionné en trois ensembles
A, B et C de n éléments chacun.

Montrer qu’il est possible de choisir un élément dans chacun de ces trois
ensembles, tels que la somme de deux d’entre eux soit égale au troisième.
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Exercice 105 Soit a et b deux réels strictement positifs. Montrer qu’il existe une
unique fonction f :]0,+∞[7→]0,+∞[ telle que f(f(x)) + af(x) = b(a + b)x pour
tout x > 0.

Exercice 106 ( ????) Les élèves d’une classe sont allés se chercher des glaces par
groupe d’au moins deux personnes. Il y a eu k > 1 groupes en tout. Deux élèves
quelconques sont partis ensemble exactement une fois

Prouver qu’il n’y a pas plus de k élèves dans la classe.

Exercice 107 Soit m et n deux entiers naturels non nuls. On note φ(m,n) le
cardinal de l’ensemble {k : 1 ≤ k ≤ n,PGCD(k,m) = 1}. Trouver tous les
entiers m ≥ 1 tels que nφ(m,m) ≤ mφ(m,n) pour tout n ∈ N∗.

Exercice 108 ( ?) Trouver toutes les fonctions f : R+ → R+ telles que pour tous
a > b > c > d > 0 vérifiant ad = bc on ait

f(a+ d) + f(b− c) = f(a− d) + f(b+ c).

Exercice 109 ( ?) Soient n ≥ 2 un entier et a1, . . . , an des entiers relatifs. Montrer
que Y

i<j

(ai − aj)

est divisible par Y
i<j

(i− j).

Exercice 110 ( ??) On prend un quadrilatère convexe ABCD, et on divise cha-
cun de ses côtés en N portions égales. On relie ensuite ces différentes portions
de façon à former un quadrillage N × N , comme sur la figure. On sélectionne
ensuite N quadrilatères de ce quadrillage, de telle sorte qu’il n’y en ait pas deux
sur la même ligne ou sur la même colonne du quadrillage. Calculer l’aire totale
de tous ces quadrilatères.
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Exercice 111 ( ???) Une suite croissante (sn)n≥0 est dite super-additive si pour
tout couple (i, j) d’entiers on a si+j ≥ si+sj . Soient (sn) et (tn) deux telles suites
super-additives. Soit (un) la suite croissante d’entiers vérifiant qu’un nombre
apparaît autant de fois dans (un) que dans (sn) et (tn) combinées.

Montrer que (un) est elle aussi super-additive.

Exercice 112 ( ???) Soit ABC un triangle, soit A′B′C ′ un triangle directement
semblable à ABC de telle sorte que A appartienne au côté B′C ′, B au côté C ′A′

etC au côtéA′B′. SoitO le centre du cercle circonscrit àABC,H son orthocentre
et H ′ celui de A′B′C ′.

Montrer qu’on a OH = OH ′.

Exercice 113 ( ??) On considère un nombre fini de segments sur la droite réelle
tels que, pour tout sous-ensemble de k segments, on puisse trouver deux seg-
ments de ce sous-ensemble ayant un point commun. Montrer qu’il existe un
ensemble de k − 1 points tel que tout segment contienne l’un de ces points.

Exercice 114 Soit k ≥ 6 un entier et P un polynôme à coefficients entiers tel
qu’il existe k entiers distincts x1, . . . , xk tels que pour tout i ∈ {1, . . . , k}, P (xi) ∈
{1, . . . , k − 1}. Montrer que P (x1) = . . . = P (xk).

Exercice 115 Soient k ≥ 2 un entier et a ≥ k − 1 un nombre réel. Montrer que
pour tout n-uplet de nombres réels strictement positifs (x1, . . . , xn) on a

x1 + · · ·+ xn
1 + a

≤ xk+1
1

xk1 + axk2
+ · · ·+ xk+1

n

xkn + axk1
.

Exercice 116 On considère une ligne de n carrés. On note S(n) le nombre mini-
mal de carrés à colorier en bleu tels que chacun des n − 1 traits séparant deux
cases voisines soit à égale distance de deux cases bleues. Montrer que

b2
√
n− 1c+ 1 ≤ S(n) ≤ b2

√
nc+ 1.

Exercice 117 ( ??) Soit n, k ∈ N. Déterminer le nombre de k−uplets (T1, . . . , Tk)

de parties de l’ensemble {1, . . . , n} tel que T1 ⊆ T2 ⊇ T3 ⊆ T4 ⊇ T5 ⊆ · · ·Tk.

Exercice 118 Soit k ≥ 1 un entier. Trouver tous les polynômes P à coefficients
entiers tels que P (n) divise (n!)k pour tout entier n ≥ 1.

Exercice 119 On dit qu’une permutation a1, . . . , an des entiers 1, 2 . . . , n est sym-
pathique s’il existe au moins un carré parfait parmi les entiers a1, a1 +a2, . . . , a1 +
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a2 + · · · + an. Trouver tous les entiers n tels que toutes les permutations de
1, 2 . . . , n soient sympatiques.

Exercice 120 ( ???) On considère un ensemble de 2n + 1 droites du plan, deux
jamais parallèles ni perpendiculaires et trois jamais concourantes. Trois droites
forment donc toujours un triangle non-rectangle.

Déterminer le nombre maximal de triangles aigus qui peuvent ainsi être for-
més.

Exercice 121 ( ?) Soit n un entier. Dans les lignes d’un tableau de 2n lignes et
n colonnes on place tous les n-uplets formés de 1 et de −1. Ensuite, on efface
certains de ces nombres, et on les remplace par des 0. Prouver que l’on peut
trouver un ensemble de lignes dont la somme est nulle (i.e., tel que, pour tout i,
la somme des nombres appartenant à la colonne i d’une ligne de notre ensemble
soit nulle).

Exercice 122 ( ???) Soient A,B,C2, C1 des points d’un cercle Γ dans cet ordre.
Soit γ un cercle tangent à [AC2], [BC1] et Γ. On note M2 le point de contact entre
γ et [AC2] et par N1 le point de contact entre γ et [BC1].

Prouver que les centres des cercles inscrits à ABC1 et ABC2 sont sur [M2N1]

Exercice 123 ( ?) Soit a, b, c des nombres réels strictement positifs. Prouver que

1 ≤ (1− a)2 + (1− b)2 + (1− c)2 +
2
√

2abc√
a2 + b2 + c2

.

Exercice 124 ( ??)Soit ABC un triangle, et O un point à l’intérieur de ce triangle.
Quel est le point M minimisant la quantité AM +BM + CM +OM ?

Exercice 125 Soient a, b, c des nombres réels strictement positifs tels que a+ b+

c = 3. Prouver que

a

1 + (b+ c)2
+

b

1 + (a+ c)2
+

c

1 + (a+ b)2
≤ 3(a2 + b2 + c2)

a2 + b2 + c2 + 12abc
.

Exercice 126 Soit ABC un triangle non isocèle. Son cercle inscrit, de centre I ,
touche le côté [BC] en D. Soit X un point de l’arc øBC du cercle circonscrit de
ABC tel que siE,F sont respectivement les projetés orthogonaux deX sur (BI)

et (CI) et M le milieu de [EF ], alors MB = MC. Prouver que ÖBAD = ÖCAX .

Exercice 127 ( ????) Soit E un ensemble de n ≥ 2 points du plan. On désigne
respectivement par D et d la plus grande et la plus petite distance entre deux
points distincts de E.
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Prouver que :

D ≥
√

3

2
(
√
n− 1)d.

Exercice 128 ( ???) Soit S un ensemble infini de points du plan tel que si A,B et
C sont trois points quelconques dans S, la distance de A à la droite (BC) soit un
entier.

Prouver que les points de S sont tous alignés.

Exercice 129 ( ??) Soient a, b, c > 0 des nombres réels tels que a + b + c = 3.
Prouver que :

ab

b3 + 1
+

bc

c3 + 1
+

ca

a3 + 1
≤ 3

2
.

Exercice 130 ( ????) Trouver toutes les fonctions continues f : C→ C vérifiant :

f(x+ y)f(x− y) = f(x)2 − f(y)2.

Exercice 131 ( ?) Soient a1, a2, . . . et b1, b2, . . . des suites de nombres entiers défi-
nies par a1 = 1, b1 = 0 et, pour n ≥ 1 :

an+1 = 7an + 12bn + 6, bn+1 = 4an + 7bn + 3.

Prouver que a2
n est la différence de deux cubes consécutifs.

Exercice 132 ( ?) Soient P,Q deux polynômes non nuls à coefficients entiers tels
que degP > degQ. On suppose que le polynôme p · P + Q possède une racine
rationnelle pour une infinité de nombre premiers p. Montrer qu’au moins une
racine de P est rationnelle.

Exercice 133 ( ??)Soient P et Q deux polynômes à coefficients entiers, premiers
entre eux. Pour tout entier n, posons un = PGCD(P (n), Q(n)). Montrer que la
suite (un) est périodique.

Exercice 134 ( ???) On veut colorier certains des points de l’ensemble En =

{(a, b)/a, b entiers et 0 ≤ a, b ≤ n} de sorte que tout carré k × k dont les som-
mets sont dans En contienne au moins un point colorié sur son bord. On note
m(n) le nombre minimum de points à colorier pour que la condition désirée soit
satisfaite.

Prouver que

lim
n→+∞

m(n)

n2
=

2

7
.
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Exercice 135 Soit Γ le cercle circonscrit d’un triangle acutangle ABC. Le point
D est le centre de l’arc øBC contenant A, et I est le centre du cercle inscrit de
ABC. La droite (DI) coupe (BC) en E et recoupe Γ en F . Soit P un point de
la droite (AF ) tel que (PE) et (AI) soient parallèles. Prouver que (PE) est la
bissectrice de l’angle ÖBPC.

Exercice 136 Soit G un graphe qui est un arbre. Prouver qu’il existe un sommet
qui est commun à tous les chemins (injectifs) de longueur maximale.

3 Solutions des élèves

Solution de l’exercice 2 (Résolu par Thomas Fusellier)
On appelle HA le symétrique de H par rapport à (BC), et A′, B′, C ′ les trois
pieds des hauteurs. On a donc ØBHAC = ÖBHC = ØB′HC ′. La somme des angles
du quadrilatère AB′HC ′ étant 360 degrés, on a ×B′AC ′ = 180 −ØB′HC ′ = 180 −ØBHAC. DoncA,B,HA, C sont cocycliques. De même pour les autres symétriques
de H .

Solution de l’exercice 3 (Résolu par Louis Charnavel)
On ajoute i filles et j garçons dans le cercle de manière à avoir une alternance

fille-garçon. On a alors autant de filles que de garçons, donc p + i = q + j, soit
p− q = j − i.

En retirant les i filles, on obtient i paires de garçons côte à côte donc b = i.
En retirant les j garçons, on obtient j paires de filles côte à côte donc a = j, donc
p− q = a− b.

Solution de l’exercice 5 (Résolu par Hugo Sancho)
On part de A,B1, G, C1 cocycliques et on raisonne par équivalence. Par le théo-
rème de l’angle inscrit, cela équivaut à ×C1GA = ØC1B1A, or ØC1B1A = ÖACB par le
théorème de la droite des milieux, et ×C1GA = ×A1AF (angles alternes-internes).
Notons que B1FA1B est un parallélogramme (car délimité par deux paires de
droites parallèles), et ØA1FC1 = ØC1B1B = ×B1BC. De plus, ×AFC1 = ×C1CB car
(AF )//(C1C) et (C1B1)//(BC). Donc ×AFA1 = ×C1CB + ×B1BC = 180−ÖBGC.
D’autre part, A,B1, G, C1 cocycliques si et seulement si le quadrilatère qu’ils
forment ont deux angles opposés supplémentaires, soit ØC1GB1 + ØC1AB1 = 180,
ou encore en utilisant ×AFA1 + ØC1GB1 = 180 : ÖBAC = ×AFA1.
Ainsi, A,B1, G, C1 sont cocycliques si et seulement si ÖBAC = ×AFA1 et ÖACB =×A1AF , c’est-à -dire que ABC et A1AF ont les mêmes angles (puisque quand on
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en a deux, on a le troisième), à savoir qu’ils sont semblables, ce que l’on voulait
démontrer.

Solution de l’exercice 8 (Résolu par Michel Escrig)

Dans un polygone à n sommets, la mesure de l’angle ÙA1A2A3 vaut
180(n− 2)

n
=

180−
360

n
degrés, en effet tous les angles des sommets sont égaux, et leur somme

vaut 180(n− 2) degrés.
Par passage à la limite, l’angle limite vaut 180 degrés.

Solution de l’exercice 15 (Résolu par Su-Yeon Chang) Chaque face a 5 côtés, il y
a au total 2013 × 5 = 10065 côtés. Un polyèdre comporte des arêtes où se ren-
contrent deux côtés de deux polygones, donc le nombre de côtés doit être pair,
il n’existe donc pas de polyèdre à 2013 pentagones.

Solution de l’exercice 17 (Résolu par Alexandre Polo)
Si n est pair, n = 2m, et N = 4m + 12m + 20112m. Or 12m ≡ 0 (mod 3), 4m ≡
20112m ≡ 1 (mod 3) donc N ≡ 2 (mod 3) ce qui est impossible pour un carré
parfait. Donc n est impair.
On écrit n = 2k + 1. Si k > 1, 2n ≡ 12 ≡ 0 (mod 4), et 2011 ≡ −1 (mod 4), donc
20112k+1 ≡ −1 (mod 4). Donc N ≡ −1 (mod 4), de nouveau impossible pour
un carré parfait. Si k = 0, N = 2025 = 452.
Conclusion : seul n = 1 est solution.

Solution de l’exercice 18 (Résolu par Thomas Fusellier)
Si Arthur place une pièce au centre de la table puis joue toujours un coup sy-
métrique à celui de Merlin par rapport au centre de la table, alors il est sà»r de
gagner car, pour raison de symétrie, si Merlin peut jouer, Arthur aussi. La partie
s’arrête donc lorsque Merlin ne peut plus jouer.

Solution de l’exercice 21 (Résolu par Joseph Cabrita et Thibaud Ferneuil)
On fait une étude de cas récursive en raisonnant à partir du premier arrivé. S’il
est seul : on a 6 choix. Et on multiplie par le nombre d’arrivées possibles avec
5 personnes (calculé de la même manière). Si on a deux premiers ex-aequo, il
y a

�
6
2

�
= 15 manière de les choisir. Puis on multiplie par le nombre d’arrivées

possibles pour les 4 personnes restantes. Pour trois ex-aequo, il y a
�

6
3

�
= 20

manières, fois le nombre d’arrivées à 3, etc.
Ainsi, on calcule le nombre d’arrivées à n personnes jusqu’à n = 6, à partir des
nombres précédents.
A partir de n = 1, on trouve successivement 1, 3, 13, 75, 541, 4683. La réponse est
donc 4683.
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Solution de l’exercice 25 (Résolu par Joseph Cabrita)
On peut exclure tous les nombres finissant par

. 2, car 22 = 4 ;

. 3, car 32 = 9 ;

. 4, car 42 finit par 6 ;

. 7, car 72 finit par 9 ;

. 8, car 82 finit par 4 ;

. 9, car 92 finit par 1.
On peut exclure tous les nombres (non égaux à 1) finissant par
. 0, car (10x+ 0)2 = 100x2 (quel que soit le nombre de zéros par lequel finit
x, c’est impossible).

. 1, car (10x+ 1)2 = 100x2 + 2x+ 1.
Il nous reste donc 0, 1, 5, 6, et les nombres se terminant par 5 ou par 6.
Les nombres se finissant par 5 ont un carré finissant par 25. En ne gardant

que ceux qui finissent par 25, leur carré finira par 0625 (sauf 125, mais qui ne vé-
rifie pas la condition de l’énoncé). On ne garde plus que 625,90625,890625,2890625,
etc (en ne conservant qu’un chiffre supplémentaire du carré).

Pour les nombres se terminant par 6, le chiffre des dizaines du carré doit
être de la forme 2x + 3, dont seul 7 permet de trouver des nombres qui corres-
pondent. On a ainsi 76,376,9376,109376,etc.

Solution de l’exercice 27 (Résolu par Clément Grindel et Maximilien Dupont de
Dinechin)
Montrons la propriété suivante : pour tous a, b ∈ N∗\{1}, a + b ≤ ab. On le
montre par induction (récurrence généralisée, en quelque sorte).
Initialisation : a = b = 2. On a bien 2 + 2 ≤ 2× 2.
Hérédité : On suppose l’affirmation vraie pour a, b des naturels fixés ≥ 2. On a
a+ b ≤ ab donc (a+ 1) + b ≤ ab+ b ≤ (a+ 1)b donc la propriété est vraie pour le
couple (a+ 1, b). De même pour (a, b+ 1). En partant de (2, 2) et en rajoutant le
nombre nécessaire de 1 à chaque membre, on atteint bien tout couple d’entiers
≥ 2. Ceci clôt notre "récurrence".
Ainsi, tout nombre autre que 1,2,3 sera continuellement divisé jusqu’à l’écrire
comme une somme de 2 ou de 3. On écrit donc 2013 sous la forme 2m + 3n. Or
3|2013 donc m = 3k pour un certain k ∈ N.
Nous allons maintenant chercher s’il est préférable d’utiliser des 2 ou des 3.
2 + 2 + 2 = 3 + 3 = 6, et 23 < 32, donc il vaut mieux remplacer les paquets de
trois "2" par des paquets de deux "3". On écrit 2013 comme cela : 2013 = 3× 671.
La valeur maximale du produit cherché est donc 3671.

Solution de l’exercice 43 (Solution de l’exercice 43 (Résolu par Corentin Simon)
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Pour que 2n! divise (2n)!, il faut que n! soit inférieur à la valuation 2-adique de
(2n)!, c’est-à -dire qu’on ait n! ≤ v2((2n)!).

Nous pouvons calculer v2((2n)!) grâce à la formule de Legendre :

v2((2n)!) =
∞X
i=1

�
2n

2i

�
= 1 + 2 + . . .+ 2n−1 = 2n − 1,

donc les valeurs de n valides sont celles pour lesquelles n! ≤ 2n − 1. On a 1! =

1 ≤ 21− 1, 2! = 2 ≤ 3 = 22− 1, 3! = 6 ≤ 7 = 23− 1, donc n = 1, 2, 3 conviennent.
De plus, une récurrence facile montre que pour tout n supérieur ou égal à 4,
n! > 2n, donc ce sont les seules solutions.

Solution de l’exercice 44 (Résolu par Octave Hazard)
On suppose par l’absurde que tous les termes de la suite sont rationnels. On
peut alors écrire pour tout n an = pn

qn
avec pn et qn premiers entre eux.

On a

an+1 =
√
an + 1

pn+1

qn+1

=

s
pn + qn
qn

p2
n+1qn = q2

n+1(pn + qn)

pn+1 et qn+1 sont premiers entre eux, donc qn+1|qn. Si qn = kq2
n+1, pn + qn = kpn+1

donc k|qn+pn et k|pn. Comme pn et qn sont premiers entre eux, k = 1 et q2
n+1 = qn.

Si qn+1 > 1, qn > qn+1 donc qn+1 ≤ qn − 1. Or les qi et pi sont toujours positifs
(puisque ai > 0). On ne peut donc faire ceci au plus q0 − 1 fois. Ainsi, qn ≤ 1 à
partir d’un certain rang, donc qn = 1. Donc à partir d’un certain rang, tous les
ai sont entiers. Sans perte de généralité (quitte à commencer la suite à ce rang),
on peut supposer que tous les ai sont entiers.
On introduit la fonction f : x → x2 − x + 1. Pourquoi ? Parce que an+1 − an est
du signe de a2

n+1 − a2
n = −(a2

n − an − 1). Le discriminant de f est ∆ = 5. On
trouve deux racines : r1 = 1−

√
5

2
et r2 = 1−

√
5

2
. Le coefficient dominant de f est

positif, d’où le fait que f soit strictement négative sur ]1−
√

5
2
, 1+

√
5

2
[ et strictement

positive sur R\[1−
√

5
2
, 1+

√
5

2
].

On établit vite que f(an) = 0 ⇔ an+1 = an et f(an) < 0 ⇔ an < an+1. Il est clair
que l’on n’a jamais égalité puisque la suite est entière. On a 1 < 1+

√
5

2
< 2 donc si

an > 2, an+1 < an, donc an+1 ≤ an. Si an = 1, an+1 =
√

2 qui n’est pas rationnel.
Sinon, on a une suite d’entiers décroissant strictement donc il existe un rang r
pour lequel ar = 1, donc il y a toujours un terme irrationnel dans cette suite.

Solution de l’exercice 43 (Résolu par Corentin Simon) Pour que 2n! divise (2n)!, il
faut que n! soit inférieur à la valuation 2-adique de (2n)!, c’est-à -dire qu’on ait
n! ≤ v2((2n)!).
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Nous pouvons calculer v2((2n)!) grâce à la formule de Legendre :

v2((2n)!) =
∞X
i=1

�
2n

2i

�
= 1 + 2 + . . .+ 2n−1 = 2n − 1,

donc les valeurs de n valides sont celles pour lesquelles n! ≤ 2n − 1. On a 1! =

1 ≤ 21− 1, 2! = 2 ≤ 3 = 22− 1, 3! = 6 ≤ 7 = 23− 1, donc n = 1, 2, 3 conviennent.
De plus, une récurrence facile montre que pour tout n supérieur ou égal à 4,
n! > 2n, donc ce sont les seules solutions.
Solution de l’exercice 49 (Résolu par Corentin Simon)
Il suffit de prouver que ba! ≡ b2a! (mod a). Si a divise b, c’est clair (cela exclut en
particulier le cas a = 1). Sinon, regardons les puissances successives de b mo-
dulo a. Elles ne peuvent prendre que a valeurs différentes au plus, donc parmi
b0, b1, b2, . . . , ba il en existe deux qui sont égales. Ainsi, il existe r, s ∈ {0, . . . , a−1}
tels que s > 0, r + s ≤ a, et tels que br ≡ br+s (mod a). En multipliant cette
congruence par b autant de fois qu’on veut, on voit que les puissances de b sont
périodiques modulo a de période s à partir du rang r. Puisque r, s ≤ a, nous
avons que a! ≥ r et que s divise a!. Ainsi, par périodicité, nous avons bien

ba! ≡ ba!+a! ≡ b2a! (mod a).

Solution de l’exercice 50 (Résolu par Joseph Cabrita et Axel Kugelmann)
Le plan en question "entre" par un sommet du cube de "hauteur" 2013 et "sort"
par un sommet opposé de "hauteur" 1. Au milieu, il coupe un segment, noté S,
reliant les milieux de deux arêtes opposées, à une hauteur 1007. A cette hauteur,
le plan coupe tous les cubes le long de cette arête (il y en a 2013) et leurs "voisins"
de même hauteur (il y en a 2012). Ce qui fait donc 6037 cubes pour ce plan.
Regardons les cubes coupés sur les hauteurs 2013, puis 2012, ... jusqu’à 1008.
On peut voir qu’il s’agit d’une suite arithmétique de raison 6, dont le premier

terme est 3. Cela fait donc au total
1006P
k=1

6k−3 = 6× 1006×1007
2

−3×1006 = 3036108.

Il y en a autant pour les hauteurs en-dessous de 1007. Cela fait au total 6078253

cubes traversés par le plan.

Solution de l’exercice 52 (Résolu par Joseph Cabrita et Thibauld Ferneuil)
Pour trouver le nombre de configurations possibles avec 6 cailloux, on va déjà
cehrcher toutes les combinaisons pour des groupes de cailloux plus petits.

Pour un caillou, il y a une possibilité, notée A1.
Pour deux cailloux, soit on inclut le groupe A1 dans un rond, A2, soit on a

deux ronds séparés, B2.
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Pour trois cailloux, soit on a le groupe A2 ou le groupe B2 dans un rond, A3,
soit on a un rond vide et un rond contenant A1, B3, soit on a trois ronds vides,
C3, ce qui fait 4 possibilités.

Pour quatre cailloux, soit on a A3,B3 ou C3 dans un rond, A4, soit on a A2 ou
B2 dans un rond et un rond vide, B4, soit on a A1 dans un rond et deux ronds
vides, C4, soit on a deux ronds avec un A1 dans chacun, D4, soit on a quatre
ronds vides, E4, ce qui fait 9 possibilités (car A3 compte pour deux).

Pour cinq cailloux, soit on a A4, B4, C4, D4 ou E4 dans un rond, A5, soit on a
A3, B3 ou C3 dans un rond et un rond vide, B5, soit on a A2 ou B2 dans un rond
et deux ronds vides, C5, soit on a A2 et B2 dans un rond et A1 dans un rond,
D5, soit on a deux ronds avec des A1 et un rond vide, E5, soit on a un A1 dans
un rond et trois ronds vides, F5, soit on a cinq ronds vides, G5, ce qui fait 19
possibilités.

Pour six cailloux, soit on a A5, B5, C5, D5, E5, F5 ou G5 dans un rond, soit on
a A4, B4, C4, D4 ou E4 dans un rond et un rond vide, soit on a A3, B3 ou C3 dans
un rond et deux ronds vides, soit on a A3, B3 ou C3 dans un rond et A1 dans
un rond, soit on a A2 ou B2 dans un rond et A2 ou B2 dans un autre, soit on a
A2 et B2 dans un rond et trois ronds vides, soit on a A2 ou B2 dans un rond, A1

dans un autre et un rond vide, soit on a trois ronds avec des A1 dedans, soit on
a deux ronds avec des A1 et deux ronds vides, soit on a un rond avec un A1 et
quatre ronds vides, soit on a six ronds vides. Il y a donc 48 possibilités.

Solution de l’exercice 57 (résolu par Victor Vermès)
Si n ≥ 3, alors 2n ≡ 0 (mod 8) est pair. Si un des nombres a, b, c et d est

impair, alors 2 ou 4 d’entre eux sont impairs mais, comme un carré impair est
congru à 1 modulo 8, a2 + b2 + c2 + d2 est congru à 2 ou 4 modulo 8, ce qui est
impossible. Les quatre nombres sont donc pairs : on pose a = 2a′, b = 2b′, c = 2c′

et d = 2d′. On a alors 4a′2 + 4b′2 + 4c′2 + 4d′2 = 2n soit a′2 + b′2 + c′2 + d′2 = 2n−2

et, en itérant k fois, on arrive à n− 2k = 1 ou n− 2k = 2, donc il suffit de traiter
les cas n = 1 et n = 2.

Pour n = 1, l’équation s’écrit a2 + b2 + c2 + d2 = 2 qui n’a pas de solutions en
entiers strictement positifs, donc l’équation n’a pas de solution pour n impair.

Pour n = 2, l’équation s’écrit a2 + b2 + c2 + d2 = 4 qui a pour unique solution
a = b = c = d = 1, donc on a une unique solution pour n pair.

Solution de l’exercice 60 (Résolu par Victor Vermès)
Si x, y > 0, (−1)x− 1 = z2 (mod 4). Or z2 ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1

modulo 4. On en déduit que (−1)x = 1 et que x est pair : x = 2x′. L’équation se
réécrit

(3x
′ − z)(3x

′
+ z) = 5y
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. Les deux facteurs du membre de gauche ne peuvent simultanément être mul-
tiples de 5, car sinon leur somme 2 × 3x

′ le serait. Donc l’un des deux, le plus
petit, vaut 1, donc z = 3x

′ − 1, puis en remplaçant :

1× (2× 3x
′ − 1) = 5y.

Si x′ ≥ 2, 5y ≡ −1 (mod 9). Or modulo 9, 52 ≡ −2, 53 ≡ −1, 54 ≡ −5, 55 ≡ 2

et 56 ≡ 1, donc 5 est d’ordre 6 modulo 9. On obtient donc y = 6k + 3. Dans
l’équation, il vient

2× 3x
′
= (53)2k+1 + 12k+1

or 53+1|(53)2k+1+12k+1 donc 126|2×3x
′ ce qui est impossible car 126 est multiple

de 7. Donc x′ ≤ 1. Si x′ = 1, x = 2, donc 9 = z2 + 5y et la seule solution est
y = 1, z = 2. Si x′ = x = 0, on trouve y = 0 et donc z = 0. Ainsi, les seuls triplets
solution sont (2, 1, 2) et (0, 0, 0).

Solution de l’exercice 69 (Résolu par Victor Vermès)
Supposons m > 0. Alors 2n = 3m + 7 donne (−1)n ≡ 1 (mod 3), donc n est
pair. Avec n = 2n′, on a 4n

′
= 3m + 7, et par réduction mod 4, m est pair aussi.

Finalement 4n − 9m = 7, donc (2n
′ − 3m

′
)(2n

′
+ 3m

′
) = 7. La seule factorisation

possible est 2n
′ − 3m

′
= 1 et 2n

′
+ 3m

′
= 7. En additionnant ces deux équations,

on a n′ = 2, donc n = 4, puis m = 2.
Si m = 0, alors n = 3. On a trouvé les deux couples solutions.

Solution de l’exercice 70 (Résolu par Raymond Zhang)
On pose a2 = 4n+ 1 et b2 = 3n+ 1. Alors n = a2 − b2 et 4a2 − 4b2 + 1 = a2, donc
3a2 − 4b2 + 1 = 0. Modulo 7, cela donne :

3a2 − 4b2 ≡6 (mod 7)

3a2 + 7b2 − 4b2 ≡6 (mod 7)

3(a2 + b2) ≡3× 2 (mod 7)

a2 + b2 ≡2 (mod 7)

Or les carrés modulo 7 sont 0,1,2 et 4, donc a2 ≡ b2 ≡ 1 (mod 7), donc n ≡ 0

(mod 7), donc n est bien divisible par 7.

Solution de l’exercice 83 (résolu par Victor Vermès et Alexandre ?)
En mettant l’équation au carré on obtient a + b + 2

√
ab = 2009, soit 2

√
ab =

2009− a− b, soit 4ab = (2009− a− b)2 en remettant au carré, soit 4ab = 20092 +

a2 + b2− 4018a− 4018b+ 2ab, soit 2009(2a+ 2b− 2009) = (a− b)2, i.e 4× 72(2a+

2b− 2009) = (a− b)2.
On a donc 41|a−b, donc 412|(a−b)2, donc 41|2a+2b−2009, donc 41 divise a+b

et a−b, donc il divise 2a et 2b, donc il divise a et b, donc
√
a et
√
b sont de la forme
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i
√

41 avec i entre 1 et 6, donc les solutions sont (41, 62 × 41), (22 × 41, 52 × 41),
(32 × 41, 42 × 41), (42 × 41, 32 × 41), (52 × 41, 22 × 41) et (62 × 41, 41).

Solution de l’exercice 90 (résolu par Félix Breton)
On commence par montrer que si il existe un entier k abondant, alors il en

existe une infinité. En effet, si x est k-abondant et y est un entier, pour d diviseur
de x, yd divise yx, et la somme des yd avec d diviseur de x est supérieure ou
égale à ykx, donc yx est aussi k-abondant, donc tous les multiples de x le sont.

Or, la somme des diviseurs de n! est supérieure à :

n! +
n!

2
+
n!

3
+ ...+

n!

n
=
�
1 +

1

2
+ ...+

1

n

�
n!

et le premier facteur peut être rendu plus grand que k en prenant n assez grand,
donc n! est k-abondant pour n assez grand.

Solution de l’exercice 91 (résolu par Nicolas Fabiano)
On cherche à grouper les paires par paires, en laissant une seule paire toute

seule :
Si deux nombres contiennent chacun une fois les chiffres de 1 à 9, on peut

passer de l’un à l’autre en permutant les chiffres selon une permutation σ. No-
tons que σ ne peut être l’identité, car alors les deux nombres seraient identiques
et la somme serait paire.

Si σ contient au moins deux cycles, on peut grouper la paire avec celle ob-
tenue en appliquant que le premier cycle pour le premier nombre, et tous les
cycles sauf le premier pour le deuxième. Par exemple, 493872165 + 493782156

sera groupée avec 493782165 + 493872156.
Il reste les cas où σ est un cycle : les deux derniers chiffres doivent avoir

pour somme 1 ou 11, donc forcément 11. Il sont donc différents, donc le dernier
chiffre fait partie de ce cycle. En tenant compte de la retenue, les avant-derniers
chiffres doivent avoir pour somme 11, donc les deux derniers chiffres sont dans
le cycle.

On note a et b les deux derniers chiffres du premier nombre, et a′ et b′ les
derniers chiffres du second. Si a 6= b′ et a′ 6= b, alors la paire peut être groupée
avec celle où a et a′ sont interchangés, ainsi que b et b′.

Il reste le cas a = b′ ou a′ = b, mais si une de ces égalités est vérifiée, alors
l’autre l’est aussi car a + a′ = b + b′ = 11, donc le cycle est de longueur 2 :
tous les chiffres sont identiques sauf les deux derniers qui sont permutés. On
montre qu’il n’existe qu’une telle paire : le 9 des centaines de millions ne peut
être obtenue qu’avec deux 4 et une retenue, le 18 des dizaines de millions avec
deux 9 etc...
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La seule paire restante est donc 493827165 + 493827156.

Solution de l’exercice 92 (résolu par Ilyes Hamdi)
L’équation se réécrit :

(x+ 1)
�
P (x− 1)− P (x)

�
+ (x− 1)

�
P (x+ 1)− P (x)

�
= 0

On pose donc g(x) = P (x)− P (x− 1). On a :

(x− 1)g(x+ 1) = (x+ 1)g(x)

En prenant x = 1 et x = −1 on obtient g(1) = 0 et g(0) = 0. On peut donc poser
g(x) = x(x− 1)Q(x) où Q est un polynôme. L’équation sur g se réécrit :

x(x− 1)(x+ 1)Q(x+ 1) = (x+ 1)x(x− 1)Q(x)

donc Q(x+ 1) = Q(x) pour tout x différent de−1, 0 et 1. On a donc Q(n) = Q(2)

pour tout n ≥ 2 entier, donc Q−Q(2) a une infinité de racines et Q est constant,
égal à c. On a donc g(x) = cx(x−1) pour tout x, donc P (x) = P (x−1)+cx(x−1).

En itérant cette égalité, on obtient pour x ∈ N∗ :

P (x) = P (1) +
x−1X
k=1

k(k − 1) (XI.1)

= P (1) + c
x−1X
k=1

k2 + c
x−1X
k=1

k (XI.2)

= P (1) + c
�(x− 1)x(2x− 1)

6
+
x(x− 1)

2

�
(XI.3)

= P (1) + c
(x− 1)x(x+ 1)

3
(XI.4)

donc P est de la forme b(x − 1)x(x + 1) + a avec a et b réels (en prenant b = c
3
).

Réciproquement, on vérifie facilement que tous les polynômes de cette forme
sont solutions.

Solution de l’exercice 93 (résolu par Wassim Trabelsi)
On prend a = 1 et b impair : on a alors bien b+ 1|bb + 1 car :

bb + 1 = (b+ 1)(bb−1 − bb−2 + ...− b+ 1)

Solution de l’exercice 99 (Résolu par Clément Lezane)
Il est clair que tous les nombres pairs sont brillants, si on les écrit sous la forme
n = 2k = k + k.
On introduit la "décomposition fondamentale" du chiffre x : x/2 + x/2 pour les
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pairs et (x − 1)/2 + (x + 1)/2 pour les impairs, donc 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, etc.
Les décompositions de chiffres impairs créent un "décalage" de 1. Si n comporte
un nombre pair de chiffres impairs, alors on peut décomposer chiffre par chiffre
avec autant de décalages de chaque côté, par suite n est brillant.
De même, quelque soit le nombre d’impairs, le "décalage" peut être d’au plus 1,
puisqu’on somme les décalages chiffre par chiffre. Ceci se généralise lorsqu’on
découpe n par blocs qui n’ont pas nécessairement qu’un chiffre.
Si n a un chiffre pair suivant un chiffre impair, n est brillant : notons (2a+ 1)(2b)

ce fragment, n′ ce qui précède et n′′ ce qui suit dans l’écriture de n : n s’écrit en
écrivant n′, (2a+ 1)(2b) et n′′ bout à bout. On décompose n′ (et n′′) en n′1 et n′2
(et n′′1 et n′′2) avec à chaque fois un décalage d’au plus un entre les morceaux.
On les groupe par deux, de sorte que le décalage total soit 0 ou 1. Le fragment
central peut se décomposer en (2a+ 1)(2b)/2, (2a+ 1)(2b)/2 ou en ab, (a+ 1)b,
créant un décalage ou pas. On peut ainsi compenser le décalage obtenu dans la
décomposition des deux autres morceaux.
De même, un nombre qui comporte deux impairs consécutifs dont le dernier
n’est pas un 9 est brillant : on refait cette décomposition avec compensation
du décalage puisque (2a+ 1)(2b+ 1) peut se décomposer en a(b+ 1) et (a+ 1)b

(décalage de 0) ou a(b+ 5) et a(b+ 6) (décalage de 1). Comme 2b + 1 ≤ 7,
b+ 6 ≤ 9, et aucune retenue ne vient casser les... pieds.
Si on a un pair puis un impair qui n’est pas 9, ou deux pairs consécutifs, on
conclut de manière analogue.
En combinant les propriétés précédentes, on voit rapidement qu’un nombre non
brillant n ≥ 100 s’écrit a9 · · · 9 avec a un chiffre pair et un nombre impair de 9,
ou a un chiffre impair avec un nombre pair de 9.
Dans le premier cas, si on décompose n, en a1 · · · an + b1 · · · bn, on a a1 − b1 pair
car a pair, et ai − bi impair sinon car ai + bi = 9 (par récurrence descendante :
an + bn = 9, pas de retenue, donc an−1 = bn−1. Or il y a un nombre impair de tels
i donc la somme des |ai − bi| est impaire, il ne peut donc y avoir un décalage
nul. Donc n n’est pas brillant.
Le second cas se traite de même par parité.
Pour n ≤ 99, 1, 3, 5, 7, 9 sont clairement non brillants. Et, seuls 29, 49, 69 et 89

s’ajoutent à cette liste (avec des arguments similaires au paragraphe précédent).
Conclusion : Les nombres brillants sont tous les entiers naturels sauf 1, 3, 5, 7, 9, 29, 49, 69, 89

et ceux de la forme a9...9 où a et le nombre de 9 sont de parité opposée.

Solution de l’exercice 101 (Résolu par Wassim Trabelsi et Florent Noisette)
Montrons que seuls les polynômes constants P = 0 et P = 1 conviennent. Si P
est constant, de valeur c, alors c2 = c donc c = 0 ou c = 1, ce qui réciproquement,
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convient [Note du Typographe : cette partie bien trop difficile pour les deux
élèves est admise].
Sinon, soit n le degré de P , Q(X) := P (X2). D’après le théorème fondamental
de l’algèbre, P a n racines dans C, r1, · · · , rn. On peut écrire :

Q(X) = λ
nY
i=1

(X2 − ri) = λ
nY
i=1

(X − ri − 1)(X − ri + 1)

pour un certain complexe λ 6= 0.
On regarde la racine de plus grand module de Q, son module m est

È
|rj| pour

un certain j. C’est également un |ri ± 1| d’après les deux formules factorisées
de Q. Si ce module est strictement plus grand que 1, alors m =

È
|rj| < |rj| <

max(|rj + 1|, |rj − 1|) < m, contradiction.
Donc toutes les racines sont de module au plus 1. Donc pour tout i, ri − 1 et
ri + 1 sont dans le disque unité, ce qui implique rapidement que ri = 0. Donc
P (X) = λXn, or si n > 0, les termes constants de P (X2) et P (X+1)P (X−1) sont
différents, alors que ces polynômes sont égaux. Donc P doit bien être constant,
ce qui conclut.

Solution de l’exercice 103 (Résolu par Charles Madeline-Dérou)
On résout l’exercice en utilisant les multiplicateurs de Lagrange. Soit

f(a, b, c, d) =
a2

(a2 + 1)2
+

b2

(b2 + 1)2
+

c2

(c2 + 1)2
+

d2

(d2 + 1)2

et g(a, b, c, d) = a+ b+ c+d−2. Supposons d’abord que a, b, c, d 6= 0. Si (a, b, c, d)

est un extremum de f , on a
`
f(a, b, c, d) //

`
g(a, b, c, d) Et ∂f

∂a
= 2(a−a3)

(a2+1)3
et ∂g

∂a
= 1,

de même pour les trois autres variables. On en déduit que

a− a3

(a2 + 1)3
=

a− a3

(a2 + 1)3
=

a− a3

(a2 + 1)3
=

a− a3

(a2 + 1)3
.

Si a > 1, alors b < 1, et les deux expressions en a et b, non nulles, sont de signe
opposé, absurde. Donc a, b, c, d ∈ [0, 1]. Posons h(x) = x−x3

(x2+1)3
, sur [0, 1], chaque

image ne peut avoir que deux antécédents au plus (elle croà R©t puis décroà R©t
strictement). Donc on a trois cas, a = b = c = d = 1

2
(cas d’égalité, donc c’est

bon), a = b = c et a = b et c = d. Dans le second cas, d = 2 − 3a. f(a) = f(d)

donne un polynôme de degré 9 en a. La méthode dite de Sturm permet d’ap-
procher ses racines, ainsi que celles de 3f(a) + f(2− 3a)− 16

25
. Ce dernier n’en a

pas dans [0, 1] et l’inégalité de départ est vérifiée. Le cas a = b et c = d se traite
également selon cette méthode.

Le cas a = 0 ramène ce problème à trois variables, traité de même (deux
variables si b = 0, etc.). Dans chaque cas, l’inégalité est alors vérifiée.
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Solution de l’exercice 105 (Résolu par Julien Portier et Clément Lezane)
On pose u0 = x et un+1 = f(un). On a par l’énoncé :

un+2 + aun+1 − b(a+ b)un = 0,

ce qui donne l’équation caractéristique

X2 + aX − b(a+ b) = 0

dont les racines sont b et a+ b. Il existe donc λ et µ tels que pour tout n ∈ N,

un = λbn + µ(−1)n(a+ b)n.

Or a+b > b > 0, donc si µ 6= 0, pour n impair assez grand , un < 0, ce qu’interdit
l’énoncé. Donc µ = 0 et u1 = bu0. Ceci est valable quelque soit u0, donc f(x) =

bx. Réciproquement, cette fonction convient.

Solution de l’exercice 109 (Résolu par Nicolas Fabiano)
Considérons la décomposition en facteurs premiers de

Q
i>j

(i − j). Pour montrer

qu’il divise
Q
i>j

(ai − aj), il suffit de montrer que chaque facteur premier est au

moins autant présent dans ce dernier. Pour ce faire, considérons un entier p < n

et α le plus grand entier tel que pα|n.
Le nombre de fois que p est dans

Q
i>j

(i−j) est égal au nombre de (i−j) divisibles

par p + nombre de (i − j) divisibles par p2 + etc. + nombre de (i − j) divisibles
par pα. En effet, si (i − j) est divisible par pβ mais pas par pβ+1, on l’a ajouté
exactement β fois.
Ainsi, il suffit de montrer que pour tout β, le nombre de (i− j) divisibles par pβ

est inférieur au nombre de tels (ai − aj). Notons les respectivement A et B.
(i− j) est divisible par pβ lorsque i ≡ j mod [pβ], donc

A =
pβX
l=1

 
p(l)

2

!
avec p(l) le nombre de i ∈ {1, n} congrus à l modulo pβ . On a

A =
pβX
l=1

p(l)(p(l)− 1)

2

avec
P
p(l) = n. Notons que pour tout l, p(l) = bN/pβc ou p(l) = bN/pβc+ 1. De

manière analogue, on a

B =
pβX
l=1

p′(l)(p′(l)− 1)

2

où p′(l) est le nombre de ai congrus à l modulo pβ , avec
P
p′(l) = n. Pour obtenir

le résultat, il suffit d’appliquer le lemme suivant :
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Lemme . On considère b1, · · · bk des entiers naturels de somme fixée et S =
kP
i=1

bi(bi−1). Alors S est minimale lorsqu’il existe m tel que bi = m ou bi = m+1.

Démonstration. S’il existe i, j tels que bi ≥ bj + 2, alors en transformant bi en
bi − 1 et bj en bj + 1, S augmente de :

(bi − 1)(bi − 2) + bj(bj + 1)− bi(bi − 1)− bj(bj − 1) = −3bi + bj + bi + bj + 2

(XI.5)

= 2(bj + 1− bi) < 0 (XI.6)

Ainsi on peut progressivement équilibrer les plus grands bi avec les plus petits
(en un nombre fini d’étapes) jusqu’au résultat voulu. �

Solution de l’exercice 113 (Résolu par Arthur Nebout)
On procède par récurrence sur k.
Initialisation : k = 2. Tout couple de segments à un point commun. Prenons
toutes les extrémités de droite des segments, et choisissons celle la plus à gauche
(appartenant au segment S) comme point. Si un segment ne touche pas ce point,
il intersecte quand même le segment : il a donc son extrémité droite strictement
sur le segment, ce qui contredit le choix du point. Les segments passent donc
tous par ce point.

Propagation : supposons le résultat vrai pour k, et montrons-le pour k + 1.
Commençons par choisir l’extrémité droite la plus à gauche comme l’un des k
points. Classons maintenant les segments en deux groupes : ceux qui touchent
le segment dont c’est l’extrémité (segment appelé S), donnant le groupe A, et les
autres (groupe B). Par le même raisonnement que ci-dessus, tous les segments
du groupe A touchent le premier point. Si on prend le segment S et k − 1 seg-
ments du groupe B, il y en a au moins deux qui se touchent, et ils sont dans le
groupe B par sa définition. On a donc ramené le groupe B à l’hypothèse de ré-
currence, donc on peut choisir k−1 points tels que tous les segments du groupe
B en touchent au moins un, plus un pour le groupe A, ce qui fait k points.

Solution de l’exercice 117 (Résolu par Florent Noisette)
On traite d’abord le cas n = 1 : toutes les parties sont soit {1} soit ∅. On

note fk le nombre de k-uplets : on a f1 = 2 et f2 = 3. On montre maintenant
fk+2 = fk+1 + fk : si k est pair, alors soit Tk+2 = {1}, auquel cas les Ti précédents
sont quelconques, soit Tk+2 = ∅, auquel cas Tk+1 = ∅ et les Ti précédents sont
quelconques, d’où la relation de récurrence. On obtient donc fk = Fk+1 où F est
la suite de Fibonacci.
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Cas général : d’après le cas n = 1, il y a Fk+1 manières de décider pour
chaque i si 1 est dans Ti, donc il y a au total (Fk+1)n possibilités.

Solution de l’exercice 122 (Résolu par Charles Madeline-Dérou)
Si I est le centre du cercle criconscrit à ABC1, il suffit de montrer qu’il est sur
[N1M2], le même raisonnement pouvant être tenu pour ABC2. On veut pour
cela montrer que M2 est l’intersection de (N1I) avec le cercle γ. Il faut encore
introduire N ′1 l’intersection de (KN1) et du cercle Γ, montrer que c’est le milieu
de l’arc (BC1) (par une homothétie qui envoie γ sur Γ et (BC1) sur une droite
parallèle passant parN ′1. Puis on montre queA, I,N ′1 sont alignés, et on réfléchit
encore un petit peu, avant de trouver M1 = M2, ce qui donne I ∈ [N1M2]. Symé-
triquement, on prouve que le centre du cercle inscrit de ABC2 est sur [N1M2], et
le tour est joué.

Solution de l’exercice 131 (Résolu par Charles Madeline-Dérou)
Un nombre est la différence de deux cubes consécutifs ssi il peut s’écrire 3n2 +

3n+ 1.
On veut ici prouver par récurrence que a2

n est la différences de deux cubes,
on va en fait montrer que a2

n = 3b2
n + 3bn + 1.

Posons A = a2
n+1 et B = 3b2

n+1 + 3bn+1 + 1.
Raisonnons par récurrence. On initialise : a2

1 = 1, et 3b2
1 + 3b1 + 1 = 1.

Pour l’hérédité, en calculant, on trouve :

A = 49a2
n + 144b2

n + 168anbn + 84an + 144bn + 36

B = 48a2
n + 147b2

n + 168anbn + 84an + 147bn + 37

Par hypothèse de récurrence, on a a2
n = 3b2

n + 3bn + 1.
En remplaçant,

A = 291b2
n + 168anbn + 84an + 291bn + 85

B = 291b2
n + 168anbn + 84an + 291bn + 85

Ce qui achève la récurrence.

Solution de l’exercice 136 (résolu par Nicolas Fabiano, Clément Lezane et Florent
Noisette)

Si x est un sommet de l’arbre, on note m(x) le maximum des distances de
x aux feuilles de l’arbre, et m le minimum des m(x) pour x sommet de l’arbre.
Soit M un sommet tel que m(M) = m. On montre que tout chemin de longueur
maximale passe par M .
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On sait qu’il existe une arête issue de M , disons vers P , débutant un chemin
de longueur m. Alors il existe une autre arête issue de M débutant un chemin
de longueur m − 1 : si ce n’était pas le cas, on aurait m(P ) = m − 1, ce qui est
absurde. On peut ainsi construire un chemin de longueur au moins 2m − 1.,
donc tout chemin maximal doit avoir une longueur ≥ 2m− 1.

On montre maintenant que tout chemin c de longueur ≥ 2m − 1 passe par
M : si ce n’est pas le cas, soit N le point du chemin le plus proche de M : de
chaque côté de N , la portion de c ne peut pas être de longueur≥ m, car alors on
pourrait construire un chemin issu de M de longueur > m, ce qui est absurde.
La longueur de c est donc ≤ 2m− 2, d’où la contradiction.
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XII. Citations mémorables

. Samuel, à propos du théorème de Céva : “Cévachement important de le
connaître.”

. Jeff, après avoir terminé sa démonstration : “Mais là, ça se voit visuelle-
ment.”

. Samuel : “ O, c’est n’importe quel point, mais ici, c’est O.”

. Samuel, lors d’un exercice utilisant des symétries : “La ligne rebondit,
donc on va défaire rebondir la ligne.”

. Thomas : “Il y a un truc qu’on ne va pas justifier. . .mais enfin, il y en aura
d’autres.”

. Pierre-Alexandre : “C’est quoi un cercle variable ?”
Jean-Louis : “ C’est un cercle qu’on fait varier.”

. Félix : “Si Nobel n’a pas créé de prix Nobel de mathématiques parce qu’il
pensait qu’elles étaient inutiles, pourquoi est-ce qu’il a créé un prix Nobel
de littérature ?”

. Timothée : “Et tout le monde a tourné sa feuille comme un con.”
Vincent : “Non, ils ont juste retourné leur feuille, il n’y a que toi.”

. Vincent : “Il a eu une note divisible par 8 pour un exercice sur 7.”

. Pierre-Antoine : “L’axiome du choix vous permet d’être Dieu, il vous per-
met de faire une infinité de choix en même temps.”

. Pierre-Alexandre : “La plupart du temps, f est linéaire.”

. Pierre, au début d’une récurrence : “Après 0 et 1, il y a 2.”

. Pierre-Antoine : “La longueur est égale à quoi ?”
Ève : “La longueur est égale à elle-même”.

. Cécile : “On a une inégalité entre les blanches et les noires”.
Vincent : “Avec le peigne, on a le peigne on a toujours des complications.”

. Igor : “Slavik n’est pas là, Vincent n’est pas là, par récurrence personne
n’est là.”

. Léo : “La convexitude.”

. Vincent : “C’est très difficile de toucher les filles !”

. Pierre : “Je croyais que l’exercice était trivial parce que la solution en ligne
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est fausse.”
Capitaine Trivial : “Et on gagne des points si on a trouvé la fausse solu-
tion ?”

. Léo, parlant du film : “C’était trop bien, surtout pendant les 7h de viol au
Canada.”

. Alix : “Le premier du concours gagnera une soirée de pâtes avec Vincent
et le deuxième en gagnera deux.”
Vincent : “Par réccurence, il vaut mieux de ne pas participer au concours.”

. Vincent : “J’avais eu un élève qui a écrit : a, b et c cycliques donc on peut
supposer sans perte de généralité que a ≥ b ≥ c et 3 lignes plus tard on
peut supposer que : a ≤ b ≤ c.”

. Vincent, à propos de Latex : “Les dollars, c’est la vie.”
Pierre-Antoine, 5 seconds plus tard : “Il n’a pas pris mon dollar. . .”

. Capitaine Trivial : “Pour l’anniversaire des Pierre-Alexandre, on pourra
lui offrir des DVDs de Dimension.”
Pierre : “On pourra poser 11 DVDs sur le gâteau et les brûler.”

. Capitaine Trivial, jouant à balle aux prisonniers : “Viens, Jean-François, je
n’avais pas compris ton cours. . .”

. Joon : “Étant piqué par de gros moustiques, il n’y a pas que les hommes
qui aiment le japonais à volonté.”
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