
Projet de 
al
ul FormelLi
en
e d'informatiquePolyn�mes multivariés : bases d'idéalsLe but de 
e projet est d'implanter une version simpli�ée d'un algorithme dû à Bu
h-berger pour 
al
uler une base réduite d'un idéal de polyn�mes.Le projet sera rendu en OCaml, on rédigera également un rapport présentant les fon
-tionnalités. Les algorithmes devront être expliqués, ave
 si possible une étude de 
om-plexité. Toutes les fon
tions de 
e projet devront être 
ommentées. Il est également
onseillé de garder au moins en 
ommentaire les tra
es des tests e�e
tués.Le projet sera e�e
tué seul ou en bin�me. Le projet est à rendre pour le ? ? ? ? ? ? ? ? ?.Introdu
tionDans 
e projet, on s'intéresse à la résolution des systèmes d'équations polynomiales enplusieurs variables, dans le 
adre du 
al
ul exa
t (sans approximations). Malheureusement,on sait depuis Galois qu'il n'est pas possible, en général, de donner une formule 
lose pourles solutions d'un polyn�me de degré supérieur à 5. On va don
 
her
her à exprimer lessolutions d'un système d'équations 
omme les ra
ines d'un polyn�me le plus simple possible.Par exemple, le système
{

x4 − 7x3 − 7x2 + 19x− 6 = 0
x3 − 6x2 − 9x + 14 = 0

⇐⇒
{

(x− 1)(x + 2)(x2 − 8x + 3) = 0
(x− 1)(x + 2)(x − 7) = 0

(1)a pour seules solutions 1 et −2. Il a don
 les mêmes solutions que le polyn�me
x2 + x− 2 = (x− 1)(x + 2) . (2)Ainsi, dans le 
as des polyn�mes à une seule variable, pour résoudre un système d'équations,il su�t de savoir 
al
uler le plus grand 
ommun diviseur. En e�et, si x0 est une ra
ine d'unefamille de polyn�me B1, . . . , Bn, alors le polyn�me X − x0 divise 
ha
un des Bi, et don
 ildivise le PGCD de B1, . . . , Bn. Pour résoudre un système d'équations, on 
al
ule don
 lePGCD des polyn�mes que l'on résoud ensuite.En fait le PGCD répond au problème plus général suivant :Problème 1. (Ra
ines Contenues � RC)Soit S := (B1, . . . Bn) une famille de polyn�mes vu 
omme un système d'équations et

A un autre polyn�me. On 
her
he un algorithme rapide pour déterminer si les solutions dupolyn�me A 
ontiennent toutes les solutions du système S.En e�et, les solutions du polyn�me A 
ontiennent toutes les solutions du système S siet seulement si A est divisible par le PGCD de S. Ainsi, pour résoudre le problème (RC),on 
al
ule le PGCD P de S et on teste si le reste de la division de A par P est nul.Malheureusement, en plusieurs variables, les 
hoses ne se passent pas aussi bien. . .Ilfaut utiliser un algorithme plus sophistiqué dû à Bu
hberger. Le but de 
e projet est d'enimplanter une version légèrement simpli�é. 1



1 Polyn�mes multivariésLe but de 
ette première partie est d'implanter une bibliothèque de fon
tions de 
al
ulsexa
ts sur des polyn�mes en plusieurs variables à 
oe�
ients rationnels.Pour les 
oe�
ients, on utilisera soit les nombres rationnels é
rit pendant les travaux di-rigées soit la bibliothèque Nums de OCaml. Dans 
e 
as, on rappelle que pour pouvoir utiliser
ette bibliothèque il faut d'abord l'avoir 
hargée dans OCaml par exemple ave
 la 
ommande#load "nums.
ma";;. On prendra également garde au fait que le type Nums.nums est untype abstrait. En 
onséquen
e, par défaut, OCaml ne sait pas a�
her un num, il faut utiliserla 
ommande #install_printer prn. De plus, on ne peut pas 
omparer ou testerl'égalité de deux Nums.nums ave
 les opérateurs usuels (=, <, . . .), il faut utiliser 
eux dela bibliothèque Nums. En�n, lors de la phase de test, pour pouvoir taper plus fa
ilement lesnombres rationnels, on 
onseille d'utiliser la fon
tion Nums.string_of_num à laquelle onaura donné un nom 
ourt, par exemple num.1.1 Mon�mes, termes et ordresDé�nition 1. Soit x, y, z . . . des in
onnues. On appelle terme toute expression de la forme
xaybzc . . . On appelle mon�me le produit d'un terme par un 
oe�
ient. Un polyn�meest une somme de mon�mes.Pour implanter 
es dé�nitions en OCaml, on pro
édera de la manière suivante :� La liste des variables sera �xé un fois pour toutes sous la forme d'une liste de 
a-ra
tères (type 
har) nommée variables. On appellera n_variables le nombre devariables.� Un terme sera représenté par une liste d'entiers de même longueur que la liste desvariables : on notera la liste des exposants dans l'ordre des variables.� Un mon�me sera représenté par un 
ouple (t, c) où t est un terme et c un 
oe�
ient.� En�n un polyn�me sera représenté par une liste de mon�mes.Par exemple, pour les variables x, y, z, les termes x3yx5 et x2z seront respe
tivement repré-sentés par les listes [3; 1; 5℄ et [2; 0; 1℄, alors que le mon�me 2x3yx5 sera représentépar le 
ouple ([3; 1; 5℄, 2).
xExer
i
e 1.1. Dé
larer les types 
oeff_t, term_t, monom_t et poly_t 
orrespondant respe
tivementaux 
oe�
ients, termes, mon�mes et polyn�mes.Dans la suite, pour avoir une représentation normalisée d'un polyn�me, il faut �xer unordre sur les termes. On utilisera l'ordre lexi
ographique ou LEX en abrégé. C'est-à-direque pour 
omparer deux termes, on 
ompare les exposants de x ; s'il sont égaux, on 
ompareles exposants de y, et ainsi de suite. Nous donnons i
i quelques termes triés dans l'ordre :

1 < z < z2 < z3 < y < yz < yz2 < y2 < y2z < x < xz < xy < xyz < xyz2 < xy2 < x2(3)Les fon
tions de manipulation de mon�mes supposent que les mon�mes sont des listes demême longueur que la liste variables. Toutefois, pour pouvoir plus aisément lo
aliser leserreurs dans les programmes, on renverra une ex
eption Bad_monom si 
e n'est pas le 
as.2. É
rire une fon
tion lex_
ompare qui 
ompare deux mon�mes pour l'ordre LEX enrenvoyant −1, 0 ou 1 selon que le premier mon�me passé en paramètre est inférieur,égal ou supérieur au deuxième. 2



3. É
rire une fon
tion mult_term qui multiplie deux termes.4. É
rire une fon
tion divide_term qui divise un terme par un autre et lève une ex-
eption Divide si la division n'est pas possible. Par exemple, la division du terme
x5y2z3 par x2y2z2 devra renvoyer le terme x3z, alors que la division de x2y2z2 par
x3 est impossible.5. É
rire une fon
tion print_term qui a�
he un terme.1.2 Polyn�mes en plusieurs variablesIl est utile qu'un polyn�me ait une et une seule représentation en mémoire possible.Cette représentation est dite normalisée. On utilisera la normalisation suivante :� un polyn�me est représenté par une liste de mon�mes triée dans l'ordre lexi
ogra-phique dé
roissant des termes ;� un terme ne peut apparaître qu'une fois au plus dans la liste ;� au
uns des mon�mes apparaissant dans la liste n'a de 
oe�
ient nul.Ainsi, le polyn�me x2yz + 2/3x3z2 sera représenté par la liste[([3; 0; 2℄, num "2/3"); ([2; 1; 1℄, num "1") ℄où num "x" représente le rationnel x. Le polyn�me 
onstant égal à 1 sera don
 représentépar la liste [[0; 0; 0℄, num "1"℄ et le polyn�me nul par la liste vide [℄.Toutes les fon
tions de manipulation de polyn�mes demandées dans l'énon
é renverrontleurs résultats sous la forme de listes normalisées. Elle pourront également supposer queles polyn�mes passés 
omme paramètre le sont. Si 
e n'est pas le 
as, le 
omportement estnon spé
i�é, il peut toutefois être utile, quand on peut fa
ilement déte
ter une erreur, derenvoyer une ex
eption pour a�n de signaler les erreurs le plus t�t possible.Dé�nition 2. Soit P un polyn�me non nul.� On appelle terme dominant de P le premier terme de P sous forme normalisée.C'est don
 le terme le plus grand dans l'ordre LEX.� Le 
oe�
ient de 
e terme est appelé 
oe�
ient dominant.� On dit qu'un polyn�me est monique si son 
oe�
ient dominant est 1.

xExer
i
e 2. On demande d'é
rire les fon
tions suivantes :6. of_
oeff, of_
har qui 
réent un polyn�me respe
tivement à partir d'un 
oe�
ient,d'un 
ara
tère qui représente une variable ;7. lterm, l
oeff qui retournent le terme et le 
oe�
ient dominant (leading en anglais)d'un polyn�me ;8. print_poly qui a�
he un polyn�me ;9. is_zero_poly et equal_poly qui testent la nullité et l'égalité de deux polyn�mes ;10. mult_
oeff et mult_poly_term qui multiplient un polyn�me respe
tivement par un
oe�
ient et par un terme ;11. add_poly, sub_poly, mult_poly qui respe
tivement additionnent, soustraient et mul-tiplient deux polyn�mes ;12. Pour la suite, il peut être pratique d'utiliser des opérateurs pour 
es fon
tions. Onpourra par exemple utiliser =^, +^, -^ et *^.3



�� On prendra bien soin de tester exhaustivement toutes les fon
tionsde la première partie avant de passer à la deuxième. . . ��

2 Idéaux et basesL'un des algorithmes les plus importants pour la manipulation des polyn�mes en unevariable est l'algorithme d'Eu
lide qui permet de 
al
uler le plus grand diviseur 
ommund'une famille de polyn�mes. L'algorithme de Bu
hberger en est un analogue en plusieursvariables. La fon
tion prin
ipale du PGCD est de pouvoir tester par une division si unpolyn�me est une 
ombinaison d'autres polyn�mes : soit B1, . . . , Bn et A des polyn�mes.Alors le PGCD de B1, . . . , Bn divise A si et seulement si il existe des polyn�mes Q1, . . . , Qntels que
Q1(X)B1(X) + Q2(X)B2(X) + · · ·+ Qn(X)Bn(X) = A(X) . (4)Il est 
lair que, dans 
e 
as, si x0 est une solution de tous les Bi alors il est une solution A.Dans le 
as de plusieurs variables, on ne pourra pas toujours aboutir à un seul polyn�me ;la solution sera donnée sous la forme d'un systèmes d'équations plus simple que 
elui dedépart. En parti
ulier, la réponse au problème "Ra
ines Contenues" pourra être 
al
uléeau moyen d'un algorithme de division simple.On 
ommen
e par présenter l'analogue de la division eu
lidienne. On veut résoudre leproblème suivant :Problème 2. (Rédu
tion (division) en plusieurs variables � RED)Soit la donnée d'une famille de polyn�mes B = (B1, . . . , Bn) et d'un polyn�me A. On
her
he à 
al
uler des polyn�mes Q = (Q1, . . . , Qn) et un polyn�me R (l'équivalent duquotient et du reste de la division), tel que

A = Q1B1 + Q2B2 + · · ·+ QnBn + R (5)et tel qu'au
un terme de R n'est divisible par le terme dominant de l'un des des Bi. On ditque R est un polyn�me réduit de A par les Bi.Avant de dé
rire formellement l'algorithme, nous 
ommençons par quelques exemples.Exemple 1. Soit B1 = xy + 1, B2 = y + 1 et A = xy2 + 1.
xy + 1 y + 1

xy2 + 1 y
−(xy2 + y)

−y + 1 −1
−(−y − 1)

2

xy + 1 y + 1

xy2 + 1 xy
−(xy2 + xy)

−xy + 1 −x
−(xy − x)

x + 1

(6)
xy2 + 1 = y · B1 − 1 ·B2 + 2 xy2 + 1 = 0 · B1 + (xy − x) · B2 + (x + 1) (7)Dans le tableau de gau
he, on fait une division 
omme dans le 
as univarié, d'abord parrapport à B1 puis par rapport à B2. Les quotients des termes dominants sont é
rits endessous des diviseurs respe
tifs. Dans la dernière ligne le reste 2 n'est divisible, ni par B1ni par B2. On remarque qu'il y a du 
hoix, on aurait pu 
ommen
er 
omme dans le tableau4



de droite par diviser par B2, et au
un des termes du reste x + 1 n'est divisible ni par B1ni par B2.Exemple 2. Soit maintenant A = x2y + xy2 + y2, B1 = xy − 1 et B2 = y2 − 1.
xy + 1 y + 1 reste

x2y + xy2 + y2 x
−(x2y − x)

xy2 + x + y2 y
−(xy2 − y)

x + y2 + y x
−x

y2 + y 1
−(y2 − 1)

y + 1

(8)
On voit i
i un phénomène qui n'a pas lieu dans le 
as univarié. Lors de la troisième étape,le terme dominant x n'est divisible ni par B1, ni par B2. On le dépla
e alors dans la 
olonnereste. La division 
ontinue ensuite ave
 les termes restants. On trouve �nalement

x2y + xy2 + y2 = (x + y) · B1 + 1 · B2 + (x + y + 1) . (9)L'algorithme utilisé est le suivantAlgorithme 1. (Division ave
 reste en plusieurs variable)Entré : A et B1, . . . Bn des polyn�mes.Sortie : R et Q1, . . . , Qn véri�ant
A = Q1B1 + Q2B2 + · · ·+ QnBn + R (10)et tel que le terme dominant du polyn�me R soit plus petit pour l'ordre lexi
ographique quetous les termes dominants des Bi.1. R← 0 et Qi ← 0 pour i = 1..n2. tant que A 6= 0 faire3. si il existe un i tel que lterm(Bi) divise lterm(A)alors 
hosir un tel i et faire A← A− lterm(A)lterm(Bi)

Bi et Qi ← Qi + lterm(A)lterm(Bi)sinon R← R + lterm(A) et A← A + lterm(A)4. retourner R et (Qi)i=1..n.Une telle division n'est pas unique, il faut 
hoisir un i à l'étape 3. Dans la suite, à 
haqueétape on 
hoisira le plus petit i possible. On notera A rem (B1, . . . Bn) le reste de ladivision.
xExer
i
e 3.13. É
rire une fon
tion redu
e qui implante l'algorithme 1 sans le 
al
ul des quotients

Qi. En e�et, dans la suite du projet, il ne sera pas né
essaire de les 
al
uler. Il vautdon
 mieux implanter une fon
tion plus simple (et plus rapide) qui ne les 
al
ule pas.Cela dit, pour véri�er les 
al
uls, il peut être utile d'é
rire une deuxième fon
tiondivision qui renvoie aussi les quotients.14. Pour a

élérer les divisions, on pourra 
ommen
er par rendre les Bi moniques en lesdivisant par leurs 
oe�
ients dominants.5



2.1 S-paires et S-polyn�mesMalheureusement l'algorithme pré
édent ne résoud pas toujours 
orre
tement le pro-blème RC 
omme on peut le voir dans l'exemple suivant :Exemple 3. On divise A = xy2 − x par B1 = xy + 1 et B2 = y2 − 1.
xy + 1 y2 + 1

xy2 − x y
−(xy2 + y)

−x− y

(11)et don
 A = y ·B1 + 0 ·B2 + (−x− y). On trouve don
 un reste non nul. Pourtant, si l'onavait 
ommen
é par diviser par B2 on aurait trouvé A = 0 · B1 + x · B2 + 0. Ainsi toutesolution 
ommune à B1 et B2 est une solution de A. Pourtant, si, 
omme 
'est le 
as i
i,on fait le mauvais 
hoix, la seule division par (B1, B2) donne un reste non nul.Dé�nition 3. Un ensemble de polyn�mes est appelé base d'idéal si, quelque soit l'ordredans lequel on fait les divisions, le reste est toujours le même.Dans l'exemple pré
édent le problème vient du fait que
y · B1 − x · B2 = xy2 + y − xy2 + x = x + y (12)mais qu'au
un des termes de x+y n'est divisible ni par lterm(B1) = xy ni par lterm(B2).Une telle paire (B1, B2) de polyn�mes induit un 
hoix dans l'algorithme des divisions.Dé�nition 4. Soit A et B deux polyn�mes non nuls tel quelterm(A) = xa1ya2za3 . . . et lterm(B) = xb1yb2zb2 . . . . (13)On pose ci = max(ai, bi) pour tout i et C := xc1yc2zc3 . . . . Le S-polyn�me du 
ouple

{A,B} est dé�ni par
S(A,B) :=

Clterm(A)
A− Clterm(B)

B (14)On a 
lairement S(A,B) = −S(B,A). Par exemple, S(xy + 1, y2 − 1) = x + y. Leproblème de la division vient du fait que le S-polyn�me ne se réduit pas à zéro.Le théorème suivant a�rme que 
'est e�e
tivement là le seul problème :Théorème 1. Une famille de polyn�mes B := B1, . . . , Bn est une base si et seulement sipour toute paire 1 ≤ i, j ≤ n, le reste de la division de S(Bi, Bj) par B est nul, 
'est-à-diresi
S(Bi, Bj) rem (B1, . . . , Bn) = 0 (15)On 
al
ule une base en ajoutant su

essivement à la liste les S-polyn�mes tant qu'ilexiste une paire i, j pour laquelle l'équation 15 n'est pas véri�ée.Exemple 4. Soit B1 = xy + yz et B2 = xz + y. On a alors

S(B1, B2) = z B1 − y B2 = yz2 − y2 = −y2 + yz2 . (16)Ce polyn�me ne peut se réduire ni par B1 ni par B2. On appelle don
 B3 le polyn�memonique asso
ié : B3 := y2 − yz2. Alors, d'après le théorème pré
édent (B1, B2, B3) estune base si et seulement si
S(B1, B3) rem (B1, B2, B3) = S(B2, B3) rem (B1, B2, B3) = 0 . (17)6



On a alors S(B1, B3) = xyz2 + y2z et S(B2, B3) = xyz3 + y3. On réduit alors 
es deuxpolyn�mes par rapport à (B1, B2, B3). On trouve
xyz2 + y2z = z2 · B1 + 0 ·B2 + z · B3 + 0 (18)et don
 S(B1, B3) rem (B1, B2, B3) = 0. De même pour S(B2, B3), on trouve

xyz3 + y3 = z3 ·B1 + 0 · B2 + (y − z2) ·B3 + 0 (19)et don
 S(B2, B3) rem (B1, B2, B3) = 0. Ainsi (B1, B2, B3) est la base 
her
hée.Voi
i un autre exemple :Exemple 5. On part de B1 = x2y2 + yz, et B2 = x2z + xy.On a alors S(B1, B2) = −xy3 + yz2. On pose B3 := xy3 − yz2 le polyn�me moniqueasso
ié. On 
al
ule alors
S(B1, B3) rem (B1, B2, B3) = xyz2 + y2z := B4 . (20)On appelle 
e polyn�me B4. On aurait pu aussi 
al
uler

S(B2, B3) rem (B1, B2, B3) = xyz3 + y2z2 (21)et l'ajouter à la base, mais 
e n'est pas utile 
ar 
'est z ·B4 et don

S(B2, B3) rem (B1, B2, B3, B4) = 0 (22)Il faut maintenant 
al
uler toutes les S-polyn�mes ave
 B4. On trouve

S(B1, B4) rem (B1, B2, B3, B4) = S(B1, B4) rem (B1, B2, B3, B4) = 0 (23)En revan
he
S(B3, B4) rem (B1, B2, B3, B4) = y4z + yz4 =: B5 . (24)On véri�e maintenant que pour 1 ≤ i, j ≤ 5

S(Bi, Bj) rem (B1, B2, B3, B4, B5) = 0 . (25)De sorte que B := (B1, B2, B3, B4, B5) est une base.Quelques remarques :1. Il n'est pas évident que 
et algorithme s'arrête. On montre que 
'est e�e
tivement le
as, entre autre en utilisant le fait que l'ordre LEX est bien fondé.2. Selon la stratégie employée pour fabriquer les S-polyn�mes, on peut obtenir des basesdi�érentes. Par exemple, on aurait pu rajouter S(B2, B3) dans l'exemple pré
édent.Pour obtenir un résultat unique on réduit la base par rapport à elle-même 
ommesuit.Dé�nition 5. Une base B = (Bi) est dite réduite si et seulement si au
un des termes d'undes Bi n'est divisible par le terme dominant d'un autre Bi.En partant d'une base non réduite, on 
al
ule la base réduite asso
iée en réduisanttour à tour 
haque Bi par rapport aux autres, et en supprimant les polyn�mes nuls ainsiobtenus. 7



Théorème 2. Soit P = (Pi) une famille de polyn�mes. Il existe une unique base réduite
B = (Bi) telle que les réponses au problème RS pour B soient les mêmes que pour P. Laréponse au problème RS est alors donnée par le test à zéro du reste de la division par B.De plus, on peut 
al
uler 
ette base B par ajout des S-polyn�mes puis rédu
tion.On é
rira les fon
tions suivantes :15. s_poly qui 
al
ule le S-polyn�me d'une paire de polyn�mes ;16. basis qui 
al
ule une base par ajout des S-polyn�mes ; on pourra utiliser deux stra-tégies :� Soit on 
al
ule tous les S-polyn�mes, on les ajoute à la base et on 
al
ule lesnouveaux S-polyn�mes ainsi obtenus, jusqu'à 
e qu'ils se réduisent tous à zéro.� Soit on traite un seul S-polyn�me à la fois, en gardant dans une liste les paires depolyn�mes (Bi, Bj) pour lesquels on doit en
ore 
al
uler puis réduire le S-polyn�me.Cette deuxième méthode est beau
oup plus rapide, 
ar il est très 
oûteux de réduireun polyn�me.17. redu
e_basis qui réduit une base par rapport à elle-même.3 Quelques appli
ationsLes appli
ations suivantes permettront de tester le bon fon
tionnement du programme.L'une des di�
ultés ave
 
et algorithme est qu'il est, dans 
ertains 
as, exponentiel. On
onseille don
 d'a�
her les progrès lors du 
al
ul pour savoir si le programme est partidans une bou
le.� Dans le 
as des polyn�mes en une seule variable, on doit retrouver le PGCD. Parexemple# pl1,pl2;;- : poly_t * poly_t =(x^6 - x^5 + x^4 - x^3 + x^2 - 1, x^4 + x^3 + 2x^2 - 3x - 1)# redu
e_basis (basis [pl1;pl2℄);;- : poly_t list = [x - 1℄Le pg
d est x− 1.� Si l'on donne un système qui n'a pas de solutions, la base retournée est alors forméedu seul polyn�me 
onstant égal à 1.# pl1,pl2,pl3;;- : poly_t * poly_t * poly_t = (x - 1, y - 3, xy - 1)# redu
e_basis (basis [pl1;pl2;pl3℄);;- : poly_t list = [1℄� Si l'on ne donne que des polyn�mes linéaires (pas de variable au 
arré ni de produitsde variables), l'algorithme est alors le même que 
elui du pivot de Gauss. On peutdon
 résoudre les systèmes linéaires.# pl1,pl2,pl3;;- : poly_t * poly_t * poly_t =(x - y - 3, x - 2z + 4, x + 2y - 3z + 3)# redu
e_basis (basis [pl1;pl2;pl3℄);;- : poly_t list = [x - 6; y - 3; z - 5℄8



Ainsi le système d'équations






x −y −3 = 0
x −2z +4 = 0
x+2y−3z +3 = 0

(26)a pour seule solution {x = 6, y = 3, z = 5}.� On peut aussi utiliser 
et algorithme pour faire des 
al
uls géométriques. Par exemplela sphère de 
entre (2, 0, 0) et de rayon 2 a 
omme équation (x− 2)2 + y2 + z2 = 4,soit x2− 4x + y2 + z2 = 0. Celle de 
entre (0, 0, 0) et de rayon √6 a 
omme équation
x2 + y2 + z2 − 6 = 0. Si l'on donne 
es deux équations à l'algorithme# pl1,pl2;;- : poly_t * poly_t = (x^2 - 4x + y^2 + z^2, x^2 + y^2 + z^2 - 6)# redu
e_basis (basis [pl1;pl2℄);;- : poly_t list = [x - 3/2; y^2 + z^2 - 15/4℄

L'interse
tion est don
 
ontenue dans le plan x = 3/2 et 
'est le 
er
le de 
entre
(3/2, 0, 0) et de rayon √15/2.� Par dé�nition si B = (Bi) est la base asso
iée à un système d'équations (Pi) alorsun polyn�me A se réduit à zéro modulo B si et seulement s'il est une 
ombinaison
A1P1+A2P2+· · · où les Ai sont des polyn�mes. On peut utiliser 
ette 
ara
térisationpour véri�er la base.

Bon travail ! ! !
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