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Les polynémes eulériens stables de type B
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Abstract. We give a multivariate analog of the type B Eulerian polynomial introduced by Brenti. We prove that this
multivariate polynomial is stable generalizing Brenti’s result that every root of the type B Eulerian polynomial is real.
Our proof combines a refinement of the descent statistic for signed permutations with the notion of real stability—a
generalization of real-rootedness to polynomials in multiple variables. The key is that our refined multivariate Eulerian
polynomials satisfy a recurrence given by a stability-preserving linear operator.

Résumé. Nous présentons un raffinement multivarié d’un polyndme eulérien de type B défini par Brenti. En prouvant
que ce polyndme est stable nous généralisons un résultat de Brenti selon laquel chaque racine du polyndme eulérien
de type B est réelle. Notre preuve combine un raffinement de la statistique des descentes pour les permutations
signées avec la stabilité—une généralisation de la propriété d’avoir uniquement des racines réelles aux polyndmes
en plusieurs variables. La connexion est que nos polyndmes eulériens raffinés satisfont une récurrence donnée par un
opérateur linéaire qui préserve la stabilité.

Keywords: type B Eulerian polynomials, polynomials with real roots only, stability

1 Introduction

Le polynéme eulérien de type A, désigné par A,,(x), peut étre interprété de fagon combinatoire comme
la fonction génératrice de descentes de permutations dans le groupe de Coxeter A,,, ou le groupe Sym(n+
1) de permutations en n + 1 lettres ([Foata et Schiitzenberger(1970), [Foata(2010)]]). On peut étendre le
concept de descente des éléments de tous les groupes de Coxeter finis—pour un élément o du groupe de
Coxeter W, les descentes sont exactement les générateurs s de W dont I’action sur o réduit sa longueur.
[Brenti(1994)] utilise cette interprétation de descente pour définir les polynomes W -eulériens, noté par
W (x), pour chaque groupe de Coxeter fini W.

Dans ce papier, nous étudions les racines des polyndmes eulériens. Brenti a montré que de nombreux
résultats classiques sur A, () sont également valables pour les autres polyndmes eulériens. Nous allons
examiner la propriété remarquable que ces polyndmes ont uniquement des racines réelles, un résultat de
[Frobenius(1910)] pour les polynémes A, (x). Brenti a aussi montré le résultat analogue pour le type B,
et il a vérifié les cas exceptionnels par ordinateur, mais il a laissé le type D—Ie seul cas restant—comme
une conjecture.

Conjecture 1.1 (Conjecture 5.2 de [Brenti(1994)]) Pour chaque groupe de Coxeter fini W, la fonction
génératrice de descentes W (x) a uniquement des racines réelles.

Récemment, Dilks, Petersen, et Stembridge ont généralisé la définition des polyndmes eulériens aux
descentes affines, et ils ont proposé un compagnon a la conjecture de Brenti.
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Conjecture 1.2 (Conjecture 4.1 de [Dilks ez al.(2009)]) Pour chaque groupe de Weyl fini W, la fonction
génératrice de descentes affines W (x) a uniquement des racines réelles.

Ils ont été prouvé que gn(a:) et 5’”(37) avaient uniquement des racines réelles, les cas exceptionnels ont
été vérifié par ordinateur, mais la conjecture pour les polynomes eulériens affines de types B et D reste
un probléme ouvert.

Dans ce papier, nous utilisons le concept de stabilité réelle—une généralisation de la propriété d’avoir
uniquement des racines réelles aux polyndmes multivariés. Nous combinons ceci avec des récurrences
simples pour des raffinements multivariés de certains polyndmes eulériens afin de fournir des preuves
simples de généralisations multivariés de résultats connus sur les racines réelles.

Plus précisément, nous utilisons une méthode générale pour montrer que les relations de récurrence
satisfaites par ces polynomes W -eulériens multivariés (pour certaines groupes de Coxeter finis W) pré-
servent la stabilité. Nous utilisons ensuite les propriétés de stabilité pour montrer que cela implique que
les homologues univariés de ces polyndmes sont également stables, ce qui est équivalent a dire qu’ils ont
uniquement des racines réelles.

Le reste de ce papier est structuré en fonction de ce qui suit. Dans la Section [2] nous introduisons la
notation, nous définissons les polynomes W -eulériens pour les groupes de Coxeter finis et les polynomes
(affines) W -eulériens pour les groupes de Weyl finis, respectivement. Nous donnons les définitions et les
résultats nécessaires pour la stabilité. Pour rendre la présentation indépendante, nous commengons dans
la Section[3]avec une preuve de Briandén de la stabilité du polyndme eulérien multivarié de type A. Dans
la Section | nous généralisons cette idée au type B (les permutations signées). Il est possible de étendre
les résultats au groupe symétrique généralisée (les permutations colorées), et aussi a plusieurs variables g,
et les polyndmes eulériens affines de types A et C' (voir Section [5]et [Visontai et Williams(2012)]).

2 Préliminaires

Nous commengons par I’introduction de la notation. Si n est un entier positif, nous écrivons [n] pour
I’ensemble {1,...,n} et x pour le n-uplet z1, ..., 2, ; parexemple, X +y = 14+ Y1, ., T+ Yn. SIT
est un sous-ensemble (ou un multi sous-ensemble) de [n], soit x7 =[], 1 @; ; par exemple, (x +y)" =
[T, (z; + y;). Nous écrivons |7 | pour la cardinalité de ’ensemble 7. On note la concaténation de x et
y:xy.

Nous appliquons une fonction f de n variables & un n-uplet x en écrivant f(x) = f(z1,...,2,). La
plupart des fonctions que nous définirons auront x et y comme variables, c’est pourquoi nous définissons
le symbole spécial @ = Y., (% + %) comme un raccourci pour la somme des dérivées partielles par
rapport a toutes les variables x; et y;.

Les théoremes et les propositions qui viennent de travaux précédents sont clairement marqués par une
référence (en indiquant la source) ; nous croyons que tous les autres résultats sont nouveaux.

2.1 Polynémes W -eulériens

Soit S un ensemble de générateurs Coxeter, m une matrice Coxeter, et soit
W =(S:(ss")™%) =¢, avecs,s’ € S, m(s,s') < oo)

le groupe de Coxeter correspondant (voir [Bjorner et Brenti(2005)]).
Si (W, S) est un systeme Coxeter et o € W, nous écrivons ¢y (o) pour la longeur de o par rapport a S.
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Definition 2.1 Si W est un groupe de Coxeter fini, I’ensemble des descentes de o € W est
Dw (o) ={s €S :lw(os) <lw(o)}.

Definition 2.2 Si W est un groupe de Coxeter fini, le polyndme W -eulérien est la fonction génératrice

W)= 3 2w,

ceW
Les définitions ci-dessus ont été généralisées dans [Dilks ef al.(2009)] et incluent des descentes affines.

Definition 2.3 Si W est un groupe de Weyl fini, I’ensemble des descentes affines de 0 € W est
Dw (o) = Dw (o) U {s0 : bw (050) > lw (o)},

out sg est la réflexion le plus basse correspondant a la racine dans le systeme racinaire cristallographique
sous-jacent. Voir [Dilks et al.(2009)] pour plus de détails et pour la motivation derriére cette définition.

Definition 2.4 Si W est un groupe de Weyl fini, le polyndme W -eulérien est la fonction génératrice des
descentes affines (sur le groupe de Weyl fini W correspondant)

W(m) = Z I Pw @),

ceEW

2.2 Polynémes stables

Nous définissons la stabilité (réelle). Elle généralise la propriété des polyndmes univariés réels d’avoir
seulement des racines réelles aux polyndmes multivariés.
Soit Hy = {z € C : Im(z) > 0} le demi-plan supérieur ouvertet H_ = {z € C : Im(z) < 0}.

Definition 2.5 Un polynome f € R[x] est stable si f = 0 ou si pour chaque z € H", f(z) # 0.

Notez qu’un polyndme univarié f(z) € R[z] a toutes ses racines dans R si et seulement si il est stable.
Suivant [Wagner(2011)], nous écrivons Sg[x] pour I’ensemble des polyndmes stables en R[x].

Dans ce papier, nous avons un modele fixe pour nos preuves. On utilise I’'induction, en vérifiant (a
la main) la stabilité du scénario de base. Ensuite, nous €établissons des formules récursives de la forme
suivante

Wn = T(Wn—l) 5

ou W, est le polyndme W -eulérien multivarié d’un groupe W de classement n, et T' est un opérateur
linéaire. Pour terminer, nous montrons que 1’opérateur linéaire 7" préserve la stabilité en utilisant le théo-
réme suivant.

Un polyndme f(x) est multiaffine si la puissance de chaque indéterminée x; est au plus un. Pour un
ensemble P de polyndmes, soit P4 ’ensemble de polyndmes multiaffines en P.

Théoréme 2.1 (Une partie du Théoréme 3.5 dans [Wagner(2011)]) Soit T : R[x]|M4 — R[x] un opé-
rateur linéaire agissant sur les variables x. Si le polynome T'((x+y)!") € Gg[x,y], T envoie Gg[x]M4
dans Gg|[x].
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Lorsque qu’on a démontré la stabilité des polyndmes W -eulérien multivariés, nous pouvons les réduire
a des polyndmes univariés stables en utilisant les opérations suivantes.

Lemme 2.2 (Une partie de Lemme 2.4 dans [Wagner(2011)]) Si i,j € [n], les opérations suivantes
préservent la stabilité (réelle) de f € R[x] :

1. Différentiation : f +— g ?fc .

2. Diagonalisation : f — f

Ti=2Tj*

3. Spécialisation: Sia € R, f — flz,=a-

Nous notons que la plupart de ces résultats ont une contrepartie complexe, mais pour nous la stabilité
réelle suffit—tous les polyndmes que nous considérons ont des coefficients entiers positifs. Pour cette
raison nous appellerons des polyndomes ayant la propriété stable réelle simplement des polyndmes stables.

3 Polynémes eulériens stables de type A

Pour rendre la présentation indépendante, nous commencons avec une preuve de Brindén de la stabilité
du polynéme eulérien multivarié de type A.

Soit A,, le groupe de Coxeter de type A de classement n. On peut considérer A,, comme Sym(n + 1),
le groupe de toutes les permutations sur [n + 1] avec les générateurs S = {s1,...,s,}, ou s; est la
transposition (i,4 + 1) pour 1 < i < n.

Proposition 3.1 (Proposition 1.5.3 dans [Bjorner et Brenti(2005)]) Giveno =o01...0,41 € Ay,
Da(o) ={s; € S:0;> 041},
Le théoreme suivant est bien connu. Il était déja connu par Frobenius et a été redémontré nombreuses
fois depuis.
Théoreme 3.2 (page 829 de [Frobenius(1910)])
Ap(z) = Z 2/ Pa(o)] (1)

og€EA,

a uniquement des racines réelles.

La preuve du Théoreme [3.2] peut étre faite en utilisant le théoréme de Rolle ou par la méthode des
racines entremélées, mais le résultat devient transparent apres 1’introduction de variables supplémentaires
et en utilisant les propriétés de stabilité.

Definition 3.1 Pour o € A, nous définissons ’ensemble des hauts des descentes (descent tops en an-
glais) pour le type A par

DT (o) = {max(0;,0441) : 1 <i<m,0; > 0441},

et de la méme maniere, nous définissons [’ensemble des hauts des montées (ascent tops en anglais) pour
le type A par
AT a(0) = {max(04,0i11) : 1 <i < n,0; < 041}
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Par exemple, quand o = 31452 € Ay, DT 4(0) = {3,5} et AT 4(0) = {4, 5}.

La notation superflue max(o;,0;4+1) se simplifie 2 o; et 0,1 dans le cas des ensembles des hauts
des descentes et des montées de type A, respectivement. L’ importance de cette notation deviendra claire
lorsque nous introduirons les ensembles des hauts des descentes et des montées de type B.

Théoreme 3.3 ([Brandén(2010)])

Ap(x,y) = Y xPTaln)yATal?) ©))

c€A,

est stable.

Démonstration: Nous utilisons I'induction. Ag(x1,y1) = 1 est stable. En observant I’effet de 1’insertion
de n + 1 dans une permutation o € A,,_1 sur les ensembles des hauts des descentes et des montées de
type A, nous obtenons la récurrence suivante. Pour n > 0,

An(Xa Y) = ($n+1 + yn+1)An71(x> Y) + mn+1yn+1aAnfl(xv y)- (3)

Nous rappelons ici au lecteur que 8 = >, ( % + 8‘2_) .

En utilisant le Théoréme il est facile de vérifier que 1’opérateur linéaire T = (zp41 + Yn+1) +
Tn+1Yn+10 préserve la stabilité, car

(x4 )y +v)

1 1 - 1 1
T((x+w)"(y+v)") = 2,19, + + ( + )
(( Y+ FYnt Yntl  Tntl ; Titu; Yt

In H_ when x,y,u,veH+

appartient 2 Gr[x,y, u, v]. O
En spécialisant les variables y; a 1, nous voyons que

Corollaire 3.4
An(X) _ Z XDTA(U)

oEA,

est stable.
En diagonalisant x, nous obtenons

Corollaire 3.5

An@) = 3 2lPTa@l = $7 4lPat@)]

o€EA, oEA,

est stable.

Comme A, (z) est univarié, ce corollaire est équivalente a dire que A, (x) a uniquement des racines
réelles (Théoreme [3.2).
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La référence [Haglund et Visontai(2012)|] fournit une preuve de la stabilité d’un raffinement multivarié
(un peu différent) des polyndmes eulérien classiques. Ce raffinement a des liens étroits avec le polyndme
eulérien affine de type C.

Ensuite, nous présentons nos résultats. Nous commengons par la définition du polyndme eulérien mul-
tivarié de type B et une preuve qu’il est stable.

4 Polynbémes eulériens stables de type B

Soit B, le groupe de Coxeter de type B de classement n. Nous considérerons B,, comme le groupe de

toutes les permutations signées sur [+n] = {—n,...,—1,1,...,n} avec générateurs S = {sg,...,Sn—1},
oll s est la transposition (—1,1) ets; = (¢, + 1) pour 1 <i <n —1.
Pour o = (01, ...,0,) € By, nous notons

N(o)=|{i € [n]:0; <0}

le nombre d’entrées négatives dans la permutation signée o.
Les descentes de type B ont une description combinatoire simple que nous allons exploiter.

Proposition 4.1 (Corollaire 3.2 de [Brenti(1994)], et Proposition 8.1.2 de [Bjorner et Brenti(2005)])
Pour o € B,
DB(U) = {Si €S:o; > Ui+1}7

. def
ou oy = 0.

De la méme maniére que pour le type A, les polyndmes eulériens de type B n’ont que des racines
réelles.

Théoreme 4.2 (|[Brenti(1994)[])
B, (z) = Z 2/ PB(@)] 4)

oceB,
a uniquement des racines réelles.

[Brenti(1994)] a introduit un g-analogue des polyndmes eulériens univarié, et il a démontré ce qui suit.

Théoreme 4.3 (Corollaire 3.7 de [Brenti(1994)]) Si g > 0,

By (z;q) = Z qN(U)x‘DB(J)|. (5)
ceB,

a uniquement des racines réelles.

Ces polyndmes By, (z; q) peuvent étre spécialisées aux polyndmes eulériens A,,_1(x) et B, (z)—quand
q = 0etqg = 1, respectivement—ce qui montre que le Théoreme [4.3[ généralise simultanément les
Théoremes[3.2] et[4.2l

Nous allons généraliser ce résultat de la méme maniére que la Théoreme [3.3] est une généralisation de
Théoreme [3.2] Rappelons que la stabilité du raffinement multivarié des polyndmes eulériens de type A
dans (2)) provenaient du choix de la statistique. La choix du plus grand index de chaque montée et descente
a abouti a la récursion simple qui préserve la stabilité. Nous appliquons cette idée aux permutations
signées de telle maniere que les définitions restent compatibles avec les définitions pour les permutations
ordinaires.
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Definition 4.1 Pour o € B, nous définissons I’ensemble des hauts des descentes pour le type B par
DT (o) = {max(|oy|, |oit1]) 1 0<i<n—1,0; > 041}
De la méme maniere, nous définissons I’ensemble des hauts des montées pour le type B par

AT (o) = {max(|o;], |oix1]) : 0<i<n—1, 0y < 0441}
Par exemple, quand 0 = (3,1, —4,—5,2) € B5, DT g(0) = {3,4,5} et AT g(0) = {3,5}.
Théoréme 4.4 Sig > 0,

(x,y:q) Z q DTB(U)yATB(J) (6)
ceB,

est stable.

Démonstration: Comme dans la preuve du Théoréme nous utilisons 'induction. By (z1,y1;q9) =
qr1 + y; est stable quand ¢ > 0, ce qui prouve le cas de base.

En observant I’effet de I’insertion de n+1 ou —(n+ 1) dans une permutation ¢ € B,, sur les ensembles
des hauts des descentes et des montées de type B, nous obtenons la récurrence suivante. Pour n > 0,

Bri1(%,¥:9) = (q%nt1 + Yns1) Bn(X,¥; ) + (1 + @)n11Ynt10Bn (X, y; q). (7

Pour terminer la preuve, nous notons que pour un g > 0 fixe, I’opérateur linéaire T' = (qx,, + yn) +
(1 + q)yyn O préserve la stabilité selon le Théoreme 2.1} car

(x4l (y )l

1+4+g¢ 1+q
( )y )™ T Yn+1 xn+1 =\ —|—uz Yi +;
appartient 3 Gg[x,y, u, v] quand ¢ > 0. O

Notre théoreme a quelques conséquences immédiates.
L’évaluation de B, (x,y; q) & ¢ = —1 vient directement de la récursion.

Corollaire 4.5
Bn(xvy; 71) = (y - X)[n]
Si nous posons ¢ = 1, nous obtenons I’analogue du Théoreme [3.3|pour le type B.

Corollaire 4.6
X Lyl Z XDTB .ATB(U)
oceB,

est stable.
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Nous attirons I’attention sur le fait que si nous mettons ¢ = 0 dans (6), nous obtenons un polyndme
homogénéisé qui est différent de A, _1(x,y) défini en , parce que leur récursions sont différentes.
B,,(x,y;0) est la permanent de la matrice M = (m;;) de taille nxn considéré par [Brindén et al.(2011) .
Pour i,j € [n], soit m;; = x; quand 7 < j et autrement soit m;; = y;. Lorsque nous développons le
permanent par la derniere colonne, nous obtenons la récurrence de avec ¢ = 0 (voir Lemme 3.3
dans [Briandén et al.(2011) || pour une preuve).

En spécialisant des variables y a 1 dans B,,(x,y; ¢), nous voyons que

Corollaire 4.7 Siq > 0,
Bu(xiq) = Y ¢V xPTE@
oc€B,
est stable.

Enfin, observons que (le polyndme non-homogene) B, (x,q) devient A, _;(x) et B, (x)—les poly-
noémes eulériens multivariés de types A et B—quand ¢ = 0 and ¢ = 1, respectivement. Par la diagonali-
sation de x en By, (x, ¢), on obtient le polyndme By, (z,¢) défini dans (5).

Nous retrouvons en corollaire le Théoreme

Corollaire 4.8 Si g > 0, B,,(x; q) est stable.

5 Autres résultats

En utilisant des méthodes similaires, on peut obtenir des résultats analogues pour le groupe symétrique
généralisé (ou permutations colorées) et les polyndmes eulériens affines de types A et C' définis par
[Dilks et al.(2009)].

Soit A,, le groupe de Coxeter de type A de classement n. Les descentes affines de type A consistent en
des descentes (ordinaires) de type A avec une descente supplémentaire a 0, si et seulement si 0,1 > 01,
oo =(01,...,0n+1) € Ap. Plus précisement,

Du(0) =Da(0) U{so: opp1 > 01}

Voir la Section 5.1 de [Dilks et al.(2009)]] pour plus de détails. Les définitions de 1’ensemble des hauts
des descentes et des montées de type A peuvent étre généralisées de maniere évidente et nous obtenons le
résultats suivant.

Théoréme 5.1 __ __
An(e,y) = Y xPTAyATA@ ()
ogEA,
est stable.

Une discussion détaillée de celui-ci et autres résultats apparaitra dans un prochain article ([[Visontai et Williams(2012)]).
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