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:;<=>?@= A BC DEFGH IJKLD MN EOC PKJNC
Z

2 Q I MEO DECPD MN J RMSCN TNMEC DCE SQ IOMUO DEJVE WVXY EOC XVMRMNZFE XEOCVI MDC NCSCV OME EOC OJKW[KMNC
H = {(k, 0), k 6 0} \ ]OCDC ^_`ab cd ef g b`he i `_dg OJSC VCUCMSCG DXY CJEECNEMXN EOCDC KJDE WCI HCJVD Q DMNUC MN PJVEMUFKJV EOCMV CNFY CVJEMXN KCJGD EX DMYPKC UKXDCG WXVYFKJD j ZFE XNKHXNC ZMk CUEMXN OJD Z CCN WXFNG DX WJV Q MN EOC UJDC XW EOC DlFJVC KJEEMUC Q EOJE CmPKJMND DFUO WXVYFKJD \nCE

p = p(S)
Z C EOC DY JKKCDE PXDDMZ KC JZDUMDDJ

x
DFUO EOJE EOCVC MD J IJKL XN EOC DKME PKJNC CNGMNRJE

(x, 0) \ oFPP XDC EOJE |j| 6 1
WXV CJUO DECP

(i, j) ∈ S\ ]OC Y JMN VCDFKE XW EO MD PJPCV MD EOC UXNDEVFUEMXNXW J KCNREO PVCDCVS MNR ZMk CUEMXN Z CEICCN
S
[IJKLD XN EOC DKME P KJNC I MEO J Y JVLCG DECP CNGMNR JE

(p, 0) QJNG J UCVEJMN UKJDD XW IJKLD XN EOC PKJNC IOXDC CNFY CVJEMXN MD YFUO DMYPKCV \ ]OMD JKKXI D FD EX MNECVPVCEUXYZMNJEXVMJKKH PVCSMXFDKH LNXIN CNFYCVJEMXND Q JNG EX RMSC Y JNH NCI XNCD \
pq<rsq A tXFD uEFGMXND GCD UOCY MND GJND KC PKJN

Z
2 Q GXNE KCD PJD JPPJVEMCNNCNE v FN CNDCYZKC S

GXNNu QlFM PJVECNE GC K wXVMRMNC Y JMD lFM DMNXN uS MECNE KJ GCY M[GVXMEC
H = {(k, 0), k 6 0} \ xCD yfgz hdb b{| `g i `_dhdyhb} XNE uSCMKKu FN UCVEJMN MNEuV~E UCD GCVNM�VCD JNNuCD Q NXEJYYCNE CN VJMDXN G wuNFY uVJEMXND Y CNJNE v GCDWXVYFKCD UKXDCD DMYPKCD j UCP CNGJNE FNC DCFKC ZMk CUEMXN J kFDlF wMUM uEu EVXFSuC Q GJND KC UJD GF VuDCJF UJVVu QPXFV CmPKMlFCV GC ECKKCD WXVYFKCD \oXME p = p(S)

KJ P KFD P CEMEC JZDUMDDC
x
ECKKC lF wMK Cm MDEC FN UOCY MN DFV KC PKJN MNUMDu ECVY MNJNE CN

(p, 0) \�N DFPPXDC lFC
|j| 6 1

PXFV EXFE PJD
(i, j) ∈ S\ nC VuDFKEJE PVMNUMPJK GC UCE JVEMUKC CDE KJ UXNDEVFUEMXN G wFNCZMk CUEMXN Q PVuDCVSJNE KJ KXNRFCFV Q CNEVC KCD S

[UOCY MND GJND KC PKJN MNUMDu JSCU FN PJD Y JVlFu ECVY MNJNECN
(p, 0) Q CE FNC UCVEJMNC UKJDDC GC UOCY MND GF PKJN GXNE K wuNFY uVJEMXN CDE PKFD JMDuC \ xCKJ NXFD PCVY CEGC GXNNCV GCD MNECVPVuEJEMXND UXYZMNJEXMVCD GC VuDFKEJED G wuNFY uVJEMXN Guk v UXNNFD Q CE G wCN GXNNCV GCNXYZVCFm JFEVCD \
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S ⊂ Z
2 ¥ ���¦ ��� ��£���

�� ����� �� ��� �����
Z

2 ���� ����� ��
S

���� ����� �� ��� ���§ ��
O ¥ ��� ������ ��� �¢��� ��� ���¤¨����

H = {(k, 0), k 6 0}   ©� ��� ����� ��� ��� ��� ¤����� ��§ ����� �ª� ¥ ��� §��� ��� �� §�¢� ������ ¤��« � ¤�� ¢������§��������§ ¤�������� ������� �� ����� ����� ¥ ��� ����¦ ���� ���� §��������§ ¤�������� ���� ��§�¬����  ­�� �¤ ��� « ��� ������� �¤ �ª� �� ���� ¥ �� ��� ���� ����� ��� ���« ����
(i, j)

�¤
S

¢���¤¦ |j| 6 1 ®S ��
���� �� ��¢� ��� ¯° ±² ² ³ ´µ¶³ · ¸±¹µ±·µº» ¼ ¹º¼ ´¹·½ ¾ ¥ ���� ��� §��������§ ¤�������� S(x, y, t), Sj(x, t), Si,j(t)

���
��§�¬���� ¥ ����� ������ ���« ������§ ��������¢��¦ ����� ��������§ �� ���§�� ��� �������� ¥ ����� �����§ �����§��

j
��������§ �� ���§�� ��� £��� �¬������ ¥ ��� ����� �����§ �� (i, j)

��������§ �� ���§��  
¿�� �� ���£� �����

S
¥ ��� ������ ¤��« �¤ ��� §��������§ ¤�������� ����� � �� ¤��� �� �¬���� �À��������� ¤��

��� ��«¬�� �¤ ����� �¤ ���§��
n
�����§ �� ������� ������

(i, j)
  ¿�� �������� ¥ ¤��

S = {(±1, 0), (0,±1)} ®����Á���� �������¾ ��
S = {(±1,±1)} ®��� ���§���� �������¾ ¥ ������ ¤��«���� ��� ���¢�� �� ��� ��� �Â� ¤�� ¢���������������   Ã���� �� � �� ���£� �������� ¤�� ����� ������ ¤��«���� ��� �¤��� �¬������ Ä �� ��

(p, 0) ¥ �����
p = p(S)

�� ��� �« ������ �����¬�� �¬������
x
���� ���� ����� �� � ���� �� ��� ���� ����� �����§ ��

(x, 0) Å ¤���������� ¥ p �Á����
1
¤�� ��� �Á���� ������� ���

2
¤�� ��� ���§���� �������  

©� ���� ����� ¥ �� ��������� ¬�Æ ������� ���� � ��� �À����� ����� ������ ¤��«���� ¤�� ��� �������� (p, 0)
  ¿ ����

�� � ��� ��£�� � ¬ �Æ ������ ����� �� ¢���� ¤�� ����
S
���� �« ��� ¢��������� ��� ���� ��� �¦««����� � ��� ���� ���
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x
¨�À �� Å ��� « ��� ���� ¤�� ��� ������������ ��« �� ¤��« ��� ����� ��� ¥ ����� �� ��� ���� �� ���«���������� ����� �� ��� �Á���� �������   Ã��� �� � ��� « ���¤¦ ���� ¬�Æ ������ �� ��� ���� �¤ ����

S
���� ��� ���

����������¦ �¦««����� Å �� � ��� ���� ¬� �¬�� �� ¬�Æ ����¢��¦ ���¢� ¥ ¤�� �������� ¥ ���� �¤ S = {(±1, 1), (0,−1)}���� ����� ���
42n+1

(
2n+1

n

)
/(4n + 2)

����� �¤ ���§��
4n + 2

�� ��� ���� ����� ���� ��� ��
(1, 0)

 
� � � ��	�
 �������

©� ���� ������� �� � ��� ��£�� �������� ������� ���������§ ����� �� ��� �������
Z

2 ¥ ��� §�¢� �� ���£ �
��£������� ¤�� ��� ���� �¤ ����� �� ��� ���� �����  

¿�� ��� ���� �¤ ���� ������� ¥ �� ���
S
¬� � £���� ��¬��� �¤

Z
2  

� ��� 
�	�� � � � ±²� ���� ����� ��
S
�� � £���� ��Á�����

w = (w0, w1, . . . , wn)
�¤ ������ �¤

Z
2 ���� ����

w0 = (0, 0)
���

wi − wi−1 ∈ S
¤��

1 6 i 6 n
  �� ����� ���� ��¦ ����

w
�� �

S
¨����   ���� ���� ��� �����

��� ����¦� ����«�� �� ����� �� ��� ���§��   Ã�� ��«¬�� �¤ �����
n
�� ��� ²´»¶ ·³ �¤

w
  Ã�� ´»�¼ ºµ»· �¤

w
��

wn
¥ ��� �� �� ������� end(w)

  �� ���� ������ ��� ®£���¾ ���§�� ��� �¬������ �¤ w
¬¦

y(w)
���

x(w) ¥ ���� ��
end(w) = (x(w), y(w))

  � ���� � ��� � ° ±¹� ´� ¯·´¼ �� ��� ���� �¤ � ����
w = (w0, w1, . . . , wn)

��§����� � ���
�� ����§��

i ∈ [[0, n − 1]] ¥ �� � ���� wi+1 − wi

�� ������§������ ®�� «��� ��������¦¥ �� � ��������� �¤ ���� ������
w
¾   ¿�� ��� £§���� �¤ ���� ����� ¥ « ����� ����� � ��� ¬ � ������§� ����� ¬¦ � �� ����� ����  
� �� � 
�	�� ��� ����� � � ���� �� ������������� ¬¦ � £���� ��Á����� �¤ ����� �¤

S
  ����� ¥ �� � ��� ¬ ����¢�� ���� �� �������� ����� �� ����� �� ��� �����¬��

S
  Ã�� ��� �¤ �����

S
∗ �� �Á������ � ��� ��� ������������������ ������� Å �� � ���� ¥ ε ������� ��� �«��¦ ����  ��¦ ����

w
�¤

S
∗ ���� ���� ¬ � ����§�� �¤ �� � ���� �������§ ¤��« (0, 0) ¥ ��� �� � ��� �� ¤��� « ��� ��

����������� ¬������ ��� ���� ��� ��� ���� Ä ¤�� �������� ¥ �¤ w1
���

w2
��� ��� ����� ¥ ���� w1w2

�� ��� ����
w1

¤������� ¬¦ ��� ����
w2 ®����� �� �������� �� ��� �������� �¤

w1
¾   ���� ����

end
�� ���� � «������«

¤��« ��� «�����
S

∗ ��
Z

2 ¥ ����� ���«���� �¤
Z

2 ��� ����� ��«������� ���   Ã��� �� ¥ ���� w1
���

w2
���

��� ����� ¥ ���� �� ��¢� end(w1w2) = end(w1) + end(w2).� �ª � 
�	�� �� ��� �	�� �	��� � �� � ��� ��� ��� ���« �����§¦ ���������� �� �� � ª�   �� ��¦ ���� ���
����

w
�¢���� ��� ���¤¨���� H = {(k, 0), k 6 0} �¤ ���� �¤ ��� ¢������� w1, . . . , wn

¬����§ �� H   �� ���� ����
w
� � ±²� º» ·³ ´ ¯²µ· ¼ ²±» ´  ¿��

(i, j) 6= (0, 0) ¥ �� ������ ¬¦ Si,j(n)
��� ��� �¤ �����

w
�� ��� ���� ����� �¤

���§��
n
��� ���� ����

end(w) = (i, j)
  �� ���� ������ ��� ����������¦ �¤ ���� ��� ¬¦

Si,j(n)
  ©� ���� ����� ¥�� � ��� �������� Sp,0(n) ¥ ����� p = p(S)

�� ��� « ���«�« ������¢� ����§��
x
���� ���� ����� �� �

S
¨����

�����§ ��
(x, 0) Å �� ����� ����¦� ����« � ���� �� ���� � ��� ���� S

���� ����
p
�� ���� ��£���  

©¤
s = (x, y) ∈ Z

2 ¥ �� ���� s̃ = (x,−y)
��� �¦««����� � ��� ������� �� ���

x
¨�À ��   �� �À���� ���� ��£������

�� ����� Ä �¤
w = s1s2 · · · sn ∈ S

∗ ¥ ���� w̃ = s̃1s̃2 · · · s̃n

  ¡��« ��������¦¥ w̃
�� ��� ���� �¦««����� �¤

w
����

������� �� ���
x
¨�À ��  

�� ��� ��£�� ��� ���������� �¤ ���� �¤ ����� ¥ ����������� �� ¿�§��� � Ä
������� � � !  �� "��

S
¬� � ��� �¤ ���� �  

• S
�� ¯½°° ´·¹µ# ®� ��� ���� ��� �� ��� x

¨�À ��¾ �¤ ¤�� ���
s ∈ S

¥ ���� s̃ ∈ S
 

• Ã�� ���
S
�� ���� �� ��¢� ¯° ±² ² ³ ´µ¶³ · ¸±¹µ±·µº»¯ �¤ ¥ ¤�� ��� (i, j) ∈ S

¥ |j| 6 1
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% �&�'� (� ¿��« ��¤� �� ��§�� Ä � ���
S
����� �� ������� �¦««����� ��� � ��� �« ��� ¢��������� ¥� �¦««����� ��� ¥ ��� � ��� � ��� �« ��� ¢���������  
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 �
�� �������� �� ���� ������� ® ��� �� ��� ���� �¤ ��� ����� ¾ � £���� ��� S ⊂ Z

2 �¤ ¯·´¼ ¯ ����� ��� ���
¯° ±² ² ³ ´µ¶³ · ¸±¹µ±·µº»¯ �������¦  "��

w = (w0, . . . , wn)
¬� �� ���« ��� �¤ Sp,0(n) ¥ �  �   � ���� �� ��� ���� ������¤ ���§��

n
���� ���� ��

(p, 0)
  "�� ����

i ∈ [[0, n − 1]]
 

¿ ���� ������� ���� ¥ �� �������� ¥
S
�� ¯½°° ´·¹µ#  Ã��� ��£��

Ψ(w, i) = (W0, W1, . . . , Wn)
�� ��� ����

• ����� ¬�§�����§
(W0, W1, . . . , Wn−i)

�� �¬������ ¬¦ ��	�����§
(wi, . . . , wn)

�
 ���
x
¨�À�� ��� �����¨

�����§ �� �� ����
W0 = O Å

• ��� ����� �����§ �� �¬������ ¬¦ ��������§
w = (w0, . . . , wi)

��
(W0, W1, . . . , Wn−i)

�����§� ���
����������� �¤ ¢�����

Wn−i − w0��� ¿�§��� ! ¤�� �� ������������ �¤ �� �� ������������   ©¤
w
�� ���������� �� � ���� ��

S
∗ ®��� ������� !¾ ¥��� ������ �¤

i
����������� �� � ¤������������

w = uv
��

S
∗ ���� v 6= ε

  Ã��� ��� ��� ��«��¦
Ψ(w, i) = ṽu

 
�� ��� ��� ����� ��� £��� ������« Ä
��� '�
 �  �� �³ ´ #º»¯·¹�#·µº»

Ψ
µ¯ ± �µ� ´#·µº» �´·� ´´» ·³ ´ � º² ²º� µ»¶ ·� º ¯´·¯ �

���
S�� ±²�¯ º» ·³ ´ ¯²µ· ¼ ²±» ´ º� ²´»¶ ·³ n

´»�µ»¶ ±·
(p, 0)

� µ·³ ± ° ±¹� ´� ¯·´¼ �
���

S�� ±²�¯ º» ·³ ´ ¼ ²±»´ º� ²´»¶ ·³ n
´»�µ»¶ ±·

(p, 2k)
� º¹ ± #´¹·±µ»

k ∈ Z
�

� � �� �««������ ��������¦¥ �� ��¢� Ä
� ' ���'� �  �� �´·

Sp,0(n)
�´ ·³ ´ »�° �´¹ º� � ±²�¯ º» ·³ ´ ¯²µ· ¼ ²±»´ ·³ ±· ´»� ±·

(p, 0)
� �´· ±²¯º

Wp,even(n)
�´ ·³ ´ »�° �´¹ º� � ±²�¯ º» ·³ ´ ¼ ²±»´ ·³ ±· ´»� ±·

(p, 2k)
� º¹ ± #´¹·±µ» µ»·´¶ ´¹

k
�

�³ ´» � ´ ³ ±¸´ ·³ ´ µ�´»·µ·½
n · Sp,0(n) = Wp,even(n)�� ��� §��������� ���� ¬ �Æ ������ �� ��� ���� �����

S
�� ��� ����« �� �� ¬� �¦««����� ®¬�� ����� ��� ����«��� ���§�� ¢�������� �������¦¾   ���� ���� ��� ������������ �¤ ��� ���¢���� ������« ������ ¤������� ��

���� ¥ ¬ ������ ¥ �¤��� ��	������ ¥ ��« � �¤ ��� ����� «�¦ ��� ¬ � ���« ���� �¤
S
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Ssym

¤�� ��� ��� �¤ ����� ����� ���« ���� ��� ��� �¦««����� �¤ ����� �¤
S
�
 ���

x
¨�À �� Å ������� �����

Ssym

�Á����
S̃
  Ã��� �� ��£��

S = S∪Ssym

  �� ���� ���� �� ��£��
S

δ = {s ∈ S | y(s) = δ}¤��
δ ∈ {−1, 0, 1} ¥ ��� ��« �����¦ S1

���
S−1

  �� ��� ��� ����� ��� ������ ������« Ä
��� '�
 �  ! � �´·

S
�´ ± ¯´· º� ¯·´¼ ¯ � µ·³ ¯° ±² ² ¸±¹µ±·µº»¯� ±»�

n
�´ ± ¼ º¯µ·µ¸´ µ»·´¶ ´¹ �  ¯¯�°´ ·³ ±·

·³ ´¹´ µ¯ ±
S�� ±²� ´»�µ»¶ º» ·³ ´ ¼ º¯µ·µ¸´

x�±! µ¯� ±»� ²´· p = p(S)
�´ ·³ ´ ¯° ±² ²´¯· ¼ º¯µ·µ¸´ ±�¯#µ¯¯± ·³ ±· #±»

�´ ¹´±#³ ´� � �³ ´» � ´ ³ ±¸´ ± �µ� ´#·µº» �´·� ´´» ·³ ´ � º² ²º� µ»¶ ¯´·¯ �
��� "±²�¯ º» ·³ ´ ¯²µ· ¼ ²±»´ º� ²´»¶ ·³

n
� µ·³ ¯·´¼ ¯ µ»

S
·³ ±· ´»� ±·

(p, 0)
�

��� "±²�¯ º� ²´»¶ ·³
n

� µ·³ ¯·´¼ ¯ µ»
S
� ´»�µ»¶ ±· ±�¯#µ¯¯±

p
� � µ·³ ±» ´¸´» »�° �´¹

2m
º� ¯·´¼ ¯ µ»

S1∪S−1
� ¯�#³ ·³ ±·� ±° º»¶ ·³ ´¯´ ¯·´¼ ¯� ·³ ´ # ¹¯·

m
º»´¯ ±¹´ µ»

S1
±»� ·³ ´ ²±¯·

m
º»´¯ ±¹´ µ»

S−1

������ ���� �¤
S
�� �¦««����� ���� ��� ����� �� �  �

(2)
��� �  !

(2)
�������� Å �� ¤��� ��� ¬ �Æ ������� � ��� ¬ ���������� �� ���� ����  

$ � � ��� % � % ������
 ª ��
�� �������� ���� � ���

S
�¤ ����� ���� �� �¦««����� ��� ��� ��� �« ��� ���§�� ¢�������� �������¦  ��

���� ��� ��������� �¤ ������� � ������� ��§ Ã�����« �  � Å �� ���������� (u, v)
�� ��� ¤������������ �¤

w
�
�����

¬¦ ��� « ����� ����   ���� £��� ���� ��� ����� �¤
Ψ(w, i)

��� ��
S
¥ ����� �� ����« �� ����

S
�� �¦««�����  

�� �À�«��� �¤
Ψ(w, i)

�� ����� �� ¿�§��� !  
Ã�� ����¤ � ��� ��� ���� �� ¤� ���� � Ä £��� �� ���� ����

Ψ
�� ���� ��£���   Ã��� �� ��������� � ¤�������

Γ¤��« Wp,even(n)
�� Sp,0(n) × [[0, n− 1]]

  ¿ �����¦¥ �� ���¢� ���� Ψ
���

Γ
��� �������¦ ��¢���� �� ��� �������  

Ψ
µ¯ � ´² ²��´# »´� � �� ��¢� �� ���� ����

Ψ(w, i)
�� � ���� � ��� �������� �� �¬������

p
��� �¢�� ��������  

Ã��� �� �¬¢���� ¤��« ��� §��«����� ������������ ¥ ��� ¤����� � ¤��« � ��«��� ��«��������   & �£��
(h, k)

¬¦
end(u) = (h, k)

  � ����
end(w) = (p, 0) ¥ �� ¤����� � ���� end(v) = end(w) − end(u) = (p − h,−k) ¥ ��� ���¨��Á�����¦

end(ṽ) = (p − h, k)
  ¿ �����¦¥ �� ��¢� Ψ(w, i) = ṽu ¥ �� end(Ψ(w, i)) = end(ṽ) + end(u) = (p, 2k) ¥����� ���� � ���� ������

Ψ(w, i)
�� �� ���«��� �¤ Wp,even(n)
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Ψ

%�&�'� > � �À�«��� �¤ ��� ¬ �Æ ������
Ψ
�� ��� ���� �¤ ��� ���§���� �������   ����

n = 16 ¥
i = 7 ¥ ��� ����� ��� ��«¬���� �� ��� ������ ���� ¤�� ������ ������������§  

? ´# »µ·µº» º� ·³ ´ µ»¸´¹¯´ � "�� �� ��� ��£�� � ¤�������
Γ
¤��« Wp,even(n)

�� Sp,0(n) × [[0, n − 1]]
  "��

W = s1s2 · · · sn

¬� �
S
¨���� ���� ���� ��

(p, 2l)
����

l ∈ Z
  � ����

S
��� ��� �«��� ���§�� ¢�������� �������¦¥����� ��� ������ ��

W
���� ��������

l
  �«��§ ���� ������ ¥ ��� (m, l)

¬� ��� ��� � ��� « ���« �� �¬������   "��
£����¦

i ∈ [[1, n]]
¬� «�À�« �� ���� ����

si

�� � ���� �������§ ¤��«
(m, l)

  ���� ���� ���� � ���� ����¦� �À ����
¬ ������

(m, l)
������ ¬� ��� �������� �¤

W
  ©����� ¥ ���� �� ����� �¤ l 6= 0 Å ��� �� ��� ���� l = 0 ¥ �� ��¢�

m 6 0
¬������

W
������ ¤��«

O ¥ ������� ��� ���� W
���� ��

(p, 0)
����

p > 0
 

"�� �� ��£��
W1 = s1 · · · si−1

���
W2 = si · · · sn Å �� ���� ���

Γ(W ) = (W2W̃1, n − i + 1)
�¤

i > 1

= (W2, 0)
�¤

i = 1
��� ¿�§��� � ¤�� �� �À�«���  

Γ

%�&�'� @ � �À�«��� �¤ ��� ��¢���� ¬�Æ ������
Γ
����

S = {(2, 0), (−1, 1), (−1,−1)}   ������ ��¢�
n = 16 ¥ (m, l) = (1,−3)

���
i = 12

 
"�� �� �������� ��� ���������� �¤

W1
�� ��� ���§��§� �¤ ����� Å �� � ��� ����� �� �� �� � ��««� ¤�� ��������¤������ Ä

A�

� B  �� �´·
U
�´ ± ¼ ¹´# ! º�

W
¯�#³ ·³ ±·

end(U) = (k, l)
� �³ ´» � ´ ³ ±¸´

k > m
� ±»� ·³ ´ µ»´C�±²µ·½

µ¯ ¯·¹µ#· µ�
U
µ¯ ± ¼ ¹´# ! ¯·¹µ#·²½ ²º»¶ ´¹ ·³ ±»

W1
�

�� ����« ���� ��� ���� ���� �¬������ �� �� ���«��� �¤ Sp,0(n) Å ¬¦ �¬��� �¤ �������� ¥ �� � ��� � ���� Γ(W )¤��
W2W̃1

  ¿ �����¦¥ �� ��¢� end(W1) = (m, l) ¥ �� ���� end(W̃1) = (m,−l) ¥ ��� end(W2) = (p− m, l)
  �� ����¢�

end(Γ(W )) = (p, 0)
����� ���� � ����

Γ(W )
��� ��� §��� ��������  



� ¡�����" � ©���Ã©­� ¿­� � �"� �� ­¿ ��"�� ­� Ã�� �" ©Ã �"���

��� �� ��¢� �� ���¢� ���� ¤�� �¢��¦ ����«��¦ ���£À
w1

�¤
Γ(W )

���� ����
end(w1) = (x, 0) ¥ ���� x�� � ������¢� ����§��   "��

w1
¬� ���� � ���£À Ä ����� ��� ��� ����� �� �������� ¥ ��� �����§ �� ������� w1

��
� ������� ���£À ����

W2
�� ���   ©¤

w1 · u = W2
¥ ���� W1w1

�� � ���£À �¤
W

�������¦ ���§�� ����
W1

���
��� �������� ��

(m + x, l)
  �¦ "�««� B  � ¥ �� ��¢� ������ x > 0

  ©¤
W2 · u = w1

¥ ���� u
�� � ���£À �¤

W̃1
¥�� ����

ũ
�� � ���£À �¤

W1
  ���

end(ũ) = end(w̃1) − end(W̃2) = (m − p + x, l)
  �¦ "�««� B  � ¥ �� ��¢�

x − p > 0 ¥ ����� �«����� �§��� x > 0
¬������

p > 0
 

Ã��� ��«������ ��� ����¤ ����
Γ
�� � ����¨��£��� ¤������� ¤��« Wp,even(n)

�� Sp,0(n)
 

�»� º� ·³ ´ ¼ ¹ºº� º� �³ ´º¹´° � �� � �� £����¦ ��¢� �� ���� ����
Γ
�� ��� ��¢���� �¤

Ψ
  ©� �� ����� ����

Ψ(Γ(W )) = W ¥ �� ���� �� ���� �� ���¢� ���� Γ(Ψ(w, i)) = (w, i)
  Ã��� �� ������¦ �Á��¢����� �� ���� ��§ ����

ṽ
�� �Á��� �� ��� ���£À

W1
�¤

Ψ(w, i)
��£��� �� ��� ������������ �¤

Γ
  ©¤

end(u) = (h, k) ¥ �� ��¢� ������¦��«����� ����
end(ṽ) = (p − h, k)

���
end(Ψ(w, i)) = end(ṽu) = (p, 2k)

  �� ���� �� ��¢� �� ���� �� ����
(1) p − h = m ¥ ����� m

�� ��£��� �� �� ��� ������������ �¤
Γ ¥ ��� ���� (2)

�¤
U
�� � ���£À �¤

Ψ(w, i) = ṽu ¥���§�� ����
ṽ ¥ ��� ����� �������� �Á���� (x, k)

¤�� � �������
x ¥ ���� x > m

 
������� ����

p − h > m
  � ���«� £��� ����

ṽ
�� � ������ ���£À �¤

W1
¥ �� ���� ����� �À���� u0 6= ε

����
����

W1 = ṽu0
¥ ��� end(u0) = (x, 0)

�����
x = m− (p−h) < 0

  � ����
W1W2 = ṽu ¥ �� �� �«����� u = u0W2

¥����� �� �¬���� �����
u0

�� � ���£À �¤
w
������§ ��� ¤��¬����� ���¤¨����   �� ��¢� � ������������� ¥ �� ṽ

��
� ��� À �¤

W1
¥ �� ¥ �Á��¢������¦¥ W̃1

�� � ���£À �¤
v
Ä ����� ¤� ���� � ����

uW̃1
�� � ���£À �¤

w
���� ��������

(m + h, 0)
  ��� �� �������� ����

m + h < p ¥ �� ���� ����������� ��� ��£������ �¤ p
  ®���� ���� ���� �� ����� �¦ � ���� ����� ��� ��£������ �¤

p
�� ���� �� ��� ����¤ ¾   ¿ �����¦

p − h 6 m ¥ ��� ��� ��£������ �¤ m
¤�����

p − h > m ¥ �� (1)
�� ���¢��  

��� ���
U
¬� � ���£À �¤

ṽu ¥ � ��� end(U) = (x, k) ¥ ���� ����
U = ṽu0

����
u0 6= ε

  Ã���
u0

�� �
����«��¦ ���£À �¤

u
����

end(u) = (x + h− p, 0) = (x−m, 0)
  � ����

w = uv
�� � ���� �� ��� ���� � ���� ¥ ��«��� ��¢�

x − m > 0 ¥ ����� ���¢�� (2) ¥ ��� ��«������ ��� ����¤ �¤ Ã�����« �  �  
��
�'� B  ! � Ã��� ������������ �� � §������������� �¤ ��� ��� �� ���   ©����� ¥ �� ��� �� ����� ���� �¤ ����Á���� ������� ¥ ���� ���¦ ��� �� « �����§ � �� ���£� ���� �� ���� ���� ¥ ��« ��¦ ��� ���� ��� � ��� ���§ �� �� ����«������ �����¬�� �¬������   ©¤ ���� �� ��� « ����� ���� �� ��� ¬�Æ ������ ¥ ���� �� ������� �� ������  
� �����§ � ���Á�� ���� �� ���� ¤������ �� ��� ����¦� ¤����¬�� ¥ ¬�� �� �� � ����¬�� ¤�� � ������� ����§��¦ �¤����
S
  �� ����� ���� � ��������¦¥ ��� �� �� � ������ §������������� �¤ ��� ������������ �¤ ��� Ä

� ' ���'� B  �� �´·
n
�´ ± ¼ º¯µ·µ¸´ µ»·´¶ ´¹�

S
�´ ± ¯½°° ´·¹µ# ¯´· º� ¯·´¼ ¯ � µ·³ ¯° ±² ² ¸±¹µ±·µº»¯� �³ µ#³

#º»·±µ»¯ º»²½ º»´ ¯·´¼ � µ·³ ¼ º¯µ·µ¸´ ±�¯#µ¯¯±� »±° ´²½
(1, 0)

� �³ ´» ·³ ´¹´ µ¯ ± �µ� ´#·µº» �´·� ´´» S1,0(n)
±»�

� ±²�¯ º� ²´»¶ ·³
n − 1

·³ ±· ´»� ±·
(0, 2k)

� º¹ ± #´¹·±µ»
k ∈ Z

±»� ¯·±½ µ» ·³ ´ ¹µ¶³ · ³ ±²� �¼ ²±»´ x > 0
�

��
�'� B  � � Ã�� ������������
Ψ
�� �����¦ ���� �� ��« ��� ��Æ ����¢� ����

S
�� ��� �¦««����� ®��� �¢������

S
��� � ���§� ¢����������¾   "�� �� ������¬ � ��� �« �§� �¤

Ψ
�� �� �� ���� ¥ �� �� � ��� ��� �� �� ��� ��À�

������� Ä
�' � 	�� � � B  �� �´·

S
³ ±¸´ ·³ ´ ¯° ±² ² ³ ´µ¶ ·³ ¸±¹µ±·µº» ¼ ¹º¼ ´¹·½� ±»�

n
�´ ± ¼ º¯µ·µ¸´ µ»·´¶ ´¹ � �³ ´»

Ψµ¯ ± �µ� ´#·µº» �´·� ´´» �
���

S�� ±²�¯ º» ·³ ´ ¯²µ· ¼ ²±» ´ º� ²´»¶ ·³ n
´»�µ»¶ ±·

(p, 0)
� µ·³ ± ° ±¹� ´� ¯·´¼ �

���
S�� ±²�¯ º» ·³ ´ ¼ ²±»´ º� ²´»¶ ·³ n

´»�µ»¶ ±·
(p, 2k)

� º¹ ± #´¹·±µ»
k ∈ Z

� ¯�#³ ·³ ±· µ�
W1

±»�
W2

±¹´
¯�#³ ±¯ �´# »´� µ» ·³ ´ #º»¯·¹�#·µº» º�

Γ
� ·³ ´»

W1
³ ±¯ µ·¯ ¯·´¼ ¯ µ»

S
sym ±»�

W2
³ ±¯ µ·¯ ¯·´¼ ¯ µ»

S
�

���� ���� ���� ����������� �� ��� ���� �� §������ �¤
S
���� ��� ��¢� �« ��� ¢��������� ¥ ¬������ �� ���� ��������� « �¦ ¬� ����� � ��� ����� ��

S
���� ��� ��

(p, 2k)
���� �� ��� ��¢� ��¦ ����� �� ���§��

k ¥ �� ���� W1���
W2

��� ��� ����¨��£���  

 � � ��� % � % ������
 ª ��

�� � ��� ���� �� ��� ���� ������� � ��� � ��� �¤ �����
S
���� ��� �« ��� ���§�� ¢�������� �������¦  �� ����

����� ����« � ����
p(S)

�� ���� ��£��� ¥ ���� �� ¥ ����� �À���� �
S
¨���� ���� ���� �� ��� ������¢� �À ��  

Ã�� ¬�Æ ������ ��������� �� Ã�����« �  ! ���� ¬ � ��£��� ¬¦ £��� ����������§ ��« � �����«������ �¬Æ ����  
Ã�� ������ �� ��¢���� �� ��¢� � ���� �� ¿�§��� B ¤�� �� ������������ �¤ ��� ��
����� ������������� �¤ ���� �������  



� � ������

� � � � � � �� � � � � � �

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

� � � � � � � � � � � � � � �	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	1

15

14

4

12

5

11 9

8

7

10

13

3

2

6


�
�


��
� �� �

��
��

����
�� ��

��
  ! !
" "# #

$% & &' '
( () )

* ** *+ ++ +
,-

. . . . ./ / / / /

0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 1

22
22
22
22
22

A

B

C

−2 −1 0 −2−10 0 0 01 1 1 12 1

2

5

7

9

10
15

12

13

14

3

4 11

6

8

1

−1 2 −1

34 56 789: ;<

=>

?@

A AB BCD

EF GH IJ

KL

MN

OP

QR

ST

U UV VWX

YZ

[\

]̂ _ _` `

ab cd

e ef f

gh

ij

k kl l

mn op

q qr

s st

uv

w wx

y yz

{|

} }~

� ��

����

� �� �

��

��

� �� �

����

� �� ���

��

��

����

��

�  ¡¢
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°̄

± ±² ²

L+ = (−2, 1, 1, 1, 1,−2)

L− = (0, 0, 0, 0, 0, 1)

S S
0

S1 S−1

Ψ

%�&�'� ³ � ©����������� �¤ ��� ��
����� ����� �¤ ��� ¬�Æ ������ �¤ Ã�����« �  !   ������������
� �� ��¢��¢�� �� "�««� ´  � ¥ ������������ � �� ��� ¬�Æ ������ �¤ Ã�����« ´  B ¥ ��� ������������
� �� �À������� �� ��� ��� �¤ ������� ´  

"��
M

¬� ��� ��� �¤ ���� � {(1, 1), (1, 0), (1,−1)} Å ��� ������ M
������ ¤�� � ������ ¥ ����� M

¨����� ����
��� �� ���

x
¨�À �� ��� ��« ��� �� ��� ����� ���¤ ����� ��� ��� ¤�«��� µ º·¶� µ» ¼ ±·³¯¥ ��� ¤�� �� ������ �
� ¤��« ��� ��¤��« �����  

������� � � ´  � � "��
n
¬� � ������¢� ����§�� ¥ ��� M = m1 · · ·mn

¬� �
M
¨���� �¤ ���§��

n
  � ²±�´²µ»¶

�¤
M

�� � ¤�������
l
¤��«

[[1, n]]
��

Z
  �� ���� ���� ����� �� � ��¬ ����§

l
��� ¤�������

l̂
��£��� ¬¦

l̂(i) =
l(1) + · · · + l(i)

¤��
i ∈ [[0, n]]

 
­�� ������ �� ��� �¤

l
�� ¬ ���§ ���� ������ �� ��� ����������� �¤ ��� ����� �¤

M ¥ ��� l̂
�� ���� ������ ��

��� ����� �¤ �¬������
i
��

M
  ��� ¤��

δ ∈ {−1, 0, 1} ¥ �� ��£�� Sδ ⊂ Z
�� ��� �¬������� �¤ ��� ����� ��

S
δ
 

������� � � ´  ! � "��
M = m1 · · ·mn

¬� ��
M
¨���� �¤ ���§��

n
�����§ �� ���§��

2k ®k ∈ Z
¾ ¥ ��§������ ��� � ��¬ ����§

l
  �������� ��� ����§���

i
���� ����

(i, k)
�� � ����� �¤

M ¥ ��� �������� �«��§ ���« �����
� ���

l̂(i)
« ���« �� Å ������ imax = imax(M, l)

��� « �À�« �� ����§�� � ��� ���� ���� ���¦ 
Ã���

M
�� � ´² ²

S�²±�´²´� ¬¦ l ®�� l
�� � ¶ ºº�

S�²±�´²µ»¶ �¤ M
¾ �¤ ��� ¤����� ��§ ���������� ��� ¢���£�� Ä

− ¤�� ���
i 6 imax

���
δ ∈ {−1, 0, 1} ¥ l(i) ∈ Sδ

�

mi = (1,−δ) Å

− ¤�� ���
i > imax

���
δ ∈ {−1, 0, 1} ¥ l(i) ∈ Sδ

�

mi = (1, δ) Å
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Ã��� ���« ��§�¦ ����£���� ��£������ �� �À������� ¬¦ ��� ¤����� ��§ ��««� Ä
A�

� ´  � � �³ ´¹´ µ¯ ± �µ� ´#·µº» �´·� ´´»
���

S�� ±²�¯ º» ·³ ´ ¯²µ· ¼ ²±» ´ º� ²´»¶ ·³ n
´»�µ»¶ ±·

(p, 0)��� #º�¼ ²´¯
(M, l)

�³ ´¹´
M

µ¯ ±»
M�� ±²� º� ²´»¶ ·³

n
´»�µ»¶ ±· ´¸´» ³ ´µ¶³ ·� � ´² ²

S�²±�´²´� �½
l
� ±»�

¸´¹µ� ½µ»¶
l̂(n) = p

�
�'  � � ¿���� ����¦ � ����������

4.1
  Ã��� �����¤��« � ����

w = s1 · · · sn

���� �¬������ �� ��� ¤� ���� ��§
��¦ Ä ¤�� �¢��¦

i ∈ [[1, n]] ¥ ��£�� mi = (1, y(si))
���

l(i) = x(si)
  Ã�� ��������§ ����

M = m1 · · ·mn

���� ���
¤�������

l
§�¢� ���� ��� ������� ¬ �Æ ������ ¥ �� �� �����¦ ���� Ä ������ ���� ��� ���§�� �¤ W1

�� ��� �����« ������
���� �� �Á��� �� ��� ����§��

imax

�� ��� ��£������ �¤ � §��� ��¬����§  
�

�� ���� ��� ����� ��� «��� ���� �¤ ��� ¬�Æ ������ Ä
��� '�
 ´  B � �´·

M = m1 · · ·mn

�´ ±»
M�¼ ±·³ º� ²´»¶ ·³ n

´»�µ»¶ ±· ´¸´» ³ ´µ¶³ · � �³ ´¹´ µ¯ ± �µ� ´#·µº»
�´·� ´´» �

��� ¶ ºº�
S�²±�´²µ»¶ ¯ l

º�
M

� µ·³
l̂(n) = p

�
���

3��¼ ²´¯ (L+, L−, l0)
¯�#³ ·³ ±·

l0
µ¯ ± � �»#·µº» � ¹º° {i ∈ [[1, n]] | mi = (1, 0)} ·º

S0 � ±»� L+
�¹´¯¼ ´#·µ¸´²½

L−� µ¯ ± ¯´C�´»#´ º�
m

´²´° ´»·¯ º�
S+

�¹´¯¼ �
S−� �³ ´¹´ 2m

µ¯ �´# »´� ±¯ ·³ ´ »�° �´¹
º�

i
¯�#³ ·³ ±·

mi ∈ {(1, 1), (1,−1)} �
������  � ��� �'  � � "�� �� ��£�� ���� ¬�Æ ������   ¿ ���� ¥ l0(i) �� ��«��¦ ��£��� �� l(i)

Ä ��� ��¬��� ¤��
���������� ����� ��« ��� ������§��   Ã� ��£��

L+(i)
���

L−(i) ¥ ������ ��� ��£������ �¤
imax

§�¢�� �� ´  !  
¿��

i
���������§ ¥ L+ �������� £��� �¤ ��� ��¬���

l(i)
�¤ �����

mi = (1,−1)
¤��

i 6 imax
¥ ¤������� ¬¦ ��� ��¬����¤ �����

mi = (1, 1)
¤��

i > imax

  � �« �����¦¥ L− �������� �¤ ��� ��¬���
l(i)

�¤ �����
mi = (1, 1)

¤��
i 6 imax¤������� ¬¦ ��� ��¬��� �¤ �����

mi = (1,−1)
¤��

i > imax

  ­�� ������ �����¦ ���� �� �� �� ���� ��£���  
Ã�� « ��� ���¬��« �� �� ��¢���� ���� ������������ ¥ ��� ¤�� ���� �� «��� �����« ��� ��� �¬������ imax

¥ ������ �� ��� ¬� ������� ���� �� �¬���� � ¶ ºº� ²±�´²µ»¶   ©����� ¥ ��� �� ��¦ �� ��£�� ��� ¤������� l
§�¢�� ¬¦

L+, L− ���
l0
  ­¤ ������ �� ��¢� �� ���

l(i) = l0(i)
¤�� ���

i
���� ����

mi

�� ����������   Ã���� �� ������¦ ���¦
��� ��¦ �� ��£�� ��¬��� ¤�� ��� £��� �¬�������

i ¥ �� ����� �� ��� �� �¬������
i0
����� ������������§ �����

mi0

�� �� ���§��
k ®����� k

�� ��£��� ¬¦
y(M) = 2k

¾ Ä �� ��¢� �� ��� ®�� ����� ���§ ���� �����¾ ��� ���« �����¤
L+ �� ��¬ �� ����� �¤ ��� ¤��«

(1,−1) ¥ ��� ���« ���� �¤ L− �� ��¬�� ����� �¤ ��� ¤��«
(1, 1)

  ��� �� ��¢�
�� ���� �������

imax

�� �Á��� ��
i0
�� ��� ¥ �� ����� �� ���� �¤ �� ��¢� �� �� ���� ��� ����� �¤

L+ ���
L−  

� �����¦¥ �¤ ����� �� ���¦ ��� ��¦ �� ��£�� imax
¥ ���� �� ��¢� ¤���� ��� �� �¦ �����¬�� ��¢���� ������������  

���� �� ��� ��¦ �� �� �� Ä �¤ ����� �� �� ����� ����� �¤ ���§��
k ¥ ���� ������¦ imax = i0

  ©¤ ��� ¥ ��� i1, . . . , it¬� ��� ����� �¬������� ����� ������������§ ������
mi

��� �� ���§��
k
  Ã�� ��¦ ����� �� ���� ¥ ¤�� �¢��¦ j ¥

l̂(ij)
���� ��� ��� ��� �� ������� �� ��¢� ������¦ ������� ®����������¦¾ �� �� ���� ��� ����� �¤ L+ ���

L−�¤��� � �������
il
�� ���   ©����� ¥ ��� ¢���£�� ���� �� ��¢� �� ��� ��� ��«� ���« ���� �¤ ¬��� ����� L+ ���

L−�����¢�� ��� ������ Ä ���� �� � ������ �����Á����� �¤ ��� ¤��� ���� ¬ ������ ��� ������
mil

¥ ����� ��� �� « ��¦����� �� ��� ���� ����� ��� ����� ������ ��� �� ��� ��« � ���§��
k
  �� ¥ ��� ���� �� ���� ��� ¢����� �¤

l̂
¤��

��� �¬�������
il
¥ ����� �� ���¦ ��� ��¦ �� ��£�� imax

¥ ��� �� ��� ��������� ��� ��¬ ����§ l
 

©� �� ����� ���� ����� ������������� ��� ��¢���� �� ��� ������� Å ���� �� ��« ���� �� ����� ���� �����
������������� ��� ���� ��£��� �� ��«����� ��� ����¤   Ã��� �� ���¦ ��� � ��� ¬� �« ����� �� ���� �¬������  

�

¿�����¦¥ ��� �� ���� ���� ���� ������« �«����� Ã�����« �  !   "��
M

���
(L+, L−, l0)

¬� �� �� ��� �¬�¢�
������« ¥ ��� �� � ��� ¬ �Æ ����¢��¦ ���� ����� �� ���� ���� �

S
¨���� ���� �� ������¬ �� �� Ã�����« �  !

(2)
  Ã��

������������ �� ��«��� Ä ���
i1 < . . . < im < j1 < . . . < j2m

¬� ��� �������
i
���� ����

mi ∈ {(1, 1), (1,−1)}  Ã��� ��£�� �
S
¨����

w = s1 · · · sn

¬¦
si = (l0(i), 0)

����
mi = (1, 0) ¥ sit

= (L+(t), y(mit
))
���

sjt
=

(L−(t), y(mjt
))
¤��

t ∈ [[1, m]] ®��� ¿�§��� B ¾   ©� �� �����§��¤������ �� ���� ���� ���� ������������ �� ����
��£��� ��� ¬�Æ ����¢�   �¦ "�««� ´  � ¥ �� �� ��«������ ��� ����¤ �¤ Ã�����« �  !  

��
�'� ´  ´ � �� ���� Á�����¦ �À� ���� �À����� ����� ��� ���� ¤�� ��� ����� ������¬ �� �� Ã�����« �  !
(2)��« �� ¤��«   "��

Aδ(x) =
∑

i∈Sδ xi
¤��

δ ∈ {−1, 0, 1}   � ������� ����Á���¨� � ��� �ª� ���¢�� ��� ¤� ���� ��§ Ä



� � ������

��� '�
 ´  � ®�ª�¾ � �´· ∆(x; t)
�´ ·³ ´ � º² ²º� µ»¶ ¼ º²½»º° µ±² µ»

x, x−1 ±»�
t
�

∆(x; t) = (1 − tA0(x))2 − 4t2A1(x)A−1(x)
�³ ´» ·³ ´ ¶ ´»´¹±·µ»¶ � �» #·µº» � º¹ � ±²�¯ º» ·³ ´ ¯²µ· ¼ ²±»´ ´»�µ»¶ ±·

(p, 0)
µ¯

∞∑

n=1

Sp,0(n)tn = [xp] log

(
1√

∆(x; t)

)

¿��
i ∈ Z

¥ ��£�� ai = |{(j, k) / (j, 1), (k,−1) ∈ S
���

i = j + k}|   Ã��� �� ¥ ai

�� �Á��� �� ��� ��«¬��
�¤ �������

(s+, s−) ∈ S
+ × S

− ���� ����
end(s+s−) = (i, 0)

  Ã��� �� ��¢� �����¦
A1(x)A−1(x) =

∑
i aix

i ¥���
(A1A−1)

m = (
∑

i

aix
i)m =

∑

m1,...,mk
P

i
mi=m

(
m

m1, . . . , mk

)(∏

i

ami

i

)
x

P

i
imi

Ã��� ��« � �������� ����� ������� ����§ Ã�����« ´  � ���� �� �� �À�������� �¤
Sp,0(n) = [xptn] log

(
1√

∆(x;t)

) ¥
���� ��� ��������¦ ¬ � ����������� �� �� Ã�����« �  !

(2)
 

Â � ��� 	��������
Â ��� ���
� 	�� � �� � ��� ����¦ ¬��� ������« � �� ���������� ���� �¤ ����� ¤�� ����� ������ ¤��«���� �À ���  
¿ ���� ¥ ��� �� ���� � ��� ��� ���§���� ������� ®¤�� ����� p = 2

¾   "��
Cn =

(
2n
n

)
/(n + 1)

¬� ���
n
�� �������

��«¬��  
�' � 	�� � � �  � ®�ª�¾ � �´· n

�´ ± ¼ º¯µ·µ¸´ µ»·´¶ ´¹ � �³ ´¹´ ±¹´
4nCn/2

� ±²�¯ º» ·³ ´ ¯²µ· ¼ ²±» ´ � µ·³ ¯·´¼ ¯µ» {(±1,±1)} º� ²´»¶ ·³
2n

·³ ±· ´»� µ»
(2, 0)

�
�'  � � "��

Dn

¬� �� �� ��«¬��   �¦ Ã�����« �  � ¥ �� ��¢� �� ���«����� ����� �¤ ���§�� 2n
���� ���

��
(2, 2l)

�����
l ∈ Z

  ©� ¤��� ��� ��������� ���� ����� ��� �� �� �¢�� �������� �� �����	���� ¬ ������ ���
����� ��� �¤ �¢�� ���§�� ¥ �� �� ��¢� �� ���«����� ����� ���� ��� �� �¬������ 2

 
"�� � � £��� ������ ��� � ���������� �¤ ���� � � ��� ������¢� �¬������

(1, 1)
���

(1,−1) Å ��� �� ��� ����� ����� �¬������
(2, 0) ¥ ����� ��� n + 1

� ���������� ¥ �� ���� ����� ��� ( 2n
n+1

) �������   Ã� ��£�� � ���� ��«������¦¥�� ��«���� �� ������ �¤ ��� ����� §� �� �� ���� ¥ ��� ����� ��� ������¦ 22n = 4n
��¦� �� �� ����  

¿ �����¦¥ ¬¦ Ã�����« �  � ¥ �� ��¢�
2nDn = 4n

(
2n

n + 1

)
,

����� �� �Á� �¢����� �� ��� ������� ¤��«���  
�

�' � 	�� � � �  ! ®�$ �¾ � �´· n
�´ ± ¼ º¯µ·µ¸´ µ» ·´¶ ´¹ � �³ ´¹´ ±¹´

4n
(
3n
n

)
/(n + 1)

� ±²�¯ º» ·³ ´ ¯²µ· ¼ ²±»´
� µ·³ ¯·´¼ ¯ µ» {(2, 0), (−1, 1), (−1,−1)} º� ²´»¶ ·³

3n + 1
·³ ±· ´»� µ»

(2, 0)
�

�'  � � "��
Kn

¬� �� �� ��«¬��   �� ��¢� �� ���«����� ����� �¤ ���§��
3n+1

���� �������� �� �¬������
2
��� �� �� �¢�� ��������   "��

a
¬� ��� ��«¬�� �¤ �����

(2, 0)
�� ���� � ����   �¦ ¤� �����§ �� �¬������� ��

��¢�
2a − (3n + 1 − a) = 2 ¥ �� ���� a = n + 1

  �������§ ��� � ���������� �¤ ����� ����� �� ���� ������� ¬¦
(
3n+1
n+1

) ¥ ��� ���� �� ��« ���� �� ������ ¤�� ��� ��« �����§ 2n
����� ¬ ������

(−1, 1)
���

(−1,−1)
  ���� ����

���� �§��� ��� ��������� ���� ��� �������� ��� �� �¢�� �������� �� ��� ��	����   �� £����¦ �¬����

(3n + 1)Kn = 4n

(
3n + 1

n + 1

)
,

����� §�¢�� �� ��� ������� ���«�������  
�

"�� �� §�¢� �� �À�«��� �¤ ����������� �¤ Ã�����« �  !  
�' � 	�� � � �  � � �´·

n
�´ ± ¼ º¯µ·µ¸´ µ»·´¶ ´¹ � �³ ´¹´ ±¹´

42n+1
(
2n+1

n

)
/(4n + 2)

� ±²�¯ º» ·³ ´ ¯²µ· ¼ ²±»´
� µ·³ ¯·´¼ ¯ µ» {(0,−1), (−1, 1), (1, 1)} º� ²´»¶ ·³

4n + 2
·³ ±· ´»� µ»

(1, 0)
�
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�'  � � "��
Mn

¬� ���� ��«¬��   �¦ Ã�����« �  ! ¥ �¤��� ��¢��§ « ����� � ���� ¥ �� ��¢� �� ���«���������� �¤ ���§��
4n + 2

�����
2n + 1

£��� ����� ��� ���« ���� �¤ {(±1,±1)} ��� 2n + 1
���� ����� ��� ���« ����

�¤ {(0,±1} ¥ ��� �����§ �� �¬������ 1
  Ã� ������ ��� ��������� �� ��� �¬������ ¥ ����� ��� �� ¬� n + 1

�����
�� {(1,±1)}   ­�� ���� �����¦ �¬���� � ��� ¤� ���� ��§ �������¦

(4n + 2)Mn = 22n+1

(
2n + 1

n

)
· 22n+1,

����� ��������� ��� ����¤  
�

©� ¤��� ¥ � º¹ ±² ² ¼ º¯¯µ�²´ ¯´·¯
S

º�
3
¯·´¼ ¯� »º· ±² ² º� ·³ ´° ³ º¹µ¶º»·±²¥ �� ��� £�� ��� ���¢� ¬�Æ ����¢��¦

������ ¤��«���� ¤��
Sp,0(n)

  �������¦¥ ¤�� ���� ���� ��� ��«¬�� �¤ � ���������� �¤ ���� ���� ¤�� w ∈ Sp,0(n)
��

�����« ���� ¬¦ ��� ���§��
n ¥ ��� ��� ���«������� �¤ ��� ������������§ ����� �����§� ��� ¬�Æ ������ ¬���« �����¦  ­�� ���� ����¦� �¬����� ������ ¤��«���� ¤�� ���� �¤ ����������¦ B �¤ ��� ¤��« {(a,±1), (−b,±1)} �����

a
���

b
��� �����§���¢� ����§���  

Â �� � � ��� ��
� �� � % ������� �� � � ���� �������� � Ã���� �� �� �¬¢���� ��£��«��� �¤ ��� ¬�Æ ��������¤ Ã�����« � �  � ��� �  ! Ä ��� ����� �� ��� ���� ����� « ����� �� ���§��
k
��� ���� �� ����� ���� ��� �� ���§��

2k
  �� ���� ���� ��� ����

k = 0
�� � �����Á����� �¤ ��� ��¦���� ��««�� ������ �� ���  

Ã��� ��� ¬� ������� �� ������ ��� ¤����� ��§ Á������� Ä § �¢��
S
���

n ¥ ����« � ���¤��« ������¬����� ��
��� ����� �¤ Sp,0(n) ¥ ��� «��¦ ��« �� �� �¢���§� �� ����� ����� ��� ��� ���§��

j� "��
Hn

j

¬� ��� �����«
¢����¬�� ��£��� �� Sp,0(n) ®� ��� ���¤��« ������¬����� ¾ ¬¦ Ä

Hn
j (w) = |{i > 0 | y(wi) = j}   Ã�� ¤����� ��§����������� ¥ ����� ����¤ �� �««������ ¥ §�¢�� � ������� ������ Ä

�' � 	�� � � �  B � �´·
S

�´ ¯½°° ´·¹µ# � µ·³ ¯° ±² ² ³ ´µ¶³ · ¸±¹µ±·µº»¯�
n
�´ ± ¼ º¯µ·µ¸´ µ»·´¶ ´¹� ±»�

j
±»

µ»·´¶ ´¹ � �³ ´» ·³ ´ ´!¼ ´#·±·µº»
E(Hn

j )
µ¯ ´C�±² ·º

n
·µ° ´¯ ·³ ´ C�º·µ´»· º� ·³ ´ »�° �´¹ º� � ±²�¯ º� ²´»¶ ·³

n´»�µ»¶ ±· º¹�µ» ±·´
2j

�½ ·³ ´ »�° �´¹ º� � ±²�¯ º� ²´»¶ ·³
n
´»�µ»¶ ±· ´¸´» º¹�µ» ±·´�

� §������������� ��� ¬� ������ ¤�� ��� �¦««�����
S
  ¿��« ���� ����������� ¥ ��� ��� �¬���� ������

¤��«���� ¤�� � §���� ��«¬�� �¤ ����
S
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