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Résune - Le lemme de Parikh nous donne les conditions ~ Soit G = (T, N, P) une grammaire algébrique. Un mot
nécessaires pour la distribution des lettres dans les mots duw € (TUN)* se iecriten un motw € (TUN)* siu = uy.5.usz,
langage. Dans cet article, on pesente une @monstration v = uj.m.us €t (S, m) € P, et on noteu — v. La fermeture
geonétriqgue du lemme de Parikh via les grammaires de réflexive et transitive~* de la récriture— est I'opération de

graphes. dérivation
Mots cles- Langages formels, grammaire de graphes, « —* v si dn > 0, Jug, U1, ..., Up, Up — U1... — Uy, AVEC
lemme de Parikh. ug = u etvg = v.
Le langage engendré par = (7, N, P) en partant de
|. INTRODUCTION l'axiome S € N est le langagd.s(S) des mots terminaux

Depuis les travaux initiaux de Chomsky, bien des résultaiérivant de S:
ont été établis sur les langages algébriques et de reumbr
ouvrages de référence existent sur le sujet (voir entteeswu
[31, [5]). Les langages engendrés par les grammaires algébriquies so
Depuis 1985, Muller et Schupp [6] ont apporté une visioappelés ledangages algbriques La famille des langages
géomeétrique des langages algébriques. Plus exactenentalgébriques sur I'alphabét est notéedlg(T*). Ce sont aussi
ont montré lidentité effective entre un automate a p#e les langages reconnus par lastomatesa pile (voir [3] ou
une grammaire déterministe de graphes : tout automatg5).
pile peut étre transformé en une grammaire détermirdste Un ensemble de la forme
raphes engendrant le graphe des transitions de 'autpetate
?nvcfrsemen?toute gram%wai?e déterministe de graphesapeut {ao +kray + ...+ knanlky, ... kn € N}
transformée en un automate a pile dont le graphe des 4ramgiay, ..., o, sont les élément d™, est dit un sous-ensemble
tions est engendré par la grammaire. Le fait de pouvoiri@gc lineairede N™. Un ensemble semi-lenaireest une union finie
a l'aide d'une grammaire de graphes, la structure géoguet d’ensembles linéaires.
d’'un ensemble algébrique de mots, n'est pas anodin. Bisn deComme N™ est pour + un monoide commutatif, ses
résultats classiques sur les langages algébriquesmii@rieé ensembles linéaire sont ses parties rationnelles. Dg i#us
naturels si on les aborde via les grammaires de graphgsment une algebre de Boole [2] : la famille des ensembles
Par exemple, la détermination des configurations acdessitsemi-linéaire deN™ et fermée par union, intersection et
a partir d'une configuration donnée se traduit par le dalcdtomplémentation.
d’un plus petit point fixe sur la grammaire de graphes. Le Etant donné un alphab&t= {a, ..., a,, }, nous définissons
fameux lemme des paires itérantes s'établit simplement [@pplication de T* dansN™ comme suit:
géométriquement par le biais de grammaires de graphes.
Le lemme de Parikh a été introduit depuis 1966 [7]. Il a Y(w) = ([wlays s [wla,,)
attiré beaucoup d'attentions, et depuis presque quUagaT®e of |w|, désigne nombre d'occurrences du caractgrelans
differentes approches pour le montrer ont été pressnfioir |e motw.
[4] et [1]). Dans ce papier, on présente une démonstrationon dit quey(w) est limage de Parikh de.
géometrique du lemme de Parikh. Par exemple, ave® = {a,b,c}, on a:¢(abacac) = (3,1,2).
Soientz,y € T* deux mots quelconques, nous avons

La(S) ={ueT*|S =" u}.

[l. GRAMMAIRE ALG EBRIQUE ET LEMME DE PARIKH
Une grammaire al@brique (ou unegrammaire hors con-

textdest un tripletG = (T, N, P) ol d(ay) = Y(@)+9(y)
- T est un alphabet diettres terminales = P(y) +(x) = Y(y.2)
- N est un alphabet disjoint d€ de lettres non-terminales

Ainsi 1) est un morphisme dé™* dansN™.
L'image de Parikh de tout langage C T est définie par
union:

ou variables
- P est un sous-ensemble fini dé x (N UT)* deregles
ou deproductions
L) = L
Pour tout(S,m) € P, S est lemembre gauchet m € V(L) = {$(@)lw € L}
(T"U N)* est lemembre droitde cette régle, et la regle est Comme la rationalite est préservée par morphisme, on a
écrite sous la form& — m. ¥ (L) rationnel pour tout langage rationngl
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Par exemple, le langage = {a"b*""t|n > 0} sur {a,b} On noteVy I'ensemble des sommets d’'un hypergraghe
a I'image de Parikh)(L) = {(0,1) 4+ k.(1,2)|k > 0} qui est ~ Une grammaire de graphes el&terministesi deux mem-
aussi ensemble semi-linéaire (et méme linéairelNde Cette bres gauches ont des étiquettes differentes.
propriété se généralise a tout langage algébriqlie [7 La récriture — selon une grammair& de graphes est un
Lemme de Parikh : Limage de Parikhy(L) de tout remplacement du membre gauche par le membre droit d'une
langage al@brique L est de fagon effectiveun ensemble regle de la grammaire:
semi-lirgaire.

Le lemme de Parikh donne les conditions nécessaires deGa? (G —{Bs1...80}) U{Cf(t1)...f(tm)|Ct1..tyy € H}

distribution des lettres dans les mots du langage. . L
ol (Bzy...xz,, H) € R et f est une injection d&/ dans

(V — VB) U {81, ey Sn} avecf(a:i) = ;.
I1l. GRAMMAIRE DE GRAPHES Par exemple, a partir une hypergrapghae la figure 2 :

On nommegrapheun couple(V, E) ou V' est un ensemble
guelconque el est une partie d& xT'x V' (produit cartésien b ()]
d’ensembles).

Les éléements dé/ sont appelés lesommetset 7' est
'ensemble des étiquettes. G B

Tout éléement(s, a,t) de E est appelé urrc du graphe de
sources, debutt et d’etiquettea, et est aussi noté = t.

Un chemind’'un sommets a un sommet dans un graphe
est une suitey 2 s;... 23 s,, consécutive d'arcs aveg = s
ets =t. Fig. 2. Un hypergraphé&:.

Maintenant, on généralise la notion d’arc, dont le nombre
de sommets peut étre different de deux: hyperarcest un 0N a une récriture dé' selon la grammaire de grapitede
elements;...s, deT'V* d'étiquettes et de sommets ordonnéda figure 1 comme indiqué dans la figure 3 :

81, .., 8. Le nombren de sommets d'un hyperarc est appelé (1) (t)
sonarité. \

On nommehypergrapheun couple (V, E) ou V est un
ensemble quelconque de sommets fetest un ensemble
d’hyperarcs:E C TV*.

Comme pour une grammaire algébrique (de mots), une

grammaire de graphesst un quadruplek = (7, N,V, P) (rr:;\)\ ' Y
ou y f
- T est un alphabet d’étiquettésrminales (s1) }
- N est un alphabet d'étiquettesn-terminalesou vari- b P b g0
ables ; A
- V est un ensemble quelconque slammets a a c N
- P est un sous-ensemble fini degles(x, H) ou le membre G B/ R
gaucher € NV* est un hyperarc non-terminal Bt C NV*U /A
TVV est un hypergraphe fini d’hyperarcs non-terminaux et d (s2) d

d’arcs terminaux.
o ® . Fig. 3. Une récriture selon la grammaire de graphes de lafigiu
A partir d'un axiome A € N.V* dune grammaire
déterministe de graphe® = (7,N,V,P), on remplace
parallelement tous les hyperarcs non-terminaux par leurs
@ @ d membres droits dan®. Cette récriture paralléle est répétée
@ o iterativement. Cela s'arréte quand tous les hyperaras no
A terminaux sont remplacés et il n'y a plus que les arcs ter-
B minaux dans le graphe obteAtr, ou bien la répétition est
¢ infinie, dans ce deuxieéme cas, le graphe engefdrést infini.
A On dit queT'r estengende par la grammaire de graphésa
® @ partir de A.
Un grapheTr qui est engendré par une grammaire de
graphes est digraphe gégulier.
On suppose que I'hyperarc axiome possede un sommet
1’image (L) peut étre trouvée par un algorithme déterministe de départAdgspq-+ €t un sommet d'arrivéedy,,. Si 3 est

Fig. 1. Une grammaire déterministe de graphes.
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Pour toutA € N, on définit:

Hy 1% av|(A,av) EPANa€ NUT Av # €}

U {ua52(Aua) e PAa€ NUT Au # €}
" U {13%2|(A,a)ePNac NUT}
U {u.av % uav|(Auav) € PAa € NUT
Au,v # €}
a c et 'ensemble de regleB’ est défini :
P :={A— Hy|A € N}.
d L'ensemble des sommetis est défini :

V= {uvjuv € Im(P) Au,v # e} U{1,2}.

Par exemple, on considéere la grammaire algébriGue-
(T,N,P)ouT ={a,b,c,d}, N ={A, B} et les régles sont:

Fig. 4. Le graphe des transitions engendré par la grammndairgraphes de
la figure 1.

Bb
aAB

un chemin deAg¢part @ Agin Sur T'r, 5 est dit unchemin
engende par R a partir de A. Toute suite u des étiquettes
des arcs dej est un mot reconnu paR. L'ensemble des
mots reconnus paRk a partir de 'axiomeA est dit lelangage 0
reconnupar R & partir deA et est noteL(A). a

Il est aisé de vérifier que tout langagiéA) reconnu par un ) B (a.AB)
graphe réguliefl'r est algébrique.

Pour simplifier, tout chemirp d’'un graphe des transitions
Tr est un chemin qui commence par le sommet de départ et b (aAB)
termine par le sommet d’arrivée de I'axiome. @ B

On appellel'r; la nouvelle partie d&'r qui est ajoutée pour @
la i%¢™¢ récriture paralléle. Dond'rq est réduit aux sommets
de l'axiome A.

Remarquons que les sommets de sortie ‘Hles sont les
sommets d'entrée d€'r;.1: on les appelle lessommets
frontieresdont I'ensemble est notg;. En plus, tout chemim
d’'un sommetr de T'r; a un sommey de T'r; ., doit passer
par la frontiereF;, c'est-a-dire qu'il comprend au moins un
sommet de I'ensemblé;. ) @ d (BB.d)

Par conséquent, tout chemin d’'un sommetle 7'r; a un
sommety de Tr; aveci < j doit passer par toutes Iesrig 5. LensembleP’ des regles pour un grammaire de graghe
frontiéres intermédiaires; pourt € [i,j — 1].

A toute grammaire algébriqu&, on peut associer de fagcon
effective une grammaire déterministe de grapResngendrant
le graphe des transitiorir(G) de G.

Ll

SuJ oV SN

BBb

A - . (B.b)

B B.Bd
) 1) (B.Bd)

IV. LA DEMONSTRATION DU LEMME DE PARIKH VIA LES
GRAMMAIRES DE GRAPHES
. i L'ensemble des étiquettes non-terminaux récrits pogean
Proposition : On peut transformer toute grammairey.ar un cheming est noteA ().
algébrigue G = (T, N, P) en une grammaire de graphes
R = (T,N,V,P') ou P' = {(A12,HAa)|A € N} de sorte
que pour tout nonterminall € N, Lg(A) = Lr(A).

Soit F' un ensemble de chemins engendrés par une gram-
maire de graphe®& . Une réductiond’'un chemina de F' est
I'opération dont on supprime une partie pour obtenir umeaut
chemina’ de F, comme indiqué a la figure 7.

On va montrer que la grammaire de graphfs =  On dit quea se eduiten (o/, 3z), et on note:
(T, N,V, P’) peut étre construire effectivement a partir d'une i
reauire

grammaire algébriqué’ = (T, N, P) quelconque. a — " (d,8B);
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T?‘l T?‘g T?‘i
=~ =~ =~

Fig. 6. A(3) = {A,B,C,E,F}. T

dans le cas oW n'est pas pertinent, on peut l'ignorer et
écrire simplementr "™ /. On dit quea estréductible
selon I'ensemblé. Si a ne peut pas se réduire, on dit que
estirr éductible(selon F).

Un ensembler” de chemins est ditéductibles’il contient

. L, . . S . Fig. 7. Une réduction d’'un chemin en un autre en retirant r@pétition.
au moins un chemin réductible. Sinaf,est ditirr éductible 9

Remarque Tout chemin irréductible engendré par une gram-
maire de graphegR est de longueur bornée.. En conséquence,
tout ensemble irréductible de chemins engendrés par une
grammaire de graphes est fini.

Dorénavant, on suppose que pour toute grammaire de
graphesk = (T, N,V, P), on aN = {Bjy, ..., B|n| }-

Pour tout sous-ensembl€’ de N, on considere le graphe
Try. qui ne contient que les chemins qui satisfont la
condition:

A(a) - N’ : : : 1}23

Le langage reconnu pdrry: est noteL .. On a :
Fig. 8. Un membre3p, de I'ensembleRp, .

- (3 est irreductible.
C’est-a-dire, touip, € Rp, a la suite correspondantedes
étiquettes dans la forme = vy B;vs OU vy € T*, v € T,

L= U L On noteLp, le langage:
N'CN,AeN’

Evidemment, si 'axiomed ¢ N', Ly estvide. Alors

, Lp. = {viva|v1Bjve € Rp, }.
En conséquence : B, = {v1v2|v1 Biva B}

Nous définissons un ensemile de cheminsy engendrés

v(L) = U V(L) par R a partir de I'axiomeA, de sorte que:
NN, ACN! - tous les non-terminaux sont présents dAfs) ;
CommeN est fini, c’est une union finie. - « est irréductible selofi’s.
Sans perte de généralité, nous pouvons restreiNdr@ N. Propriété d’'un chemimv dansT's:

Pour chaque non-terminat;, nous définissions un ensem- Toute répétition contient au moins un non-terminal qui
ble notéRp, des chemings, engendrés paR a partir deB; n’apparait pas ailleurs. On note, le langage reconnu par
et qui satisfont les conditions suivantes : le grapheTs.

- B ne contient qu'un seuB; comme un non-terminal qui  Avec les conditions ci-dessus, lesp, et L4 sont des
n'est pas encore remplace; langages finis.
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Nous allons montrer que: Donc,

W(Ln) = $(La-Liy, Ly, L ) (1) Wuw) = P(urususv1.v2)
= Y(u1.v1.u2.v9.u3)

= ¢P(w) € Y(Ln)

Nous montrons d’abord que :

w(LA.Lgl.Lj‘BQ...Lj‘B‘N‘) Cy(Ly) 2
Q/J(LN) gw(LA-LEl-LEQ---LE‘N‘)- (3) 1/1(uv) €¢(LN).
N\ e - Donc
i) Vérifions la propriété (2):
Tous d’abord, nous avons, C Ly, donc: W(Ly-Lp,) C (L), ¥B; € N. )
Y(La) CY(Ln) (4)  En conséquence,
En plus, soientd un chemin danskp, (B; € N), « Y(Ln-Lp, - Lp,--Lp ) CU(Ly).

un chemin dansl'ry etv € Lp, etu € Ly sont les
mots correspendants. Par la définition Bey, A(a) = N,

c'est-a-direB; € A(«). (La.Lp, Ly, Ly ) € (Ly).

Avec (4), nous obtenons (2):

i) Vérifions l'inclusion (3): Soientu un mot quelconque
dansLy, eta € Try le chemin correspondant@a
Il N’y a que deux possibilités.

Soit o est irréductible, alorsr € T's et
uw €Ly (6)
Soit o est réductible § & T's).

Dans le deuxieme cas, il existe au moins une répétition de
remplacements darsqu’on peut supprimer. Evidemment, on
peut choisir toujours une répétition qui ne contient pasile
répétition dedans. On suppose que c’est la répétitionah-
terminal B;. Donc, a peut se réduire efwy, 51):

31 € Try.B1 € Rp, = o "2 (a1, 1)
Pourag, il y a aussi deux cas comme Soita; & T, ou
soit a; est réductible et peut étre réduit en une péire, 52).
Parce que le mat est fini, il existe une suite finie des paires
(alvﬂl)a ey (akvﬂk)' Dont ﬂp € RB-LP’ ave(:Bip S N; 1 <
p < k—1 tel que:

réduire

Qp — (O‘p+1vﬂp+1)71 Sp S k—1

et

Fig. 10. o’ obtenu a partir dev par insertion des.

ag € Ts.

Nous avonss = v;.B;.vs €t u = wy.ug.us. Par définition def?p, , le motu, correspondant au chemin

. N . f— . *
Donc, nous pouvons construire un chemirobtenu a partir 05:, dans la formew, = u,1.B;, up,2, avecuy,1, up,2 € 17,
de a par insertion deg comme indique dans la figure 10, POUrl <p <k — 1. Le mot correspondant g est notév.

On appellew le mot reconnu par le chemi'. Nous avons:
Alors w = uq.v1.us.v3.u3. U= U .U 1o U1,V U 1,201 2
Ainsi
et
Ae) = Ala)UA(B
( ) ( ) ( ) w(u) = ’lb(uLl.UQ,l...uk_Ll.’U.uk_l,g...ul,g)

= NUA(B)=N.
(B) = 7/)(U1,1-u1,2---uk71,1-uk71,2-v)

Alors o/ € Try, c'est-a-direw € Ly = 1/)(’[1,171.’&112) + ...+ w(uk,lyl.uk,lyg) + 1/)(uk)
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Mais, nous avons aussi:

Y(upup2) € Q/J(LBip)
Y(ue) € P(La).

Donc, pour toutu € Ly nous avons
Y(u) € Y(LaLy, Ly, Liy )

En conséquence(Ly) C ¢(La.Lp, Ly, Ly )-
En définitive,

W(Ly) = (L Ly, Ly, L)

Donc, ¢(Ly) est semi-linéaire. Nous pouvons généraliser
a tous lesLy- qui sont semi-linéaires.
Nous avons le résultat:

wL)= |J @)

N'CN,SEN’

est semi-linéaire. O

V. CONCLUSION

Cette démonstration géométrique du lemme de Parikh n'es
gu’'une premiere étape pour établir de facon géométrivia
les grammaires de graphes bien des résultats connus sur les
langages algébriques. On pourra ensuite utiliser les gram
maires de graphes pour résoudre par point fixe de nouveaux
problémes sur les langages algébriques.
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