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Introduction

Tome XII : 1990�

Les polynômes clefs (caractères de Demazure pour le type A), sont des
généralisations non-symétriques des fonctions de Schur. En remontant les cons-
tructions au niveau de l'algèbre libre, l'article Keys & standard bases [1990-1]
donne une interprétation en terme de tableaux, ou de mots satisfaisant des condi-
tions de drapeaux, de ces polynômes. Cette interpétation recoupe la théorie des
bases standard de Lakshmibai-Seshadri, relative aux variétés de drapeaux pour
les groupes classiques.

L'algèbre des di�érences divisées est par dé�nition l'algèbre des combinaisons
linéaires de di�érences divisées, dont les coe�cients sont des fonctions ration-
nelles en les variables sur lesquelles agissent les di�érences divisées. Elle contient
en particulier comme sous-algèbre di�érentes copies de l'algèbre de Hecke. L'ar-
ticle Décompositions dans l'algèbre des di�érences divisées [1992-2] développe
[1987-1] et explicite di�érents changements de base.

L'article fondamental Treillis et bases des groupes de Coxeter [1996-1] part
d'un problème qui rejoint les premiers travaux de M.-P. Schützenberger sur le
clivage des treillis. La question examinée est : comment décomposer le groupe
symétrique en deux intervalles complémentaires (relativement à l'ordre d'Ehres-
mann�Bruhat) ? La réponse exhibe un sous-ensemble minimal de permutations
qui code toute l'information sur l'ordre. Ce sous-ensemble engendre un treillis
distributif, qui contient comme sous-ensemble ordonné le groupe symétrique,
et dont les éléments s'identi�ent aux matrices à signe alternant. On trouvera
dans le livre de D. Bressoud [1] de nombreuses propriétés de ces derniers objets,
apparus tout récemment en combinatoire. Geck et Kim [2] étendent à tous les
groupes de Coxeter �nis le plongement dans un treillis.

L'article Pour le monoïde plaxique [1997-3], sous forme d'une lettre à ses
amis André Lentin et Gian-Carlo Rota, est un plaidoyer de M.-P. Schützenberger
pour justi�er pourquoi il a consacré autant de ses e�orts, dans les vingt dernières
années, aux beautés du monoïde plaxique.

Les dernières considérations mathématiques de M.-P. Schützenberger concer-
nent la combinatoire de l'équation de Yang-Baxter, et sont exposées dans [3].

[1] David M. Bressoud. Proofs and con�rmations. MAA Spectrum. Mathematical
Association of America, 1999. The story of the alternating sign matrix conjecture.
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[2] Meinolf Geck and Sungsoon Kim. Bases for the Bruhat-Chevalley order on all
�nite Coxeter groups. J. Algebra, 197(1) :278�310, 1997.

[3] Alain Lascoux. Potentiel Yin sur le groupe symétrique. Sém. Lothar. Combin.,
38 :Art. B38a, 12 pp. (electronic), 1996.
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #11 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1990 1990-1. Keys & standard bases

7



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #12 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #48 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1991-1. Minimization of rational word functions Année 1991

44



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #49 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1991 1991-1. Minimization of rational word functions

45



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #50 — 7-7-2009 i
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86



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #91 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #106 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1992-3. Rational word functions : characterization and minimization Année 1992

102



i
i
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124



i
i
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Abstract 

We say that a rational (resp. a subsequential) function tl from a free monoid into another one 
is in the variety of monoids V if it may realized by some unambiguous (resp. subsequential) 
transducer whose monoid of transitions is in V. We characterize these functions when V is the 
variety of aperiodic monoids, and the variety of groups. In the first case, the period of am ’ (15) 
divides that of L, for each rational language L on the outputs. In the second case, a-‘(L) is 
a group-language for each group language L; equivalently, a is continuous for the pro-finite 
topology. Examples of such functions are: the multiplication by a given number in a given basis, 
which is aperiodic; the division, which is a group-function. 

1. Introduction 

Dans la theorie des varietes de langages et de mondides, le thiorime d’Eilenberg 
met en correspondance les (pseudo-) varietes de mono’ides finis et les varietes de 
langages rationnels. Ces dernieres sont closes par image inverse des morphismes de 
monoides libres. 

Dans le contexte des automates finis, les morphismes se geniralisent en les fonctions 
rationnelles. Ceci suggere le problime de caractiriser l’action par image inverse des 
fonctions rationnelles sur les variCtCs. A toute fonction rationnelle, on peut associer un 
mono’ide. Notre risultat principal caractkrise, en termes de leur action, les fonctions 
rationnelles pour lesquelles ce monoide est aphiodique ou un groupe: dans le premier 
cas la fonction divise les phiodes des langages rationnels (en particulier, elle prkserve 
les langages apkriodiques). Dans le second cas, elle prbserve les rationnels $ groupe; de 
manihe Cquivalente, elle est continue pour la topologie pro-finie; incidemment, nous 
montrons qu’elle est aussi pluri-sous-skquentielle. Un corollaire du resultat principal 

*Auteur correspondant. 
1 Le premier auteur a hkificib d’une subvention CRSNG (Canada) et d’une subvention Action Concert6 

FCAR-BNR-CRSNG. 
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est une caracterisation des morphismes: une fonction rationnelle est un morphisme 
dbs qu’elle divise les ptriodes et preserve les rationnels a groupe par image 

inverse. 
Deux exemples bien connus des tcoliers illustrent les deux classes de fonctions 

rationnelles consider&es dans cet article. 
11 s’agit de la multiplication et de la division, qui sont respectivement des fonctions 

rationnelles aperiodiques et a groupe. Classiquement, elles se font respectivement de 
droite a gauche, et de gauche a droite: ce sont des fonctions sous-sequentielles. Cette 
problematique sur les quatre operations arithmttiques est tvoqde dans une question 
de Placiard et dans les rtponses donntes par Lagrange et Monge lors des tours 
a l’lkole normale de l’an Ill, [6, pp. 197-198) et l’incidente mention&e ci-dessus 
y ajoute les remarques suivantes: la division peut presque se faire de droite a gauche, 
c’est-A-dire qu’elle est pluri-sous-sequentielle de droite a gauche; par contre, la multi- 
plication nest pas pluri-sous-sequentielle de gauche a droite. 

2. Fonctions rationnelles dans une varibtit de mono’ides 

Soit V une variete de monoides, c’est-a-dire [8] une classe de mono’ides finis fermee 
pour les operations “quotient”, “sous-monoIde” et “produit direct fin?‘. Nous 
ferons de plus l’hypothbe que I/ est fermee pour le produit semi-direct. Soit 
a : A* --) B* une fonction (partielle) dun mono’ide libre (finiment engendre) dans un 
autre. 

Si CI est sous-dquentielle (de gauche a droite), nous dirons que a est duns V si a est 
realisee par un transducteur sous-sequentiel dont le monoide des transitions (obtenu 
en oubliant les sorties du transducteur) appartient a V; de manike Cquivalente, le 
transducteur minimal de CY a cette propriete. 

Pour la notion de transducteur sous-sequentiel minimal, voir l’article de Choffrut 
[4, Prop. 43 ou [13, Th. 21. De man&e equivalente, en utilisant les notations de ce 
dernier article, l’action a droite de A* sur l’ensemble fini {g. w( w E A*} determine un 
monoi’de dans V. Dans le cas oti CI est sequentielle, cette definition generalise celle 
d’Eilenberg [S, p. 81; 7, Th. X11.4.21. 

Lorsque c1 est une fonction rationnelle, nous dirons que CI est dans V si elle satisfait 
a l’une des conditions Cquivalentes suivantes: 
l CY est reallisee par un transducteur non ambigu dont le monoi’de des transitions 

(obtenu en oubliant les sorties) est dans I’. 
l c( est realisee par une bimachine dont les mono’ides de transitions gauche et droit 

sont dans V. 
l tl est le produit de deux fonctions sequentielles (ou sous-stquentielles) dans V, l’une 

de gauche d droite et l’autre de droite a gauche. 
Pour les notions de transducteurs non-ambigus et de bimachines, voir [7, 1X.7; 1, 

IV. 4 et 53; il faut ici prendre les bimachines comme dans [ 143, afin de pouvoir rialiser 
toutes les fonctions rationnelles. L’equivalence de ces definitions resulte des construc- 
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tions classiques demontrant qu’une fonction est rationnelle si et seulement si elle est 
realisee par un transducteur non ambigu (resp. par une bimachine, resp. est produit 
dune fonction sequentielle gauche et dune droite); voir [l, Th. IV. 5.1 et 5.2; 17,2.3]. 

Nous nous interesserons ici aux cas ou V est soit la variete A des monoides finis 
aperiodiques, soit la variete G des groupes finis. 

Nous dirons a aphiodique pour CI dans A, et d groupe pour IX dans G. 
Rappelons que par le theoreme des varietts d’Eilenberg, il correspond a toute 

varitte V de mono’ides finis, une variete V de langages rationnels; voir [8, Th. VII. 3.41 
ou [lo, Th. 2.271. Rappelons aussi que la pkriode dun langage rationnel L E A* est le 
plus petit multiple commun des exposants des groupes de son mono’ide syntaxique, 
ou de man&e equivalente, le plus petit p 2 1 tel que: Vu, x, u E A*, 
uxn v E L 0 uxn+p v E L, pour tout n assez grand. Enfin, rappelons qu’un langage 

rationnel h groupe est un langage rationnel dont le mono’ide syntaxique est un 
groupe. 

Theo&me: Soit a : A* + B* une fonction sous-stquentielle (resp. rationnelle). 

(i) c1 est apbriodique si et seulement si pour tout langage rationnel L dans B*, la phiode 
du langage a-‘(L) divise celle de L. 

(ii) tx est h groupe si et seulement si pour tout langage rationnel b groupe L dans B*, 
a-‘(L) est un langage rationnel h groupe. 

La partie (ii) est une extension dun theoreme de Choffrut [3, Prop. III. 2.21, qui l’a 
demontre dans le cas dune fonction sequentielle. 

La partie directe de ces deux assertions est classique; elle resulte des faits suivants: 
l Lers variites A et G sont fermees par produit en couronne (ou de man&e 

equivalente, par produit semi-direct); voir [8, V.S]. Plus generalement, le produit en 
couronne dun mono’ide de p&ode p par un mono’ide de ptrioide q est de periode 
divisant pq. 

l Si a (resp. fi) sont des fonctions rationnelles dans V (resp. W), alors la fonction 
rationnelle produit aofl est dans V* W, la variete engendrte par les produits 
semi-directs A4 * N, M E V, N E W; voir [S, Prop. VI. 2.1 et Th. 7.3; 16 et 111. 

l Le domaine de a0 fi est a- ‘(dom p), et la fonction caracteristique p dun langage 
rationnel est une fonction rationnelle. 
La deuxieme partie du theoreme merite un commentaire. Rappelons que 

la topologie pro-jinie (ou topologie de Hall, ou de Krull) de A* est la topologie 
pour laquelle une base d’ouverts est form&e par les rationnels a groupe; voir 
[12,15]. 

On a alors le corollaire suivant. 

Corollaire 1. Soit a: A* + B* une fonction sous-sbquentielle (resp. rationnelle). Alors 

a est 21 groupe si et seulement si aldom(u) est continue pour la topologie projinie et si 
dam(a) est un rationnel h groupe. 

1995-2. Variétés et fonctions rationnelles Année 1995

158



i
i
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La necessitt de cette condition decoule des considerations prtctdentes, puisque tl- ’ 

preserve alors les rationnels a groupe, done a est continue. 11 n’est pas difficile de voir 
qu’en fait o! est mCme uniformement continue. 

Nous verrons aussi qu’une telle fonction 6! est presque sous-dquentielle, en ce sens 
qu’elle est reunion de fonctions sous-sbquentielles dont les domaines sont des 
rationnels a groupe disjoints: elle est done pluri-sous-sequentielle, dans le sens de [S]. 

Appelons morphisme afine a : A* + B* une fonction de la forme x(w) = u /I(w) u, ou 
u, u E B* et /I est un morphisme A* -P B*. 

Corollaire 2. Une fonction rationnelle non vide a: A* -+ B* est un morphisme afine 
(resp. un morphisme) si et seulement si u- 1 divise les p&odes et preserve les rationnels 
a groupe (resp. et si de plus a(l) = 1). 

Preuve. Sous ces hypotheses, a est aperiodique et a groupe; on peut done la rialiser 
par un transducteur dont le monoIde des transitions est le groupe trivial. Comme le 
mot vide induit l’identite sur l’ensemble des Ctats, il en est de mtme pour toute lettre de 
A. Si done a est non vide, on obtient par suppression des itats inutiles, des btats qui 
sont a la fois initiaux et finaux. Comme le transducteur est non ambigu, il y a en fait un 
seul tel ttat et c1 est un morphisme affine. Cl 

3. GkralitCs 

Un transducteur sera pour nous un graphe orientt avec ensemble d’ttats (sommets) 
Q, avec arttes Ctiquetes dans A x B*, muni de deux fonctions (partielles) i et f (les 
sorties initiales et @rules). Ce transducteur realise la relation a: A* -+ B* dont le 
graphe est l’ensemble des couples (u, i(p) uf(q)), p our tous les couples d&tats p et q, et 
tous les chemins de p vers q d’ttiquette (u, u). Une telle relation est dite rationnelle, et 
c’est une fonction rationnelle si elle est de plus fonctionnelle. Une fonction rationnelle 
peut toujours Ctre realisee par un transducteur non ambigu, i.e. tel que pour tout mot 
u, il existe au plus un chemin d’un itat initial a un &tat final d’etiquette de la forme (u, u) 
(un itat q est initial si i(q) # 0, et final sif(q) # 0). 

La necessite (mathimatique) de la variante ci-dessus des definitions usuelles est 
illustree par les transducteurs dans la Fig. 1. Dans celui de gauche, on illustre le fait 
qu’on a besoin des sorties initiales et finales, car il n’est pas raisonnable d’ajouter un 
&at pour s’en dispenser; dans celui de droite, visiblement a groupe, on voit qu’il faut 
plusieurs itats initiaux et finaux pour avoir un transducteur a groupe. 

Le resultat suivant est bien connu. On identifie N avec le monoIde libre a un 
gentrateur. 

Lemme 3.1. Soit a : N --) B* une fonction rationnelle. Zl existe alors une partieJinie F de 
N, des entiers a, bi avec a 2 1, et des mots xi, yi, zi pour i = 0, . . . , r - 1, tels que dam(a) 
soit la reunion disjointe de F et des a N + bi et que pour tout n duns N, 
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a(a”) = ufv a(a”) = b”si n pair 
= c” si n impair 

Fig. 1. (a) ct(a”) = uf”u; (b) a(a’) = b” si n pair = c” si n impair. 

1 yo 1 yo , yo I I 
I Yi I 

Yi 
1 yi I”’ 

ui 

Fig. 2. 

@(an + bi) = xi J$ zi. On peut borner 1 xi 1 (resp. 1 yi 1, resp. (Zi 1, resp. a, bi, max (F)) par une 
fonction ne &pendant que des sorties initiales et des ktiquettes (resp. que des Cltiquettes, 
resp. que des sortiesJinales et des ktiquettes, resp. que du nombre d’aats) d’un transduc- 

teur pour a. 

Pour deux mots u, u, nous notons A(u, u) leur plus long facteur gauche commun. La 
distance pr&xielle est difinie par (1 u, u 1) = 1 u I + ( u 1 - 2 (A@, u) (, od ) u I est la longueur 
de u. On dkfinit de manitre symktrique la distance sufixielle. Nous aurons besoin du 
lemme combinatoire sur les mots suivants. 

Lemme 3.2. Soient xi, yiy zip 0 < i < a - 1, des mots tels que pour tous i, j, les suites 

d(xiy~zi,xjy~zj) soient bornbes, quand d est la distance pr$xielle et la distance 
sufixielle. 11 existe alors des mots h, u, w, et des entiers s, ri (0 < i < a - 1) tels que pour 
tout n xi yl zi = ohs” h” W. 

Preuve. Clairement, les yi ont tous la mtme longueur. Pour n grand, Xi yl zi. et Xj yj” zj 
ont un long prkfixe commun, qui exdde xi et Xi: les xi sont done tous cornparables 
pour l’ordre prifixiel. Soit x0 le plus petit d’entr’eux: nous avons xi = x0 ui; comme 
I y. I = ) yi I et que pour n grand, yi z. et uiyl Zi ont un long prtfixe commun, nous 
obtenons Uiyi = yo ui(voir Fig. 2). 

Par suite, Xi yf Zi = X0 Ui yl Zi = x0 y$ UiZi, et nous sommes ramenks au cas oti les 
suites sont de la forme uy”zi. Comme ci-dessus, les zi sont tous cornparables pour 
l’ordre suffixiel, et nous Ccrivons zi = pizo, ce qui donne: V y” zi = u y” pizo. Comme 
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precedemment, u y” z0 et o y” PiZo ont un long facteur droit commun et ceci implique 
y pi = piy- Mais alors y = h”, Pi = hri, d'oti finalement X,J$ Zi = uhS”h” ~0. q 

Rappelons qu’une fonction a : A* -+ B* est sous sequentielle si et seulement si la 
congruence a droite N de A* definie par: u N u o 3g E B(*) (le groupe libre sur B) tel 
que V~C A*, a(uf) = ga(uf), est d’index fini (voir [4]), 

On a u N u o a. u = ~1. II, oti ~1. u est la fonction obtenue a partir de la fonction 
f H a(uf) en enlevant a tous les mots a(uf) leur plus long prefixe commun (voir [13]); 
(a,u) HCI’U est une action a droite du monoide libre A*. 

Le fait que a est dans une variete V se traduit par le fait que l’action de A* sur 
l’ensemble fini {a. u[u E A*} induit un mono’ide dans V. Done a est aperiodique si et 
seulementsi:V~~A*,3n~~telqueVu~A*,a~uf”=a~uf””.Etaest$groupesiet 
seulement si: Vj-e A*, 3n E N* tel que Vu E A*, a. u = a. uf”. Dans les deux cas, on 
peut legerement affaiblir la condition en mettant “Vu E A* “avant “3n E N*“, puisque 
l’ensemble {a. u 1 u E A*} est fini; on fera ainsi dependre n de u, mais il n’y a qu’un 
nombre fini de cas, et on prendra le maximum (resp. le ppmc) de tous ces n. 

4. Le cas apbriodique 

Nous disons que a- l diuise Ees phiodes si pour tout langage rationnel L, la periode 
de a-‘(L) divise celle de L. Nous commencons par traiter le cas dune fonction 
rationnelle N + N. La preuve n’utilise que de l’arithmetique Clementaire. 

Lemme 4.1. Soit a : N + N une fonction rationnelle telle que a- 1 diuise les pbiodes. Alors 

a est soit de domainejni, soit de la forme a(n) = pn + /IO pour n assez grand, air p, /IO E N. 

Le lecteur se convaincra que l’hypothese “a- ’ preserve l’aperiodicitk” ne suffit pas 
a assurer la conclusion. 

Preuve. Nous pouvons supposer sans perte de generalite que dam(a) est infini. De 
m&me, comme a- ’ divise les periodes, dam(a) = a- ’ (N) est aptriodique, done co-fini, 
et nous pouvons supposer que dam(a) = N. Utilisant le Lemme 3.1, nous avons done 
pour n dans N, a(an + i) = Kin + I)i, i = 0, . . ., a - 1, oti Xi, j3i E N. 

Rappelons qu’une partie reconnaissable de Z est une reunion de classes mod. 
p (p E hl*), et que sa pkriode est le plus petit tel p. Nous pouvons prolonger a i Z en 
prenant la formule ci-dessus pour n dans Z; alors l’hypothise sur a implique que 
a - ’ (q Z + d) est une partie reconnaissable de Z de pkriode divisant q. Nous prenons 
pour q un nombre premier avec a et les xi, et assez grand. 

Notons xf un entier tel que ni 7~: = 1 mod. q. Les solutions n E h de l’equation 
nin + pi = dmod. q forment l’ensemble Zi(d -pi) + qZ; par suite 
a-‘(d+qZ)= u 0 4 i 4 a _ 1 (aqZ + ci), avec ci = i + (d - pi) of a. Par hypothese, la 
piriode de cet ensemble divise q. 11 faut done que, pour un entier k, 
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{C 0, . . . . co-l} - {k,k + q, a.., k + q(a - l)} mod. aq Par suite ci - cj = Omod. 4, 
c’est-a-dire d ~$71; - ~j’) + i - j - bin! u + Bj TT~’ u z 0. Ceci nest possible pour tout 
d que si n! = of, done ni E nj et enfin Xi = Xj par le choix de 4. 

Nous avons done ?to = . . . ?I,_ I = 7~. Par suite, en prenant j = 0 ci-dessus, nous 
obtenons 0 = cirt - con = in - a( fli - PO). Comme 4 est grand, on a i TC = a( pi - /lo); 

pour i = 1, nous trouvons que a divise rc, n = pa, done pi = /IO + ip. 

Enfin, a(a n + i) = pan + ip + PO = p(a n + i) + PO. Done a est de la forme 
voulue. 0 

Le cas suivant est celui dune fonction N + B*. 

Lemme 4.2. Soit a : N + B* une fonction rationnelle telle que a- ’ divise les phiodes. II 
existe alors des mots x, y, z duns B* et un entier N tels que t/n 2 N, a(n) = x y” z. On peut 

borner 1 x( (resp. 1 y 1, resp. N) comme dans le Lemme 3.1. 

Preuve. Comme dans la preuve precedente, nous pouvons supposer que dam(a) est 
infini, done co-fini. 

Par le Lemma 3.1, nous avons alors pour tout n dans N assez grand, 

CYi(Un+i)=XiJl~Zi, i=O,l,..., a- 1. 

Appliquant le Lemme 4.1 a la fonction rationnelle n + Ia(n nous obtenons que 

lyil = pU et IXil + IZi( = /lo + i/3. 

Supposons que ui = Xiyl et uj = xjyy ne soient pas cornparables pour l’ordre 
prefixiel. Alors les langages aptriodiques ui B* et UjB* sont disjoints, et par suite 
a- ‘(uiB*) contient afV + an + i et ne rencontre pas UN + an + j. Done a-‘(u,B*) 

nest aperiodique que si a = 1. 
Nous en concluons que soit a = 1 (auquel cas le lemme est dtmontri), soit que Xiyl 

et Xjyj” sont cornparables pour l’ordre prefixiel: done l’un est prtfixe de l’autre et 
d(xiylzi, xjyjzi) est borne pour n E N, quand d est la distance prefixielle. I1 en est de 
mCme pour la distance suffixielle. 

NOUS appliquons le Lemme 3.2 et obtenons que xiZy:Zi = u h”“h” w. Par suite, 
ap = lyil = slhl et (~1 + JwI + rilhl = j?o + ip. On en deduit p = (rr - ro)lh( 
=rlhl,d’~d~=aretri=ir+t.Finalement,cri(~n+i)=xiy~zi=~h”‘“”’h’w= 

W)an+i f h w, done a(n) = u(Y)” h’w pour n assez grand, ce qu’il fallait demontrer. 
Les assertions sur les bornes decoulent des assertions analogues dans le Lemme 

3.1. 0 

Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme dans le cas aptriodique. 
Nous supposons d’abord que a est sous-stquentielle. Fixons les mots u etf: Alors 

pour tout mot u, la fonction /3: f+J + B*, n I-+ a(uf” u) est rationnelle et b- ’ divise les 
periodes car /? est composee de deux fonctions ayant cette propriite. On a done 
d’apres le Lemme 4.2: a(uf”u) = x,yzz, pour n assez grand. Comme a est sous- 
siquentielle, done uniformtment born&e pour la distance prefixielle (voir [ 141; a vari- 
ation bornee selon [4, 11, nous pouvons choisir x, et y, indtpendamment de u. 
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #167 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

236 C. Reutenauer, M.P. Schiitzenbergerl Theoretical Computer Science 145 (1995) 229-240 

On a done a(uf”v) = xy”z, et a(uf”+l u) = x y” + ’ z,, ce qui prouve que a est 
apkriodique (cf. la fin du Section 3). 

Prenons maintenant une fonction a rationnelle. Dans [14] a 6th definie la congru- 
ence syntaxique gauche N de a, qui est une congruence a gauche de A*. Nous 

montrons que N est aperiodique, i.e. que pour tout motf, il existe n tel que pour tout 
moto,onaitf”v-_++’ v. Ceci revient a montrer que d(a(uf”u), a(uf”+’ v)) est borne 
quand u parcourt A*, od d est la distance prefixielle. Nous pouvons fixer u (car d’apres 
[14], N est d’index fini) et J 

D’aprb le Lemme 4.2 (applique a /3. : n H a(uf”u)), nous avons a(uf”u) = x, ylz, 

pour n 2 N,. On obtient un transducteur T, pour /IU simplement a partir d’un 
transducteur pour a, et quand u varie, seul varient l’ensemble des etats initiaux et les 
sorties initiales de T,. 

Done d’aprb le meme lemme, les mots y., z, sont en nombre fini quand u varie, et 
N, est borne. Par suite, d(a(uf”u), a(ufn+l u)) = d(x,y;zU,x,y:+l~,) = d(z,,yUzU) est 
borne quand u E A*, pour n > max,(N,). Ceci montre que N est apkriodique. 

Nous suivons maintenant la construction de [14, p. 6751. On obtient une transduc- 
tion sequentielle injective de droite a gauche y, dont l’automate des entrees est A*/ - 

(done y est aperiodique), dont l’inverse y-l est la restriction dun morphisme a un 
langage local (done y-l est aperiodique et y divise les periodes), et une fonction 
sous-sequentielle de gauche a droite /? telle que a = j?oy et /I = a “y-l. Alors 
b-‘(L) = y(a- ’ (L)), pour tout langage L, et p divise les periodes. Par ce qui precede, 
/I est aplriodique, et il en est done de mCme pour a. 

Remarque. Soit n un entier et V la variete des monoides finis dont la piriode divise 
n (cf. [8, p. 2801). 11 serait intiressant de caracteriser les fonctions rationnelles dans V, 
la partie (i) du theoreme concerne le cas n = 1. 

5. Le CBS des groupes 

Rappelons que la topologie pro-finie de B* est compatible avec sa structure de 
mondide, et que limg”! = 1. 

Lemme 5.1. Soit a : FV + B* une fonction rationnelle telle que dam(a) soit un rationnel 

21 groupe # 8 et que a 1 dam(a) est continue pour la topologie pro-jnie. Zl existe alors 
aal,Dc{O,l,..., a - l} et des mots xi, yip zi tels que pour i dans D et n dans kJ, 
a(an + i) = xiylzi, et que dam(a) = UiG,(afV + i). Les nombres lxil (resp. lyil, resp. 
(zil, resp. a) peuvent &tre born&s comme dans le Lemme 3.1. 

Preuve. Comme dam(a) est un rationnel a groupe, le Lemme 3.1 nous donne que 
dam(a) = UieD (aN + i), D E {O,l, . . . . a - l} et que pour ie D, a(an + i) = xiylzi 
sauf peut-&re pour un nombre fini de n; mais cette formule est valable pour tout 
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n, par continuitt de a, car cr(an -t i) = limk-rq) a(a(n + k!) + i) = limk,, Xiyly:!Zi 
= XiyfZin cl 

Pour demontrer le thtoreme dans le cas (ii), il suffit de demontrer le Corollaire 1, 
puisque si a-l preserve les langages rationnels a groupe, dam(a) est un rationnel 

a groupe, et a 1 dam(a) est continue. 
Soit d’abord a sous-stquentielle. Pour tout motf, il existe des entiers p et N tels que 

pour tout mot u, a-ufn = a*uf”+P pour n >/ N. Nous montrons qu’on peut prendre 
N = 0, ce qui prouvera que a est g groupe. 

Fixons u et f: 11 existe un Clkment g du groupe libre B(*) tel que 
a(ufn+P u) = ga(uf” v) pour tout n >/ N et tout mot u. Fixons v. La fonction (partielle) 
y: lV -+ B(*), n H @j-“+p u)a(uf”v)-’ satisfait done ay(n) = g sin E dam(y) et n 3 N. 

Or, la fonction n I+ uf” u est sous-sequentielle g groupe, done p : n H a(uf” u) est 
sous-dquentielle, son domaine est un rationnel a groupe et /I ( dom(fi) est continue. 
Nkessairement, dom(j3) est une reunion de classes mod. p. Alors, dam(y) = dam(P), 
pour n dans dom( fi), r(n) = fi(n + p) p(n)- ’ et y 1 dam(y) est continue. 

Si 0 $ dom(&, nous avons p 4 dam(y) et p(p) = g/?(O). Si 0 E dom( /I), alors 
p lV c dom( fl), et par continuite, y(O) = lim )I+, y( p n!) = g. Done jI( p) = gfl(0). Nous 

avons done a(uf”u) = g a(uu) pour tout u, ce qui montre que a. uf” = a - u. Done a est 
a groupe. 

Soit maintenant a une fonction rationnelle, avec dam(a) rationnel a groupe et 
aJdom(a) continue. Nous montrons que la congruence syntaxique gauche de a definit 
un groupe. 11 s’agit de montrer que pour tous mots f et u, il existe p 2 1 tels que 
d(a(ufj’v), a(u u)) est born6 quand u parcourt A* (d est la distance prefixielle). Fixons 
fet u et considerons la fonction j?“: IV + B*, /I,,(n) = a(uf”u). 

Elle satisfait aux hypotheses du Lemma 5.1, et nous en concluons l’existence de 

mots Xiu, Yiu, ziu, dun entier a, et de D, c {O, 1, . . . . a, - l} tels que dom(/IJ = 

tJieD, hf+J + i) et Bu( a, n + i) = xi” y:” ziu pour n E N et i E D,. Un transducteur pour 
/?” s’obtient simplement $ partir d’un transducteur pour a, et quand u varie, seuls 
varient l’ensemble des &tats initiaux et les sorties initiales. Par suite, les yiu, ziu, a, et D, 
sont en nombre fini quand u parcourt A*. 

Soit p le ppmc des a,. Alors, soit /3”(O) = j?“(p) = 8, soit /I”(O) = xouzou et 

B,(P) = xo”Yo”=o”~ Done W(td, a(uf”d) = d( A(O), A( P)) = ~~~~~~~~~ xou you ZO,,) 
= d(.~~,,,y~~z,,~) qui est borne quand u parcourt A*. 

Comme la congruence syntaxique gauche de a est i groupe, il existe un groupe fini 
G et un homomorphisme cp: A* + G tel que: Vx, y f A*, q(x) = q(y) * d(a(fx), 
a(fy)) est borne quandfparcourt A*. 

Soit L, = cp-‘(9). Nous montrons que ~11 L, est sous-sequentielle a groupe. On en 
dtduira que a est a groupe: on obtient en effet un transducteur non ambigu pour a en 
prenant la reunion des transducteurs non ambigus des a ( L,, g E G. 

I1 suffit de monter que a I L, est sowstquentielle, puisqu’alors son domaine est le 
rationnel a groupe dam(a) n L,, et que sa restriction a ce domaine est continue. 
D’aprbs le thioreme de Choffrut [43, il est suffisant de montrer que al L, est 
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uniformement bornee, i.e. tlk, 3K tel que Vu, v E L,, a(u) # 8 # U(U) et 
d(u,v) d k *d@(u), a(u)) 6 K. Si d(u,v) < k et U, u E L,, now avons u =fx, u =fy 

avec 1x1 + lyl G k. De plus, cp(u) = q(u) = g * q(x) = q(y). De la relation apres la 
definition de cp et de la finitude de l’ensemble des mots x, y sujets a 1x1 + 1 y( < k, nous 
pouvons deduire l’existence d’une borne K, ne dependant pas def; telle que d(a(u), 

a(u)) < K. 

“.,. Je dksirerais que vow dbveloppassiez les raisons 
pour lesquelles on commence plut& cette dernike par 

la gauche que par la droite . .” 
Placiard [6, p. 1971 

6. Exemples 

Soitbunentier Z?2fixe,etA={O,l,..., b - i}. Pour un entier a 2 1 fix&, soit 

d,: A* --t A* la division euclidienne par a en base b, i.e. la fonction qui a un mot u, 
representant l’entier n en base b, associe l’unique mot u de m&me longueur que u, 
reprtsentant I’entier q tel que n = qa + r, 0 < r < a. 

La fonction d, est sequentielle de gauche a droite. Si a et b sont premiers entr’eux, 
elle est sous-stquentielle a groupe, et le groupe associe est le groupe des transforma- 
tions de Z/aZ engendre par les b transformations r t+ rb + i mod. a, pour i = 0, 

1 , . . . . b - 1. 
La fonction d, est done pluri-sous-sequentielle de droite a gauche, et l’on peut faire 

la division de droite a gauche, pourvu qu’on ait sur n une information supplementaire: 
a savoir n mod. a. Voir Fig. 3, od il faut lire le nombre binaire n de droite a gauche, en 
partant de l’etat n mod. 3. 

Lorsque a et b ne sont pas premiers entr’eux, la division se fait en deux temps: on 
tcrit a = a’ a”, (a’, b) = 1, oti tout diviseur premier de a” divise b. Alors, comme on l’a 
vu, d,. est pluri-sous-sequentielle de droite a gauche, et d,.. est sous-stquentielle de 
droite a gauche (voir [13] par exemple). On a d, = d,,d,,,, et l’on observe que le 
produit de deux fonctions pluri-sous-sequentielles l’est aussi. 

Venons-en a la multiplication par a en base b m,, : A* + A*. 
Cette fonction est sous-stquentielle de droite a gauche comme on le sait intuitive- 

ment (voir [ 131 pour une preuve formelle). Elle est aperiodique. Nous le verifions pour 
lda<b-1. 

o/o l/l 

0 l/l 011 Q 

*@z-c 

l/O o/o 

Fig. 3. La division par 3 en base 2 de droite g gauche. 
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #170 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

C. Reutenauer, M.P. Schiitzenberger/ Theoretical Computer Science 145 (1995) 229-240 239 

Fig. 4. La multiplication par 3 en base 2. 

Dans ce cas, on realise la fonction m, a l’aide dun transducteur sous-stquentiel de 
droite a gauche, dont l’ensemble des &tats est R = (0, 1, . . . , a - l}, i.e. les reports, ou 
retenues, possibles quand on multiplie par a. Chaque lettre i de l’alphabet (0, 
1 , . . . , b - l} induit sur R la fonction J(r) = [(ai + r)/b]. Chaque fonction f=f;: 
satisfait a r 6 r’ -f(r) < f(r’), et il en est de meme pour toute fonction dans le 
sous-mondide engendre par lesfi. Done aucune de ces fonctions n’induit de bijection 
non triviale sur une partie de R, ce qui montre que ce mono’ide est aperiodique. 

Ainsi m, est aperiodique. 
Dans la Fig. 4, nous donnons l’exemple de la multiplication par 3 en base 2 (cet 
automate nous a Ctt aimablement communique par Colin de la Higueira, et simplifie 
celui de [13]); il faut y lire les nombres binaires de droite a gauche. On peut verifier 
que l’automate de gauche a droite associe (obtenu en renversant les fleches) a des 
branchements absolus et par suite [S, Th. IV. l] la multiplication nest pas 
pluri-sous-sequentielle de gauche a droite. 

Aux exemples precedents, il faut rajouter les travaux de 123, qui considere divers 
types d’addition, ainsi que ceux de [9], pour la base Fibonacci; il s’y pose aussi le 
probleme de la normalisation dans cette base, qui est une fonction rationnelle. 
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nombres parfaits. In R. Ellrodt, G. Gadoffre et J.-M. Maulpoix, edi-
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Treillis et bases des groupes de Coxeter

Alain Lascoux(*) et Marcel-Paul Schützenberger

A Dominique Foata,
pionnier de la combinatoire

à qui elle doit tant

1. Introduction. — Le présent travail est une contribution à l’étude
de l’ordre fort ( dit aussi de Bruhat) dans un groupe de Coxeter fini W .

Les définitions et propriétés relatives aux treillis, aux ensembles or-
donnés, aux bases et aux treillis enveloppants, &c. sont rassemblées de
manière minimale dans la section 2, les preuves et quelques exemples étant
présentés en annexe, également de façon minimale.

La base B d’un ensemble ordonné fini (X, ≤) est le plus petit sous-
ensemble tel que la comparaison de deux éléments pour l’ordre ≤ soit
donné par l’ordre d’inclusion des projections (dans 2B) de ces éléments
sur la base. La section 3 décrit les rapports entre les ordres faibles et fort
sur les groupes de Coxeter, en les reliant à diverses algèbres de Hecke
dégénérées. La base (pour l’ordre fort) est contenue dans l’ensemble de ce
que nous appelons les bigrassmanniennes ( éléments w ∈W tels qu’il existe
une seule paire de générateurs σ, σ′ tels que `(σµ) < `(µ), `(µσ′) < `(µ)).

La section 4 détaille le cas du groupe symétrique, pour lequel l’ordre
fort a été décrit par Ehresmann en termes d’objets combinatoires que nous
appelons clefs. La base est exactement l’ensemble des bigrassmanniennes.
Ces dernières dépendent de 4 paramètres (en incluant l’ordre n du groupe),
et leur nombre est

(
n+1

3

)
. Nous montrons que le treillis enveloppant est

distributif, en application d’un énoncé plus général sur les propriétés de
clivage des treillis enveloppants.

Dans la section suivante, nous identifions les éléments du treillis en-
veloppant à des objets combinatoires très intéressants, les triangles, qui
ont déjà été rencontrés dans un autre contexte, celui des matrices alter-
nantes. Nous montrons que les permutations vexillaires se caractérisent de
façon simple en terme de leur projection sur la base.

La section 6 utilise la même notion de clivage pour découper de façon
itérée le groupe symétrique en intervalles remarquables, isomorphes aux
intervalles inférieurs des bigrassmanniennes. Nous donnons les polynômes
de Poincaré de ces intervalles.

La section 7 étend les résultats des sections 4 et 5 aux groupes de type
Bn. Cette fois-ci, la base ne contient pas toutes les bigrassmanniennes,

(*) Soutenu par le PRC Math-Info et la bourse CEE n0 ERBCHRXCT930400
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mais le treillis enveloppant reste distributif. Le treillis de Bn est en fait
un sous-treillis du treillis enveloppant de �(2n).

Les bases de tous les groupes de Coxeter finis viennent d’être obtenues
dans un article récent de M. Geck et S. Kim [G-Ki].

2. Treillis enveloppant. — Renvoyant les preuves à une annexe, nous
nous limitons ici à énoncer les propriétés des treillis dont nous aurons
besoin. La plupart de celles ci sont bien connues et nous faisons référence
au grand traité de G.Birkhoff [Bi] ( et spécialement aux chapitres III et
IX ) pour une théorie plus complète ainsi que pour les attributions de
priorité.

Si (X,≤) est un ensemble ordonné et x ∈ X, nous notons [x ≤]
l’intervalle supérieur {y ∈ X : x ≤ y} et symétriquement, [≤ x] := {y ∈
X : y ≤ x]}. L’infimum ∧Y = Inf(Y ) d’une partie Y de X est l’unique
élément x ∈ X tel que

[≤ x] = ∩{[≤ y] : y ∈ Y }

s’il en existe un, et ∧Y = ∅ sinon. Symétriquement, le supremum ∨Y =
Sup(Y ) est l’unique x′ ∈ X tel que

[x′ ≤] = ∩{[y ≤] : y ∈ Y }

s’il en existe un, ∅ sinon.
Un ensemble ordonné (X, ≤) est un treillis (sous-entendu complet) ssi

toute partie Y non vide admet un Inf ( et donc ausi un Sup, ainsi qu’on
le voit facilement, en prenant le Inf de l’ensemble des z tels que
Y ⊂ [≤ z] ).

C’est un théorème classique dû à Mac Neille qu’il existe un treillis
minimal unique (T, ≤) et un isomorphisme d’ordre X → T commutant
avec les opérations ∧ et ∨ quand leur valeur est un élément de X.

Ce treillis (T, ⊂) est la plus petite famille de parties de X qui contienne
X, tous les intervalles supérieurs [x ≤], x ∈ X, et qui soit fermée par
l’intersection ensembliste ∩. L’injection naturelle x −→ [x ≤] de (X, ≤)
dans (T, ⊂) fait donc correspondre à l’opération Sup de (X, ≤) l’opération
∩ de (2X , ⊂) qui est l’opération Inf de (T, ⊂); l’opération Inf de (X, ≤)
correspond quant à elle au Sup de (T, ⊂), où cette dernière opération est
définie de façon indirecte, ainsi que nous l’avons indiqué plus haut.

Nous appelerons T le treillis enveloppant de (X,≤) bien que l’usage soit
d’appeler T la “complétion de (X,≤))”, parce que cette construction, qui
ne fait appel à aucune hypothèse de finitude, constitue une généralisation
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #176 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

��� ��������	� 
������ �
 ����	�����	�� � ������� ���� �

naturelle de la construction de Dedekind (correspondant elle-même au cas
où l’ordre sur X est un ordre total).

On sait que de façon équivalente dans le cas fini, un treillis fini
est un monoide commutatif idempotent finiment engendré (pour l’une
quelconque des deux opérations), la relation d’ordre et la seconde opération
étant alors canoniquement construites en terme de la première opération.

L’apport de la théorie des treillis au présent travail consiste essentielle-
ment en les deux définitions suivantes et la proposition 2.5 :
Définition 2.1. — Une relation basique est un relation R entre deux
ensembles B̄ et B telle que, en considérant R ∈ B̄×B comme une matrice
booléenne, aucune ligne de R ne soit l’intersection de lignes, que la ligne
composée entièrement de 1 n’appartienne pas à R, et que les conditions
symétriques soient satisfaites par les colonnes de R.
Définition 2.2. — La base B (resp. la cobase B̄ ) de (X,≤) est l’ensemble
des x ∈ X \∧X (resp. x ∈ X \∨X) tels que x ne puisse être obtenu comme
le Sup (resp. le Inf) d’autres éléments, c’est-à-dire x ∈ B (resp. x ∈ B̄)
si pour toute partie Y ,

x /∈ Y ⇒ x 6= Sup(Y ) ( resp. x 6= Inf(Y ) ) .

Nous supposerons désormais que tous les ensembles considérés sont
finis.

Nous utiliserons la caractérisation suivante de la base, qui permet le
calcul de cette dernière par simple inspection des triples d’éléments de X,
puisque l’assertion que x est minimal dans X \ [≤ z] pour un z /∈ [x ≤]
équivaut à [< x] \ [≤ z] = ∅.

LEMME 2.3. — Un élément x 6= ∧X appartient à la base B ssi il est un
élément minimal de X \ [≤ z] pour au moins un z ∈ X.

Dans le cas particulier où (X,≤) est un treillis, on a que x ∈ B ssi x
couvre un et un seul élément de X, c’est-à-dire ssi x est un ∨-générateur.

La base satisfait de plus une propriété de minimalité :

PROPOSITION 2.4. — La projection β : X 3 x → B ∩ [≤ x] ∈ (2B,⊂)
est un isomorphisme d’ordre et l’on a B ⊂ C pour toute partie C de X
ayant la même propriété.

Ceci permet de coder chaque élément x par l’ensemble des élements
maximaux de xβ, c’est à dire par ce que nous appelerons ses rectrices.

On a de même la projection β̄ de chaque élément de X sur la cobase.
Soit R′ ⊂ B̄×B la relation définie par (b̄, b) ∈ R′ ssi b̄ ≥ b, c’est-à-dire,

de façon équivalente, ssi b ∈ b̄β ou b̄ ∈ bβ̄.

1996-1. Treillis et bases des groupes de Coxeter Année 1996

172



i
i
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PROPOSITION 2.5. — La relation R′ est une relation basique.

Nous appelerons désormais la relation R′ précédente la relation basique
de l’ensemble ordonné (X, ≤).

THÉORÈME 2.6. — Chaque ensemble ordonné a même relation basique
que son treillis enveloppant.

Nous introduisons encore la
Définition 2.7. — La paire d’éléments (x̄, x) de l’ensemble ordonné (X,≤)
clive X ssi X est l’union disjointe de [≤ x̄] et [x ≤].

Les clivages de X sont en bijection avec ceux de son treilis enveloppant,
et les paires clivantes (x̄, x)sont nécessairement des éléments de B̄ × B,
ce qui permet d’énoncer un résultat classique de Birkhoff sous la forme
modifiée suivante:

THÉORÈME 2.8. — Une condition nécessaire et suffisante pour que le
treillis enveloppant d’un ensemble ordonné (X, ≤) soit distributif est qu’il
existe un isomorphisme d’ordre bijectif entre sa base et sa cobase tel que
chaque paire d’éléments associés donne un clivage.

Comme il est bien connu, il y a bijection, pour un treillis distributif,
entre les antichâınes de la restriction de la relation d’ordre à la base et les
éléments du treillis: c’est un cas particulier de la correspondance entre les
éléments et leurs rectrices.

3. Ordres sur les groupes de Coxeter et algèbres de Iwahori-
Hecke dégénérées. — Soit (W, S) un groupe de Coxeter fini, S
un système de générateurs. L’algèbre d’ Iwahori-Hecke H(W, p, q) est
l’algèbre engendrée par des éléments Ts vérifiant les relations de Coxeter,
plus les relations de Hecke (homogénéisées)

T 2
s = (p + q)Ts − pq ,

où p, q sont deux constantes commutant avec les Ts. Pour le groupe
symétrique, nous nous sommes attachés à développer les cas T 2

s = 0
(différences divisées), T 2

s = Ts (différences divisées isobares), T 2
s = −Ts,

sans oublier l’algèbre du groupe ( T 2
s = 1) , cf. [L-S 1], [L-S 2], et aussi

[Ch] pour ce qui concerne les algèbres de Hecke affines.
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Employons des notations différentes pour distinguer les quatre cas
spéciaux ci-dessus (pour les valeurs des paramètres p, q respectivement
égales à (0, 0), (0, 1), (0,−1) et (1,−1) ):

∂s , πs , π̄s , s

vérifiant respectivement

∂2
s = 0 , π2

s = πs , π̄2
s = −π̄s , s2 = 1 .

Pour chacune de ces algèbres, nous considérerons aussi le monoide
engendré par les générateurs Ti.

L’algèbre d’ Iwahori-Hecke admet une base linéaire {Tw}w∈W , en
bijection avec les éléments du groupe, que nous noterons respectivement
{∂w}, {πw}, {π̄w} et {w} dans les cas spéciaux, l’algèbre étant elle-même
H∂ , Hπ, Hπ̄ et Hs respectivement.

Les ∂w permettent de définir la longueur des éléments de W , les
décompositions réduites et l’ordre faible droit ou gauche sur W .
Définitions. — Etant donné w ∈W , la longueur maximum d’une factori-
sation dans le monoide des ∂i: ∂w = ∂1∂2 · · · ∂k (en facteurs 6= 1) est
dite longueur de w et notée `(w). Une factorisation de longueur maximum
est telle que les facteurs ∂1, . . . , ∂k sont des générateurs. La factorisation
correspondante dans W : w = s1 · · · sk est une décomposition réduite de
w.

Deux éléments sont comparables pour l’ordre faible droit : v ≤R w ssi
∂v est facteur gauche de ∂w, i.e. s’il existe u ∈W tel que

∂v ∂u = ∂w .

Symétriquement, v ≤L w ssi ∂v est facteur droit de ∂w.
Etant donnés deux éléments w,w′ de W , il existe un plus petit v ∈W

(pour l’ordre droit) tel que ∂v ait pour facteur gauche ∂w et ∂w′ . En
d’autres termes, l’intersection des idéaux ∂wH∂ et ∂w′H∂ est un idéal
principal ( = ∂vH∂ ).

Similairement, il existe un plus grand facteur gauche ∂v de ∂w et ∂w′ .
L’existence d’un plus grand facteur gauche et d’un plus petit commun

multiple signifie que W , muni de l’ordre <R, est un treillis. Cette propriété
a été montré par Guilbaud & Rosensthiel [G-R] pour le groupe symétrique,
et est due à Björner pour les autres groupes de Coxeter finis [Bj].

Symétriquement, l’ordre faible gauche donne une deuxième structure
de treillis, image de la précédente par inversion des permutations.

A chacune des deux structures de treillis correspond une base.
Définitions. — Pour w ∈ W , l’ensemble des descentes (resp reculs) de
w est le sous-ensemble des générateurs de W tels que ∂w∂s = 0 (resp.
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∂s∂w = 0). Un élément est dit grassmannien s’il n’a qu’une descente. Une
bigrassmannienne est un élément de W ayant une seule descente et un seul
recul.

La base de W , muni de l’ordre <R, est constituée des éléments grass-
manniens, puisque ceux-ci sont exactement les w ∈W ayant un et un seul
successeur.

Soit s un générateur du groupe de Coxeter (W,S). Le sous-ensemble des
éléments grassmanniens ayant s pour descente, auquel on adjoint l’identité,
est un treillis pour l’ordre <L (cf. [B-W]). Cet ensemble est usuellement
noté W s; ses éléments sont les représentants de longueur minimum des
classes W / W (S\s), où W (S\s) est le parabolique engendré par tous les
générateurs sauf s.

Le morphisme ps : W → W s qui à chaque élément de W associe
l’élément de longueur minimum de sa classe modulo W (S \ s) est défini
par

ps(w) = g ⇔ ∂g est le plus grand facteur gauche de w, g ∈W s

Il est équivalent de rechercher les décompositions ∂w = ∂g ∂v, v ∈
W (S \s), telles que ∂v soit de longueur maximale parmi les facteurs droits
de ∂w appartenant à W (S \ s).

On peut aussi munir W du plus petit ordre ( ordre bifaible ) contenant
<L et <R et étudier les propriétés des facteurs des ∂w.

La considération des sous-mots conduit, quant à elle, à définir un ordre
dit fort ou de Bruhat que nous noterons désormais ≤ .
Définitions. — On a a v ≤ w ssi ∂v est un sous-mot de ∂w, i.e. s’il existe
deux factorisations

∂v = ∂v1 ∂v2 · · · ∂vk et ∂w = ∂w′ ∂v1 ∂w′′ ∂v2 ∂w′′′ · · · ∂vk ∂w′′′′ .

Il suffit en fait de ne considérer que les sous-mots d’une seule décomposi-
tion réduite arbitraire de w pour obtenir tous les éléments v ≤ w (cf. [Bo]).

Les idéaux d’ordre pour l’ordre fort se décrivent aisément dans l’algèbre
Hπ̄. On a en effet la récurrence suivante ([Vr]):

LEMME 3.1. — Soient w ∈ W , s ∈ S, tels que `(w) < `(ws).
Alors l’intervalle inférieur [≤ w] se décompose en deux sous-ensembles
{v : v < w, vs < w} et {u : u ≤ w, us 6< w}, et l’intervalle [≤ ws] est égal
à

[≤ w] ∪ {us : u ≤ w, us 6< w} .
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COROLLAIRE 3.2. — Pour tout w,

πw =
∑
v≤w

π̄v

et
π̄w =

∑
v≤w

(−1)`(w)−`(v) πv .

En effet, soient v et s tels que `(v) < `(vs). Alors (π̄v+π̄vs)πs = π̄v+π̄vs,
π̄vπs = π̄v + π̄vs; (πvs − πv)π̄s = −πvs + πv, πvπ̄s = πvs − πv

Ce corollaire est utilisé de manière essentielle par Fokko du Cloux [Fo]
pour implémenter l’ordre fort sur les groupes de Coxeter.

L’ordre fort peut s’obtenir à partir de la restriction de l’ordre aux sous-
ensembles W s, s ∈ S, ainsi que l’établit le lemme suivant dû à Deodhar
[De], qui généralise la définition géométrique de l’ordre fort donnée par
Ehresmann [Eh] pour le groupe symétrique.

LEMME 3.3. — Soient v,w ∈ W . Alors w ≥ v ssi pour tout s ∈ S,
ps(w) ≥ ps(v).

Comme les morphismes ps sont des morphismes d’ordre, on peut écrire
la propriété précédente

(3.4) w ≥ v ⇔ ∀s ∈ S, w ≥ ps(v)

Plus symétriquement en la droite et la gauche, soient deux générateurs
r, s ∈ S et rW s l’ensemble des bigrassmanniennes ayant recul r, descente s,
ensemble auquel on adjoint l’identité. Cet ensemble est formé des éléments
minimaux des classes W (S\r) \W /W (S\s).

On dispose d’une projection pr,s : W → rW s telle que

pr,s(w) = g ⇔ ∂w = ∂w′∂g∂w′′ ,

où ∂g est un facteur de ∂w de plus grande longueur parmi les g ∈ rW s.
L’unicité d’un tel facteur provient de ce que les deux projections

W →W / (S\s) et W →W (S\r) \W commutent.
La propriété (3.4) implique

(3.5) w ≥ v ⇔ ∀r, ∀s ∈ S, w ≥ pr,s(v) .

A tout élément w ∈W , on associe l’élément

pG(w) := {g ∈ G, g ≤ w} ⊆ 2G ,

où G est l’ensemble des bigrassmanniennes.
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THÉORÉME 3.6. — Soit (W, S) un groupe de Coxeter fini. Alors la base
B de W , en tant qu’ensemble muni de l’ordre fort, est contenue dans
l’ensemble G des bigrassmanniennes.

Une bigrassmannienne b ayant recul r et descente s appartient à la base
ssi elle n’est pas le supremum d’un sous-ensemble de bigrassamnniennes
(6= b) de mêmes descente et recul.

Preuve. — La propriété (3.5) implique que pG soit un morphisme d’ordre.
En outre pG est injectif, car chaque élément w est déterminé par l’ensemble
des pr,s(w) , r, s ∈ S, qui est un sous-ensemble de pG(w). La caractérisation
par minimalité de la base donnée en (2.4) implique que G contienne la base.

Les éléments de l’ensemble W \B sont les éléments de W dont l’ensemble
des rectrices est de cardinal 6= 1. Soit g une bigrassmanienne de descente
s et recul r, et soit {b1, . . . , bk} l’ensemble de ses rectrices. Supposons que
k > 1. Alors tous les bi, i = 1 . . . k, ont mêmes descente et recul que g . En
effet, s’il existe i tel que bi ait descente s′ 6= s, alors bi > bis′ et w < ws′.
Soient bk+1, . . . , bh les rectrices de bis

′. La condition w ≥ bi est équivalente
à w ≥ bis

′, elle même équivalente à w ≥ bk+1, . . . , w ≥ bh. L’élément w
est donc le supremum de l’ensemble {b1, . . . , bi−1, bi+1, . . . , bh}, ce qui est
impossible puisque cet ensemble ne contient pas la rectrice bi.

Réciproquement, si une bigrassmannienne dans rW s est le supremum
de {g1, . . . , gk} ⊆ rW s, k > 1, alors elle est le supremum de leurs rectrices
qui appartiennent toutes à rW s. Ainsi donc une bigrassmannienne de
descente s et recul r n’appartient pas à la base ssi elle est le supremum
d’un ensemble de cardinal > 1 de bigrassmanniennes dans rW s deux à
deux incomparables

Nous détaillons par la suite les bases des groupes classiques de type An
et Bn.

4. Ehresmannoedre. — L’ordre fort, dit aussi de Bruhat, sur le
groupe symétrique est usuellement défini comme la clôture transitive des
relations de consécutivité

{ν → µ} ⇔ {∃τ : µ = ντ , `(µ) = `(ν) + 1} ,

où ν, µ sont deux permutations et τ une transposition, plutôt que par
sous-mots des décompositions réduites comme au paragraphe 2.

Le groupe symétrique, muni de cet ordre, est dit Ehresmannoedre. Nous
allons voir que sa base consiste en l’ensemble des bigrassmanniennes. La
base est donc exactement l’intersection des bases pour les ordres faibles
droit et gauche.
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La définition originelle d’Ehresmann [Eh] de l’ordre sur le groupe
symétrique repose quant à elle sur la comparaison des ensembles.

Deux sous-ensembles A et B d’un ensemble totalement ordonné sont
comparables : A ≤ B ssi il existe un morphisme injectif de A dans
B. Une suite d’ensembles se représente planairement par une suite de
colonnes décroissantes justifiée par le haut, ces colonnes étant les ensembles
réordonnés composant la suite. La suite d’ensembles est une châıne (i.e.
est croissante) si l’objet planaire est un contretableau, i.e. si les colonnes
sont de longueurs croissantes, et si toutes les lignes sont croissantes de
gauche à droite.

Etant donnés deux contretableaux t et t′ de même forme, on dit que
t ≤ t′ ssi chaque composante de t est inférieure à la composante de t′

situéee au même endroit. On notera que la restriction de l’ordre au sous-
ensemble des colonnes cöıncide bien avec l’ordre sur les ensembles sous-
jacents.

Les facteurs gauches successifs d’une permutation µ sont une suite d’
ensembles embôıtés (un drapeau ). Le contretableau associé est dit clef(µ).

Ainsi µ = 2413 a pour clef
2 4 4 4

2 2 3
1 2

1
Le lemme suivant montre que l’ordre fort cöıncide avec la comparaison

des clefs, qui est la définition choisie par Ehresmann.

LEMME 4.1. — µ ≤ ν ssi clef(µ) ≤ clef(ν)

Chaque colonne de la clef d’une permutation détermine une permuta-
tion grassmannienne. Ansi la clef de µ = 2413 correspond-elle à la suite des
grassmanniennes 2 143, 24 13, 124 3, 1234. La comparaison de deux clefs
correspond donc à la comparaison de grassmanniennes ayant même de-
scentes. C’est aussi la comparaison des partitions obtenues en soustrayant
1, 2 . . . aux colonnes de la clef.

De manière symétrique, la comparaison des inverses des permutations
peut se décrire en coupant l’alphabet {1, . . . , n} en deux intervalles. Soit
en effet {x < y} un alphabet à deux lettres, et ph la projection de �(n)
(considéré comme un ensemble de mots en 1, . . . , n) sur le monöıde {x, y}∗
induite par le morphisme

i→ x si i ≤ h , i→ y si i > h .

L’ordre sur les mots en {x, y} se définit en comparant les degrés en y
des facteurs gauches respectifs de même longueur des deux mots :

v ≤ w si {v = v′v′′, w = w′w′′, |v′| = |w′|} ⇒ |v′|y = |w′|y .
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On a alors

LEMME 4.2. — µ ≤ ν ssi pour tout h, tout k,

| ph(µ1 · · ·µk) |y ≤ | ph(ν1 · · · νk |y .

Ainsi 2143 ≤ 4132, car, écrivant {1 . . . i|i + 1 . . . n} pour la projection
1, . . . , i → x, i + 1, . . . , n → y, on a :
pour {1 | 234}, yxyy ≤ yxyy; pour {12 | 34}, xxyy ≤ yxyx; pour {123 | 4},
xxyx ≤ yxxx.

Le lemme 4.2 n’est autre que l’explicitation des projections phk (vues
en 3.5) de �(n) sur l’ensemble des éléments de longueur minimum des
classes �(h)×�(n− h) \�(n) /�(k)×�(n− k).

On peut maintenant rétablir la symétrie (pour l’inversion des permuta-
tions) de l’Ehresmannoedre, qu’avait mise à mal la comparaison des clefs
de µ et ν.

Voyons tout d’abord la comparaison d’une permutation et d’une bi-
grassmannienne. Comme une bigrassmannienne b de �(n) est une permu-
tation qui a pour code un rectangle 0r0rr12 0r3 , avec r0 + r1 + r2 + r3 = n,
r1 ≥ 1, r2 ≥ 1, on la désignera plutôt par le symbole b = [r0, r1, r2, r3].
Alors

LEMME 4.3. — Une permutation µ est supérieure à une bigrassmanni-
enne b = [r0, r1, r2, r3] ssi il y a au moins r1 valeurs > r0 + r2 dans le
facteur gauche de longueur r0 + r1 de µ.

Preuve. — On utilise le critère 4.2. Pour la coupure de l’alphabet {1 · · · r0+
r2 | r0 + r2 + 1 · · ·n}, le mot xr0yr1xr2yr3 = pr0+r2(b) est clairement le
minimum des pr0+r2(µ), pour µ ≥ b.

On peut tout autant optimiser la négation NEG de la condition µ ≥ b
( nous prions le lecteur de se reporter à la dernière partie de l’annexe où
est traitée la notion de clivage). En effet, le mot yr1−1xr0+1yr3+1xr2−1 est
le maximum des pr0+r2(ζ), ζ 6≥ b, et a pour maximum dans sa fibre la
permutation
c[r0r1r2r3] =
n · · · (n−r1 +2)(r0 +r2) · · · r2(r0 +r2 +r3 +1) · · · (r0 +r2 +1)(r2−1) · · · 1.

Ainsi donc les bigrasmanniennes constituent la base de l’Ehresmann-
oedre, car à chaque bigrassmannienne b correspond bijectivement une
cobigrassmannienne qui est le Sup du complémentaire de l’intervalle
supérieur [b ≤]. En d’autres termes, on a le théorème suivant.
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THÉORÈME 4.4. — Le treillis enveloppant du groupe symétrique est
distributif et a pour générateur les bigrassmanniennes.

Plus précisément, soit [r0, r1, r2, r3] ∈ �4, r1, r2 ≥ 1, r0 +r1 +r2 +r3 =
n. Alors le groupe symétrique �(n) clive en les deux intervalles [b ≤] et
[≤ c], où b et c sont les bigrassmannienne et cobigrassmannienne codées
par [r0, r1, r2, r3].

Une permutation µ appartient à l’un ou l’autre de ces deux intervalles
selon que la composante de sa clef de coordonnées r0 + r1, r1 ( pour les
axes ↓→) est strictement supérieure à r0 + r2 ou non.

Pour �(4), l’ensemble B des bigrassmanniennes est :

{2134, 1324, 1243, 1342, 1423, 2314, 3124, 2341, 4123, 3412}
La restriction de la relation d’incidence à �(4) × B, dont les lignes sont
les projections par β des éléments sur la base B est représentée par la
matrice:

4321 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4312 : 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
4231 : 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
4213 : 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1
4132 : 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1
4123 : 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1
3421 : 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3412 : 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1
3241 : 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1
3214 : 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0
3142 : 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1
3124 : 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
2431 : 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
2413 : 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1
2341 : 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1
2314 : 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0
2143 : 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
2134 : 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1432 : 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1423 : 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
1342 : 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
1324 : 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1243 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1234 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Enfin, les dix clivages correspondant aux bigrassmanniennes sont :

�(4) = [2134 ≤] ∪ [≤ 1432] = [1324 ≤] ∪ [≤ 2143] = [1243 ≤] ∪ [≤ 3214]
= [1342 ≤] ∪ [≤ 4213] = [1423 ≤] ∪ [≤ 3241] = [2314 ≤] ∪ [≤ 4132]
= [3124 ≤] ∪ [≤ 2431] = [2341 ≤] ∪ [≤ 4312] = [4123 ≤] ∪ [≤ 3421]

= [3412 ≤] ∪ [≤ 4231]
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #185 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

��� ��������	� 
������ �
 ����	�����	�� � ������� ���� ��

Par ailleurs, les bigrassmanniennes étant codées bijectivement par les
vecteurs [r0, r1, r2, r3] ∈ �4, r1, r2 ≥ 1, la fonction génératrice du nombre
de bigrassmanniennes, pour n variable, est∑

n≥2

zn−2card
(
Base(�(n))

)
= (1− z)−4

L’image d’une permutation par la projection pij vue en 3.5 est soit
l’identité, soit une bigrassmannienne b ayant recul i et descente j (i.e. b a
le sous-mot i+1. . . i et bj > bj+1). En outre, si b est une bigrassmannienne
de recul i et descente j, alors b ≤ µ ⇒ b ≤ pij(µ). Les rectrices
d’une permutation µ sont donc les éléments maximaux de l’ensemble
{pij(µ)}1≤i,j≤n−1. Il existe un algorithme pour déterminer ces rectrices,
sans calculer l’ensemble précédent, qui repose sur le lemme suivant:

LEMME 4.5. — Il y a bijection entre les rectrices d’une permutation µ
et les triples d’entiers i ≤ j < j + 1 ≤ k tels que

µj+1 ≤ µk < µi = 1 + µk ≤ µj .

A un tel triple correspond la rectrice b = [r0, r1, r2, r3], où
r0 = card{h < j : µh < µk}, r1 = j − r0, r2 = µk − r0.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la bigrassmannienne
associée au couple : descente (µj > µj+1), recul (µk + 1 . . . µk) est bien
maximale sous les hypothèses du lemme 4.5.

Graphiquement, une rectrice b correspond à une configuration

nord
...

...
...

...
...

...
...

...
· · · µj · · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
· µi · · · · · ·

ouest · · · b · · µk · est

...
...

...
...

...
...

...
...

· · · · µj+1 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...

places · i · j j + 1 · k ·
pour les axes de coordonnées cartésiens ↑→, le couple (µk, j) étant dit les
coordonnées de la rectrice.
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Outre l’ordre de Bruhat, on peut lire certaines propriétés des permuta-
tions sur l’ensemble de leurs rectrices. Par exemple, la proposition suivante
décrit l’appartenance à un sous-groupe de Young, sous des conditions que
l’on peut qualifier de géographiques car elles ne font intervenir que les
coordonnées r0 + r1, r0 + r2 des rectrices.

PROPOSITION 4.6. — Soit µ une permutation, R = R′ ] R′′ une
décomposition de l’ensemble de ses rectrices ( R′, R′′ 6= ∅).

Soient n1, n2 deux entiers tels que

r0 + r1 ≤ n1 & r0 + r2 ≤ n2 si [r0, r1, r2, r3] ∈ R′

> n1 > n2 sinon

Alors il existe un entier n3 tel que l’on ait les mêmes relations en
remplaçant (n1, n2) par (n3, n3), et µ appartient au sous-groupe �(n3)×
�(n− n3).

Preuve. — Soient n4 et n5 les deux entiers : n4 = Max
(
{µj : il existe une

rectrice de µ dans R′ avec r0 + r1 = j}
)

; n5 = Max
(
{kj: il existe une

rectrice de µ dans R′ avec r0 + r2 = µk}
)

.
Par maximalité de n4 = µj , on a µj > µj+1. D’après le lemme 4.5

et l’hypothèse 4.6, on a µj+1 < n2. Pour les mêmes raisons, on a aussi
µk > n4 pour tout h > n1, ce qui entraine que les zones ? ne contiennent
pas de point (i, µi):

? ? ? ? · · · · ·
? ? ? ? · · · · ·
? ? ? ? · · · · ·

n4 · · · · ? ? ? ? ?
n2 · · · · ? ? ? ? ?
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

j n1

Le même argument s’applique à n5 grâce à la symétrie µ → µ−1. Le
domaine permis pour les points (i, µi) est donc finalement (zone “·”) :
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? ? ? ? ? ? ? · ·
? ? ? ? ? ? ? · ·
? ? ? ? ? ? ? · ·

n4 · · · · ? ? ? ? ?
n2 · · · · ? ? ? ? ?
· · · · · · · ? ?
· · · · · · · ? ?
· · · · · · · ? ?
· · · · · · · ? ?

j n1 n5

Ceci montre que n3 = Max(n4, n5) satisfait l’énoncé 4.6, et que
i ≤ n3 ⇒ µi ≤ n3

5. Triangles. — On peut identifier chaque permutation µ à sa clef
K(µ). La comparaison d’une permutation µ et d’une bigrassmannienne
b = [r0, r1, r2, r3] se réduit à tester une seule composante de K(µ), d’après
le théorème 4.4 :

(5.1) µ ≥ b ssi K(µ)r0+r1,r1 > r0 + r2 .

Le Sup ou l’ Inf, dans le treillis enveloppant, d’une famille {µ} de
permutations se calcule aisément, étant le Sup ou l’Inf composante à
composante des {K(µ)}.

Plus précisément, un contretableau t de forme 12 · · ·n est le sup de la
famille {µ} ssi

∀i, j : 1 ≤ i ≤ j ≤ n, tij = Supµ{K(µ)ij} .

Il est aisé de contrôler qu’un tel contre-tableau vérifie, pour chaque sous-
triangle élémentaire

(
i.e. triple de composantes adjacentes de coordonnées

respectives (i, j), (i, j + 1) et (i + 1, j + 1) pour les axes ↓→
)

les inégalités
suivantes

(5.2) yz
x ⇒ {x < z & x ≤ y & y ≤ z} .

Réciproquement, tout contre-tableau de forme 12 · · ·n vérifiant les
conditions 5.2 ( que l’on appelera triangle) est le Sup de la famille de
bigrassmanniennes déterminée par chacune de ses composantes :

(5.3) tij → b = [j − i, i, tij + i− j − 1, n− tij − i + 1]

On a donc
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LEMME 5.4. — Le treillis enveloppant du groupe symétrique �(n) est
isomorphe au treillis des triangles de forme 12 · · ·n, remplis avec des
lettres dans {1, 2, . . . , n}.

D’après les travaux de Mills, Robbins & Rumsey [MRR] les triangles
(qu’ils appellent triangles monotones) sont en bijection avec les matrices
alternantes, dont le cardinal, pour l’ordre n, est

n−1∏
0

(3k + 1)! / (n + k)!

Cette formule, qu’ils conjecturaient, a depuis été prouvée.

Pour �(3), le treillis enveloppant comprend un seul élément qui n’est
pas une permutation : c’est le Sup de 213↔ 22

1 et 132↔ 13
1 , ainsi que l’Inf

de 231↔ 23
2 et 312↔ 33

1 . C’est donc 23
1 qui correspond à la seule matrice

alternante d’ordre trois qui ne soit pas une permutation :
0 1 0
1 −1 1
0 1 0

.

Le treillis enveloppant de �(4) est constitué de 42 triangles, dont nous
énumérons les 18 qui ne sont pas des clefs:

2 3 3
1 2

1

1 3 4
1 2

1

2 3 4
1 2

1

2 3 4
2 2

1

3 3 4
1 2

1

2 3 4
1 3

1

3 3 4
2 2

1

2 3 4
2 3

1

3 3 4
2 3

1

2 4 4
1 2

1

3 4 4
1 2

1

2 4 4
1 3

1

3 4 4
2 2

1

2 4 4
2 3

1

3 4 4
1 3

1

3 4 4
2 3

1

3 4 4
2 3

2

4 4 4
2 3

1

L’application 5.3 décrit, pour un contre-tableau t, une famille de bi-
grassmanniennes dont t est le Sup. Les éléments maximaux de cet ensemble
de bigrassmanniennes, c’est-à-dire les rectrices du triangle, correspondent
bijectivement aux composantes tij telles que l’image de t par tij → tij − 1
soit encore un triangle.

Ces composantes seront appelées points essentiels du triangle; un tri-
angle est donc le Sup des bigrassmanniennes correspondant à ses points
essentiels et tout ensemble de composantes dont le triangle est le Sup con-
tient les points essentiels. Dans le cas où t est la clef d’une permutation
µ, les points essentiels ont été définis par Fulton [Fu] ( en terme de la
fonction de rang de la matrice représentant la permutation).

1996-1. Treillis et bases des groupes de Coxeter Année 1996

184



i
i
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Un triangle sera dit vexillaire ssi l’ensemble de ses points essentiels E
vérifie la condition suivante (qui est géographique au sens donné plus haut
à ce terme):

(5.5) ∀(i, j) ∈ E ⇒ {(i′, j′) : i′ ≤ i, j′ > j} ∩ E = ∅ .

En d’autres termes, il n’y a pas de point essentiel dans le cadran nord-est
d’un point essentiel (le domaine d’exclusion comprend le demi axe-est).

Dans le cas d’une permutation vexillaire µ, cette définition, appliquée
à la clef de µ, correspond à l’une des nombreuses caractérisations des
permutations vexillaires (cf. [Fu]).

6. Pavés. — On a remarqué que le clivage associé à une transposition
simple σ induit le clivage de tout intervalle [≤ µ]. Cet idéal se décompose
en un idéal [≤ ν] (où ν est la permutation maximum ν ≤ µ dont aucune
décomposition réduite ne contient σ) et son complémentaire [≤ µ]∩ [σ ≤].

Nous donnons dans ce paragraphe une décomposition du groupe
symétrique transversale au clivage précédent.

Pour ce faire, considérons l’algèbre des différences divisées isobares.
A tout ensemble J ⊂ {1, . . . , n − 1} correspond le groupe parabolique

PJ engendré par les transpositions simples {σi|i ∈ {1 . . . n−1}\J }, ainsi
que la projection pJ du monoide engendré par les πi , i ∈ {1 . . . n− 1} sur
le monoide engendré par les πi , i /∈ J déterminée par πj → 1 pour tous
les j ∈ J .

Cette projection est clairement compatible aux relations de Coxeter,
ainsi qu’aux relations π2

i = πi et donc l’image des πµ est bien définie.
Définition. — Soit k un entier, 1 ≤ k ≤ n − 1. Un k-pavé est une classe
d’équivalence pour la relation

µ ∼k ν ⇔ pk(πµ) = pk(πν) .

Deux permutations µ, ν appartiennent au même k-pavé ssi, pour deux
décompositions réduites quelconques µ = σiσj · · ·σh et ν = σl · · ·σm, on
a

pk(πiπj · · ·µh) = pk(πl · · ·πm) .

Par exemple, le groupe �(4) se décompose en six 1-pavés :
[1432, 4321], [1342, 3241], [1423, 4213], [1324, 3214], [1243, 2143], [1234, 2134],
qui sont des intervalles booléens de cardinaux respectifs 8,4,4,4,2,2 .

Des pavés plus généraux apparaissent pour k 6= 1, n− 1.
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Définition. — Soit µ une permutation et k ≤ n − 1. Les places k-
saillantes gauches de µ sont les indices 1 ≤ i ≤ k pour lesquels
µi = max({µi, . . . , µk}); les places k-saillantes droites de µ sont les indices
k < j ≤ n pour lesquels µj = min({µk+1, . . . , µj}).

PROPOSITION 6.1. — Soit k un entier ≤ n− 1, ν une permutation dans
Pk = �(k) × �(n − k). Soit ζ la permutation obtenue à partir de ν en
permutant circulairement les points saillants de ν de sorte à en faire une
suite décroissante.

Alors le k-pavé contenant ν est égal à l’intervalle [ν, ζ] et est isomorphe
à l’idéal de la bigrassmannienne [0, r, p, 0] de �(p + r), où p est le nombre
de points saillants gauches de ν, r le nombre de points saillants droits.

Une permutation µ appartient au pavé de ν ssi ζi = νi ⇒ µi = νi
et l’image de µ par la projection de �(n) sur �(p + r) qui consiste en
l’effacement des valeurs communes à ν et ζ, est supérieure (pour l’ordre
de Bruhat) à l’image de ν.

Ainsi, pour k = 5 et

ν = 5 3 4 1 2 11 9 12 7 8 6 10
places 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

( les point saillants sont en gras) , le maximum du pavé est

ζ = 11 3 9 1 7 6 5 12 4 8 2 10 .

Une permutation µ appartient au pavé ssi µ2 = 3, µ4 = 1, µ8 = 12,
µ12 = 10 et (µ1, µ3, µ5, µ6, µ7, µ9, µ11) ≥ (5, 4, 2, 11, 9, 7, 6).
Preuve. — La permutation ν est le produit direct des deux permutations
ν′ = ν1 . . . νk k + 1 . . . n et ν′′ = 1 . . . k νk+1 . . . νn. Une permutation µ est
dans la fibre de ν ssi pk...n−1(µ) = ν′ et p1...k(µ) = ν′′. Or le code de
pk...n−1(µ) est l’inf du code de µ et du vecteur [k−1, . . . , 1, 0, . . . , 0], ainsi
qu’on le voit en considérant le décomposition réduite de µ associée au code
(i.e. le code considéré est le vecteur [inf(c1, k − 1), . . . , inf(ck, 0), . . . , 0],
où [c1, . . . , cn] est le code de µ ).

Il s’ensuit que la condition nécessaire et suffisante que µ soit dans la
fibre de ν est que

• l’inf du code de µ et [k − 1 . . . 0 . . . 0] est égal au code de ν′

• l’inf du code de ωµω et [n − k − 1 . . . 0 . . . 0] est égal au code de
ων′′ω.

Il n’est pas difficile de vérifier que ζ satisfait à ces deux conditions.
Comme les morphismes de spécialisation pJ sont des morphismes

d’ordre (i.e. µ ≤ η ⇒ pJ (µ) ≤ pJ (η)), on en déduit que l’intervalle [ν, ζ]
est contenu tout entier dans une seule fibre.
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Nous épargnerons au lecteur la vérification que toute permutation
appartient à un et un seul de ces intervalles.

Par ailleurs, l’intervalle [ν, ζ] a pour image dans �(p + r), après
effacement des points fixes et retour à l’alphabet {1, 2, . . . , p+r} l’intervalle
[(p . . . 1) , (p + r . . . p + 1)]. L’image de cet intervalle, par multiplication à
gauche par ω, est l’intervalle [(1 . . . p) , (p+1 . . . p+r)] qui n’est autre que
l’intervalle inférieur de la bigrassmannienne [0, r, p, 0]

L’énumération des pavés isomorphes à l’idéal de la bigrassmannienne
[0, r, p, 0] ( disons de type [0, r, p, 0] ) est donné par le lemme suivant,
en désignant par Λi(k) le nombre de Stirling égal à la i−ème fonction
élémentaire des entiers 0, 1, . . . , k − 1.

LEMME 6.2. — Le nombre de k−pavés de type [0, r, p, 0] est égal au
produit des nombres de Stirling Λk−p(k) Λn−k−r(n− k)

Preuve. — Soit n(k, r, p) le nombre de pavés de type [0, r, p, 0]. La
projection ”effacement de la lettre 1” :

�(n) 3 µ→ µ\1 ∈ �(n− 1)

donne une récurrence sur le nombre de pavés.
En effet, soit ν le minimum d’un k−pavé. Si νk = 1, alors le pavé est

de type [0, r, p, 0] ssi le pavé contenant ν\1 est de type [0, r, p− 1, 0].
Si νk 6= 1, l’effacement de 1 donne un pavé isomorphe. Comme il y a

k − 1 permutations µ qui se projettent sur ν\1, et telles que νk 6= 1, on a
la récurrence n(k, r, p) = (k − 1)n(k − 1, r, p) + n(k − 1, r, p− 1)
Exemple. — Les fibres de la projection p3 : �(7) → �(3)×�(4) sont les
bigrassmanniennes suivantes. On regroupe les pavés de type [0, r, p, 0] et
[0, p, r, 0] qui sont isomorphes, et on écrit Λij pour Λi(3)Λj(4) :

[p, r] [11] [12] [13] [14] [22] [23] [24] [33] [34]
card 12 40 18 2 33 29 3 6 1
= Λ23 Λ22 + Λ13 Λ21 + Λ03 Λ20 Λ12 Λ02 + Λ11 Λ10 Λ01 Λ00

Molev [Mo] a utilisé une décomposition du groupe symétrique en
intervalles booléens pour développer le déterminant de Sklyanin et décrire
le centre de l’algèbre enveloppante dans le cas des groupes orthogonaux
et symplectiques. Quoique le nombre des pavés soit encore un nombre
de Stirling, cette décomposition est différente de celle que nous venons
d’exposer.

Ayant décomposé le groupe symétrique en pavés, il nous reste à
décrire ceux-ci en tant qu’intervalles pour l’ordre de Bruhat. Nous nous
contenterons de donner la fonction génératrice du nombre d’éléments dans
l’intervalle, classés par nombre d’inversions, autrement dit le Polynôme de
Poincaré de l’intervalle.
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Soit une bigrassmannienne b = [0, r, p, 0]. Notons G(r, p) le polynôme
de Poincaré :=

∑
µ≤b z`(µ) de b.

Nous voulons décrire l’intervalle inférieur de b. Celle dernière a une
décomposition réduite canonique que l’on peut écrire planairement dans
un rectangle (lisant par colonnes, de gauche à droite):

σp σp+1 · · · σp+r−1

...
...

...
σ1 σ2 · · · σr

Comme l’intervalle se calcule à l’aide de (3.2), c’est-à-dire de la
décomposition des produits de πi dans la base des π̄µ, le polynôme de
Poincaré G(r, p) est obtenu par récurrence à partir du lemme suivant.

LEMME 6.3. — Soient p et r deux entiers. Alors on a l’identité

πp πp+1 · · · πp+r−1 ·
πp−1 πp · · · πp+r−2 π̄p+r−1

...
...

...
...

π1 π2 · · · πr π̄r+1

=

π̄p−1 π̄p · · · π̄p+r−1

...
...

...
π̄1 π̄2 · · · π̄r+1

· π1 · · · πr

Preuve. — Ecrivons i pour πi, i′ pour π̄i. On a, pour deux entiers
consécutifs quelconques,

434′ = 43′4′ = 3′4′3 ,

et donc, pour deux lignes,

2 3 4 ·
1 2 3 4′ =

2 3
1 2 3′ 4′

3
=

2
1 2′ 3′ 4′

2 3
= 1′ 2′ 3′ 4′

1 2 3

Finalement, pour un nombre quelconque de lignes,

3 4 5 ·
2 3 4 5′

1 2 3 4′
=

2′ 3′ 4′ 5′ ·
· 2 3 4 ·
· 1 2 3 4′

=
2′ 3′ 4′ 5′

1′ 2′ 3′ 4′

· 1 2 3
,

ce qui est bien le lemme
On intialise la récurrence sur les polynômes de Poincaré en écrivant

que la dernière colonne de l’expression planaire de πb, disons π6π5π4π3 est
égale à
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π6π5π4π3 = (1 + π6)(1 + π5)(1 + π4)(1 + π3)

Par application répétée de 6.3, en regroupant les termes et en employant
les notations des λ-anneaux ( les fonctions Si(r + x) sont les coefficients
de la série en z 1/(1− zx)(1− z)r, i.e.
1/(1− zx)(1− z)r = S0(r + x) + zS1(r + x) + z2S2(r + x) + . . .),
on obtient

PROPOSITION 6.4. — Soient r, p des entiers ≥ 1 et Z = zr+1. Alors
G(r + 1, p) = (Sp−1(1 + z) + zp)G(r, p) + ZSp−2(2 + z)G(r, p − 1) +

Z2Sp−3((3+ z)G(r, p− 2) + · · ·+Zp−2S1(p− 1 + z)G(r, 2) +Zp−1S0(r, 1)

Le cas initial G(r, 1), c’est à dire de l’idéal d’un cycle b = (2, . . . , r+1, 1)
est donné par la spécialisation πi = 1 + z ∀i. En effet, πb = (1 +
π1) · · · (1 + πr) =

∑
µ≤b πµ est une expression dont le développement ne

fait apparâıtre aucun carré πi
2. Les éléments de l’intervalle [≤ b] sont en

correspondance bijective avec les sous-mots de la décomposition réduite
b = σ1σ2 · · ·σr. Cet intervalle est booléen et l’on a G(r, 1) = (1 + z)r, ce
qui résulte aussi du fait bien connu que l’idéal d’un cycle b est un intervalle
booléen.

Comme exemple de la proposition, on a
G(7, 4) = (1 + z + z2 + z3 + z4)G(6, 4) + z7(3 + 2z + z2)G(6, 3) + z14(3 +
z)G(6, 2)+z21G(6, 1) = 1+10z+54z2 +209z3 + . . .+252z26 +28z27 +z28

est le polynôme de Poincaré d’un pavé de cardinal 1315666 de �(11) que
nous nous dispenserons d’énumérer.

Table des coefficients des G(r, p), pour 4 ≥ r ≥ p ≥ 2
card

G(2, 2) 1 3 5 4 1 14
G(3, 2) 1 4 9 13 12 6 1 46
G(3, 3) 1 5 14 29 45 53 46 27 9 1 230
G(4, 2) 1 5 14 26 35 34 22 8 1 146
G(4, 3) 1 6 20 49 95 150 195 206 173 110 48 12 1 1066
G(4, 4) 1 7 27 76 174 337 562 815 1029 1125 1052 823 521

252 84 16 1 6902

7. Groupe Bn. — Le goupe Bn est engendré par n générateurs
s1, . . . , sn qui satisfont aux mêmes relations que les générateurs du groupe
symétrique, mis à part le remplacement de (s1s2)3 = 1 par

(s1s2)4 = 1
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Chaque élément peut être décrit par sa décomposition réduite lexi-
cographiquement minimale ( drlm ). Ecrivant i pour si, celle-ci est un
sous-mot de la décomposition de l’élément maximal :

(1) (212) (32123) · · · (n . . . 212 . . . n)

qui est formé de facteurs gauches de chacun des blocs indiqués entre
parenthèses.

On peut donc coder bijectivement un élément de Bn par la suite des
longueurs des facteurs successifs de sa drlm ; les éléments de Bn sont en
bijection avec les vecteurs c dans �n, c ≤ [1, 3, 5, . . . , 2n + 1] que nous
appelerons codes.

Les éléments de Bn peuvent aussi être représentés par les permutations
signées de {1, . . . , n}, en interprétant s1 comme le morphisme de �n :

u = [u1, . . . , un]→ us1 = [−u1, u2, . . . , un]

et si, i = 2, . . . , n, comme la transposition simple échangeant les com-
posantes ui−1 et ui.

Une deuxième représentation est le plongement dans �(2n) défini par

s1 → σn, s2 → σn−1σn+1, . . . , sn → σ1σ2n−1 ,

où les σi sont les transpositions simples de �(2n). L’image de Bn est alors
l’ensemble des permutations µ palindromes, i.e. telles que µi + µ2n−i =
2n + 1, i = 1, . . . , n.

Le passage du code à chacune de ces deux représentations est immédiat
et correspond à compter les inversions. Ainsi le code [1, 0, 5, 2] correspond
à la décomposition réduite (1)()(32123)(43), à la permutation signée
[−1, 4, 2,−3] et au palindrome 73154862. En effet, c4 = 2 indique la place
de 4 (à partir de la droite) dans la permutation signée et la place de 8
dans le palindrome; c3 = 5 donne la place de -3 dans [−1, 2,−3], le signe
- impliquant que l’on compte la place à partir de la gauche en ajoutant
l’ordre (=3), ainsi que la place de 7 dans le palindrome 735462.

On passe de la permutation signéee au palindrome par duplication et
retour à l’alphabet {1, 2, . . . , 2n} par translation de n:

[−1, 4, 2,−3]→ [3,−2,−4, 1] , [−1, 4, 2,−3] ∼ 73154862

Le générateur s1 joue un rôle particulier, ce qui conduit à distinguer
deux types de facteurs v d’une drlm :
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• colonne si s1 /∈ v (i.e. v = sk · · · sk−i, i < k − 1)
• équerre sinon.

Le produit d’une colonne ou d’une équerre par un générateur si est
instantané et permet ainsi de d’expliciter l’action, à gauche ou à droite,
de Bn sur les codes.

Soit un élément de Bn dont le code n’a que deux composantes non
nulles. Cet élément n’est une bigrassmannienne que dans les seuls cas
suivants:

(cc) c1 = 0 = ck−1; ck = ck+1 < k; ck+2 = 0 = · · · = cn
(ee) c1 = 0 = ck−1; = ck+1 = ck + 1 ≥ k + 1 < k; ck+2 = 0 = · · · = cn
(ec) c1 = 0 = ck−1; ck ≥ k, ck+1 = 2k + 1− ck; ck+2 = 0 = · · · = cn
Les facteurs correspondants de la drlm sont respectivement (colonne,

colonne); (équerre, équerre); (équerre, colonne).
Par exemple, pour k = 5, avec i au lieu de si, les drlm suivantes

illustrent ces trois types :
(cc) (543) (654)
(ee) (5432123) (65432123)
(ec) (5432123) (654)
Par récurrence sur le nombre de facteurs, on en déduit la caractérisation

des codes des bigrassmanniennes de Bn :

LEMME 7.1. — Un vecteur c dans �n est le code d’une bigrassmannienne
de Bn ssi

i) c ≤ [1, 3, . . . , 2n + 1]; ses composantes non nulles sont consécutives
et constituent une suite d’équerres suivie par une suite de colonnes (l’une
de ces deux suites peut être vide)

ii) chaque paire de composantes adjacentes non nulles vérifie la condi-
tion cc), ee) ou ec) indiquée par son type.

Par exemple, l’ensemble des codes des bigrassmanniennes de B3 est
{[0, 3, 4]; [1, 2, 3]; [0, 0, 5], [0, 2, 3], [1, 2, 2]; [0, 0, 4], [0, 3, 1], [0, 2, 2];
[0, 0, 3], [0, 3, 0], [1, 2, 0], [1, 1, 1]; [0, 0, 2], [0, 1, 1], [0, 2, 0], [1, 1, 0];
[0, 0, 1], [0, 1, 0], [1, 0, 0]}

Du lemme précédent, on déduit la fonction génératrice du nombre des
bigrassmanniennes :

LEMME 7.2. — La fonction
∑∞
n=1 zn−1card({bigr(Bn)}) est égale à

(1− z)−5 + z(1− z)−4 = 1 + 6z + 19z2 + 45z3 + 90z4 + . . .

Nous allons voir que l’ensemble des bigrassmanniennes contient stricte-
ment la base de Bn, pour n ≥ 4.
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Comme l’ordre de Bruhat sur Bn cöıncide avec la restriction de l’ordre
de Bruhat sur �(2n) au sous-ensemble des permutations palindromes
[Lak], [Pr], on peut décrire l’ordre de Bn en utilisant les bigrassamnniennes
de �(2n).

Tout d’abord, on remarque que pour les permutations palindromes

µ ≥ bigr[r0, r1, r2, r3]⇔ µ ≥ bigr[r3, r2, r1, r0] .

Appelons couple miroir un tel couple de bigrassmanniennes, invariant
par le retournement [r0, r1, r2, r3]→ [r3, r2, r1, r0].

En particulier, l’ensemble des rectrices d’une permutation palindrome
est formé de couples miroirs dont il suffit de se donner un seul des deux
éléments.
Définition. — Les rectrices d’un élément de Bn sont les rectrices
[r0, r1, r2, r3] de son image palindrome qui sont telles que
{r0 < r3} ou {r0 = r3 & r1 ≤ r2}.

Les éléments de Bn sont déterminés par leurs rectrices, puisque les
éléments de �(2n) le sont. L’ordre de Bruhat sur les éléments de Bn est
induit par l’ordre sur les bigrassmanniennes de �(2n). Plus explicitement,
tenant compte de ce que l’on n’a pris que la moitié des rectrices des
palindromes par raison de symétrie, on a

[r0, r1, r2, r3] ≤Bn [p0, p1, p2, p3]

ssi

[r0, r1, r2, r3] ≤�(2n) [p0, p1, p2, p3] ou [r0, r1, r2, r3] ≤�(2n) [p3, p2, p1, p0]

LEMME 7.3. — Soit b = [r0, r1, r2, r3] une bigrassmannienne de �(2n).
Alors l’ensemble des permutations palindromes ≥ b admet un élément
inférieur, noté b+. Symétriquement, l’ensemble des permutations palin-
dromes inférieures à une cobigrassmannienne c de �(2n) a un supremum,
noté c−.

De plus l’élément correspondant à b+ (resp c−) dans Bn est une
bigrassmannienne (resp. cobigrassmannienne).

Preuve. — On peut supposer que b = [r0, r1, r2, r3] avec r0 < r3 ou
r0 = r3 & r1 ≤ r2. On a quatre cas possibles, suivant que r0 + r1 ≤ n ou
non, et r0 + r2 ≤ n ou non.

Prenons par exemple r0 + r1 > n et r0 + r2 ≤ n. On cherche les
palindromes tels que le facteur gauche de longueur r0 + r1 contienne au
moins r1 valeurs > r0 + r2. L’ensemble des valeurs {1, . . . , 2n} est coupé
en trois intervalles X = {1, . . . , r0 + r2}, Y ′ = {r0 + r2 + 1, . . . , r1 + r3},
Y ′′ = {r1 + r3 + 1, . . . , 2n}.
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De même, les permutations, considérées comme mots, sont coupées en
trois segments de longueurs respectives r2+r3, r0+r1−r2−r3, r2+r3. Pour
la projection p : X → x, Y ′ → y′, Y ′′ sur l’alphabet {x < y′ < y′′}, on a
que µ ≥ b implique que le facteur gauche de longueur r0 + r1 contient au
moins r1 valeurs dans Y ′∪Y ′′. Tenant compte de ce que µ est palindrome,
cela implique que

µ ≥ [r0, r1, r2, r3] ⇔ p(µ) ≥ v := xr0y′
α
y′′
r2y′

2β
xr2y′

α
y′′
r0 ,

avec α = r3 − r0, β = r0 + r1 − n.
Ce mot est l’inf des palindromes d’évaluation xr0+r2y′r1+r3−r0−r2y′′r0+r2

qui soient plus grands que p(b). Le palindrome minimum qui se projette
sur v est, en marquant les mêmes coupures que v,
b+ := 1 . . . r0 | r0 + r2 + 1 . . . , r2 + r3 | r1 + r3 + 1 . . . r1 + r2 + r3 |
r2 +r3 +1 . . . r0 + r1 | r0 . . . r0 +r2 | r0 + r1 +1 . . . r1 + r3 | 2n−r0 +1 . . . 2n.

Comme dans le cas du groupe symétrique, on termine l’analyse en
vérifiant que p(b+) reste bien minimum lorsque l’on fait varier la projection
d’alphabet p : {1 . . . 2n} → {x, y}.

Les trois autres cas se traitent explicitement de la même manière.
Etant donnée une bigrassmannienne b = [r0, r1, r2, r3] de �(2n), la

cobigrassmannienne qui clive avec elle est c = ωb′, avec b′ = [r1 − 1, r0 +
1, r3+1, r2−1]. De l’existence de b′+, on déduit donc par multiplication par
ω l’existence d’une permutation palindrome maximale dans l’idéal [≤ c]
complémentaire de [b ≤], qui n’est autre que ωb′+.

Enfin, on voit, sur son expression explicite, que b+ a deux descentes,
lesquelles sont à des places symétriques, de même que son inverse. En
d’autres termes, l’élément correspondant de Bn est une bigrassmannienne

THÉORÈME 7.4. — L’image de la base de Bn dans �(2n) est l’ensemble
des palindromes {b+} qui sont les Sup respectifs des couples miroirs
de bigrassmanniennes de �(2n), et en correspondance bijective avec ces
derniers.

Le treillis enveloppant de Bn est distributif, i.e. chaque élément de la
base clive Bn en une union disjointe de deux intervalles.

La base est un sous-ensemble strict de l’ensemble des bigrassmanniennes
de Bn.

Remarque. — Le cardinal de la base de Bn est n(2n2 + 1)/3, et donc la
fonction génératrice des cardinaux est

(1 + z)2/(1− z)4 = 1 + z + 19z2 + 44z3 + 85z4 + · · · .
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Le rapport card(base(Bn))/card(Bigr(Bn)) tend vers 0 comme 1/n
lorsque n tend vers l’infini.

La seule bigrassmannienne de B4 qui n’appartient pas à la base a pour
code [0042] et drlm s3s2s1s2s4s3; elle est le sup des deux éléments de la
base [0050] = s3s2s1s2s3 et [0022] = s3s2s4s3. Les cinq bigrassmanniennes
de B5 exclues de la base ont pour codes respectifs

[00053], [00420], [00062], [00422], [00453]

8. Annexe. — Commençons par rappeler brièvement la preuve clas-
sique du théorème de Mac Neille fournie par la méthode de O.Ore.

Soit donnée une relation R ⊂ X̄ × X entre deux ensembles X̄ et
X. Pour chaque x ∈ X, nous posons xρ̄ = {x̄ ∈ X̄ : (x̄, x) ∈ R} et
Y ρ̄ = ∩{yρ̄ : y ∈ Y } pour chaque partie Y 6= ∅, X de X. On convient de
plus que ∅ρ̄ = X̄ et Xρ̄ = ∅.

On définit de même ρ en échangeant le rôle de X et de X̄, et tous les
énoncés qui suivent restent valides par cet échange, un phénomène que
nous nous dispenserons souvent de mentionner.

Il est clair que ρ̄ : 2X → 2X̄ est décroissante

(Y ′ ⊂ Y ∈ 2X ⇒ Y ρ̄ ⊂ Y ′ρ̄)

et que ρ̄ρ : 2X → 2X est croissante ( Y ∈ 2X ⇒ Y ⊂ Y ρ̄ρ).
On a donc ρ̄ρρ̄ = ρ̄ ( et ρρ̄ρ = ρ) puisque

Y ρ̄ ⊂ (Y ρ̄)ρρ̄ = Y ρ̄ρρ̄ = (Y ρ̄ρ)ρ̄ ⊂ Y ρ̄

identiquement.

Soit maintenant T̄ = {Y ρ̄ : Y ∈ 2X} ∈ 22X . D’après la définition de
ρ̄ : 2X → 2X , la famille (T̄ ,⊂) de parties de X̄ munie de l’ordre d’inclusion,
est un treillis dans lequel l’opération Inf est l’intersection ensembliste ∩.
Plus précisément, (T̄ ,⊂) est le plus petit treillis contenant tous les xρ̄
(x ∈ X).

Symétriquement, T = {Ȳ ρ : Ȳ ∈ 2X̄} ∈ 22X est le treillis engendré par
les x̄ρ (x̄ ∈ X̄). Si Y ∈ T , on a, par définition, Y ρ̄ ∈ T̄ et Y = Ȳ ′ρ pour
une certaine partie Ȳ ′ de X̄. On a donc

Y ρ̄ρ = Ȳ ′ρρ̄ρ = Ȳ ′ρ = Y ,

ce qui montre que les restrictions ρ̄ : T → T̄ et ρ : T̄ → T sont deux
antiisomorphismes (de la relation d’ordre ⊂) inverses l’un de l’autre.
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #199 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

��� ��������	� 
������ �
 ����	�����	�� � ������� ���� ��

Autrement dit, si {Yi : i ∈ J } est une famille d’éléments de T , on a
Inf{Yi : i ∈ J } = ∩{Yi : i ∈ J } ∈ T , cependant que Sup{Yi : i ∈ J } =
Z̄ρ, avec Z̄ = ∩{Yiρ̄ : i ∈ J } ∈ T̄ .

Nous appelerons T et T̄ le X-treillis et le X̄-treillis engendrés par R et
nous utiliserons l’abréviation

Diag(R) = {(Ȳ , Y ) ∈ 2X̄ × 2X : Ȳ ρ = Y ;Y ρ̄ = Ȳ } ⊂ T̄ × T .

En considérant, comme ci-dessus, R comme une matrice booléenne,
une paire de parties (Ȳ , Y ) sera appelé un rectangle (de 1 ) ssi Ȳ × Y est
contenu dans R. Par construction, les paires (Ȳ × Y ) ∈ Diag(R) sont les
rectangles maximaux de R, en ce sens que, étant donné Y ⊂ X, Ȳ est la
plus grande partie de X̄ telle que Ȳ ×Y soit un rectangle, et que l’on ait la
condition symétrique sur Y par rapport à Ȳ . Par définition, les éléments
de T̄ et T sont les projections de Diag(R) sur 2X et 2X .

Considérons deux parties X̄1 de X̄ et X2 de X.
Elles définissent par restriction trois autres relations

R1 = R∩ (X̄1 ×X) ; R2 = R∩ (X̄ ×X2) ; R3 = R ∩ (X̄1 ×X2)

engendrant les paires de treillis (T̄1, T1), (T̄2, T2), (T̄3, T3).
Par définition T1 (resp. T̄2) est une famille de parties de X (resp. X̄)

contenue dans T (resp. dans T̄ ) et l’injection naturelle T1 → T (resp.
T̄2 → T̄ ) est un morphisme pour l’opération Inf puisque cette dernière
n’est autre que l’opération ensembliste ∩.

On a de même des morphismes canoniques T̄3 → T̄1 et T3 → T2.

LEMME 8.1. — Si X̄1 et X2 sont tels que T1 = T et T̄2 = T̄ , on a

T3 = T et T̄3 = T̄ .

Preuve. — En posant X1 = X, X̄2 = X̄, X̄3 = X̄1 et X3 = X2, les
hypothèses et la conclusion peuvent s’écrire

Diag(R) = Diag(R) ∩ {2Xi × 2Xi} (= Diag(Ri)) ,

respectivement pour i = 1, 2 et pour i = 3.
Supposons que (Ȳ , Y ) soit un rectangle maximal dans X̄2 × X1. On

a d’une part Ȳ × Y ⊂ R3, donc ⊂ R, et d’autre part que pour chaque
z ∈ X1 \ Y , il y au moins un ȳ ∈ Ȳ pour lequel (y, z) /∈ R3, donc /∈ R, et
symétriquement pour chaque z ∈ X̄2 \ Ȳ . Ceci implique que (Ȳ , Y ) est la
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restriction à X2×Y du rectangle maximal (Y ρ̄, Ȳ ρ) ∈ Diag(R) et établit
que

Diag(R3) ⊂ Diag(R) ∩ (2X1 × 2X2) .

Réciproquement, soit maintenant Ȳ × Y ∈ Diag(R). Sa restriction à
X̄1×X2 est encore un rectangle dont il suffit de prouver qu’il est maximal
pour chaque z ∈ X\Y . Or la maximalité de Ȳ ×Y implique l’existence d’au
moins un ȳ ∈ Ȳ tel que (ȳ, z) /∈ R et l’hypothèse Diag(R1) = Diag(R)
implique que l’on puisse prendre un tel ȳ dans Ȳ ∩ X̄1.

Un argument symétrique s’applique aux z̄ ∈ X̄ \ Ȳ , ce qui achève la
preuve

Nous en venons maintenant à la preuve des résultats énoncés au
paragraphe 2.

LEMME 2.3. — Soit (X, ≤) un ensemble ordonné. Un élément x 6= ∧X
appartient à la base B ssi il est un élément minimal de X \ [≤ z] pour au
moins un z ∈ X.

Quand (X, ≤) est un treillis, cette condition est remplie ssi x couvre
exactement un autre élément de X.

Preuve. — Soit x un élément de X \ ∧X . Par définition, il appartient au
complément de X \B de la base ssi il existe une partie Y 6= ∅ de X telle
que

(?) x /∈ Y & [x ≤] = ∩{[y ≤] : y ∈ Y } .

On observe d’abord que cette relation est vraie pour un Y 6= ∅ ssi elle est
vraie pour le cas particulier de Y = [< x] (:= [x ≤]\x). En effet, si Y
satisfait (?) on a y ∈ [< x] pour chaque y ∈ Y , et d’autre part Y ∪ {y}
satisfait encore (?) pour chaque y ∈ [< x]. On a donc x ∈ X \B ssi

[x ≤] = Z , où Z :== ∩{[y ≤] : y ∈ [< x]} .

Par construction Z \ [≤ x] est l’ensemble des z ∈ X tel que x soit un
élément minimal de X \ [≤ z]. On a donc x ∈ X \ B ou x ∈ B selon que
Z \ [≤ x] est vide ou non. Il est clair que x ∈ B quand x (6= ∧X) est un
élément minimal de X, car il suffit de prendre n’importe quel z ∈ X\[≤ x].
Il en est de même quand x couvre un seul élément, qui est alors Sup([< x]).
Le cas particulier où (X, ≤) est un treillis est trivial puisque l’on a alors
∧X 6= ∅ et pour tout x ∈ X \ ∧X , Sup([< x] 6= ∅)

PROPOSITION 2.4. — La projection sur la base β : X 3 x→ B∩ [≤ x] ∈
(2B,⊂) est un isomorphisme d’ordre et l’on a B ⊂ C pour toute partie C
de X ayant la même propriété.
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Preuve. — Soient y, z ∈ X. Si Y := [≤ y] \ [< z] est vide, c’est-à-dire si
y ≤ z on a yβ ⊂ zβ. Pour établir que β est isomorphisme il suffit donc de
montrer que Y contient au moins un élément de la base quand Y 6= ∅.

Or comme Y est fini, il contient au moins un élément minimal b. On
a b 6= ∧X puisque ∧X ∈ [≤ z] quand ∧X 6= ∅, et donc b ∈ B d’après le
lemme 2.3.

Soit maintenant C une partie de X telle que l’application γ : X 3
x −→ xγ = C ∩ [≤ x] soit un isomorphisme. Supposons qu’il existe un
b ∈ B \C. D’après le lemme 2.3 il existe au moins un z ∈ X \ [b ≤] tel que
[< b] ⊂ [≤ z]. On a alors bγ = C ∩ [< b] ⊂ zγ = C ∩ [≤ z], contredisant
l’hypothèse que γ est un isomorphisme. Donc C contient B.

On définit de même l’application β̄ : X ∈ x −→ B̄ ∩ [x ≤], et l’on a
pour β̄ des énoncés symétriques de ceux pour β. On notera que xβ = ∅
ssi x = ∧X , et xβ = X ssi x = ∨X .

Exemples. — Soit X = {1, 2, 3, 4} avec la relation d’ordre ≤ définie par
{1, 2, 3} = [≤ 3] et {1, 2, 4} = [≤ 4]. Tous les éléments de X appartiennent
à la base et à la cobase. La projection γ sur C = {1, 2, 3} est injective, mais
elle n’est pas un isomorphisme puisque 4γ = {1, 2} ⊂ 3γ = {1, 2, 3} bien
que 3 et 4 soient incomparables. Le treillis enveloppant de X est obtenu en
ajoutant à X un plus petit et un plus grand élément, et aussi un élément
t tel que

t = Sup({1, 2}) = Inf({3, 4}) .

Ce treillis est le treillis enveloppant de �(3) (muni de l’ordre fort) vu au
5.

La proposition 2.4 requiert une condition topologique quand X n’est
pas fini. Ainsi elle n’est pas vraie quand (X, ≤) est un intervalle de
la droite réelle � puisque dans ce cas la base et la cobase sont des
ensembles vides. Par contre elle est vraie pour (�, ≤) qui est égal à sa
base, puisque la condition des châınes descendantes est vérifiée pour toute
partie [≤ y]\ [≤ z] non vide. Le treillis enveloppant est obtenu en ajoutant
à � un plus petit et un plus grand élément.

La proposition 2.4 est aussi vérifiée par le treillis distributif (2�, ⊂)
dont les éléments sont les parties de �.

Enfin soit X l’ensemble union de l’intervalle [0, 1] de �, muni de
son ordre naturel et d’un ensemble B = {bx : x ∈ [0, 1]}, d’éléments
incomparables. On ajoute les relations croisées 0 < bx et bx < x′ ssi
x ≤ x′ ∈ [0, 1]. Alors B est à la fois la base et la cobase de X . L’application
β : X −→ B est un isomorphisme d’ordre, ce qui n’est pas le cas de
β̄ : X −→ B.

C’est un problème ouvert de trouver des catégories non triviales de
treillis pour lesquelles la proposition 2.4 et sa symétrique sont vraies.
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Soit R′ ⊂ B̄×B la relation définie par (b̄, b) ∈ R′ ssi b̄ ≥ b, c’est-à-dire,
de façon équivalente, ssi b ∈ b̄β ou b̄ ∈ bβ̄.

PROPOSITION 2.5. — La relation R′ est une relation basique.

Preuve. — Comme X \ [≤ x] 6= ∅, sauf si x = ∧X, la preuve précédente
montre que b̄β 6= B pour chaque b̄ ∈ B̄. Supposons qu’un élément b̄ ∈ B̄
et une partie C̄ de B̄ soient tels que b̄β = ∩{c̄β : c̄ ∈ C̄}. Comme β
est un isomorphisme d’après (2.4), on a c̄ ∈ [b̄ ≤] pour tout c̄ ∈ C̄, et
réciproquement b̄β ⊂ xβ pour tout x ∈ [b̄ ≤]; l’hypothèse implique que
b̄β = ∩{xβ : x ∈ [b̄ ≤]} et enfin b̄ ∈ C̄ d’après la définition de B̄.

Autrement dit, aucune ligne de R′ n’est l’intersection d’autres lignes.
Ceci achève la preuve par symétrie entre B et B̄

Nous appelerons désormais la relation R′ précédente la relation basique
de l’ensemble ordonné (X, ≤).

On voit facilement qu’un élément x ∈ X appartient à B̄∩B ssi xβ̄×xβ
est un rectangle de 1 (au sens donné plus haut à ce terme) dans la relation
basique.

Donnons maintenant à la preuve du théorème 2.6.
Prenant une copie X̄ de X et une bijection X 3 x → x̄ ∈ X̄, nous

associons à (X, ≤) sa matrice d’incidence, c’est-à-dire la relation R dans
X̄ ×X telle que (x̄1, x2) ∈ R ssi x1 ≥ x2. La relation basique de (X, ≤)
est simplement la restriction de R à B̄ ×B.

Utilisant les conventions du début de cette annexe, on voit que pour
chaque x ∈ X, on peut identifier la colonne xρ̄ à l’intervalle supérieur
[x ≤] et la ligne x̄ρ à [≤ x̄]. Le treillis T et le treillis antiisomorphe T̄ de
la construction de Ore sont donc respectivement le treillis enveloppant de
(X, ≤) et celui de l’ensemble antiisomorphe (X̄, ≥).

Comme les applications β et β̄ sont injectives, les relations R∩(X̄×B)
et R∩ (B̄ ×X) engendrent des paires de treillis isomorphes à T̄ × T . Les
hypothèses du lemme 2.8 sont donc satisfaites, ce qui permet de conclure
que la relation basique R∩ (B̄ ×B) de (X, ≤) est aussi celle du treillis T

Nous en venons maintenant au clivage.

Soit R ⊂ B̄ ×B la relation basique d’une relation d’ordre (X, ≤).
Le lemme 2.2 montre que deux éléments x̄, x ∈ X sont tels que X n’est

l’union disjointe de [≤ x̄] et [x ≤] que si (x̄, x) ∈ B̄ × B. En ce cas, x
détermine x̄ et réciproquement.

Il est clair que si (b̄1, b1) et (b̄2, b2) sont deux paires clivantes, on a
b1 ≤ b2 ssi b̄1 ≤ b̄2. Ceci conduit à définir le morphisme partiel NEG de
B dans B̄ en posant :
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NEG(b) = b̄ s’il existe b̄ ∈ B̄ tel que (b̄, b) soit un clivage
= ∅ sinon

Nous supposons désormais que X est le treillis défini par R.
Soient b ∈ B, Y := X \ [b ≤] et s := Sup(Y ). L’ensemble X est

l’union de [≤ s] et de [b ≤], cette union étant disjointe ssi b /∈ [≤ s]. Donc
NEG(b) = s ou ∅ selon que b /∈ [≤ s] ou non.

Considérons alors l’unique élément b− couvert par b. Comme b− ∈ Y ,
on a Inf(b−, s) ∈ {b, b−} et d’autre part Sup(Inf(b, y) : y ∈ Y ) = b−.

Par conséquent la relation de distributivité

Inf
(
b−, Sup(Y )

)
= Sup

(
{Inf(b−, y) : y ∈ Y }

)
implique b /∈ [≤ s] et enfin NEG(b) = s 6= ∅.

Compte tenu de la symétrie entre B et B̄, cette remarque établit la
partie directe du théorème 2.8.

Revenant au cas général, nous isolons le

LEMME 8.5. — Pour chaque b ∈ B, on a NEG(b) 6= ∅ ssi il existe un
b̄ ∈ B̄ tel que b̄ β = B \ [b ≤].

Preuve. — Il suffit d’observer qu’avec les notations introduites plus haut,
on a b /∈ [≤ s] ssi sβ = Y ∩B

Comme B ∩ [b ≤] est l’ensemble des b′ ∈ B tels que b′β̄ ⊂ bβ̄, il en
résulte que la fonction NEG se calcule directement à partir de la relation
R et, de plus, que si NEG(b) 6= ∅ pour chaque b ∈ B, la restriction de
R à NEG(B)×B est déterminée par la seule donnée de la restriction de
l’ordre ≤ à B.

Pour achever la preuve, nous supposons désormaisR telle que NEG(b) 6=
∅ pour chaque b ∈ B.

Soit T ∈ 22B le plus petit treillis pour les opérations ∪ et ∩ de (2B, ⊂)
qui contienne tous les sous-ensembles b0 := [b ≤] (b ∈ B) de B; il est
classique que (T, ⊂) est un treillis distributif en tant que sous-treillis du
treillis distributif (2B, ⊂). En outre b −→ b0 est un isomorphisme (d’ordre)
de B sur une partie B0 de T .

Posons aussi b0 := B \ [b ≤] ⊂ 2B pour chaque b ∈ B. Cet ensemble
appartient à T et il est l’union des b′0 ∈ B0 \ [b0 ⊂], ce qui montre que
(b0, b0) est un clivage de T et que la base et la cobase de ce treillis sont
B0 et B0 = {b0 : b ∈ B}.

D’après le lemme 8.5, la relation basique R0 ⊂ B0 × B0 de T est
isomorphe à la restriction R′ de R à B̄′ ×B où B̄′ = NEG(B) ⊂ B̄.
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 12 — page #204 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

��� ��������	� 
������ �
 ����	�����	�� � ������� ���� ��

On vérifie maintenant que B̄′ = B̄. Soit b̄ un élément de la cobase B̄.
Si b ∈ b̄β, on a b′ ∈ b̄β pour tout b′ ∈ B ∩ [≤ b] d’après la définition de ≤ .
Par conséquent, l’image de b̄β dans 2B par l’isomorphisme b −→ b0 est un
élément du treillis T . On a donc b̄ ∈ B̄′, montrant que B̄′ = B̄, c’est-à-dire
que T est bien le treillis engendré par R

Les calculs dans le treillis distributif T sont facilités par l’identité de
Morgan

tβ̄ = NEG(B \ tβ) (t ∈ T )

que l’on déduit immédiatement du lemme 8.5 en identifiant, par complé-
mentation ensembliste, le treillis antiisomorphe T̄ ∈ 22B à un sous treillis
de (2B , ⊂).

Il est curieux que l’égalité numérique card(B) = card(B̄) entre la base
et la cobase reste vraie dans la variété des treillis modulaires dont les
treillis distributifs sont une sous variété.

Pour avoir des exemples plus substantiels, nous considérons le treillis
des partitions d’un entier n. Nous faisons référence à un article récent de
C.Greene et Kleitman [G-K] dans lequel le lecteur trouvera exposés les
principaux résultats sur l’ensemble des partitions en tant que treillis ( cf.
aussi S.Kim dans un article à parâıtre).

Nous adoptons la notation exponentielle pour les partitions, et appelons
équerre une partition du type 1kc, i.e. une partition qui a au plus une part
différente de 1.

PROPOSITION 8.6. — La base du treillis des partitions d’un entier fixé n
est constituée des partitions, ayant trois parts différentes au plus, du type
abkc, où k ≥ 2 et a < b < c, avec les cas dégénérés suivants : abk, bkc, bk,
( k ≥ 2), et bc.

La cobase est formée des partitions transposées des éléments de la base.
L’intersection de la base et de la cobase est constituée par les équerres.

Pour que deux partitions g, ḡ, déterminent un clivage, il faut que l’une
d’entre elles soit une équerre. Réciproquement, chaque équerre donne deux
clivages, selon qu’elle est considérée comme un élément de la base ou de
la cobase.

Preuve. — En effet, deux partitions sont consécutives dans le diagramme
des partitions ssi l’on obtient le diagramme de l’une à partir de celui de
l’autre en déplaçant de manière minimale une bôıte. Si la partition a au
moins quatre parts différentes, elle ne peut être irréductible pour ∨. On
exclut ensuite les cas ahbkcl où hl > 1. Les cas restants se vérifient sans
difficulté.

Soit maintenant un clivage [g ≤], [≤ ḡ]. La partition g appartient à la
base, supposons la du type g = abkc, a < b ≤ c où 2 ≤ k si b 6= c et
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1 ≤ k si b = c. Considérons h = 1n−c−1c + 1. L’élément g ne vérifie pas
g ≤ h, puisque a < a + 1. Or h est couverte par une seule partition, à
savoir h+ := 1n−c−22 c et l’on a g ≤ h+. Donc h est un élément maximal
du complément de [g ≤]. Comme par hypothèse, ce complément est égal
à [≤ ḡ], on doit avoir ḡ = h. De plus alors g = acm, où m est la partie
entière de n/c et a le reste. Par conjugaison des partitions, on vérifie que
symétriquement, le complément de [h ≤] est un intervalle inférieur

Par exemple, les rectrices de 15242 sont 343, 1335, 1246 et 178. Le lecteur
pourra vérifier que le nombre des rectrices d’une partition est au plus égal
à la valeur de sa deuxième plus grande part.
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4321: 013,022,031

3421: 022,031 4231: 013,031 4312: 013,022

2431: 031,112 3241: 012,031 3412: 022 4132: 013,121 4213: 013,021

1432 : 112,121 2341: 031 2413: 021,112 3142 : 012,121 4123 : 013 3214: 012,021

1342 : 121 1423: 112 2143: 011,211 2314: 021 3124: 012

1243: 211 1324: 111 2134: 011

1234

bigrassmanniennes en italique
cobigrassmannienne en gras

une rectrice
se note

[r ,r ,r ,r ]0 1 2 3

r  r  r   0  1 2

Rectrices des permutations de S 4
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4321

3421 4231 4312

2431 3241 3412 4132 4213

1432 2341 2413 3142 4123 3214

1342 1423 2143 2314 3124

1243 1324 2134

1234

Pavage de S4
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Math. Inf. Sci. hum., (35e année, n°140, 1997, pp.5-10)

POUR LE MONOÏDE PLAXIQUE

Marcel-Paul SCHÜTZENBERGER

RÉSUMÉ — Cet  article  est  probablement  le  dernier  texte  de  mathématiques  écrit en vue de sa
publication par M.P. Schützenberger, décédé en juillet 1996.

Il était offert par son auteur en hommage à André Lentin, à l'occasion d'un colloque tenu en l'honneur de
celui-ci le 23 février 1996 ; M.P. Schützenberger, déjà très malade, n'avait pu participer à cette rencontre, mais
avait  tenu  à  rédiger,  non  sans  souffrances,  une  contribution  scientifique  qui  témoignât de son amitié pour
A. Lentin.

Lorsque je lui dis que certains des articles élaborés pour la "Journée Lentin", et le sien en particulier,
seraient ultérieurement publiés dans Mathématiques, Informatique et Sciences humaines, il en montra de la
satisfaction.

Voici la publication promise.

SUMMARY — A vote for the plactic monoid
This paper is most likely the last mathematical article published by the late M.P. Schützenberger, who died in
July 1996.
It was writen in view of the celebration of André Lentin's jubilee, held in February 1996. M.P. Schützenberger,
actually too sick, did not attend that scientific meeting. But he had the will despite distressing suffering, to
prepare the present work and to offer it to his friend ; and did it.
He expressed to us his satisfaction to know that this work would be published in Mathématiques, Informatique et
Sciences humaines.
Here it is.

Ce texte est une brève réponse à une question posée il y a bien longtemps par mon ami
André Lentin et plus récemment par Gian-Carlo Rota :

"Quelles raison as-tu de considérer le monoïde plaxique comme un des monoïdes
fondamentaux de l'algèbre ?".

Les origines et les propriétés de ce monoïde étant la théorie des permutations, sous divers
aspects plantés ou cultivés dans le département où s'accomplit la part la plus universitaire de ta
multiple carrière, je m'enhardis à te faire un hommage de ma réponse.

Trois sont les raisons de la faiblesse que j'ai pour le monoïde plaxique.

D'abord quelques notations ou conventions de style.
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Soient :

• ¿* = le monoïde libre engendré par l'alphabet totalement ordonné  ¿ = {a1 < a2 < ...} (ou
plus commodément  ¿ = {... a  < ... < b  < ... < c  < ...}) ;

• Ÿ (¿*), son algèbre et Ev, le morphisme canonique (l'évaluation) de Ÿ (¿*)  sur l'algèbre
usuelle  Pol(¿)  des polynômes commutatifs en les variables de  ¿.

Un mot  w = w1 ... wn, (wi Œ ¿)  est une colonne  si et seulement si  w1 > w2 > ... > wn  et
une ligne  si et seulement si  w1 ≤ w2 ≤ ... ≤ wn.

Les lignes (resp. colonnes) sont en bijection avec la base de  Pol(¿),  c'est-à-dire les
monômes (resp. avec l'algèbre distributive libre, c'est-à-dire les parties de  ¿).

La congruence plaxique  Æ  est définie par les relations suivantes dont le mérite de la
découverte revient à D. Knuth :

Pour tout : a, b, c Œ ¿ a  < b  ≤ c   fi  bca  ª bac

a  ≤ b  < c  fi  acb  ª cab

De façon équivalente, d'après Kazhdan et Lusztig, si  w  est un mot de longueur 3, on a  w
ª w'  où  w' = w  si  w  est une ligne ou une colonne, et où, dans le cas contraire,  w'  est l'unique
mot ayant cette même propriété qui se déduise de  w  par permutation de deux lettres adjacentes.

L'algorithme de Schensted est une application directe des relations précédentes. P.
Moszkowski en a donné une présentation originale qui rend extrêmement faciles les calculs à la
main (un hommage à André Lentin !).

PREMIÈRE RAISON

Soit, dans Ÿ (¿*),  Lk  la somme des colonnes de longueur  k (= 1, 2, ..., card(¿)). Les images
dans  Pol(¿)  des  Lk  sont les fonctions symétriques élémentaires des lettres de  ¿  et forment
donc un ensemble minimal de générateurs de la sous-algèbre  Sym(¿)  des polynômes
symétriques.

Par conséquent, si  ~ est une congruence sur  ¿*  commutant avec l'évaluation telle que
les images de  Lk  dans Ÿ (¿* / ~)  commutent deux à deux, la sous-algèbre de Ÿ (¿* / ~)
qu'elles engendrent est isomorphe à Sym(¿).

Or cette condition sur  ~ admet deux solutions extrémales :

• l'une est la congruence plaxique ;
• l'autre peut être récusée pour mille excellentes raisons, la plus simple étant peut-être que le

nombre de ses classes croît (avec la longueur des mots) beaucoup moins vite que pour la
congruence plaxique.

La valeur de cette première raison et appuyée par le fait qu'une variante des calculs
précédents s'applique utilement à certaines algèbres de Hecke (je fais ici allusion au monoïde
nilplaxique dont les relations de définition sont à peu près les mêmes que les relations
plaxiques).

Un autre argument en faveur de la congruence plaxique est la propriété suivante,
conséquence triviale de la définition, mais exceptionnelle parmi les monoïdes présentés. Notons
v  (¡*  la restriction du mot  v  au sous-alphabet  ¡  (c'est-à-dire le sous-mot de  v  obtenu en y
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effaçant les lettres qui n'appartiennent pas à  ¡).  Dans le monoïde plaxique on a identiquement
:

w  ª w'  fi  w « (¡*ª w' (¡*

pour chaque sous-intervalle  ¡  de l'alphabet  ¿.

DEUXIÈME RAISON

Grâce à la théorie de Curtis Greene, nous savons associer à chaque mot  w Œ ¿*  une partition
pk ≤ pk-1 ≤ ... ≤ p1  de sa longueur  n  par la condition que  pk + pk-1 + ... pi+1  soit le maximum de
la longueur des sous-mots de  w  qui peuvent être obtenus en effaçant dans  w  i  sous-mots qui
sont des colonnes  (i = 1, 2, ...).

Notons   ÔÔwÔÔ   cette   partition   et   appelons  la  forme  plaxique  de  w.   L'application  
w 2 ÔÔwÔÔ  est une norme, en ce sens que l'on a identiquement :

ÔÔww'ÔÔ ≤ ÔÔwÔÔ ∆ ÔÔw'ÔÔ

où  ∆  est l'addition des partitions au sens de Philipp Hall. C. Greene a observé que :

w ª w'  fi  ÔÔwÔÔ  = ÔÔw'ÔÔ.

Mais réciproquement, on peut caractériser la congruence plaxique par la propriété d'être la
congruence syntaxique de la norme  ÔÔ ÔÔ, c'est-à-dire d'être la congruence extrémale sur  ¿*
telle que deux éléments de chacune de ses classes aient même forme plaxique.

J'intercale ici une digression. Le produit  ww'  de deux mots est franc  si et seulement si
ÔÔww'ÔÔ = ÔÔwÔÔ ∆ ÔÔw'ÔÔ.  Un contretableau (resp. tableau)  est un mot qui est un produit franc
de colonnes de longueurs non décroissantes (resp. non croissantes). La construction de
Schensted montre que chaque classe plaxique contient un et un seul contretableau (et un et un
seul tableau). Enfin l'ensemble des colonnes est un treillis distributif pour l'ordre    v p v'   défini
par    v p v'   si et seulement si il existe une injection non décroissante des lettres de  v  dans celles
de  v'.

Avec ces notations, un contretableau est simplement un produit  v1 v2 ... vk   de colonnes
telles que    v1 p v2  p ... p vk  .

Comme on peut le penser, l'opération de shuffle sur les mots joue un grand rôle dans la
théorie du monoïde plaxique. Elle a permis à A. Lascoux de donner une version non
commutative (dans Ÿ (¿ *)) des fonctions symétriques, avec comme conséquence une
compréhension meilleure de la structure de leur algèbre.

TROISIÈME RAISON

Un quotient extrémalement voisin de  Pol(¿)  de l'algèbre Ÿ(¿*)  est obtenu en posant  u ª u'
pour  u  ≈ u ' Œ  Ÿ(¿*)  si et seulement si  uµ  et  u'µ  coïncident en degré ≤ 2,  où
l'homomorphisme de Magnus  m  consiste à remplacer chaque variable  a Œ ¿  par  aµ = 1+a.
De façon équivalente, Ÿ(¿* / ≈)  est isomorphe à l'algèbre de Lie libre nilpotente de classe 2,
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c'est-à-dire au quotient de  Z(A*)  par l'idéal qui définit la condition que tous les commutants
[b,a] (= ba - ab)  sont dans le centre.

La fonction génératrice de l'une des bases de Ÿ(¿* / ª )  est le produit de Cauchy :

  

† 

P = (1- ai )
-1

ai Œ¿
’ (1- aia j )

-1

   ai <a j
  ai ,a j Œ¿

’

(calculé dans l'algèbre commutative).

Comme  P  est la somme des fonctions de Schur sur  ¿,  c'est-à-dire la somme des images
commutatives des "tableaux", et comme ces derniers forment une section (= ensemble minimal
des représentants des classes) de la congruence plaxique ª,  on voit que  A* / ª   admet  P
comme fonction génératrice (commutative). Les autres quotients de  ¿*  ayant la même
propriété sont maintenant le domaine de Daniel Krob. Le monoïde plaxique est caractérisé parmi
eux par la seule condition supplémentaire que, pour chaque mot  

  

† 

w = a1
m1a2

m2 ...ah
mh Œ ¿*

où l'un au moins des  mi   est  ≥ 2,  il n'y ait qu'un seul mot qui soit seul dans sa classe de
congruence parmi tous les mots ayant même évaluation (= image commutative) que  w.

Une caractérisation dont la vérification est moins fastidieuse est que la congruence
plaxique est la seule dont une section soit l'ensemble des tableaux.

Il y a certainement de meilleurs énoncés, mais les autres objets découverts par D. Krob
sont fort hétéroclites et encore mal connus.

Telles étaient mes trois raisons pour affirmer la nécessité d'installer le monoïde plaxique
parmi les structures remarquables. Il y en a une autre plus ténébreuse.

Il existe un monoïde présenté très évident dont les propriétés ne sont jamais données qu'à
titre d'exercices mineurs. Il s'agit du monoïde cycliste  B  engendré par deux lettres  a  et  b  que
relie la seule identité :

ba = 1.

Autrement dit,  b  est l'inverse à gauche de  a.

Une section de  B   est formée des mots  anbm (n , m  Œ  Ù ).  Ses deux propriétés
fondamentales sont :

• Tout quotient de  B  est isomorphe à Ÿ (par anbm  Æ  n - m)  ou à un quotient de Ÿ à travers
le quotient précédent ;

• B  n'a pas d'idéaux stricts (c'est-à-dire  1 Œ B x B)  pour tout  x Œ B  bien qu'il ne puisse pas
être injecté dans un groupe, et tout monoïde sans idéaux stricts qui n'est pas un groupe
contient au moins une copie de  B.

Cette deuxième propriété implique qu'aucun monoïde compact ne contient une copie de  B,
donc que  B  n'admet aucune représentation linéaire de dimension finie.
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217



i
i
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Pour l'anecdote, je rappelle que  B  peut être défini comme le monoïde syntaxique du sous-
ensemble des mots de  {a, b}*  dont tous les facteurs gauches contiennent au moins autant de  b  
que de  a.

Pour remonter  B  en un quotient de  {a, b}*  compatible avec le morphisme d'évaluation,
on remplace la relation  ba = 1  par les deux relations :

(*) baa ª aba     et     bba ª bab
exprimant que  ba  commute avec  a  et  b.  Or ces nouvelles relations ne sont autres que celles
définissant le monoïde plaxique sur deux lettres  a  et  b > a  (dont une section est d'ailleurs
l'ensemble des tableaux  (ba)p anbm, (n, m, p Œ Ÿ)).

Revenons au cas général de  ¿ = {a1 < a2 < ... < an}.  Tenant compte de la propriété
rappelée à la fin de la première raison, on définit une congruence  ~ sur  ¿*  par le morphisme
envoyant chaque mot sur le produit direct de l'image dans le monoïde plaxique  {ai, ai+1}* / ª
de sa restriction  w « ai ,ai +1{ } *(i = 1, 2,...).   Le monoïde  A* / ~  est le quotient cycliste du
monoïde plaxique  A* / ª  .  Il a été utilisé avec succès par A. Lascoux, B. Leclerc et J.-Y.
Thibon pour certains problèmes de représentations modulaires.

Reste à justifier les relations plaxiques élémentaires sur trois lettres, c'est-à-dire à retrouver
ª  parmi les congruences contenues dans  ~.

La  seule  manière  que  je  connaisse  est  d'utiliser  le  fait  que  pour  tout  sous-alphabet
¡ Ã ¿,  la colonne  v¡  contenant toutes les lettres de  ¡   engendre le centre du monoïde
plaxique  ¡* / ª.

J'aimerais beaucoup mieux une caractérisation du monoïde plaxique employant les
prédicats utilisés pour énoncer les propriétés fondamentales du monoïde cycliste. Mais je ne sais
pas le faire, bien que le quotient du monoïde plaxique par son centre n'ait pas d'idéaux propres.

Peut-être pourrait-on faire jouer le fait que pour chaque lettre  c  de  ¿,  chaque classe
plaxique admet un unique facteur gauche de longueur maximale dont toutes les lettres sont  ≥ c ?

Et demain ?

En des lieux divers (le Japon, Strasbourg, le M.I.T., Marne la Vallée), les mathématiciens
qui développent la théorie des groupes quantiques ont retrouvé le monoïde plaxique ou l'un de
ses quotients comme cas particulier de leurs constructions : quand, dans leur poétique, ils font
tendre la température  q  vers zéro pour les cristalliser.

J.-Y. Thibon et B. Leclerc remontent les grands fleuves de ce continent qu'ils sont en train
de découvrir. A. Lascoux organise l'expédition que je regarde partir de mon hamac, entre deux
palétuviers dans l'estuaire.
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Marcel-Paul Schützenberger

ŒUVRES COMPLÈTES

éditées par Jean Berstel, Alain Lascoux et Dominique Perrin

Les treize tomes de cette édition contiennent l’ensemble des œuvres de
Marcel-Paul Schützenberger qui ont fait l’objet d’une publication dans une
revue scientifique ou un livre. Ses travaux couvrent une période de plus de
50 ans, depuis sa première note aux Comptes Rendus en 1943 jusqu’à son
dernier article, paru en 1997.
Les publications sont présentées dans l’ordre chronologique. Chaque tome
est précédé d’une courte introduction qui essaie d’éclairer certains des tra-
vaux, tant pour leur intérêt scientifique intrinsèque que pour l’écho qu’ils
ont rencontré et les développements qu’ils ont suscités.

Tome 12 : 1990 –

Les travaux réunis dans ce tome portent sur la combinatoire du groupe
symétrique.
L’article « Keys & standard bases » donne une interprétation, en terme de
tableaux, des « polynômes clefs », c’est-à-dire des caractères de Demazure
pour le système de racines de type A.
L’article fondamental « Treillis et bases des groupes de Coxeter » part d’un
problème qui rejoint les premiers travaux de Schützenberger sur le clivage
des treillis. La question examinée est : comment décomposer le groupe
symétrique en deux intervalles complémentaires relativement à l’ordre d’Eh-
resmann–Bruhat ? La réponse exhibe un sous-ensemble minimal de permuta-
tions qui code toute l’information sur l’ordre, et aboutit à plonger le groupe
symétrique dans un treillis distributif dont les éléments sont les matrices à
signe alternant.
L’article « Pour le monöıde plaxique », sous forme d’une lettre à ses amis
André Lentin et Gian-Carlo Rota, est un plaidoyer de Schützenberger pour
justifier pourquoi il a consacré autant de ses efforts, dans les vingt dernières
années, aux beautés du monöıde plaxique.
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