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Introduction

Tome X : 1979�1982

De nombreux écrits de Marcel-Paul Schützenberger de ces années portent sur
la combinatoire algébrique. La plupart des travaux mathématiques de Schützen-
berger, à partir de cette période, seront consacrés à ce sujet.

Les polynômes de Kostka-Foulkes sont dé�nis comme la somme
∑

qc(t), t
parcourant l'ensemble des tableaux de forme et d'évaluations données, c(t) étant
la charge. La note [1979-4] montre la croissance de ces polynômes relativement
à l'ordre dit naturel sur le treillis des évaluations. Cette propiété fut par la suite
généralisée en décomposant l'ensemble des tableaux en atomes, les polynômes
de Kostka-Foulkes s'obtenant par sommation à partir des atomes, voir [5].

L'article [1980-3] montre que la charge, en tant que fonction à valeurs entières
sur les mots, véri�e une propriété de minimalité.

L'article [1981-1] tenait spécialement à coeur à M.-P. Schützenberger. Il re-
prend la théorie des tableaux de Young, dans un style di�érent de [1977-4], cette
fois-ci en mettant l'accent sur l'aspect monoïde. L'algèbre plaxique est dé�nie
comme quotient de l'algèbre libre sur un alphabet totalement ordonné, par une
congruence sur les facteurs de longueur 3 due à Knuth. Cette algèbre contient
comme sous-algèbre commutative l'anneau des polynômes symétriques, ce qui
permet de donner une version non-commutative de di�érentes propriétés des
fonctions de Schur. Deux opérations fondamentales, qui connaîtront de nom-
breux développements, sont introduites :

� un relèvement à l'algèbre libre de l'action du groupe symétrique sur les
polynômes,

� le cyclage, c'est-à-dire l'opération induite sur les tableaux par les permu-
tations circulaires sur les mots.

L'algèbre de Hecke du groupe symétrique est une déformation de l'algèbre
usuelle du groupe symétrique. Kazhdan et Lusztig en ont dé�ni une nouvelle
base linéaire, dont les coe�cients de décomposition dans la base usuelle sont les
polynômes de Kazhdan-Lusztig. L'article [1981-2] obtient ces polynômes dans
le cas correspondant aux variétés de Grassmann. Leur description utilise les
étiquetages croissants des arbres correspondants aux permutations ayant une
seule descente. Cette construction a été généralisée aux permutations vexillaires
dans [4].

La note [1982-1] fonde la théorie des polynômes de Schubert. Ces polynômes
sont une base linéaire de l'anneau des polynômes en x1, x2, . . .. Ils sont dé�nis
à l'aide des di�érences divisées de Newton :

f(x, y)→
(
f(x, y)− f(y, x)

)
(x− y)−1 .
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Les polynômes qui correspondent aux permutations vexillaires possèdent nom-
bre des propriétés des fonctions de Schur, qui en sont une sous-famille. Plus
généralement, la combinatoire des polynômes de Schubert est associée à une
combinatoire des permutations qui étend la combinatoire des partitions en
oeuvre dans la théorie des fonctions symétriques.

Une méthode d'étude des fonctions symétriques est de les �ltrer suivant la
première variable x1, ce qui révèle la structure d'algèbre de Hopf de l'anneau
des polynômes symétriques. La note [1982-2] met en oeuvre cette approche pour
les polynômes de Schubert et les polynômes de Grothendieck. Un corollaire en
est l'énumération des décompositions réduites de toute permutation, qui peut
aussi s'obtenir à l'aide d'un monoïde apparenté au monoïde plaxique, lemonoïde

nilplaxique. Ce dernier objet a été étudié en détail par Edelman et Greene [3].
Le texte A propos du livre � On system analysis � de D. Berlinski [1979-5],

suivi de Sur l'analyse des systèmes [1980-6] fait référence à la publication du
livre de David Berlinski [1]. Le texte est une charge contre la théorie générale
de systèmes en tant que conception holistique du savoir et fourmille de formules
mordantes. Il o�re un amusant contrepoint au style très mesuré et d'une pru-
dence toute anglo-saxonne de Berlinski (qui poursuit toutefois exactement le
même but).

L'article sur l'analyse des systèmes fera le bonheur de deux auteurs en guerre
contre l'introduction maladroite de l'informatique dans l'enseignement scolaire
[2]. Ceux-ci relèvent de nombreuses formules frappantes, ainsi celle qui dé�nit
l'imposture comme � cette référence au théorème des forces vives dans un dis-
cours célèbrant ou dénigrant l'énergie des grands chefs militaires et civils �. Ils
notent toutefois (p. 196) : � le seul dommage est qu'il ait donné à sa demons-
tration un tour si cocasse et si allusif qu'elle demeure presque impénétrable à
des initiés même �.

Comme le précédent, Mathématiques et linguistique [1979-6] est le texte
d'une conférence. Elle est l'une des rares occasions où M.-P. Schützenberger
expose son point de vue sur la possibilité de la formalisation mathématique de
la linguistique. La conclusion est plutôt pessimiste mais, dit-il � Les mathéma-
ticiens non plus ne doivent pas pleurer. Si leur but est, comme il se doit, de
faire progresser la connaissance des objets mathématiques (et non d'enrichir ou
de ra�ner une nouvelle rhétorique) ils ont acquis toute une série d'intuitions
nouvelles sur des objets classiques et sur des objets nouveaux qui ne semblent
pas déraisonnables �.

L'article On prétend que.. [1980-4] suivi de Compléments sur le traitement

automatique des langues naturelles [1980-5], tous deux avec Maurice Gross, est
une charge contre la prédiction de la généralisation de l'usage de l'informatique
et son impact culturel. Même si les critiques contre la surestimation de l'in-
telligence des ordinateurs ont gardé toute leur pertinence, la généralisation de
l'usage d'Internet leur a en partie donné tort.

La note A conjecture on sets of di�erences of integer pairs [1981-3] avec
Dominique Perrin propose une conjecture issue de la conjecture de l'équivalence
commutative des codes (voir l'introduction du tome 9). Un contre exemple à
cette conjecture a été trouvé par Shor [6]. C'est le premier exemple d'un code
�ni qui n'est pas commutativement pré�xe. Il a conduit à formuler la conjecture
sous la forme suivante : Tout code maximal �ni est commutativement pré�xe.
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 10 — page #22 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1979-1. A property of finitely generated submonoids of free monoids Année 1979

16



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 10 — page #23 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 10 — page #53 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1979 1979-2. Sur les sous groupes de rang fini d’un groupe libre

47



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 10 — page #54 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 10 — page #72 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1979-3. On an application of ergodic theory to some problems on . . . Année 1979

66



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 10 — page #73 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 10 — page #96 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 10 — page #112 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1980-3. A new statistics on words Année 1980

106



i
i
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1981-1. Le monöıde plaxique Année 1981

162



i
i
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1981-2. Polynômes de Kazhdan & Lusztig pour les grassmanniennes Année 1981

166



i
i
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1979-4 Croissance des polynômes de Foulkes-Green . . . . . . . . 72
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ŒUVRES COMPLÈTES

éditées par Jean Berstel, Alain Lascoux et Dominique Perrin

Les treize tomes de cette édition contiennent l’ensemble des œuvres de
Marcel-Paul Schützenberger qui ont fait l’objet d’une publication dans une
revue scientifique ou un livre. Ses travaux couvrent une période de plus de
50 ans, depuis sa première note aux Comptes Rendus en 1943 jusqu’à son
dernier article, paru en 1997.
Les publications sont présentées dans l’ordre chronologique. Chaque tome
est précédé d’une courte introduction qui essaie d’éclairer certains des tra-
vaux, tant pour leur intérêt scientifique intrinsèque que pour l’écho qu’ils
ont rencontré et les développements qu’ils ont suscités.

Tome 10 : 1979 – 1982

À partir de 1978, la majeure partie des travaux mathématiques de Schützen-
berger sont consacrés à la combinatoire algébrique.
L’article « Le monöıde plaxique » lui tenait spécialement à cœur. Ce travail
reprend la théorie des tableaux de Young, cette fois-ci en mettant l’ac-
cent sur l’aspect monöıde. L’algèbre plaxique est définie comme quotient
de l’algèbre libre sur un alphabet totalement ordonné, par une congruence
sur les facteurs de longueur 3 due à Knuth. Cette algèbre contient comme
sous-algèbre commutative l’anneau des polynômes symétriques, ce qui per-
met de donner une version non commutative de différentes propriétés des
fonctions de Schur.
La note « Polynômes de Schubert » fonde la théorie de ces polynômes. Ceux-
ci forment une base linéaire de l’espace des polynômes en un ensemble fini
de variables, et trouvent de nombreuses applications en géométrie algébrique
(variétés de Schubert) ou en interpolation (extension à plusieurs variables de
l’interpolation de Newton). Ils contiennent comme sous-famille les fonctions
de Schur, la combinatoire des permutations remplaçant alors la combinatoire
des partitions.
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