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Introduction

Introduction
Tome VIII : 19711975

L’article On the principle of equivalence of Sparre Andersen [1971-1] se veut
une algébrisation dudit principe, bien connu dans I’étude probabiliste des fluc-
tuations de variables aléatoires, qui veut que le « nombre de sommes partielles
strictement positives » et I’« indice du premier maximum » soient équidistribués.

On trouve dans ce tome, a la fois 'article Nombres d’Fuler et permutations
alternantes [1973-1] effectivement publié et le mémoire complet [1971-2], de 71
pages, portant le méme nom. On y voit apparaitre les polynoémes d’André en
variables non-commutatives, utilisés par la suite dans I’étude du cd-index des
treillis, mais surtout exploités en tant que polynomes générateurs d’une classe
de permutations dénombrées par les nombres tangents et sécants.

L’article Le théoréme de Lagrange selon G. N. Raney [1971-5] reprend sim-
plement la démonstration élémentaire qu’avait donnée Raney du théoréme d’in-
version de Lagrange dans le cadre naturel des langages formels et des mots de
Lukasiewicz.

Les deux notes Sur un théoréme de G. de B. Robinson [1971-3] et Sur une
construction de Gilbert de B. Robinson [1973-3] constituent la genése d’une
longue étude sur ’algébre des tableaux de Young. En fait, cette algébre avait déja
été abordée dans Darticle antérieur Quelques remarques sur une construction de
Schensted [1963-6] (voir tome 5). Cependant, dans ces deux notes, on trouve
déja les propriétés de 'opération évacuation des tableaux, une opération qui
s’avérera fondamentale dans le traitement du monoide plaxique (voir les articles
suivants : Evacuations [1976-1] et La correspondance de Robinson [1977-4], tome
9).

La courte note Quelques remarques sur une propriété d’équidistribution des
permutations [1975-4] contient essentiellement 1’énoncé d’une conjecture, qui
sera prouvée peu de temps aprés par Xavier Viennot [7].

L’article A propos du relations rationnelles fonctionnelles [1973-2] mérite un
commentaire spécial. Tout d’abord, le titre contient une coquille mais surtout
ne correspond pas au contenu qui est une contribution a la théorie des auto-
mates sur les mots infinis. Vraisemblablement, cet article, paru dans les actes
du colloque Automata, Languages and Programming organisé a Paris, qui est le
premier de la série des ICALP, ne correspond pas & la conférence prononcée a
cette occasion, d’ou le décalage. Le contenu est une construction algébrique (uti-
lisant le produit de Schiitzenberger) permettant de donner une démonstration
plus algébrique du théoréme de McNaughton [5] (M.-P. Schiitzenberger parlait
de la construction de McNaughton comme d’une « whistling machine » ). Il s’agit
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probablement d’un travail de préparation a la version donnée par Eilenberg pour
le chapitre « Infinite behaviour of finite automata » du volume A de Automata,
Languages and Machines paru en 1974.

La note Une propriété des monoides libres [1974-1] est 'annonce d’un ré-
sultat dont la preuve ne sera publiée que cinq ans plus tard ([1979-1]). Elle se
termine par une question qui donnera lieu & des travaux de Césari et Vincent,
puis de Duval pour devenir ce qui est maintenant connu comme le théoréme du
point critique et qui a été exposé par M.-P. Schiitzenberger dans un chapitre du
livre Combinatorics on Words (voir [1983-2] dans le tome 11.

Larticle Sur les monoides finis dont les groupes sont commutatifs [1974-
2| donne deux caractérisations de la variété des ensembles dont le monoide
syntaxique ne contient que des groupes commutatifs. L'une des formulations
utilise les codes & délai de synchronisation fini. La preuve utilise le théoréme
de Krohn-Rhodes. Ces résultats seront repris dans le livre de Lallement ([4],
chapitre 7) ainsi que la généralisation aux monoides dont tous les groupes sont
résolubles, obtenue par Straubing.

Cet article, ainsi que plusieurs autres de cette période, fut écrit pendant le
séjour que Schiitzenberger fit & Naples en 1972-73. Il séjourna, a 'invitation
d’Eduardo Caianiello, au Laboratorio di Cibernetica fondé aprés guerre par
Norbert Wiener. Il y fit la connaissance d’Aldo de Luca et d’Antonio Restivo
qui devinrent ses éléves.

L’article Sur les relations rationnelles [1975-2| contient une caractérisation
des relations rationnelles qui ne sont pas une union finie de fonctions ration-
nelles. La preuve du résultat permet d’obtenir comme conséquence le fait qu’on
peut décider si une relation rationnelle est une fonction (ce résultat sera obtenu
indépendamment par Blattner et Head [2]).

Le résultat principal de Sur certaines opérations de fermeture dans les lan-
gages rationnels [1975-3| est une caractérisation des ensembles sans étoile qui
n’utilise pas la complémentation mais en revanche une opération étoile restreinte
aux codes & délai de synchronisation fini. Un énoncé voisin figure dans le volume
B de Automata, Languages and Machines (|3], chapitre X). Une telle caracté-
risation est utile pour montrer ’équivalence entre la logique temporelle et la
logique du premier ordre de l'ordre linéaire (voir [6]).

L’article Sur un langage équivalent au langage de Dyck [1973-4] est la der-
niére publication de M.-P. Schiitzenberger relative a la théorie des langages
algébriques. L’objet de cet article est de montrer que le langage engendré par la
grammaire S — aSSb+ ab est équivalent au langage de Dyck sur deux paires
de parenthéses. L’équivalence, appelée aussi équivalence rationnelle, signifie ici
que les deux langages engendrent la méme famille de langages au moyen de
transductions rationnelles. Il en résulte facilement que le langage engendré par
la grammaire S — aSbSc+d est également équivalent au langage de Dyck, mais
Schiitzenberger montre que ce résultat vaut méme si a, b, ¢ et d sont des mots,
pourvu que ces mots satisfassent des conditions assez peu restrictives.

Cet article inaugure toute une série de travaux, par divers auteurs, consacrés
4 la notion d’équivalence rationnelle, et sur d’autres langages équivalents au
langage de Dyck). Le second générateur proposé dans article se révélera bien
plus tard étre un langage dont la place est remarquable dans la théorie des
géneérateurs des langages algébriques, comme ’a montré Beauquier [1].
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MATH. SCAND. 28 (1971), 808-316

ON THE PRINCIPLE OF EQUIVALENCE
OF SPARRE ANDERSEN

D.FOATA and M.P.SCHUTZENBERGER?

1. Introduction.

The present paper is concerned with the algebraic study of the so-
called equivalence principle of Sparre Andersen [1] and of the theorem
of Bohnenblust as presented by Farrell [3]. We recall the former in its
simplest form and, letting X be a set of » distinct real numbers, we con-
sider the set F’ of the n! sequences obtained when permuting the ele-
ments of X in all possible manners. To each sequence f=(z,,%,,. . .,%,)
e F', {%;,%,,...,2,}=X, we associate the sequence of the n+1 partial
sums

8 =0,8 ==z,

8 = Sp1+x, for k=2,...,n,
and we use it to define the following two numbers:

L(f) = the number of strictly positive terms in the sequence
(S0:815- - +»8n);

II(f) = the index of the first maximum among the terms of the same
sequence, that is, JI(f)=m iff s;<s,, for j<m and s;<s,, for
mzj, mji=0,1,...,n.

Thus for any permutation fe F’, both L(f) and II(f) are natural
numbers at most equal to n. In general they are different but Sparre
Andersen has discovered the surprising fact that their distributions over
the n! permutations of F' are identical. This is essentially the equiv-
alence principle. One of the proofs is due to Richards (quoted by Baxter
in [2]). It consists in constructing a bijective map p of F’ to itself that
is such that Il(gf)=L(f) identically.

Bohnenblust’s theorem is not so easy to state here but its proof in-

Received October 3, 1968.
1 Research on this paper was supported by Contract No AF 61 (052)-945, U.S. Air
Force.
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volves a similar idea. In the present paper we give a common algebraic
formulation of both theorems and proofs and we exhibit a large class of
cases in which Richard’s construction leads to a generalized “Equiv-
alence Principle”. For this purpose we use the terminology of free
monoids. Given a set X we identify the finite sequences of (non neces-
sarily distinct) elements of X with the elements (the ‘“words”) of the
free monoid X* generated by X. Then a subset F’ of X* such that it
contains together with any of its members every word obtained by per-
muting its letters will be called an abelian subset of X*.

With these notations, instead of starting with a set of real numbers,
we consider an abstract set X, a fixed morphism ¢ of X* into the addi-
tive group of R and we identify any word of length n, f=2,2,...%, € X*,
%4, %,,. . ., %, € X, and the sequence (o2, 0%,,. . .,0x,) of R®. The image by
o of the left factor f' of length m f'=z,2,...%,,, 0=m<n, of the word
f is precisely the partial sum oz, +o%,+ ... +oz,. The empty word e
is a factor of any word of X* and ¢e=0 since o is a morphism.

Thus if PP* denotes the subsemigroup of X* consisting of all g € X*
such that og >0, we have that L(f) is simply the number of left factors
of f that belong to PP*,

Further, let A* denote the set of all words f such that of’ < of for any
proper (that is, =f) left factor f’ of f. For the corresponding sequence
of partial sums, this means that the maximum is reached at the last term.

It is clear that A* is a submonoid of X* and that every word f has
one well defined left factor ¢ of maximum length in A* (possibly, it is
the empty word e, corresponding to an empty sequence). The number IIf
is precisely the length of @ and we have now the terminology needed to
state with greater generality the

EQUIVALENCE PRINCIPLE OF SPARRE ANDERSEN. Let F', PP* and A*
be as above. There exists a bijection o: F' — F' such that II(of)=L(f)
tdentically.

The sets PP* and A* have been defined here with the help of the
morphism ¢. We shall see that this can be done for a larger class of
objects. Interestingly enough, the submonoids 4* which we shall en-
counter appear also in a quite different context as special instances of
“synchronising variable length codes” ([4], [6]).

2. F-partition and F-factorisation.

We consider a fixed set (‘‘alphabet””) X and the free monoid X*
generated by X. The empty word is noted e and XX*=X*\ {e} is the
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free semigroup generated by X. More generally, for any subset S of XX*,
S* (resp. S8*=8*\{e}) denotes the submonoid (resp. subsemigroup)
of X* generated by S. If M is a submonoid of X*, the basis
(M N\ A{e})\ (M \{e})? of M, is the least subset of X X* that generates M.

We also consider a fized non empty abelian subset F of XX* having
the property (£):

(?) F contains every left and every right factor =e of any of its
members.

DEeFINITION. 1. A pair (P*,@Q*) of submonoids of X* is an F-partition
iff
F cP*xu@*, O =FnP*nQ@*.

DEFINITION 2. A pair (4*,B*) of submonoids of X* is an F-factoriza-
tion iff every word f of F has exactly one factorization f=ab with a € 4*,
b e B*.

In this section we discuss the relationship between F-partition and
F-factorization. The assumption (£) is only introduced for convenience
since we can always take the minimal abelian subset F satisfying (&)
and containing F. Then clearly any F-partition (F-factorization) is an
F-partition (F-factorization). Furthermore all our statements have a
trivial symmetric counterpart obtained by exchanging P* and Q*, 4*
and B* and left and right.

1. Let (A*,B*) be an F-factorization. Then A* satisfies the condition
acA* feX* afed*nF, imply fed*.

ProOF. Let a and f as above. If f=e, the conclusion f € A* is trivially
verified. If f is not the empty word, we have fe F since F contains
every factor of its members. Since (4*, B*) is a F-factorization we have
f=a'b’ with a’ € 4*, b’ € B*.

Thus af=a"" € A* and af=aa'b’. Because of the unicity of the fac-
torization, this implies b’ =e, that is f=a' € 4*.

We call right F-prefiz any submonoid of X* that satisfies the condi-
tion stated in 1. and, we call left F-prefiz any submonoid B* that satis-
fies the symmetric condition b € B*, fe X*, fb e B*n F imply f € B*.

This terminology comes from the fact that, for F=XX*, the right
F-prefix submonoids are precisely the prefix submonoids of the theory
of variable length codes.
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2. Let A be the basis of a right F-prefix monoid A*. Every f€ F has
exactly one factorization in the form f=a,a,...a,c with m=0; a,,a,,...,
a,€Ad;ce X*¥NAX*

Proor. We proceed by induction on the largest m =0 such that
feAmX*. If m=0, there is nothing to prove. If m >0, suppose f=a,g9=
a,'g’ with a,,a," € 4. One of a, and a,” must be a left factor of the other,
say a;=a,’h, h e X*. We have a, € F, and since A* is right F-prefix,
it follows that ke A*. By the hypothesis a,,a,” € A =the basis of A*;
this implies A=e that is a;=a,’.

3. 4 n.a.s.c. that (4* B*) be an F-factorization is that A* and B* be
submonoids that satisfy the following three conditions:

3.1. =A*nB*nF;

3.2. A* is right F-prefix and B* is left F-prefix;

3.3. F<A4*B*,

Proor. The necessity of these conditions follows from the definition
for 3.1. and 3.3. and from 1. for 3.2. To prove that they are sufficient
we have only to show that under 3.1., 3.2. and 3.3. any relation ab=
a'b' e F (a,a’ € A*, b,b’ € B*) implies a=a’, b=0>". Indeed, if ab=a'bd’
the word @ must be a left factor of @’ or ¢’ must be a left factor of a,
say a=a'h for instance. Then b'=hb. We have h € {e}uF. Thus he 4*
since A* is right F-prefix. Also k€ B* since B* is left F-prefix. By
3.1. we conclude that h=e.

4. Let (A*,B*) be an F-factorization. Then:

4.1. Every right factor of a word of A*nF is in A%,

4.2. Every proper left factor of a word of ANF is in B*,
4.3. (Bm4" ) nF<AuAd?u...UA"uUBUB%v...UB™, 0=n,m.

Proor. Consider a word a=fge A*nF. Clearly g is in A* if either f
or g is the empty word. If f and g are different from e, we have f,ge F
hence f=a'd', g=a""b", a',a’”’ € A*, b',b"” € B*. Further a’'d'a’’ €F,
hence a'b'a’’ =a,b,, a, € A*, b, € B*. Thus we can write a=ae € A*B*
and a=a,b,b" € A*B*. Because of the unicity of the factorization, this
implies b,;b"' =e, that is g=a'’ € A* and it proves 4.1. In similar fashion,
we have b'a”’b" =a,b, € A*B*, and from a=ae=a'a,b, we conclude
that b,=e. Since g +e¢ and b"' =e, it implies a'’ &e, hence a, +e because
of by=e. Thus a=a’a, belongs to the basis 4 only if a’=e, that is, only
if f=b" € B* and 4.2. is proved since the empty left factor of a obviously
belongs to B*,
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Now let a € 4, b € B be such that ba € F. We have ba=a;b,, a; € A%,
b; e B*. By 4.1., either b;=e or b, is not a right factor of a,, that is, it
admits a as a proper right factor. Symmetrically either a;=e or it
admits b as a proper left factor. Thus one of a; and b; must be the
empty word e. Suppose for instance by=e. We can write az=a'a"’
where a' € 4, o'’ € A*. By the symmetric version of 4.1. and ba=a,=
a’a’’ we see that b must be a proper left factor of a’, that is a’ =bh, where
h +e and where h € A* by 4.1. However ba=>bha'’ shows that a=ha'".
Since a € A, 4.2. asserts that h € B or h=a. Since the first case is ex-
cluded, we have a=h, hence a’’=e and finally ba=a’ € A. This proves

BAnF<AuUB and 4.3. follows by induction on m and n.

Recall that two words g,9’ € X* are conjugate iff one can find A,h" € X*
satisfying g=hh'; g’=h'h. Clearly conjugacy is an equivalence relation.
It is in fact the restriction to X* of the usual conjugacy relation in the
free group generated by X.

5. Let (A*,B*) be an F-factorization. A word fe F has a conjugate
in A* iff it has no conjugate in B*.

ProoF. Let fe F. We have f=ab, where a € A*, be B*. By 4.3.
the conjugate ba of f belongs to A* or to B*. Thus it suffices to show that
none of the conjugates of a word a € A*nF belongs to B*. Indeed we
can write a=a,a,...a,,m>0, a,,a,,...,a, € 4, and any conjugate of a
has the form f'=h'a,  a;.5...0,0,0,5...a;_1h, where b’ +e and hh'=
a,€A. By 4.1. and 4.2. we know that ' € A* and that A € BB* unless
h=e, in which case f' € A*. Thus f' € A A* BB* & B*.

We now relate F-factorization and F-partition. To this effect, given
a submonoid M of X*, we call right (resp. left) associate of M the set of
all words in X* such that any of their right (resp. left) factors belongs
to M.

The reader can verify that the monoid A* mentioned in the intro-
duction is the right associate of the monoid P*={e}u{fe X*: 0<af}.

6. The right associate of a submonoid P* is a right prefix monoid whose
basis A is such that X*\ AX* is contained in the submonoid (X*\ P*)*
generated by X*\ P*.

Proor. Let a and o' belong to the right associate of P*. Any right
factor of aa’ is a right factor of a’ or a product ha' where A is a right
factor of a. Since P* is a monoid this shows that its right associate 4*
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is also a monoid. Further 4* is right prefix since by definition it satis-
fies the stronger condition that f'f € A* implies f € A* for any f,f" € X*.
b Finally if fe XX*\ AX*, it does not belong to A*. Thus it has a
right factor f'’ e which belongs to X*\ P* and letting f=f'f"" we have
also f' € X*\N AX*. Induction on the length of f completes the proof.

7. A n.a.s.c. that (4*,B*) be an F-factorization is that there exists an F'-
partition (P*,Q*) such that FnA* and FnB* coincide respectively with the
tntersections with F of the right associate of P* and of the left associate of Q*.

Proor. Let (4*, B*) be an F-factorization; we set P* =the submonoid
generated by X*\ B* and Q*=B*.

We have F < P*uQ@*. Let f belong to FnP*. By the definition of P*
we have f=ff,...f, where m>0 and f..f,,...,f,€F\B* Since
(A*, B*) is an F-factorization we have f;=ab with a € AA* and b € B*.
Thus f € a4*B* and accordingly f ¢ B*. This proves that =FnP*n@*
and consequently that (P*,Q*) is an F-partition.

The fact that B¥nF is the intersection of F' with the left associate of
@*(=B*) follows from the symmetric version of 4.1.

By 4.1. and A*nF<P*, A*nF is contained in the right associate of
P*. Finally let fe F belong to the right associate of P*. We have
f &€ A*BB* since every word of A*BB* has a right factor in B* and since
B*nF < F\ P* Thus fe A* since f\ A*BB*<4* and the necessity of
the condition is proved.

Reciprocally let (P*,Q*) be an F-partition and let A and B be the basis
of the associated monoids. We show that (4*,B*) satisfies the condi-
tions of 3.

First FnA*nB*<FnP*n@*. Since this last intersection is empty
this gives 3.1. Condition 3.2 follows from 6. and its symmetric. Thus to
verify 3.3 it suffices by induction on the length to consider a word f
satisfying the condition fe F\ AX* and to show that it belongs to B*.
Indeed, the condition f¢ AX* implies f' ¢ AX* for any left factor f’
of f. Thus, by 6., f and any of its left factors belong to (X*\ P*)*,
Since F \ P*<@* because (P*,Q*) is an F-partition, we see that f and
any of its left factors belong to @*, that is, that fe B* by definition.

3. Richards’ construction.

We keep the same notations and the same set F. We let (P*,Q*) be
a fixed F-partition and (4*,B*) be the associated F-factorization.

We introduce the restrictive assumption that P*nF (hence @*nF)
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are abelian sets. (Counter examples show that Richards’ map p is not
always bijective without this hypothesis.)

DErinrTION 3. Let the map g of {e}UF to itself be defined by induction
on the length by:

oe =e¢ andfor f = f'zeF, zeX,
of = @of' or = (of)x depending upon fe P* or fe Q*.

8. The map o i3 a bijection.

Proor. It is clear that of is a word obtained by permutation of the
letters of f. Thus by our assumption that P*nF is abelian, f and of
always belong to the same monoid P* or Q*.

Assume the result proved for every word shorter than fe F. If of =
g € P*, we know that fe P* and there exists one and only one pair
(#,f') € X x X* such that g==g', g'=pf" and f=f'x. In similar fashion,
if of =g € @* we have f=f'x with of'x=g in a unique manner.

9. For any f € F, the number L(f) of left factors in PP* of f is equal to
the length II(of) of a in the factorization g=ab, a € A*, b € B*, of g=of.

Proor. The result is true for fe FnX and we can suppose that it is
proved for any word shorter than f.

Let f; be the left factor of maximal length of f that belongs to @* or
to P* depending upon f € P* or fe Q*. If f=f,h, it is a straightforward
consequence of the definition of ¢ that gf=hof; for fe P* and of=
ofih for f € Q*, where h=,,2,,_; ... 2, if h=2,25...%,, m>0,2,,2,,. ..,
z,, € X. Further any left factor A’ e of & belongs to the same monoid
P* or @* as f does. Thus by our definition of A* and B* as the asso-
ciated monoids of P* and @*, we have & € A* (resp. h € B*) for f e P*
(resp. € @*). Now letting Ak be the length of » and recalling 4, we have

L(f) = L(f,)+ Ak and II(of) = Ah+1II(of;) for feP*,
L(f) = L(fy), H(ef) = I(efy) for fe @,

I

4. Concluding remarks.

This completes our proof of the generalized equivalence principle.
For F consisting of the words in which each letter of X appears at most
once, the reader will recognize in P*n F the set ¢~10 of Bohnenblust and
Farrell, for a function ¢ taking only values 0 or 1. The general case
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follows since one can always represent the ‘“‘set function” & used by
these authors as finite sums e=3r;¢; where r; is real and the range of
the set function ¢; is the set {0,1} for all .

For this reason it would be quite interesting to be able to give ex-
plicitly all the abelian F-partitions of an arbitrary abelian subset F con-
taining the factors of its members. We limit ourselves here to the case
of F'=XX*, that is to the case where Richards’ construction gives the
validity of the equivalence principle for any abelian subset of X*. To
simplify notations we suppose Card X =Fk finite and we recall Hahn’s
Theorem [5].

THEOREM. Let M be a submonoid of R¥ and < a total preorder on M.
There exists a morphism v: Rk — Rk and a lexicographic order < on RF
such that for m,m’ € M one has m<m’ iff vym <vm'.

We prove

10. A n.a.s.c. that (P*,Q*) be an abelian XX*-partition is that there
exists @ morphism u of X* into the additive group Rk and a lexicographic
order < on R¥ such that P*={fe X*: 0<f}; QQ*={fe X*: uf <0}.

Proor. The condition is sufficient. Any lexicographic order < on R*
is compatible with the additive group structure (that is, <+’ implies
r+r'"" <r'+7", identically for r, 7', #"€R¥). Thus in particular
{reR¥: 0<r} (=R,) and {reR*:r<0} (=R,) are respectively a sub-
monoid and a subsemigroup. These two sets are disjoint and, since <
is a total order, their union is Rk, It follows that P*=u-1R, and Q*=
u 1R, satisfy P*n@Q*={e} and P*u@Q*=X*. Finally, P* and Q* are
abelian subsets since they are inverse images by a morphism x into a
commutative monoid.

The condition is necessary. Let « be the canonical homomorphism
of X* onto the free abelian monoid X+ generated by X and suppose
that the abelian submonoids P* and @* give an X X*-partition. Then
«P* and «@Q* are submonoids of X+ such that «P*ua@Q*=X+ and
aP*na@Q*={0}. Thus we are left to show that there exists a morphism
0: X+~ R*¥ and a lexicographic order < on Rk such that «P*=
{a e X+: 0<0a} and a@Q*\ {0}={a € X+: 6a<0}. First we define a bi-
nary relation < on X+ by letting a <a’ iff for any b € X+, a+b € aP*
implies a’+b € «P*. Clearly < is a preorder and we can then find a
morphism 0: X+ — R¥ and a preorder < on R¥ such that a <a' iff 0a < 0a’
in R¥,

Now we have aP*={ae X+:0<a} since on one hand, 0<a and
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0 e oP* imply a+0€aP* proving {a e X+: 0<a}<xP* and on the
other hand, for any ¢ € xP* we have 0<c because 0+b € «P* implies
b e «P* and c+b € «P*. Thus we can write xP*={a € X+: 0<0a} and
we have only to show that the preorder < (on X+, hence on R¥) is total.
Again this is equivalent with the statement that for a,a’ € X+, not
a <a’ implies a’ <a that is a +b € xP* for any b such that a’'+b € aP*.
Suppose not a<a’ and a’+b € xP*. The first relation entails the exis-
tence of at least one ¢ € X+ such that a +c¢ € «P* and a' +¢ ¢ «P*. Thus
a’'+b+a+cexP* Since a’+c ¢ «P* implies a’+c¢ € x@*\ {0} and since
«@* is a submonoid we cannot have a+b € xQ* because it would give
a’'+b+a+cex@Q*\ {0} in contradiction with a'+b+a+ce«P* and
the relation aP*na@Q* = {0}.
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1« INTRODUCTION,.

lLes nombreg d‘Euler définis par le développement en
gérie de tgu

+

tgu= (u/18) 1 + (u3/3!) 2+ (u5/5!) 16 + (u7/7!) 272
+ (ug/gz) 7936 + oo
et les nombres sécants définis par celui de 1/cos u

1/cos u =1 + (u2/21) 1+ (u4/4!) 5 + (u6/6!) 61 +

+ («8/81) 1385 + ...
ont fait l'objet de trds nombreuses recherches mathématiques
dont un exposé d'ensemble & été donné par Niels Nielsen dans

son "Traité élémenteire des nombres de Bermoulli® (1923).

En effet, le nombre d'Euler (noté ici Dy, ) qui est
le coefficient de u2n-1/ (2n-1)! dans le développement de

tg u est égal & 22n-1 (p2n _ 1) n-t B, ou

B, = 2 ¥(2n) (2n)t / (2m®

est le nombre de Bernoulli correspondant. D'autre part, les
nombres sécants (dite aussi parfois nombres d'Buler et notés
fel Dpuyg ) sont reliés aux précédents par la formule

remarquable

(1) Exp D = D* = (1/2) (1 + D'?)

14
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ol la fonection D de wu , donnée par la série
D= F (u®/n1) D, est aéfinie par
<n

u
D -=f (tg w + 1/cos u) du
0
=u + (u2/21) + (v2/31) + (u¥/41)2 + (W2/51)5 + ooe

etol D'= (3Ou) De (1 +tgu/2)/ (1 =tgu/2),
D" = (a/au) Dt .

Ainsi qufon le verra plus loin, la formule (1) entraine
les identités

(2) Exp D(Z) = D(1). 3

(3) D = nly D 3
n+3 Oggn i] i+l "n+2-1 ’

(4) 2 Dpyp = 05 én[;.l] Dyyy Dpogyy 3

(5) D = =11 p D ;
2n+1 ogsn-t 51 1 Dagey Dopoas

ol, dans la premidre, l'on a posé
D,y =T (u/(20)1) D, (= f“ te v du )
@ =L, 2n 5

et
D(1) = %:(n (u2n+1/(2n+1)l) D?IH-‘ =D - D(Z) .

A leur tour, ces identités fournissent les congruences

élémentaires suivantes valables pour tout nombre premier
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impair p

(6) Dp+‘,’¢ = I)p-t-z + Dp+1 }

(7) Dp+2 = Dp“ 5 Dp +4

Enfin, Désiré André (1879, 1881) a montré que Dpyq
est le nombre des permutations sltexnsntes sur (n)] , c'est-

ad~-dire des permutations X Xy eee X, deg éléments de
[n] = {z,z, seey n} telles que Xa4 poit & la fois infé-
rieur 2 X) 4 et A X544 pour tout entier J tel que

0<2j<n et, en plus, 81 n est pair, telles que x <x _,

Dans le présent travail, nous nous proposons de montrer
que les formules précédentes restent vraies pour une famille
( D, (s,yt) )nzo de polyndmes & deux veriables & , t et
qui se réduisent eux entiers Dn pour 8 =t = 1 ., Comme
le nom d'Euler n'a jusgu'icl été associé qu'id des problémes
sutrement prestigieux (ceci dit, sans vouloir offenser la

modestie de notre Mattre Bose), nous asppellerons les Dn(r-:,t)

polyndmes d'André.

Dans le chapitre 2 suivant, nous établissons l'analogue
des formules (1) & (7) pour les polyndmes d'André
Dn(s,t) en variables gommutatives. De plus, une formule
explicite pour leur fonotion génératrice exponentielle est
donnée, ainsi qu'une relation entre ces polynlmes et les

16
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polynémes eulériens. Ce chapitre est de nature analytique

et ne contient aucune considération géométrique.

En revanche, dana les chapitres ultérieurs 3, 4 et 5 ,
nous étudions une version non commutative des polynémes
4'André et 14, 1l est naturel de faire apparaftre ces
nouveaux polynfmes, en les variables non commutatives s
et ¢t , comme des polyndmes générateurs d'une certaine
fonotion U sur une famille de permutations. Ceci nous
rermet de donner une contre-partie purement ensembliste
sux formules qui viennent d'8tre rappelées. Ce mémoire est
destiné dans notre esprit & préparer une analyse des
propriétés arithmétiques des pombres D, .

Le contenu des trois derniers chepitres est le suivant.
Le chapitre 3 contient la définition d'une classe de permu-
tations, appelées permutations d'André. Lorsque £ est une
telle permutation, on lui associe un mot fU en les lettres

(non commutatives) ® et t . Ce mot fU , appelé variation

réduite de f , sert 3 repérer la position des montées

( 3£<(§+1)f ) et des descentes ( J£E>(J+1)f ) e £ . Soit
A, 1l'ensemble des permutations 4'André sur ([n] ; le poly-
néme AU = J” {fv : £€A,} est précisément une version
non commutative de Dn(s,t) et est appelé n-me polynfnme
d'André non commutatif, On étadblit enfin l'analogue de la

17
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formule (3) pour les polynémes AU,

*
Pour tout mot w= Wyly eee Uy du nonoide is,t& ’

on note W le mot retourné w = W g eee Uy oo Dtautre

part, on désigne par cn(w) le nombre de permutations
f dans A, telles que Uf =w . Te polynbme d'André

AU peut s' éorire

AU = I {w cn(w) s we{s,t}*} .

On a alors la propriété de gymétrie suivante
(%) = ¢ (W)

Cn w) = cn w .
En d'sutres termes, si dans l'expression du polynéme AnU
on retourne tous les mots w , le polynbme AnU ne change
pas. De cette propriété remarquadble, on d&duit 1'équiva-
lent non commutatif de la formule (4) pour les polyndmes
%U . En fait, les permutations d'André se prétent nal
3 la démonstration de cette propriété de symétrie. On est
ainsi amené, dans ce chapitre 4 , &4 définir la notion de

conplexe d'André et & établir une bijection canonique entre

deux complexes d'André. L'ensemble des permutations d'André

est un tel complexe. Un autre exemple est fourni par

l'ensenble des permutations d'André dites de seconde espice
définies dans la section 4.3 . Soit Bn la classe des per—
nutations d'André de seconde espdce sur [n] (n20) . Dans
la section 4.4 , on établit une bijection P de B, sur

18
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lui-méme telle que si £ est dans ZBn , de variation réduite
£U = v , alors rfue?v’.

Le chapitre 5 contient deux autres exemples de complexes

d'André, la classe des grborescences binaires décroissantes

et enfin celle des permutations glternantes. La correspon-

dance entre arborescences binaires déocroissantes et les
permutations d'André des deux espices peut &tre obtenue
par un argument géométrique simple. Enfin, quelques tables

numériques terminent cet article.

Comme il est rare dans un tel domaine qu'un résultat
soit radicalement nouveau, puisque toute formule peut et
doit &tre vue comme cas particulier d'une autre plus géné-
rale, ou banale extension d*une autre déja clamsique, nous
ne prétendons & asucun mérite, sauf de cohérence. En fait,
les polynbmes d'André (commutatifs) ont été déja rencontrés
sous une forme un peu différente par Kermack et McKendrick
(1938) comme nous l'a obligesmment signalé John Riordan. Le
probléme traité était celui de la distribution du nombre
des creux ( (J=1)£» JE<(J+1)2 ) et des pics ( (j-1)fLif>
(3+1)£ ) pour une substitution f de l'ensemble [n] .
Sous cet ampect, i1 figure dans l'ouvrage de David et
Barton (1962), I1 est olair que la plupart de nos énoncés

19
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pourraient aussil bien &tre présentés dans le langage
statistique qui fut celui d'une grande partie de notre
carridre. Notre choix d'une formulation moins epécinle
est un hommage & notre Maitre Bose dont 1l'oeuvre a tant
11lustré les enrichissements mutuels de la Mathématiqre
et de ses applications.

20
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A /
2. LES POLYNOMES D'ANDRE,

1, Définition et propriétés élémentaires.

Soit £ wune fonction réelle de la varisble u ,
analytique & 1'origine et satisfaisant 1'équation différen-
tielle
(2.1) f* = ¢t BExp £
avec les conditions initiales
(2.2) 0=12(0), s=2£'(0) ,
ou 8 et ¢t sont des constantes. En raison de 0 = £(0) ,
la relation (2.1) est équivalente &

(2.3) AN L L
Nous posons

£ = (u/n!) 2,
<n

ol, d'sprés (2.2) fp=0 , £, =8 , £,=1t.

Congidérant s et t comme des paramdtres, les relations
(2.1) et (2.3) déterminent de fagon univoque par récurrence
sur n les fn comme polynfmes en 8 et t . Ce sont eux
que nous appellerons polyndmes d'André et que nous désignec-

rons, dans ce chapitre, par D, (n3»0) . La liste des pre-

miers d'entre eux est le suivante ¢
D0=0 H D1=a H D2=t $ D3=5t ;
D, = 6%t + t2 n5=s3t+4et2
Dg = 8% + 11 a"’t2+4t3;n7=a‘5t+zss3t2+34st3.

-e

21
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Les valeurs Dn(1,1) sont entidres et sont bien les coeffiw-
cients de la fonction D(u) présentée dans 1'introduction
puisque celle—ol était définie par 1l'équation différentieclle
D" = Exp D
avec les valeurs initiales
D(0) =0, D*(0) =1 (=8
et que l'on avait done
D"(0) =Exp O =1t (=t ) .

Soit maintenant 1'opérateur
A = st (0/3t) + ¢ (0/08) .
On a
AD1 =t=D2 et AD2=Bt=D3 .

Observant que (2.3) équivaut & 1l'identité binomiale
n
(2.4) Dpys oggn :']nj‘,1 Dpyony (nyo0),
on en conclut que
(2.5) Dy, =80, (nx1),
goit encore, en tenent compte de la valeur initiale D1 =8,
(2.6) 8 +AD = (b/au) D.

Ces relations montrent que les polyn8mes d'André ont
les propriétés élénentairee suivantes.

22



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #29 7-7-2009

Année 1971 1971-2. Nombres d’Euler et permutations alternantes

4
PROPRIETE 2.1, Les polyndmes D, sont homosdnes de depré
total n en les variasbles s et ft . Ils sont divisibles

par t pour n>2 et Jeurs coefficients sont des entiers
ositifs.

Faisons maintenant le changement de verisble T = ts~2 ,

U =us et posons 'ﬁn = D(8,¥) u® . Ltopérateur A devient
8%% (9/08) + 6% (1 = 28) (3/3t) + stu (J/0%)

et (3/0u) = s (0/dW) . Comme (3/ds) ﬁn = 0 , par raison
dthomogénéité la relation (2.5) mise sous le forme

/) (*1/(ne1)1) b, = A(u"/n1) D,
devient aprds simplification
(2.7) By =8 (T8 (2R7) + F (1-27)(3/2%) 5, .
Introduction les coefficients dn.l: e}g, par

la relation (2.5) donne les formules de récurrence indiqué

dans la propriété suivante,

PROPRIETE 2.2, Pour n32 , on 8 8,4 =1 etpour k22,

n>2k , on a

23
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Tous les coefficients des I)n sont donc positifs et

D, est divisible par s pour n Jimpair.

2, Une relation différentielle.

Nous établissons maintenant la généralisation naturelle
de la deuxidme égalité dens la relatién (1) .

PROPRIETE 2.3. On & 1'identité
(2.9) 2D" = 2t =82 4+ D12,

PREUVE. D'aprds (2.4) et (2.5) , on a pour tout néN,

Dnes = ADpy, = 05@[?] (8D4) Doy -

Tenant compte de la symétrie des indioces et de [ ’j’] = [n?-j] ,

ceci donne

2 ADyyp = 05@ (3] 8441 Dpsry)

dtoh

n
(2.10) 2D ., = 05@ [3] Dyyt Dpytog *+ Ky

ou Kn est une fonction de 8 et ¢+ telle que AKn =0.
Comme les I)j sont des polynfmes, K, estun polynéme.
D'autre part, comme

A(tpaq) =P tpsqﬂ +q ‘bp+1 Gq-' (p, QG}L‘) ’
on voit que le terme de plus bas degré de X, en t ne
peut s'annuler que si ce degré est zéro. Comme, d'apris la

propriété 2,1 on & Dn+2(u,0) = 0 pout tout ny 0 , le

24
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polyn8me K, est nul pour n)1 . Enfin, on vérifie direce
tement que K, = 2t-s? ., Ceoi fait, la formule (2.9)

s'obtient par sommation. B

On notera que pour n+2 = 2n+1 impeir; l'expression
(2.10) , avec K, =0, est symétrique et peut par consé-
quent s'éorire sous la forme (5) de 1'introduction, soit

de fagon équivalente

Dy pq/ (20-1)1 = ):!,!M (Dpy4q/(20)8) (D 4/ (2m-23=1)1)

03¢
clest-a~dire
(2.11) D(”' = D(I). D(z)'
avec les notations déja introduites dans le cas particulier
de s=twmwi1l,

D)~ L (w?™/(2n)1) D, (s,t)

D(1) =P =D(2) -
Nous en déduisons la formule suivante qui est la contre-partie

polynomiale de (2) .

PROPRIETE 2.4, On &
(2.12) D(i)' = 8 BExp D(2) o

PREUVE. ILa formule (2.11) peut s'dorire
(a/f)u) Log D(‘)' = (b/au) D(Z)' .
Dtol
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D“)' = K(S’t) Exp D(Z)

ot K(s,t) est une fonction de s et t qui est déterminée
en falgsant u = 0 et en constatant que Dz(u=0) =0 et

D(1)'(u=0) =8

3. Fonction pénératrice des polynfmes d'André.

Nous donnons maintenant des formules explicites pour

D, D' et D",

’
PROPRIETE 2,5, Posant r = (32--21:)1/2 y W= (8-r)/(8+r)
et E=Exp ru , on g les formules

(2.13) Dmxu+ 2Xog ( (1-w)/(1=wE) ) 3
(2.14) D' = r (1+wB)/(1-wB) 3
(2.15) D" = wrlB/(1-vE)2 .

PREUVE, L'équation (2.9) peut s'éorire

r=0" ( (0'-r)~! < (D14r)~1 ),
d'ol par intégration

ru = Log ( (D'-r)/(D'+r) ) + K(s,t)
ol la fonction K(s,t) est déterminée en faisant u =0
et se trouve par conséquent égale & =~ Log w . Done
(D'-r)/(D'+r) = w Exp ru , ce qui est équivalent & (2.14) .
Maintenant le membre de droite de cette dernidre équation

peut s'éerire sous la forme
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r (1 + (2w Bxp ru)/(1=w Exp xu) ) ,
d'olt par une nouvelle intégration
D=1ru -~ 2 Log(! = w Exp ru) + K(a,t) .
Faisant de nouveau u = 0 , on trouve
K(a,t) = 2 Log(i=w) .
On obtient ainei la formule (2.13) . Enfin, la formule
(2,15) s'obtient par simple dérivation. B

Désignons par D(o)' la veleur du membre de droite
de (2.14) pour 8 =0 ., Posant v = Y2t u et observant

que w= e« pour 8 =0 on trouve

(2.16) D(O)' = Y2t . V=1 (1 - Exp vm)/h + Exp v(:?)
soit
(2.16)  D(gy' =V2t telv/2) .

Ce résultet & la conséquence tris remerqueble suivante.

PROPRIETE 2.6. Pour tout k popitif, les coefficients
1k

Qopuy k-1 &% dpp  BoME égeux d 2 Do) e=tet »

glest-b-dire 21"'k fois le k-me nombre d'Euler.

PREUVE, Prenant n = 2k-1 , la récurrence (2.8) donne
puisque dn,lc = 0 en vertu de n<2k , Les deux coefficients

d mentionnés deus lt$noncé sont donec égaux,
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Maintenant pour vérifier leur égalité avec le nombre
[DZk] p=t=1 ? i1 suffit d'observer que pour 8 = 0 , tous
les polynbmes D, , sonk nuls et chacun des polynémes
D,, se réduit a dak,k tt , par congéquent

2k-1 k
Dio)' = Ek (T (2Kk1)1) @y o t

On peut alors appliquer la formule (2.16) qui s'écrit
Doy’ = V28 Ek (w1 /(2k-1)1) (4/2)(2-1)/2 p,

soit
Doy’ = Iy (w1 (2x-1)1) 2" p,, ¢¥ .

Nous donnons enfin le formule binomiale

, 2n
(2.17) 2 ons2,net ™ ogan B3%1] 22141, 141 %one2s nes

(ny1)
qui se déduit immédiatement de la formule (2.9) lorsqu'on
Y it s8=0 et t =1 , grlce & la propriété 2.6 .

4. Relations avee les polyndmes_eulériens.

Nous terminons ¢e chepitre en établissant une relation
entre les polynémes d*'André et les polyn8mes eulériens.,
Pour la définition de ces derniers, nous renvoyons le lec-

teur & notre précédent mémoire (Foate,Schiitzenberger (1970)).
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PROPRIETE 2.7. Pour tout entier n >0 le n-ime polyndme
gulérien A (x) gst éza) B

'SE(n"" )/2 dn"" sk (zz)k-1 (1+x)n+1 =2k

giles 4 ., K gont les goefficients du (n+1)-2me polvnbme
4!André.

PREUVE, Faisons la substitution

s=1 , t=2x/(14x)2 , u= (14x)v
dans 1l'expression de (D'~s)/t donnée par (2.14) .
Notant que la substitution envoie r sur (1-x)/(1+x) et
¥ sur x , on trouve

(14x) (Exp((1-x)v) = 1)/(1 = x Bxp((1-x)v) ) .
Divisant par (14x) et ajoutent 1 on obtient

( (1=x) Exp((1=x)v) )/( 1 = x Exp((1-x)v) )
qui est l'expreesion classique de la fonction génératrice
exponentielle des polynfmes eulériens. Donec, pour nx0 ,
%(x) est le polynfme obtenu en faisant la substitution
g=1, t= 21/(!+x)2 dans (1-0-::)“"1 el Dpyq » ce qui
est précisément le résultat annoncé. [§

On pourre noter que la relation de symétrie
< %(x") = %(x) correepond & l'invarience
t = 2:\'.""'/(1+x"')2 N
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3+ LES PERMUTATIONS D'ANDR;

1. Quelques notions générales.

Nous commengone par décrire en détail quelques notions
de base,

Soit X un ensemble totelement ordonné ayant un nombre
fini n d4'éléments. Une peymutetion de X est une bijectior
f:[n] -» X ol [n] désigne 1l'ensemble ordonné
{12y veo yn} (=@ o1 n =0). Nous 1'identifierons au
mot 1f . 2f. +.e o nf en les lettres de X . Puisque £
est une bijection, chague élément de X <figurera exactement
une fois dans ce mot. Pour abréger, nous écrirons fex’
pour indiquer que £ est une permutation de X ou son mot
associé,

Soient maintenant n22 et f¢ x! v la variation de £
est le mot £V = v, v, «ec V,_, de longueur n-1 en les
symboles vy = (+) et (=) qui est défini pour chaque
Jgn-1 par vy=+ 8 it (3+1)2

=~ 81 JEy(3+1)L .
I1 est classique de dire que [J, §+1] est une montée
(resp. descente) ssi vy =+ (respe = =) .
8o0it maintenant 1<£j<n ¢
- [3-1, J#1] est une double descente ssi [;;-1, j]

T LTI AR O

et [J, j+1] seont deux descentes;
~ J est un creux esi [J-1, J] est une descente et
[J » 3+1] une montées
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o
De fagon analogue, la variation circulaire £V est

le mot de longueur n défini par £ = £V, A ou v, =+
ou - selon que nf<1f ou nf>1f ; autrement dit, v,
est défini pour [n, 1] de la méme manidre que 7 était

défint pour [J, §+1] .
D'une manitre générale, une notion sera dite_circulaire

ssl dans sa définition 11 eat convenu que "n+i1" @gignifie
"i" , Par exemple pour X =[8] et f : [8] -»X identifié
2581692347 ona fVe+4mtsmtrs (€, -}%),
1 et 2 sont les deux creux et £ n'a pas de double
descente, Comme 7>5 on a Vp == et ﬂ? = ettt
(e {+, -}9) $ enfin comme 7>»5 , mais 5¢8 , la permu-
tation £ est sans double descente circulaire, donc aussi
sans double descente.

Nous introduisons maintenant une notion plus spéciale

et nous définissons la variation réduite de £ comme le

mot fU de longueur £ n-1 en les symboles + et 8 qui
est obtenu & partir de la variation fV en remplagant d'abor
toutes les paires Vi Vi telles que Vi= -y Viq =+
rar t , ensuite en remplagcant par s les vy restants,
Par construction fU =8 88i n =2 . Dans notre cxemple
fU = st st 8s puisque IV = +(=+)+{—+)+ + .

Reppelons la not ation standard hE'Ix pour désigner le

nombre d'occurrences d'une lettre x dans unmot £ .

¢ s
PROPRIETE 3.1, Le nombre des creux de f est Ii‘Ult ’

celui des montées est < [£U|, + |eUl, avec éxe1ité ssi

f est sans double descente et se termine par une montée
(c'est-a-dire Vet = 4 ) .
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Ia preuve est immédiate,
On définit de la méme manidre la variation réduite circulaire

0

fU en convenant d'écrire 1la lettre ¢t & le fin du mot f£U
quand n est un ereux circulaire f(c'est-d-dire quand

V=~ et v, =4) eteudébut quand 1 est

un greux circulaire (c'est-i-dire quend v, =~ et v, =+ ).

C'est ce second cas qui se produit dans notre exemple et
l'on a done
ﬂ°J =ttatsee
puisque v = 4) (~+) + (=) ++ (= o
On notera que si n = 2, £0 est toujours ¢t .

On conviendra pour n =1 , fﬁ =8 et fU=e (c'est-i-

dire le mot vide du monoide libre {s, t}* ).

2, Définition des permutetions d'André.

Nous appellerons permutation d'André sur X
(04 Card X = n{%®) toute permutation f {[n] —» X
sans double degcente satisfaisant le condition caractéristique
suivante.
(A) Soient J, J*'€[n] tels que 1§ <J' et
(j=1)f = r-iax{(;;-x)r s 3, (30-1)2 , J'f}
3'f = minf(g-1)2 , 32, (3'=1)2, 312} .
Il existe un J" <tel que J<Ji"CI' et que JUfLI'f ,
De fagon intuitive, en tenant compte de ce que £ n'a
pas de double descente, la condition peut &tre reformulde ainsi.
51 J et j§'>3 sont deux creux tels que Jf> j'f et
(j=1)£>(3*=1)L , 1) existe un creux J" entre j et j!
(J¢"< 3') tel que J"£<y's et la méme condition vaut
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ociand  J' = n et que [J'-1, j'] ect une descenie.
I1 résulte immédiatement de 12 A¢Tiniticn ocue toute pormuta-
tion ayant 0 ou 1 descente est une permutation d'Andvé, car

clle n'a pas de double descente et la deuxiéme condition est

trivialement vérifide.
ine permutastion f ayant exactement deur descenter

[1,5+1] et [';!',j'H] (j <3j') est une permutatior d'André
s3i les deux conditions suivantes sont réalisdes
(i) j+1 et J'+1 sont des creux ou bien j+1 est un

ereux et [3',3'+1] est une descente finale ;
(i1) 1'ona JE<I'f ou bien JEDI'f et (J-1)L(j'=-1)

Pour avoir une iddée concréte de ceite condition, le leceteur
pourra vérifier que parmi les six permutations de [6] qui sont
de 1a forme x 2y 3 2z 1 [{x, ¥ z}: {4, 5, 6} ) et qui sont
denc sans double descente puisqu'elternées, les permutations
d'André sont les deux pour lesquelles z = G .

En effet, puieque 2 = 2£f¢<73 = 4f , la condition caractéris-
tinve ne s'epplique qu'aux paires de creux Jj =2 ou 4 et
j'=6>f . Comme J£f =2 ou 4 > J'f =1 et comme i1 n'existie
aucun creux J" entre j et J' tel que Jvf<L jf (puisque
4f =3>6f =1) , on doit avoir (j-)f<&(J'-1)f , c'est-h-dire

x{z et y<z .

Nous noterons D (0¢n) 1'ensemble des permutations
d'André sur [n} et D“a 0% Dn* s en faisant conrme d'usage
= *
lz convention naturelle que pour n = 0 , D, eet un singleton.

Voici une table des DY pour n =0, 1, 2, 3, 4 .
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of 3 oy ={18 5 vy = {12, 2% ;
{123 , 132, 213, 231, 312§ ;
= {1234, 1243, 1324, 1342, 1423,

2134, 2143, 2313, 2341, 2413,

3124, 3142, 3241, 3412,

423, 41325 .

® +* »

(n notera que i =Cerd Dy = Card D, § 2= Card D, ;

]

D*
0
*

D

D

i

3
*
4

. _ *
5=CardD3 H 16~CardD4.

Par abus de notation, si I = {n'+1. ceey n'+m§ est un
intervalle de [n] et £ : [n] —> X une permutation, nous iden-
tifierons la restriction i‘lI 3 la permutation f£* : [m] —» If
(IfCX ) telle que Jf' = (n'+j)f identiquement.

IENE 3,2, Soit £ ¢ [n] —% X une_permutation d'André, Pour

tout intervalle I gde [n] , la restriction f£' = £|T de £ 2

I est une permutation d'André.

PREUVE. Ceci découle de la structure des conditions "8tre sans
doudle descente™ et (A) qui ne font intervenir que les éléments
t'w intervelle. [

Nous introduisons maintenant deux familles spéciales de
pemutations d'André que nous oppellerons respectivement (par
atug de langage) circulaires et ausmentées. Soit X un ensemble

fini de cardinal n (n20) ; une permutation d'André f sur X
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est dite circulaire (resp. gugmentde) ssi son dernier éldément

nf est égal & Min £ (resp. Max X ) . On note D (resp. A )

1'ensemble des permutations d'André appartenant & D qui sont
circulaires (resp. augmentées) 3 on pose D, = D’\D: et

A =An D: (n>0) et 1'on convient que D, eot vide et que
fet . On voit sur la liste ci~dessus que Card I)j =

1 pour j = 1,2 OardD3=1 ;CardA3=2;

A D

]

0=
Card A
CardD4=2;CardA4=5.

0

<

'd
PROPRISTE 3.3, Sodient neN et £ [n+2] > X une permutation

guelconque telle que

(1) (n+2)f = Min X .,

Les_trois conditions suivantes sont équivalentes

(1) La permutation £ est une permutation d'André (qui est

nécessairement circulaire) ;
(2) La restriction f£' = :t"“n-n] est une pernutation d'André

aumentée 3
(3) La_restriction £" = f’[n] = t" [n] est une permutation
d'André et

(11) 3j€ln] = 3" < (m+1)27

PREUVE, ILe lemme 3.2 donne immédiatement les implications
rep® =» '€ d* = fred” .
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Supposons (1) et premons J* = n+2 , Dfaprds (i),
d'une part [j'-1, J'] est une descente, d'autre part
on ne peut pas avoir J"f<j'f pour J"<J' . Donc
d'eprés (A) on aura (j=1)2<(j'«1)f pour tout J<J'
tel que [(j-1)yJ ] soit une descente.

Considérons J tel que (J=1)f = Max X ; le couple
[3-1 , 3] est une descente et par conséquent J = j' ,
c'est-d-dire (n+1)f = Max X ., La condition (1) implique
done (2).

Réciproquement supposons (3) , c'est-h-~dire que la
restriction fI[n] est une permutation d'André et que
l'ona (n+1)f =Max X, (n42)f =MinX,

I1 est clair que £ n'as pas de double descente.

D'autre mrt, prenant encore J' = n+2 , la condition (A)
est toujours satisfaite caf 1l ne peut pas cxister de

creux j<j' pour lequel (3j-1)£D>(j'-1)f .

Done (3) = (1) et comme (2) =(3) trivialement d'aprds
£1€0" 7€ D", le résultat est établi. B

COROLLAIRE 3.4, pPour tout n>0 les ensembles D, .,

Ay & D ont méme cardinalité.
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3. Bolynfmes d'André en varisbles non commutatives.

Pour simplifier, on eppellera polynfmes d'André

non commutatifs les polynlmes

AU =T0 {eU s zen et

DU =1 {20+ £en, } (n>0)
en les variables non ccmmutetives s et t . Dans la
propriété 3.10 ci-aprds, on trouvera deux relations
de récurrence sur ces polyndmes. Enfin, la liste des
polyndmes pour les premidres valeurs de n est donnée

3 la fin de ce chapitre.

LEME 3.5, Soit f 3 [n+1] —> X une permutation d'André.
Il existe exactement une valeur mg&n telle que

(1) 2|[m]ep ;

(1) m'>m, f“m']eb__-_-} m' =nmn ,

PREUVE, Il suffit de prendre m = (Min X)£~' et d'observer

que m = (Min([n']£))2™! pour tout m'ym . B

on notera £{') 1a restriction f][m] (m = (Hin X)£™')
et on appellera f(” le premier facteur de £ . ILa

restriction fl[n]\[m] sera le cofacteur de £\')

dons £ et on utilisera souvent pour abréger la notation

f“)" pour désigner [m] « L'importance de ce lemme est

dans sa réciproque.
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PROPRIFTE 3.6, Une permutation f 3 [p+1] = X est une

prrmitation d'André  soi posant m = (¥in ! y les deuy

restrictions £(1) - f‘[m] et f'= f l[n]\[m] sont

des_vermutations d'André . 53 ces hypothiges cont vérificeg

et n2t, f cst augmentie si et gseulement s'i) en _est

de ndne de T'
PREUVE. ILa partie directe résulte des lemmes 3.5 et 3.2
Suoposons done f(”, f'eD* et sans perte Az géndrelité
m<n . Comme mf = Hin X , [m, m+1J est une montée.
Dene £ n'a pes de double descente puisque ni i'“) ni
f' n'en ont.

Soit maintenant j et j!' deux valeura jucticiables
de 1o condition (A)e Si §, 3'€[n] ou € [n]\[m],
la condition (A) est satisfaite par £ d'apr’s 1'hypolhése
f“), £'€ D™, Si au contraire j>m>j' , la coadition (A)
est satisfaite par l'existence du creux j" = m entre

et j' . B

<.

L3 3.7, Soit £ : [n+1] —» X une permutotion d'indr:

[}
circulaire, 51 n =0, fU=8 et sl n>0 , fU = (I'U)t
ot ! = fl[n] . Par conséquent,
<]
D U = (AnU)t pour n>0 ,

TRCUVE, Le cas de n = 0 résulte de la difinition

(]
méme de U . 81 n21 , la variation de f se teraine

38



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #45 7-7-2009

Année 1971 1971-2. Nombres d’Euler et permutations alternantes

-27 -

par une descente puisque nf = Max X , (n+1)f = kin X .

Comme (n+1)f<1f , la formule est encore une conséquence

de 1a définition de U .

LEME 3.8, Soit £ t [n+3] —» X une permutation d'André

circulaire, On &
=M.
Y g“) est le premier facteur de g = f{[n-ﬂ] et

¥ le cofacteur de g(‘) dans £ .

o

PREUVE, TLe facteur g'') est la restriction de f &
[m'] od m'f est le minimum de X privé de lin X = (n+3)
et de Max X = (n+2)f . Donc [m,m+1] est toujours une

nontée de £

Distinguons maintenant deux cas
(1) m'=1 .0ne #Ve + , Conme TU se termine par
t puisque n+3-m'> 2 , on a donec £0 = 8.70 ot le résultat
est établi,
(i1) m* >1 ., Comme g“)én ’ g(’) se termine par la
descente [m-1,m] . Dono fU = M) ¢ ) o
(g“)U)' désigne le mot obtenu en supprimant le dernier
s de g(')U « De fagon équivalente fU = g(”ﬁ.?u ’
d'ol encore 1’!°I = g“)ﬁ.?ﬁ o
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COROILAIRE 3.9. Soit 2 ¢ [n+2] —» X  une permutation

d'André susmentée, On e
w=2M§, o
#(1)

ou est le premier facteur de £ et £' son cofacteur.

PREUVE., Définissons la permutation g [n+31 -3 X' par
g;[ni-z] =f et (n+3)g = Min X' ., Il est clair que g est
une permutation d'André circulaire. Soient g(') le pre-—
nier facteur de g'[ml—i] et g€ 1le cofacteur de g“)
dans g . On a gl°1 = (fU)t (d'eprds le lemme 3,7), f(”:g(”
et enfin E{’I =(£'U)t . Le lemme précédent donne d'autre part
1'identité

b =g . b
c'est-d~dire

(z0)t = £VG . (o)t
le corollaire est donc établi en supprimant la dernidre
lettre t de 1'identité précédente. [§

PROPRIETE 3.10, Pour tout nx0 on a les identités

(5) AU =TT [5] Dy 0 ¢ Ay g0

[ [] []
(3.2) DpesV = 1o [x;;]DJ-HU ¢ Doy o
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PREUVE, Ia propriété 3.6 donne une bijection entre A,
et les triplés ( X'UX" , f(” s £1 ) ol X'UX" est
une partition de X\ {Min X , Max X} ’ f“) une permu=
tation oirculaire d'André sur X'Uf{kin X} et £' une
permutation augmentée sur X"u{Max x} o La permidre
formule découle alors du corollaire 3.9 et la deuxidme

de la premidre et du lemme 3.7 « B

REVARQUE 3.11. Ona D0 =8 et D0 =+t . D'autre part,
la formule de récurrence (3.2) a la méme structure formelle
que la relation binomiale sur les polyndmes commutatifs

D, qui s'écrivait en effet (voir formule (2.4) )

(3.3)  Dpys = T [§1D444 Dpiny (n20) .

Ceei montre que les polynfmes Dnﬁ constituent bien une

version non commutative des polyndmes d'André Dn(s,t) .

REMARQUE 3.12. Lorsque les variables s et + commutent,
on a sussi la formule exponentielle

(3.4) )&(ﬁn (u"/nt) D, = ¢ nxp[{z'n (u"/nt) D ]

(voir formule (2.1) ). En fait, les formules (3.3) et
(3.4) sont gquivelentes. On peut s'en convaincre par 1l'argu-
ment suivant., La série formelle égale & + fois 1l'exponen~
tielle de &n(un/n!) D, eet unique. Oeci résulte du fait
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que l'exponentielle est une bijection de l'ensemble des série
formelles sans terme constent sur l'ensemble des séries
formelles de terme constant égal &4 1 , Or par dérivation

de (3.4) par rapport &4 u , et identification des termes

de m&me puissance en u , on obtient justement les formules

(3.3) .

Cette équivalence n'est plus valable lorsqu'on suppose
8 et t non commutatifs. Plus exactement, on n'a pas de
formule exponentielle ayant méme structure formelle que
(3.4) avec les polyndmes Dnﬁ . Seule subsiste la
formule (3.2) , qui doit donc &tre regardée comme la

généralisation non commutative de la formule exponentielle.

REMARQUB 3.13. Une autre fagon d'établir directement la
formule exponentielle (3.4) sans recourir aux arguments
anslytiques du chepitre 2 est de faire appel aux techni-
ques purement combinatoires du composé partitionnel, déve-
loppées dans notre précédent mémoire (Foata, Schiitzenberger
(1970) ). L'ensemble D¥ est, en effet, le composé parti-
tionnel de l'ensemble D des permutations d'André circu-
laires. Indiquons repidement comment on peut le démontrer.
Soit £=1f 4 2f . vee » nf (n>0) une permutation
d'André. Elle admet une factorisation unique

( 8(1) ’ 8(2) ) cee 9 g(k) ) telle que
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(1) 1e produit de juxtaposition g(” g(?) aes c(k)
goit égal A T 3
(2) chaque g(j) est une permutation dtlndré circulaire
(3) la suite formée par les dernidrec letires des mots
p;(j) est croigsante,
Par cexemple, la factorisation de
fT=8627121312 411141573 10 %
eal donnée par
(869712131 ,2, 4114153, 105 ) .,
L'ecxistence et l'unicité de cette factorisation peuvent
8tre démontrées en utilisant le lemme 3.3 . Supposant
g et t commutatifs, on pose pour tout feDn* {n>0)
£p. b= (2.5 0)0 .

I encore, 4 l'aide du lemme 3.8 , on peut vérifier que

}L est multivliicative. D'oprds la proposition 3.12 de la

référence citée plus haut, on en déduit 1'identitd
1+ (w"/nt) DX¥U = 1xp %: (u"/n!) a .
%—?_n nl“ I <n ")"]
T'identité (3.4) en résulte en obzervant aue

D:j.t.t = Dn+2(e,t) et "*n}": Dn(s,t) pour n>0 .

TAPLES 3.13. Pour terminer ce chapitre, nous donnons le
liste des polyndmes %U et Dnﬁ pour les premidres

valeurs de n ., Ces polyndmes peuvent &treo évidanument
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calculés A partir des formules de récurrence (3.1) et (3.:

AU =1

A2U=s

AU =62 + ¢

A4U=s3+2at+2ts

A5U=s4+352t+55ta+3t92+4t2

A6U=35+4s3t+992ta+99t52+4ts3+12 st2+10 tst
+12t29.

DU =&

1
et pour n>0 , on & Dn_ﬂtol = (%U)t .
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s
4, COMPLEXES D'ANDRE ET FORMULES DE SYI-{E’TRIE.

L'objet de ce chapitre est de trouver un équivalent non
commutatif & 1'identité (2.9) qui s'écrivait

2D"=2+% - 82 + D2 ,
o'est-3~-dire un équivslent non commutatif A L'ensemble

des identités
n \
Dy=8 , Dy=t , 2D, =0£sn[i] Dyt Dpogyq B>

les permutations d'André définies dans le précdédent chapitre
se prétent mal & une telle extension, Nous allons donc leur
faire correspondre, de fagon bijective, d'autres permutations
dites permutations d'André de seconde espeéce, qui, elles,
rermettent cette extension. Pour définir cette correspondance,
il semble plus aisé de considérer un moddle abstrait, appelé
complexe d'André, de construire ensuite la bijection naturelle
entre deux complexes d'André (section 4.1 ), enfin, de montrer
que les permutations d'André et celles de seconde espdce

sont deux complexes d'André particuliers (sections 4.2 et
43 ). Nous aurons en fait encore besoin de cette bijection
dang le chapitre 5 . Enfin, la formule non commutative qui
généralise la formule (2.9) est donnée dans la section 4.4 .
Elle apparait comme une simple application de la propriété de

symétrie qui veut que dans 1l'ensemble An des permutations
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d'André augmentées, il y a autent de permutations £ telles
que fU = w que de permutations g +telles que gU = w
le symbole £+ désignant le mot retournéd déduit de w .

1., Définition des complexes d'André.

Supposons donné pour tout n 20 un ensemble Yn
d'applications de [n] dans [n] « Pour n =0 , on suppose

que Y, est un singleton {e} et 1'on pose Y = }6)0 Y, .

DEFINITION 4.1. On appelle composé bipartitionnel de Y
de degré n (n»1) , l'ensemble, noté Yx(xZ) , de toutes les
paires {(f‘ .x,) ’ (f2,x2)} satisfaisant aux deux conditions

suivantes

(1) X, et X, sont deux emsembles disjoints de réunion
1 2
[n] N {1} 3

(2) fjeYnJ avec ny = Card XJ pour J = 1,2 .,

0n pose Y‘()Z) = Yo = {e§ et l'ensemble Y(z) = LJO Ygz)
n
est appelé composé bipartitionnel de Y .

Dans la définition qui suit, nous conservons les mémes
notations,

/

DEFINITION 4.2. 81 pour tout n0 , les ensembles Y et
Yz(xZ) ont m&me cardinal, on dit que l'ensemble Y a la
propriété d'André. Si, de plus, ¢ est une bijection de Y

46
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sur Y(Z) qul envoie Y  sur Y(a) pour tout n»0 , on
n n v

dit alors que le couple (Y,P) est un complexe d'André.

Notons que le composé bipartitionnel de degré 1 est
réduit & 1'é61ément {(e,¢),(e,¢)} . S1 donc Y a la propriété

d'André, on a nécessairement Card Yy=1.

NOTATION 4.3.. Soit (Y,p) wun complexe d'André. Si
{(fi,x1) R (fz,Xz)} est 1l'image par ¢ d'un élément £
de Y, (n>2), 11 sera commode de noter
£, 1le couple (ordonné) (f1,f2) 81 1l'on a 2¢X, et
£f, 1le couple (ordonné) (f,,fa) si 1'on a néX, .

Dans la définition qui suit, on trouvera 1l'équivalent
abstrait de la notion de variation réduite, comme nous le

verrons dans la section 4.2 .

DEFINITION 4.4. Soit is,tf* le monoIde libre engendré par
les deux variables s et t . Etant donné un complexe d'André
(,Y,'f) » on définit par récurrence deux applications W, et
W2 de Y dans {s.t}* de la fagcon suivante @

d'abord fW, = fi, =1 (é1ément neutre de {s,t}* )
gi £ appartient & YOUY1 ; ensuite, si £ est dans Yn
(ny2 ) et si ﬂpj = (£, f2) (3 = 1,2) , on pose

fWJ = s.rzwd si X1 =¢ (1.e, sl f1€Y0)

= L Wbt Wy 8l Xy 40 (lee. 81 £y £ Y)

pour 381'20
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En fait, 11 y a deux bijeotions naturelles €& et 6!
& construire entre deux complexes d'André (Y,¥) et (Z,‘}*) .
La premidre vérifie ewj = "3 pour J = 1,2 et la deuxilme
e'w1 =W, . Leur construction se fait de la fagon suivante
d'abord © et ©!' é&nvoient 1l'élément unique de ¥y
(resp. Y, ) eur 1'élément unique de Z, (resp. z, )
ensuite, pour feY, (n22) , on construit par

récurrence les suites
-1

(1) £ fie,,x,), (2,0} = {(£,0,%,),(£,0, 5,0} > ¢
-1

(4.2) £ 5 £(2,0%,)0(£,,X,0F ~» {(£,00,%1),(5,00,x))1 = @'

ol X; =X, et X) =X, eil'un des deux ensembles X, ,
X, contient 3 la fois 2 et n et ol

Xy = xjx{z}u{nj et Xy = ([n]1})~x]
(byk=1,2 3 J k) ol IJ contient 2 mais pas n .
Dans les deux suites (4.1) et (4.2) , on pose g = f& et
g' = 18' , Les deux epplications © et ©' sont bien définie
par récurrence sur n , car si f appartimt & Y, et sil'e
a fy= {(f“x‘),(fz,xz)} » les deux fonctians f, et f,

appertiennent & des ensembles YJ tels que 0¢j<¢n .

7 N\
THREOREME 4.5, Les deux applications © : £ - g
et ©': £ —» g' géfinies par récurrence en (4.1) et (4.2)

sont_des bijections de Y psur 2 , envoyunt Y, sur Z,
Rour tout n20 et patiefaisent i
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fW, = gW, , fW, =gV, et W, =g'V, .

PREUVE, Par récurrence lea applications

15,00, (2,%)8 = {(£,0,%,),(£,8,%,)]
et Uty oX, ) o (£50X,0F —> {(2,0,X]),(£,8,%3)%
sont des bijection de Y1(12) sur 31(12) . Par conséquent,
en eppliquant @ et +"1 aux deux bouts de la chafne
d'applications en (4.1) et (4.2) , on obtient bien des

bijections de Yn suy Zn .

On a, d'eutre part, £V, = gW, (resp. v, = g‘.iz) car la
définition de Wy, et W, ne dépend que du caractére vide
ou non vide de l'ensemble qui ne contient pas 1'élément

2 (resp. n ) .

Recte & vérifier fw1 = g'wa « Supposons 26X2 . Si
¥, contient sussi n , on & X,' = X1 et Xé = X2 « Par
conséquent,

iy = 85,0, = 8.2,8W, = g'W, si X, = ']

= f'w1 .t.fz\'l' = f19\‘12.‘t.f29'ﬂ2 = g'W2 si X,‘ £0.
31 au contraire Xz contient 2 mais pas n, on a
Xy = Xy\{2fuinf et X] =X, u {25 {n} .
De 13, X1 n'est pas vide et 1'on a
fw1 = f1w‘ -tonW.‘ = f19w20tof29w2 = g'Wa .

on pose Y Wy =T frwy ¢+ €Y} pour nz0 et j=1,2.
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Les polyn8mes (an o satisfont une identité binomiale

ny
(j=1,2) déorite dans la préposition suivante.

PROPOSITION 4.6. Soit (Y,9) un complexe d'André, On a
Y,WJ.-.! (1=1,2) et pour n30 et j=1,2, ona
1'identité
n .
(43) Y oWy = .Y, Wy 4 Ié én[i] YWy o b o X W5
PREUVE. Soit (f1,f2) un couple dfapplications telles que
f,eYn1 » fzeYna et ny +n, =n+2 , Utilisant la notation
4,3 , on voit que le nombre d‘applications f appartenant
3 Y,.p telles que f¢ = (f1,i’2) est égal au nombre de
couples (X1 ,xz) de parties de N satisfaisant 2
LNX,=¢ , 2€X, , X, UX, = [n+2]\{if. Ce nombre est
égal au coefficient binomial [g] avee i = Card x, e On
a par conséquent
ToaoWy = L §2¥) 1 2€Y, 5}
=T {eut W, 2 £EY ,, £ = (£,1,) , £, = e}
- rn . _ .
+1 <n[i] I if1‘l1.t.f2W1 t £EY ., ﬂl—"\(fﬂfg‘
2,7t
n ,
. P JE Wt 2 £ EY,
T,ex

N+l =i
=8.Y W, o+ T (3] ¥,w, .t LA
n+1 "1 1$f‘n[1] 191" 411"

ILa relation binomiale pour W, se démontre de la méme fagon
en échangeant les r8les des éléments 2 et n+2 , 5

Soit Y. Wy = g.Y_ W, +
n+2 1 n+i 14 1<T¢
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REMARQUE 4.7. On a vu dens la propriété 3.10 la formule
n [+]
‘n+2f = [3] Dj-n‘o’ o Ayl .
Comme D1U =8 et Dj+1U = AJU.t pour J >0 , cette formule

peut encore s'écrire
AU = BeA U + 1

D'autre part, comme on a A1U = Y‘“J =1 , on voit que les
femilles des polynémes (lan)mo ot (thj)n70 sont iden-

tiques ( J = 1,2 ), Dans la section suivante, nous allons

1 sn[f_;] AU .t oA, 4T .

justement vérifier que les permutations d'André augmentées
forment un complexe d'André et que la fonction W, associée

est précisément la variation réduite U .,

2, Le_complexe des permutationg d'André.,

Les permutations d'André ont été définies dans la section
342 » Soit X un ensemble de cardinal n ; on désigne par
@y ¢ X —=» [n] 1'unique application strictement croissante de
X sur [n]. Soit £ : [n] ~» X une permutation d'André
augmentée sur X . Comme la définition des permutations
d'André ne fait intervenir que ltordre mutuel des éléments
de X , l'applications f&x est aussi une permutation d'André

augmentée, mais sur l'ensemble [n] .

Considérons majintenant l'ensemble A = An ol An
0

ny




M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #58 7-7-2009

1971-2. Nombres d’Euler et permutations alternantes Année 1971

désigne toujours ensemble des permutations d*André aug-
mentées sur [n)] (n20) et fommons le composé bipartitionnel
A(Z) de A, Pour f dans A, (n?0) , on pose n = (1)~ ’
puis g = f’[m-—i] v 8 = f’[n]\[m] y Xy = [m-1]  ,

X, = ([a]\[m])f ot enfin £, = By, £, = gaukz .

PROPRIATE 4.8. L'application
QP 8 £ > {(f1 ’xi)t(favxz)}
est une bijection de A, sur A2 pour tout n>o.

PRZUVE. D'aprds la propriété 3.6 , les applications g, et

8y sont des permutations d'André ssi £ est une permutation
d'André. D'autre part, 8, est augmentée ssi f 1'est.

I1 résulté donc de la propriété 3.3 que £ est une permutatior
augmentée ssi & et 85 le sont aussi. D'antre part,

f1 = glwx1 et f2 = gzwx sont aussi des permutations

d'André augmentées respectivement sur [Card X1] et [Gard X2 J
I1 est enfin clair que les couples (f1 ,X1) et (fz.xa)

caractérisent complditement les fonctions g4 et 8y o

COROLLATRE 4.9. Le couple (A,$) ou 4.0 est défini dans la
précédente propriété est un complexe d'André.

L'application U défini dans la section 3.1 servait

4 repérer les descentes et les montées des pexrmutations
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i'André, Elle est en fait égale & 1l'application W, (Cf.
définition 4.4 ) .

s A

PROPOSITION 4.10., Sur l'ensemble A , les deux applications
U et W, sgont identiques.

PREUVE, D'abord f£U = wa =1 pour fE€A, VA, . Soit féAn
(m2) et f+2 = (£,,£,) . Si l'ona £,€Y;, 2lors

fil, = 9.EW, 5 S0it fwa = 8,fU par récurrence. D'autre part,
la premidre lettvre de £ &tant 1 , le mot £ débute par
me montée, On a donc £U = s.fo y dfol fwz = fU , 8i 1'on
8 £‘¢‘£° » Par Téourrence, il vient T, = 2,020

D'autre part, on a I = 2,U.%.2.0 Atuprds le corollaire
3.8 e% le lemme 3.7 . La proposition 4.10 en découle. E

3. Les _perputations d'André de seconde espice.

Nous introduisons dans cette section une deuxime

classe de permutations appelées permutationg d'indré de seconde
espdce. L'ensemble de ces permutations sur [n] sera noté

B, (n30) . Soit £ : [n] > X wune permutation. On note

Xys Xy eeey X, la sulte croigsante des éléments de 1'ensem-
ble totalement ordonné X . Pour nd0 on désigne par Z£T
la permutation déduite de £ par suppression du plus grand

élément X, de la suite 1f . 2f . e¢e « nf . Zn d'autres

termes, 81 1l'on a mf = x, pour un certain mé[n) , alors
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T 2 1f ¢ 22 o eee o« (M=1)f . (M+1)f ¢« see » nf . Notons
que 81 n:= 1 , £T est le mot vide noté e .

.

DEFINITION 4.11. On dit qu'une pemwmtation £ : [n] —» X

a la propriété (A) 81 elle n'a pas de double descente et ne
finit pas par une decncente, c'est-d-dire s'il n'existe pas
d'entier J te1l que 1<j<n-1 ot JE£>(j+1)0>(j+2)f

et si d'autre part on a toujours (n-1)f<nf 1lorsque n>1 .

DEFINITION 4.12. Une permutation £ : [n] ~—>X (n> 0) est

une permutation d'André de seconde espdce si les (n+l)

permutations £ , £T , eeo 5 £17 ( = e ) ont la propriété (a) .

Par exemple, la pexmutation f =312 6 45 est unc
permutation d'André de seconde espdce, car elle-m&ne, ainsi
me lee permutations déduites de £ par suppression suecessive
@ 6,55 5 eoey 1 , 2 savolr
MM =31245 , 2% =3124, P =312,
=12, =t , 20
ot toutes la propriété (4) .
DROFRTETH 4.13. Une permutation f s [n] —» X st uno

- -1
permutation d'André_de seconde espdce sai posont m = (Hin 0T,

lea deux xestrictions g, = f‘[m»l} et &, = i" [n]\[n] nont

dcg parmutationg d'Andrd de seconde espdce, S§i cen hypothdnes
mont vérilides ot _si ny2 , ona kf = x, = Hin{X \Min Xj
pour un indice k %el que 1<m<k<£n .
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PREUVE, D'abord, si n=1 ,0na g =g, =¢ ot 1l nty a
rien & démontrer. Supposons n>1 . Favr d/finitlonm deo ¢ ,
on a toujours pour 1< 1i<n-i
f!:\i = Ti' x Tiz
YR e X 8 .

pour 113.0 ’ 12;,0 et 11 + 12 = 1 . Suppenona g7 L de

longueur (m,~1) , clest-A-dire (m,)(rri) =x, . Sai @ L
finit par une descente, la permutation »fTi a une douule
descente [m,~2 , m,] . D'autre part, du fait que =x; = Lin X,

1e permutation fTi ne peut avoir de dcscente en

[m,m,+1] « I1 en résulte que £l a1a propriété (4) ei
3 i

et eculemont 32il en est de méme pour 8T toet g% 2,
Par congéquent, £ est une permutatiocn d'André de seconde

egpdece nsi 11 en est de méne pour 8 ot & .

Supposons enfin que f soit une permutation d'Andrd de
scconde espeéce. La permutation fT"'z ne contient que lea
¢Lémenta x; ot x, § comme, d'autre part, clle a la proprifts
) , on a 172 o XXy » I.'é1ément x, ost donc toujours

apehi x, dang une permutation d'André de seconde esplce.

Comme précédemment, si X est un ensemdle totale-~
rent ordonné de cardinol n , on note MX 1'uniqgue applica-

tion strictement croisssute de X sur [n] . Soit £ wun~

ot
Ut
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peruutation d*André de seconde eapdce sur

fni (n>0) .
On pose m =

(e, gy =[], gy =] ],
X, «(m=1DD2 , X, =([n]\[m])2 et onfin £,

e ML o
PROPRIETE 4.14. (1) L'application

agt une hijection de B gur Bn(z)

n e

pour tout =n»0 .,

(2) Le couvle (3,¢) eut un conplere d'Andrs.

(3) Sur l'ensemble B 1les deux applications

U ot W, sont identigues.
PREUVE, (1) Si n = 1 la propriéié est triviale., Supposons
n>t;

11 résulte de la propriété 4413 que ¢ envore R

iang B!(la) « Considérons un couple de parties (X’,?Cz) de
] telles que X, nX, =@ , X UK, = [ni~i1f . 2eX,
et Card x, = m-1 o Il est clair que ¢ envoic, de fagon

bijective, les permutations f¢& Bn tolles que mf = 1

et
[:-\lf =

X, sur les paires {(:t‘1 ,x;),(fa,xé)} de Br(zZ)
telles que x; =Xy xé = X, . D'autro part, si pour £, f°
s B yona 1f=m , 1£' =n' et [m]f # [m'J2',
les deux images f¢ et f'¢ gont distinctes. Enfin, on

Nilent tout Bn et tout B‘(Iz) en faisant varier x, dans
U'ensemble des parties de [n]\[2] .

La partie (2) résulte immédiatement de (1) .

(3) 8oit fe€B, et f¢, = (£,,f,) . Loraque f est
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dans BOUB1 » Ou lorsque £, = e , il suffit do reurondre 1la
preuve de la propriété 4.10 pour montrer que 1'on & fU = fW, .
Reste A considérer le cas £, # e . Par définiticn de T,

{(veir notation 4.3 ) et par récurrence, on a £, = £U.t.L,U .
Posons 1f£f=m ; ona m>1, Comme f1 ne finit pas par une
descente et que le couple [m,m+1] ne peut &tre une deucente

rour £ , on a2 aussl fU = f,U.t.fo . D'ol encore fW, = U . ﬂ

PROPOSITION 4.15. Posons Y =B gt 2 = A . Alors 1'appli-

cation ©' définie en (4.2) est une bijection de 1'encemble

B des permutations d'André de seconde espdce sur 1'ensemble

A des permutatious d'André, satisfaisant

fUu = £e'U

pour tout £ dang B .

PREUVE, D'aprés le corollaire 4.9 et la propriété 4.14 , les
couples (A,§) et (B,¢) sont des complexes d'André. Comme,
d'autre part, la fonction U est égale A W, sur B et 3
W, sur A , la proposition découle du théordme 4.5 . Eﬁ

EXEHMPLE 4.17. On vérifie d'abord que la bijoction 6' ¢ B ~» A

envoie les permutations 1 , 12 et 123 sur elles-wuénes.

De (4.2) , nous obtenons X

312 5 {1,131, 01,620) ¢ = 301,{28),(1,{31) § LA

et (312)U = (213)U = + . De méme, K

5123 S {12, {a,5%),(12,§2,3)} — {(12.{2.4&).(12.{3.5})}—"3
24135

et (45123)U = (24135)U = sts .
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A la fin du chapitre 5 , on trouvera le table de correspondance

e': Bn""An pour 1< n<5 ,

4, Propriétés de syméirie.

*
Soit w=ww, ..o uy (k>0) un mot du monoide {s,8} ;
Le mot retournd Y eat aéfini par
ns
w = ukuk—1 coe u1 .
D'autre part, pour un entier 4 deé l'intervalle [k+i] , on
définit
wr1=“1 ese \1‘1_1 tu1+1 oes uk si 16151{ ’ ui=8
=Wy oeee Uy 4 8 F Uy, eee W Bi 1<ick , u =¢
=W 8 81 1 = k+1 .
Posant w' = w 10 le lemme suivant a pour but de déterminer
la transformation I':" qu'il feut appliquer au mot retourné

~ ~
w pour retrouver le mot retourné wt! .

LEMME 4,18, Soit w = WU, eee W un mot de longueur k
(x>0 ) dumonofde §s,t™ . A tout entier 1 de l'intervalle

[ 2 >a A S

[k+1] on sssocie 1'indice J défini par
(1) J = k=141 pi 1<1¢k , vy =83
(2) 3§ = k=l+2 o3 1edigk yu; =%, 08 4 estle

plus_petit entier sstinfaimant b 1< f<i et

= R LI

i-¢
ueue+1 cee uiﬂs t
(3) §=k-f+2 83 L =%ket , od ¢ est, cotte fcis, le

plus_petit entier satisfeisant 3 12£ £ k41 et

SRR 8 Y o PO e R TR
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k€41
u1 see Ue-.‘ 8 ﬂu‘uz ese u-k .

dors 1'application 4 —» § est une bijection de [kﬂ] sur

bi-m2me satisfaisant &
] ~
Wri = WG .

REUVE, DPosons w' = wr, e« Dans le cas (1) , on a
v t
Nw = uk see ui+' [+ txi“" coe u‘ (-]
W' = “k XX ui+1 t ui"" eve \l‘ .

1 est clair que 1l'entier J = k-i+1 est le seul entier de
[k+1] pour lequel on att ';"P:! = W' . Dans le cas (2) , on a
~
W= U oeee Uy, tui_’ cee Uy et

n

w' = uk'... ui+1 ts ui_1 ces u, H
it encore, par définition de £

~n -

W= u-k ese ui+1 + ai tul-—‘ coe u1

~

wt = Y eee Uy g ts Up g eee Uy
wee { =1 ou £>1 et W _y =% . On voit donc que pour
ragsser de ¥ oa ’:' il faut ajouter une lettre & & la séquence
sj“"8 « La seule fagon d'obtenir ce rajout en appliquant une
transformation Pj est de faire opérer Pk-8+2 . En effet,
i £=1,o0ona %I‘k_e+2-'€‘:1"k+,=’€:’a-’;r’~.:;1 2)1,1&
lettre uy_ , dans ¥ est transformée en et et 1'on a sncore

fleg4p = W' « Enfin, dans 1s cas (3) , on &

Ve ok"e’” Uy g eoe Uy et
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14 encore, on a Aéf’j = % pour le seul J = k-l+2 .
Le caractére bijectif de 4 —~» j provient du fait que pour
tout 1 dans [k+1] , i1 n'y a chaque fois qu'un seul entier

3

~ A
J qui vérifie la propriété w]l = wl; . %

Soit maintenant f une permutation d'André de deuxidme
espdce sur [n] ( nx2 ) . Comme f n'a pas de double descente,
sa variation (voir section 3.1 ) £V n'a jemais deux signes -
congsécutifs. Done lorsquton remplace dens £V toutes les paires
successives -+ par t , il ne reste plus dans le mot £V
que des signes + , que l'on remplace alors par des letires s
pour obtenir la variation téduite £U ., Les lettres égales
34 t dumot fU correspondent donc aux descentes de f
et les lettres s aux montées non précédées de descentes.,
Appelons distingués (pour £ ) 1les entiers m de [n+1]
pour lesquels l'une des conditions suivantes est satisfaite

(1) m=1 , mf<(mnt1)f

(1') 1¢mgn-1 , (m=-1)f<me<c(m+l)L ;

(4.4) (2) 1<n<dn=-t , (n=1)f>nf ;

(3) m=n+ ,

Les entiers définis en (1) et (1') sont les entiexe cui
correspondent sux montées non précédéos de descentes ; ceux
définis en (2) correspondent sux deacentes de f . On a

1'inégalité stricte 1<m<n-1 en (2) car f ne peut se

terminer per une descente.
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Si m est le i-3me élément distingué pour £ , c'est-i-~
dire sl 1l'intervalle [m] contient exactement 4i dindices
distingués pour f , on pose mle= 4 ,
la variation réduite fU de £ sera notée fU = uu, «oo Uy
de longueur k ( k>0 ). L'application T est ainsi une bi-
jection de l'ensemble des éléments distingués pour £ sur
1'intervelle [k+1] . On a en particulier (n+1)T = k+1 .
IL'application inverse de I est notée l:"1 . Pour n32,
on désigne par ﬁn l'ensemble des couples (f,i) ou £
appartient 3 B, et oh, lorsque la variation réduite de f

est de longueur k , l'entier 1 wvarie de 1 & k+1 .

PROPOSITION 4.19. L'spplication
dégi

nie -1
8 = 1t o o0 o (m-‘)f « n+i . mf e ece o nf
un¢

e par m = iU

it

et

e.bljection de B, eur B,,, satisfaisant i

ranpcgny n

est

PREUVE, Soit £ un élément de B, (ny2 ), de variation
réduite fU = WUy eee Wy (kx>0 ). On obtient un élément

de B, , ©8i1l'on intercale (n+l) dans le mot 1£,2f. ... .nf
sans engendrer de double descente ot sans créer ds descente
finele, L'exemen des conditions (4.4) nous montrc que l'inter-
calement de (n+1) entre les lettres de (m-1)f o% nf donne

un élément g de B,4q ©5i l'entier m est digtingué pour £ .
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De plus, 1ltapplication (f£,1) —» g est évidemment injective.
Pour dmontrer la surjectivité, on considére un élément g

de Bn+1 et 1'on note m l'entier défini par mg = n+t .

Per dé¢finition des permutations d'André de seconde espdce, la
parmatation f = gT déduite de g par suppression de (n+1)
appartient A 1311 « I1 nous suffit donc de vérifier que l'entier

n eet distingué pour £ .

Trois cas sont 4 considérer

(1) m=1 ou 1em<n et (n-1)g<(m+i)g ;

(2) 1<m<n et (m«t)g>(m+t)g ;

(3) m=n+1
Dans les cas (1) et [(2) , on & forcément (amti)g< (m+2le ,
tr witrenent [m,m+2] serait une double descente dans g .
(n voit encore que les trois précédentes conditions sur g
inpliquert les conditions (4.4) sur £ , clest-d-dire que

v est distingué pour £ .,

ieste A compavrer les variations réduites de £ et g
dans 1a correspondance (f,i) —» g . Dane le cas (1) , on a
80 = Uy wee Uy g T UG eee Wy
dng le cas (2) , on a gU = Uy oees Uy g Bt WL eee W
¢t dns 1o oas (3) gU = uy .ee W, 8 . Dans les trois cas,

mabien gU = fUI} per définition de I, . P
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REIARQUE 4.20. L'application inverse g —» (f,i) de I
sur T‘n est évidemment donnée par

f = g0 (permutation déduite de g par curpression de n+l )
et 1'entier i est le nombre d'éléments distinguées pour

dens 1'intervalle [m] ol mg = n+l .

Noue avons dégormeais tous les dléuents pour définir 1o ofic:
tion ¢ de B, sur lui-méme satisfaisant &
3) ;{J = gpU  pour tout ge€B .

Pour n=1, il n'y a rien & démontrer, Pour n = 2 , l'ensem-
ble B, est réduit & la permutation 12 , de vuriaiion réduvite
s et ? est trivialement défini comme 1l'application idonilique
de B, o Supposons n+1x3 et soit. g un é1lénment de Bn+1 .

Si le mot gU est symétrique, ctest-d~dire si g}‘ = gU , on

pose

(4.6) g =gp =g .
.2 2¢ mot gU n'est pas symétrique, on considére la suite

deg applications

=1 o
(4.7) g =y (1,f) =» (§,£') —=> g
Bn+1 §n+1 En Bn+1

dans laquelle
(1) ¢! est 1'inverse de la bijection définie dans la
propogition 4,19 ;

(2) 1 -+ 3 est la bijection définic dans le lemme 4.15 ;

(3} £-—»12' est la bijection p de B, sur lui-méme qu'on

suppose définie par récurrence jusqu'id l'ordre n ;
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(4) G eot la bijection définie dars la proposgition 4.19 .

Par récurrence, on :".’VU = f'U et £ ~»f' est une bijec-
tion de B, sur lui-n8me. Les deux mots fU et £'U ont
on particulier m8me longueur et l'application (1,t) ~> (j,f)
est donc bien une bijsction de En sur lui-méne. Le produit
de composition défini par la cuite (4.7) eat donc bien une

bijsction de Bn-H sur Bn+1 » Qu'on notera psre—> &' .

Dtautre part, on a successivement
&u = ;t’UI’i d'apras la proposition 4.19 ; puis posant
v=fU et w' = wr'i . On a, d'aprds le lemne 4.18 ,
o= Y d'oh par récurrence f'U =W et gI’J =% = Tv.l'"'j = 1’.'UI"‘,j

infin, d'aepr®s la proposition 4.19 de nouveau
&0 = &'V .

Lagsenblons ces résultats dans un théordne.

e ot KTV Tl

’ N
IMEOREE 4,20, L'application P de T dang I gui_envoie

gnr eux-inémes les éléments de B.UB,UB, et cui, lorsque
(VRaig 2

¢ eak.dang B, (n+13 3) est définie par sp=g'
selon les relations (4.6) et (4.7), est une bijection de
B sur lui-m8me ayant Ja propridié suivante

81 & est dang B, et 8f gU=vw, plors gp est dang

B, ot gpU =¥,
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EXEMPLE 4.,21. Supposons g = 12534 , appartenant a ]Es5 , de
variation réduite gU = sst . Déterminons g' = gp définle
en (4.7) « D'abord f = gl = 1234 et m =3 .
Comme 3 est le troisidme élément distingud pour  , on &
i =3, Par suite gtr"1 = (3,1234) . La variation réduite de
£ est wuuy = 888 , de longueur k = 3 et symétrique. On
a ainei f' = £ = 1234 , d'aprdes (4.6) . Comme wu; = ug =8,
l'entier J (d'aprd®s le lemme 4.18 ) eat défini par

J = ked4l = 3=34¢1 = 1 ,
Par conséquent g' = (1,£')0 = 5,1£1,28 .37, 4" = 51234
et 1'on a bien g'U = tss . Une table de correspondance

pour la bijection est reproduite & la fin du chapitre 5 .
P

D'eprés la propriété 3.1 , s1i f est dans B (n>0),
de veariation réduite fU=w , on a
2]w[t + |w|5 = n-1 ,
I1 en résulte que si l'on considdre un mot quelconque w
de {s,t}* il existe un et un seul entier n>0 pour lequel
1'ensemble B,n wU" n'est pas vide. Une des conséquences du

théor2me 4,20 est donc que l'on a

-1

(4.8) card wU™! = cara W™

pour tout we{s,t}*, clest-A~dire que dans tout Bn il ya
autant de permutations £ telles que fU = w que de permu-

tations g telles que gU = V.
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D'autre part, pour n30 , on peut écrire
(4.9) B, U= I:iw card WU~ ; wEls,th , 2lwly + 1wl = n4lg

et d'aprds (4.8) , ce polyndme ne change pas si l'on trans—
~S

forme dans son expression (4.9) tous les mots w en w .

Prenant alors un complexe d'André (Y,¢) arbitraire, on voit
que le polynéme szwj (voir proposition 4.6 ) o la méme

propriété ( §=1,2 ) . Or on a d'aprds (4.3)

n
(4.10) Yn+2wj = s‘rn-nw;j + 1§<n {1) Ty¥geteYnira¥;

(3 =1,2) .51 1'on retourne dans (4.10) tous les mots w ,

on obtient done l'identité

n Y
(4.11) Yo Wy = T (Wyes + 12;“ [1] Ynaragiiyete¥y¥y
soit
n 1 V..
(4.12) T, oWy = 15@ [am1] Y¥getely g gy + TppqVyes
qui eat en feit une nouvelle ldentité sur les polyndmes

( rnwj )n),0 . Par addition des identités (4.10) et (4.12)

on obtient
n+
(4.13) 2 Y oWy = 8T, Wy 4 p) <n[ 1] TWgetady g gWy +
Ynﬂ'dj.s

pour J = 1,2 et n30 .,
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L'identité (4.13) est un équivalent non commutatif en
leg variables 8 et t de 1'identité (4) de L'introduction.
En effet, lérsqu'on prend le complexe d'André (A,¢) et
0, = U , cette identité s'éexrit

n+1
ok i JAUCER g + Ay Ves

~

2 Ay oU = B.A U+ 15

Fultipliant cette identité & droite par + , on obvtient,
d'apris le lemme 3.7

o 0 n+ o o

2 Dpy3gU = 84Dy, o0 + 12;@[ i ]DiU‘Dm-?—iU + Dpi2Uet
ot +~' a une interprétation évidente. D'aprds la remarque 3.11
on sait que l'image sbélienne des polynémes Dnﬁ

donne précisément les polynénes D, = Dn(a,t) considérés dsns

le second chapitre. L'image abélienne de la précddente

identité donne donc

d n+1
2 Dn+3 = Dl'Dn+2 + 111; [ i ] Di'Dn+2-1 + Dn+2'D1 ’
s <n
goit précisément 1'identité (4) ou l'identité (2.10)

4orite pour =n4! au lieu de n

67



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #74 7-7-2009

1971-2. Nombres d’Euler et permutations alternantes Année 1971

- 56 =
/
5. AUTRES COMPLEXES D'ANDRE,

le Les srboresconces binaires décroissantea.

Joit x, , Xy p eee ¢ X la suite croismante c¢es élémentia

d'un enscmble fini X , totalement ordonné et de cardinel n>0 .,

7
DEFINITION 4.1, On dit qu'une application £ de X dans X

est une arboresconce binaire décroissante sur X si I satis-

fait aux trois propriétés suivantes
(1)  xf<x pour tout xeXN{x,§ ;
(2) xf=x, 3
(3) Cara [xf"\{xﬂ\(z pour tout x€X .

Les deux premidres conditions impliquent que £ est
une arborescence (au sens usuel du terme) décroissante. Znfin,
pour mentionner la troisidme condition, & savoir que iout
point x nfest l'image que d'au plus deux autres points,
on dit que £ est binaire. S1 nx2 , on a toujours

xzf =X, .

Pour n>0 on note S, ltensemnble des arborescences binaires
décroissantes sur [n] . On convient, de plus, gue pour n = 0

l'ensemble Sn est un singleton {e} « On pese enfin 8 =(JS3
n;Q

n

Il est coutumier d'associer & toute ardborescence £ sur

X son graphe orienté, Les sommets du graphe sont les éléments
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d6 X etl'on joint x 3 y parun arc ssi l'onea x #y
ot f(x) = y . Enfin, une boucle entoure tout sommot fixé
par £ . Nous reproduisons dens la figure 1 les graphes des

applications appartenant & Sn pour 1<£n<4 ,

1

&
2
n=2 (Ig'

=

(]

W
Gr—e—
- N W

(-

W

¢
.4
n=4 |3 3, 4,4 L-@ 3
2 2 3 2 2 3 2 . 4
| \ ¢
IR ”

Figure 1.
Pour n = 5 , on trouverait exactement 16 graphes,.

Comme précédemment, l'application stricicuent croiusante
d'un ensembls fini totalement ordonné X sur l'intervalle
[Card x] est noté (vx o Congidérons maintenant un élément
£ de 5, (n»2) .L'ensemble 1£~' contient, par défini~
tion un ou deux éléments distincts de 1 , Si Card [1£7N{1}]=
on a forcément 1f"\{1f = {2} . L'application g, définie

par
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xg, = xf 8L X EMm]N{2}
=X sl x =2
st trivialement une arborescence binaire décroissanie sur
l'intervalle {2,3, esey nS‘ +« On poge dans ce cas

=g, fi=e , X=[ap\fif et %, """x:gz“’x2 .

loraque Card [ 127\ {i1lJ=2, ona 1270\ fﬁ = iz,yf
avee 2<y<n . On pose slors
X, = §x€[n] s xt* =2, x30%
X, =ize[n] t xtf =y, k30%
puis 1'on définit deux applications respectiverient sur X1 et
X, par
xg, = xf si XEX,\ {2}
=X 8l x=2 ;
xg, = xf sl x€X,N{y}
=x i x=y.

-t -l w
Infin, on pose :81 =¢0x ) wx et tz=wx 8, Wy o

Lorsque/ /:t’ est dans S,,1 s On pose f1 = fz =e et ‘)51 = Xz =@ .
PROPRIETE 5.2. L'spplication
§or £ = {(2),X,),(2,,X,)}

est une bijection de S, sgun le compogé bipartitionnel Sx(xz)

(n2t ) .

fREUVE, D'abord X1 et X2 sont blen deux sous-ensembles de

[n] eatiefaisant &
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(5.1) LNX, =8 , X, UX,=[n] {1} .

Identifions les arborescences avec leurs graphes. Si 1l'on
enracine® les sommets adjacents & 1 et l'on supprime le
gsommet 1 , on obtient bien deux arborescences (disjointes)
binaires et déeroissentes g ot g . Réciproguenent, si

€, et & sont deux arborescences binaires décroissantes
ayant pour ensembles de sommets respectivement X1 et xz
satisfaisant & (5.1) , la seule fagon d'obtenir une arbores-
cence binaire décroissante sur [nJ s qui contienne tous les
arcs de 8, et &> & l'exception des boucles, est de
joindre les "“racinca® de &y et g, 8au nouveau gsomuet 1
qu'on prend pour racine. Enfin, les couples (:1,x1) et
(fz,xz) caractérisent complitement g, et 8, » puisique
fl

canonique des sommets, qui conserve l'ordre mutuel de ceux-ci,

et f2 se déduisent de & et &, par une renunérotation

L g

COROLLAIRE 5.3. Le counle (S,¥) est un complexe d'Andrd.

Les epplications W, et W, (voir définition 4.4 ) n'ont
ras d'interprétation intéressante lorsqu'on les définit sur S .
On peut cependant introduire la notion de point double. Soit
£&s, et x€[n] ; on dit que x est un point double pour £
si x est 1l'image par,de deux gutres points. Si on reprend les
définitions de W1 et w2 s On voit que l'on fait apparaitre
une lettre égale & t dans les mots fW, et fW, chague fois
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que 1'on rencontre un peint double, et une lettre s dans

le cas contraire. Par conséquent, le nombre d'occurences de

la lettre t dans les mots tw1 et fw2 ect égnl au nombre
de points doubles de f ., Dtautre part, comme tout point est
l'image par £ d'au plus deux autres points, le nombre de
points doubles est encore égal au nombre de bouts psendants
dangs £ , o'est-i-dire de points qui ne sont l'image d'aucun
autre point. On en déduit donc la propriété suivante.

/ 7
PROPRIETE 5.4, Soit P (t) 1o polynSme générateur du nombre

des points doubles (ou des bouts pendents) sur 8, (n>0).

Pour terminer cette section, nous indiquons 1l'argument
géométrique qu'on peut utiliser pour définir les bijections
@ :S-=>B et 6' : §—~> A, au lieu de recourir aux chaines
d'applications (4.1) et (4.2) . Considérons dans le plan
xy l'ensemble H contenant l'origine, les points de coordon-
nées ( 1/2k » k) o k parcourt l'ensemble des entiers
(strictement) positifs et ol, pour k fixé, lfentier i par-
court l'ensemble des entiers impairs compris entre -(Zk-1)
et (2k-1) . Soit f une arborescence dhinaife décroissante
sur [ n] ( n>0 ) . Les sommets du grephe de £ vont &tre
"placés® sur les points de H . D'abord, le sommet 1 est

placé A l'origine., Supposons que tous les sommets de bhauteur
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h (h30) , c'est-a-dire des sommets x pour lesquels on
a xtP =1 et xeh! #1 8L h>O0 , ailent été placés, Soit
x un tel sommet. Il a été placé, disons, au point
(i/zh,h) (avec 4 = O dans le seul cas ou h =0 ).
Trois cas sont & considérer :

(1) x£'\fx} = ¢ ; alors ou bien £€S, et le graphe
entier (!) de £ a 6té placé, ou bién x est un bout pendant
de f ;

(2) =o'\ fxt = {¥} ; on place alors le sommet y au
point ( (24+1)/2"*! |, net )

(3) x£~'\ {x} = 1v,2t ; on pose alors

X(y) = {ve[n] r v ey, k;O}

X(z) = {vé[n] R y k20% .
les deux ensembles X(y) et X(z) ne sont pas vides, puis-
qu'ils contiennent y et 2 . On a elors deux critéres de
"placement":

le sommet y va en ( (21---1)/2}‘""l o W4l ) et 2z va
en (2:L~|-1)/2h+1 ,» h#1 ) suivant que

(3a) max X(y) < max X(2)
ou que

(3b) y = nin X(y) { min X(z) = z .

Quelque soit le critére (3a) ou (3b) wutilisé, les n som-
mets du graphe de f ont des abscisses différentes. Soient
x , ¥ deux sommete distinots du graphe. On pose x g y
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(resp. x% y ) 8si l'abscisse de x dans H est inférieure
3 l'abscisse de y dans H , lorsque le critdre (3a)

(resp. (3b) ) est utilisé, On désigne alorse par i, (resp.
TH, ) la suite croissante (par rapport 2 1'ordre total <
(resp. <b ) ) formée par les n eommets de £ . De fagon
géométrique, les suites tH‘ et be sont obtenues en
projetant verticalement les n sommets du graphe sur l'axe
des x . Le lecteur pourra alors vérifier le résultat sui-

vant,

s 7/
PROPRIETE 5.5. Les images de f€S, ( n>0 ) per les bijec-
tions 6 : S—~>»B gt ©' s+ S~ A gont respectivement don-

nées par 0 = fH, et fo'=ftH, .

Nous illustrons seulement ce résultat par un exemple.
Les deux graphes de la figure 2 sont les graphes d'une ménme
fonection f€89 . O'est le critére (3a) qui a été utilisé
pour placer les sommets dans le premier, et le critére (3b)
dans le second. Lorsqu'on projette les sommets sur l'axe des
x dans le premier (resp. le second), on obtient la permuta-
tion d'André o' (resp. la permutation d'André de seconde
espdce 10 ) ,
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it 4 6 1 3 2 7 5 9
9 7
6 5 3
4 2
1
0= 4 6 1 9 5 7 2 3
Figure 2.

2. Les_permutations alternantes.

C'eat André (1879, 1881) lui-méme qui a introduit la notion
de permutation alternante et qui a montré que le coefficient
de un/n! dans le développement de tg u + 8sec u était

précisément égal au nombre de pemmutations alternantes sur [n] .

(6]
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In fait, comme nous sllons J~ wmontrer ici, l'ensemble des
permutations alternantes est un exemple de complexe d'André.
Utilisent tous les résultats du chapitre 4 , on peut donc
mettre ces permutations en correspondance biunivoque avec
les permutations d'André des deux espdces, ainsi qutavec

les arborescences binaires décroissantes,

L'ensemble X étant toujours un ensemble fini totale~

ment ordonné de cardinal n>O0 , on dit qu'une permutation
£ : [n] ~=»X est glternante (resp. alternante montante)
sur X sei 1l'on a (23)£<(2j=-1)f , (2j+1)f (resp.
(23)£> (23-1)f , (23+1)2 ) pour tout J tel que

0<2j<n et (n~t)f>nf (resp. (n-1)f<nf ) si, de plus,

n est pair. On note h)x s X --an] l'epplication strictement
croissante de X sur [n] e« 81 £ est une permutation alter=

nante sur X , on pose pour tout 1€[n]

(5.2) 17 = (netettw )uf!

Par exemple, si X = [n] , on a if = n+i-if . Il est cleir

que l'application £ —» F est une bijection de 1'ensemble

des permutations slternsntes sur l'ensexzble des permutations

alternantes montantes, Pour tout n>0 , on note B
l'ensenble des permutations alternantes

sur [n] « On esuppose que Eo est un singleton {e}
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et 1'on pose E = U En .
ny0

Soit TEE, (n»1 ) . Deux cas sont & considérer :
(1) 127¢ ne™t s (2) ne~!'> 12" . Dans le cas (1), on
pose m = 1£~' , puis g = tl[m-ﬂ y & = fl([n]\{m]) .
Dans le cas (2) , on pose m = ag™! » PUis g, = f}[m-1] .
La permutation

g=uf o (+1)f . osee +» Nt
est alors une permutation alternante sur un ensemble X!
qui contient 1 . Pe plus, la permutation g débute par n .
D'aprds (5.2) , la permutation g est alternante montante.

Elle débute, de plus, par 1 . On peut donc écrire

(5.3) E =1, (m+1)g2 . (m+2)82 e 600 o (n)32

et la permutation &, définie par
g, = (m+1)g, « (m42)g, + oo « (n)g,
est une permutation elternante sur l'ensemble ([n]\[m-d] y£VUid
Dans les deux cas, on pose, en outre,
X, =([m-1D2 , X, = (] N (x,U{1}) , puis
Ty = gy, v Tp = &%,

T
PROPRIETE 5.6. L'application £ gaui envoie 1'élément £ de

(I .

B, gurlapeire {(e,§),(e,#)} ot tout ldment = de E,
(n>1 ) sur le paire {(f’ .X,),(fz,xz)} est une bijection

de E, sur le composé bipartitionnel E,S,Q) .

7
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PREUVE, Le caractdre injectif est d¢vident. Rovemona aux doux
cas condisérés pour la définition de g, et de g, a partir
de fE€E, . Comme f o8t alternante, dans le cus (1) »
l'entier m = 12~ est pair et dans le cas (2), 1'entier
n=nf"l est impair. Considérons donc un ¢iément
{(f1ox1)-(f2.xz)} de Eéz) (n>1 ). On peut a'abord supposer
que la nunérotation a éié faite de sorte quc n eat dans X, .
On pose g, = f1ux;'1 y 8 = fa“x;1 « Posons m-1 = Card X, .
Si m est pair, on définit £ par

L= (1)g o coo o (m=t)gy « 1 o (1)8y ¢ oo o (n-m)g,
Si m est impair, on transforme d'abord la permutation
alternante montante

€=1.(1)gy, + eev + (n-mdg,
en une permutation alternante, en prenant l'inverse de la
bijeotion définie en (5.2). On obtient

8= (1)g + (2)8 ¢« oo o (n-mti)g
qui dévute par n puisque n est dans x2 « On pose alors

L= (1) o eoo o (m=1)ge(1)g . ()3« vo0o o (nemtl)e .
On a bien 13 une permutation alternante, car gy Tinit par

une descente, puisque m-1 es8t pair. Dans les deux cas, on
retrouve fés{(f, ,X1),(f2,xz)j . .'j

[ =

Il résulte donc de la propriété 5.6 que le couple (Z,t)

est un complexe d'André. Fn revanche, les applications W, et
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w2 n'ont pas sur E d'interprétation évidente.

Donnons une dernidre application de 1'identité (4.3)
de la proposition 4.6 qui comporte un comptage d'une sous—
famille de permutations alternantes. Soit w un mot de }:s,ts-;{'
de la forme w=1tF (px0 ) et soit (Y,¥) un complexe
a'André. On pose c¢(tP) = Carda (tP)w,”! = caxa (tP)u,™" .
On sait que le seul entler n+2 pour lequel Y  ,N wwj'1
n'est pas vide est donné par 2p = n+2-1 , soit n = 2p=1 .,

La formule donne alors immédiatement
-1 i1 p~i
(5.4)  c(tP) = 22-11 o(x11) o(e?h)
I o [55]

Maintenant, les seules permutations £ appertenant & AUB ,
pour lesquelles on a fU = tP ( >0 ) sont des permutations
alternantes. On a donc

P -
c(t¥) = Card A2p+1n Ie}:*_,:p_‘_1 = Card Bap_nn E2p+1 (pz0) .

La formule (5.4) est donc ume fomule de récurrence pour le
nombre de permutations a'André (resp. d'André de seconde espco)

qui sont aussi al%ernantes,
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3. Tableﬂo

La premidre table illustre la construction des bijections ©
définies en (4.1) et (4.2) dans la section 4.1 .
(1) La premidre coldnne contient la liste des permutationm

A e

d'André de seconde espdce (voir section 4.3 ) appartenant aux

ensembles B, pour 1€ng5 .
(2) Dans la deuxidme colonne, on trouve la liste des

permutations 4'André (voir section 3.2 ) qui correspondent aux

éléments de la premidre colonne par la bijection 6' : B=> A .,

(3) La liste des permutations alteraantes en correspondance

biunivoque avec les permutaticns d'André (de la scconde colonne)
par la bijection © : A -» E e8i reproduite duns la colonne 3 .
(4) Soient respectivement f , g et h les éléments
génériques des éléments des colonmnes 1 , 2 et 3 . Comme
fo' = g , ona fU = fw1 = gw2 = gU , Enfin, puisque g6 = h ,
il vient gU = gV, = h¥, . Dtol f£U = gU = hv, . La quatridme
colonne contient done la valeur commune de ces mots. On rappelle
que fU et gU sont les variations réduites (voir section 3.1)

des permutations £ et g .

la seconde table illustre la construction de la bijection
p définie en (4.7) (section 4.4 ) . Les différentes colomnes
de la table donnent la valeur des différents paramdtres qui
interviennent dens la chaine d'applications (4.7) . La corres-
pondance n's éié établie que pour les permutations d'André de
seconde espice g apparienant a B, pour 1s<ng6 , pour

lesquclles la variation réduite gU n'est pas symétriqus.
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n An n
f e h fU = gU = hW2
n=1 1 1 1 1
n=2 12 12 21 8
n=3 123 123 312 es
312 213 213 t
n=4 1234 1234 4132 es8
1423 1324 4231 st
3412 2314 3241 st
4123 2134 2143 ts
3124 3124 3142 ts
n=95 12345 12345 51423 8858
12534 12435 51324 gst
14523 13425 52314 sst
34512 23415 42315 sst
15234 13245 53412 sts
14235 14235 52413 sts
34125 34125 43512 sta
45123 24135 42513 sts
35124 23145 32514 sts
51234 21345 21534 tes
41235 41235 41523 tss
31245 31245 31524 tas
51423 21435 21435 tt
53412 32415 32415 1t
41523 41325 41325 tt
31524 31425 31425 tt
Iable 1.
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gu g 4 £U i3 £ e’ e'u
= 4 st 1423 123 58 2 1 123 4123 ts
st 3412 312 t 1 2 312 3124 ts
=5 ast 12534 1234 sas 3 1 1234 51254 t88
sst 14523 1423 st 2 3 4213 42135 tas
est 34512 3412 st 2 3 3124 31245 tes
= 6 ssst 123645 12345 ssss 4 1 12345 612345  tsss
asst 125634 12534 sst 3 4 51234 512346  isss
sast 145623 14523 st 3 4 42135 421356  tsss
ssot 345612 34512 sest 3 4 31245 3512456 isss
sots 126345 12345 sesss 3 2 12345 162345 stss
sats 125346 12534 sst 4 1 51234 561234 stes
gots 145236 14523 sst 4 1 42135 462135 stes
sstas 345126 34512 et 4 1 31245 351245 stss
sats 156234 15234 sts 2 4 15234 152346 siss
ssts 146235 14235 sts 2 4 14235 142356 stss
sats 346125 34125 sts 2 4 34125 341256 stss
ssts 456123 45123 sets 2 4 45123 451236 otss
sats 356124 35124 sts 2 4 35124 351246 stes
stt 162534 12534 sst 2 2 51234 516234 tts
stt 164523 14523 sst 2 2 42135 426135  tts
stt 364512 34512 st 2 2 31245 316245 tts
stt 152634 15234 sts 3 1 15234 615234 tis
stt 142635 14235 @ots 3 1 14235 614235  tts
stt 341625 34125 ets 3 1 34125 634125  tts
stt 451623 45123 sis 3 1 45123 645123 tts
8tt 351624 35124 sts 3 1 35124 635124 tts
stt 561423 51423 tt 1 3 51423 514236 tts
ett 563412 53412 ¢t 1 3 53412 534126 tts
stt 461523 41523 tt 1 3 41523 415236 +tts
stt 361524 31524 ¢ 1 3 31524 315246 tts
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 272, p. 420-421 (8 février 1971). Série A

ALGEBRE. — Sur un théoréme de G. de B. Robinson. Note (*) de

M. Marcer Pauvr Scuirzenserceg, présentée par M. André Lichnerowicz.

On énonce deux propriétés nouvelles permettant de simplifier la correspondance
établie par G. de B. Robinson entre permutations et tableaux de Young (').

o

Un théoréme de G. de B. Robinson (*) établit existence d’une bijec-
tion entre permutations 7€ %, et paires de tableaux (standards de Young)

(6P, 5P) de méme forme sur ’ensemble totalement ordonné[n] == {1, 2, ..., n}.
On se propose ici de signaler deux propriétés nouvelles de cette corres-
pondance qui permettraient d’en donner une définition plus géométrique.

Dans ce qui suit, on considére un ensemble ordonné fixe (X, ") et
pour chaque intervalle fini I de Z, on désigne par ®(1) la famille des
injections 2 : I — X telles qu’il existe un morphisme (d’ensemble ordonné)

0: X~ Z pour lequel o=:¢ 1. Ceci implique que I'image I% soit un
intervalle de X (z,2'€ly, v < a"="2"->2"€ly) et on dira que 9 est
principale (vesp. coprincipale), si et sculement si, il en est de méme
de o, c’est-a-dire, si et seulement si, I a un élément minimal (resp. maxi-
mal) (unique).

Notant ® I'union des ®(I) sur tous les intervalles finis de Z on définit
aussi une relation ¢, C® X ® par la condition que (¢, L)€ T, si et seule-
ment si,

(1) ¢ et U ont méme domaine;
(2) ¢ < g (Cest-d-dive iel=>ip < iY);
(3) 2 =:Card ((Iould)\ (Ionld)).

On désigne par < la relation d’ordre fermeture de transitivité de o,
et on vérific que tout coidéal 9% '(=: {bed: (I, 0)EX}) contient au
moins un élément principal, si et seulement si,

(4) Toute partie finie de X est contenue dans un intervalle principal
{ini.

Supposons maintenant que (X, =7) est le groupe Z* ordonné de fagon
naturelle, cc qui implique (4). On considére le quotient ® de ® par 1’équi-
valence de translation ~ (9~ ¢’ ssi il existe t€Z" tel que o' =: ¢ - ¢)
et on note < le préordre sur ® induit par . Les énoncés substantiels de
la théorie ne sont vrais que dans le cas classique de k == 2 auquel nous
nous limitons désormais. Les tableaux de Young sont alors les éléments
principaux de ®([n])([n] = {1,2,...,n], n€N) et la propriété que
nous avons en vue est la suivante :

Proeriéri 1. — Toute classe SC® de Uéquivalence fermeture de Ty T

contient exactement un élément principal (noté S*) et la TN '-classe de
celui-ci est I'élément minimal de S pour .
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o)

Pour rattacher ceci au théoréeme de G. de B. Robinson, considérons
les deux projections =T;: 2Z°—> Z(1==1,2) et notons qu'a chaque
o€®([n])eti=1 ou 2 correspond une et une seule surjection §;:[n] - [m;]
(ot m;=- Card ([n] ¢=;) telle qu’il existe un morphisme surjectif {;: Z —~[m;]
satisfaisant 2;=: 7;{;(1 =21, 2). On écrira p€®D; ssi &; est une permu-
tation (c’est-a-dire, si et seulement si, m;=: n).

ProprifrE 1bis. — Soit S comme ci-dessus. L’ensemble des permutations
admettant S* comme tableau de Robinson est précisément {$,:0€SND, |.

Le corollaire suivant correspond au cas ou S consiste en une seule
TN e '-classe et ou les permutations telles que oP =: 8" admettent
une description particuliérement transparente [c¢f. (*), p. 120].

CoroLrLAIRE 2. — Sotent n=pq et 9€P([n]) tels que[n]e=:[p]x[q]-
Pour chaque s €%, tel que P == ¢ la permutation & définie par

JEMN] = Jje=(n41)—(n+1—))0c

satisfait 5P =: o ot p€P([n]) est définie par
JEM] = Jg=(pHt g0 = (1)) g

(*) Séance du 1er février 1971.

(1) Je profite de cette occasion pour m’excuser d’avoir commis dans une publication
antérieure une attribution incorrecte de ce résultat par ignorance du Mémoire (?) de G.
de B. Robinson.

(?) G. pE B. RoBiNsoN, Amer. J. Math., 60, 1938, p. 745-760.

(*) D. E. KNutH, Pacific J. Math., 34, 1970, p. 709-727.

(9, villa Poirier, 75-Paris, 15¢.)
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Actes, Congrés intern. Math., 1970. Tome 3, p. 281 i 282.

PARTIES RATIONNELLES D’UN MONOIDE LIBRE
Par M. P. SCHUTZENBERGER

On résume certains résultats obtenus avec S. Eilenberg avec I’étude des parties
rationnelles du monoide libre X* engendré par I’ensemble fini X. Par partie, A,
on entend ici une fonction 4 : X* = N, c’est-d-dire une série formelle (4 coefficients
dans N) en les variables (non commutatives) x € X. La famille des parties ration-
nelles Rat (X) est la plus petite famille R telle que :

a1 {0})ER;s€EX*=>{s}ER

Q) A,BER=A4A +BER et ABER,;

3) AGR,A(0)=0=A*=]+2 A" €ER.
o<n

On sait que 4 : X* - N appartient 4 R ssi il existe K € N et une représentation
u o X* > Nkxk  telle que pour chaque s € X*, la valeur A (s) du coefficient de
s dans A soit I’élément (s , k) de la matrice sp. On peut montrer que pour A € Rat (X)
donné on peut choisir k et u de telle sorte que tous les éléments de xp (x € X)
soient 0 ou 1. Le plus petit kK € N pour lequel ceci est possible est le nombre d’états
de A.

THEOREME 1. — Soient donnés A , B € Rat (X) de nombre d’états < k. L éga-
lité A = B est décidable. L’inégalité A < B (c’estd-dire s € X* = A (s) < B(s))
est indécidable.

Soient maintenant p un entier positif et A € Rat (X). Les relations
A=pB+C,C<pX*

définissent de fagon unique deux parties B ,C : X* = N. Généralisant un théoréme
bien connu de Kronecker,on a :

THEOREME 2. — B et C appartiennent d Rat (X*).

La démonstration utilise le résultat suivant :

THEOREME 3. — Soient F, G € Rat (X*) ou G est bornée (c’est-d-dire Sup
{G(s) : s€ X*}< ). Alors F =~ G € Rat (X*) ou H=F = G est définie par
s € X* = H(s) = Max {0, F(s) — G (s)}.

Des contre exemples montrent que I’hypothése G bornée est effectivement

nécessaire dans cet énoncé, et qu’en particulier F, G € Rat (X), G < F n’implique
pas F — G € Rat (X*).

Généralisant la notion de produit de Hadamard, définissons maintenant pour
A,B : X* > N, leur “intersection” G = A N B par la condition

SEX*=>G(s) =A(s)B(s).
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282 M.P. SCHUTZENBERGEN E7

On sait que 4 ,B € Rat (X) = A N B € Rat (X). Le “probléme inverse” n’est
pas résolu (méme dans le cas classique des fonctions rationnelles dont la série
de Taylor a ses coefficients dans Z) et nous proposons les

CoNJECTURES (1). — Si A, A N B € Rat (X), il existe C € Rat (X) telle que
ANB=ANC ;
(2. —Si AN A€ Rat (X) il existe B € Rat (X) telle que
ANA=BNB.

Faculté des Sciences de Paris
Institut de Programmation
9, Quai Saint-Bernard,
Paris 5¢
France
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LE THEOREME DE LAGRANGE
SELON G.N. RANEY

M.P. Schiitzenberger

Soit F(z) = ¢ a ¥ (a, € R , a_ = 0) une série formelle.
O <k ¥ k ¥
la formule de Lagrange affirme que la série formelle

k k-1
2 g [Spor ()]
1<k ot t=0
est la solution (4 coefficients dans R , s'annulant pour t =0 ) de 1'é-
quation z = tF(z) .

Ce résultat s'établit classiquement par les méthodes de la théo-
rie des fonctions analytiques. Une preuve élémentaire n'utilisant que des
manipulatione de séries formelles non commutatives a coefficients dans I
est dfle & Raney (1960) (Functional composition patterns and power series
reversion. Trans. American Math. Soc. $4 pp. 441-451). On en donne ici une

rédacticn allégée.

Soit désormais X = {x} : k € N} une famille de variables non
*
commutatives et soit o 1le morphisme dans 2 du monoide libre X envoyant
*
chaque X, sur k-1 . La partie L de X définie ci-dessous généralise

le langage de Lukasiewicz auquel elle se réduit en faisant

*
L - Ln {xo,xz} .
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Définition : L est la famille des mots f € XX* tels que
i. fo = -1

* *
ii. f* €XX , f€ f'XX = flo=0.

Propriété 1 : Pour chaque p € I
(1) tout mot de X* a au plus un facteur gauche dans P,
(2) tout mot f € X* tel que fo < -p a un facteur gauche dans P .
(3) LP est la famille des mots £ tels que
(i') fo=-p ;
(iiv) £ € XX* , £ € f'XX* = flo >-p .
Preuve : L'énoncé est trivial pour p = O puisque pour toute partie A
de X* , A° est 1'élément neutre 1 de X* . Soit désormais p positif.
L'assertion (1) résulte par induction sur p du cas od p = 1 , qui est 1lui
méme une conséquence immédiate de la définition puisque celle-ci entrafne
LXX* NL=g¢ , daprés ii. Soit f € X* tel que fo = -p et soit g 1le
plus court facteur gauche de f tel que go < O . Comme %0 =2 0 pour tout
k=21 ,ona ¢g-= g'xo ol g'o = go + 1 puisque X0 = -1 . Donc, d'aprés
1'hypothése de minimalité de g on a d'abord g'c = 0 , donc, de fait
g'co = go+ 1=0, ensuite g"o =2 0 pour tout facteur gauche g" de g' .
Par conséquent g € L
Définissant f1 € K* par f = gf1 , on a f1o = fo -go = -p+1 ,
ce qui établit l'assertion (2) par inductéon sur p .
Vérifions maintenant (3) . Soit f = 999, +-- 9, ol

g1,g2,...,gp € L . Tout facteur gauche propre f' de £ a la forme

*
£ = 949y +++ 9 ,g' ol p' < p-1 g = g'g" , g" € XX . Donc d'aprés

P p'+1
la définition de L, g'oc =20 et f'c = -p' + g'o > fo = -p , ce qui mon-
tre que tout f € LP? satisfait (i') et (ii').

*
Réciproquement, si £ € X satisfait ces relations, 1l'assertion

(2) implique £ = £'f" on £' € LP et 1a condition (ii') entrafne

£ =f'E€ 1P puisque f'o = -p = fo .
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Identifions maintenant L & 1'élément correspondant

* *
L=x{f : f€X]} de l'algébre large de X .

Propriété 2 : L est défini par 1l'équation :
L= % x}Lk .
o<k —
\ *
Freuve : D'aprés la proposition 1 (1), chaque mot de X admet au plus

une factorisation de la forme xkg (g € Lk) . I1 suffit donc de montrer

1'égalité des engembles L et U x,1* .
o<k &
Soit f = xkg od g € Lk . 8% ¥=0 ona g=1 et la con-

clusion X, € L résulte de la définition de L . Si k =1 on a

fo = x,0 + go = k-1-k = -1 ., D'autre part, si f' € XX* est facteur gauche
propre de f , cn a f' = xkg' ol x,0 20 etou g'o = -k+1 puisque g’
est facteur gauche propre de g . Donc f'o = %,0 + g'o = k-1+g'0c = 0 prou-
vant f € L donc U kak < l.

0s<k

*
Réciproquement, soit £ = x,g €1 (xk €X,g€X).0na
par hypothése fo = k~1+4go = ~1 , f'c = ¥-1+g'0c 2 0 pour tout facteur gau-
che propre f' = xkg’ de f . La premiére relation entrafne go = -k et

la seconde g'oc = -k+1 . On a donc g € Lk d'aprés la proposition 1 (3) ce

qui établit L c U x}Lk .
Ok
Remarque : On vient de prouver l'existence de la solution. Son unicité

*
(parmi les éléments de 1'algébre large de X  sur %) est une conséquence

facile du résultat (facile) d'existence et unicité des langages algébriques.

* -
Propriété 3 : Pour tout ¥k positif, chaque mot £ € X N (-k)u1 ad-
met exactement k factorisaticns distinctes f = f'jf"j (f"j # 1) telles
*
que f".f'. €L (= U 1Py,
it o<p
Preuve : Considérons d'abord un mot f = 9q9p o+ 9y € Lk

. . .
(91,92,...,gk € L) . Les k factorisations £ 3= 99 00 95
f"j =95 .o 9y (3=1,2,000,k ; £l=1, £, = £) satisfont trivialement

f"jf'j € Lk . Toute autre factorisation de £ a la forme
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flj = g1 e gj—1g' = h'g! fnj = g"gj+1 e g]( = g"h" avec g'g" = gj R
g" # 1,95 -

Dtaprés la définition de L on a g'c 2 0 , et par conséquent
g"oc = -1 - g'c < -1 . Il en résulte que le facteur gauche g"h"h' propre
de f"jf'j satisfait

g"h"h'o = g"c - (k-1) s f"jf'ja = -k .
Donc d'aprés (3) ci-dessus f"jf'j ¢ L* ce qui établit 1'énoncé dans le
cas considéré.

Considérons maintenant un f € N (—k)51 quelconque. Il suffit
de montrer f = f£'f" ou f"f' € Lk . Définissons f' rpar la condition que
f'c < ho pour tout facteur gauche h de f et que f' soit le plus court
facteur gauche pour lequel ce mirimum soit atteint.

La premiére partie de la condition implique go = O pour tout
facteur gauche g . Il suffit maintenant de montrer que tout mot
£ € (-k)51 a une factorisation f'f" telle que f£"f' € Lk .

Déterminons f' par la double condition que f'oc < hg pour
tout facteur gauche h de £ et que f' soit le plus court facteur ayant
cette propriété.

La premiére partie de la condition entratne que f'o < fo = -k
et que go = O pour tout facteur gaucke g de £" (£'f" = f£) . La deu-
xiéme partie implique g'o > f'o pour tout facteur gauche propre g' de
f£' ., Distinguant deux cas selon la longueur relative de h' et de f£"
pour tout facteur gauche propre h' de f£"f' , on en conclut que h'c >

f"f'o = -k , donc, d'aprés (3) que f"f' ¢ Lk .

Corollaire 4 : Pour tout m,k 21 , on a

card (" n1¥) = m "k cara (0 (-1)5") .

Preuve : La classe de conjugaison d'un mot f = YqVg oo xﬂ € K
(y1,y2,...,xﬂ € X) est 1'ensemble des mots distincts de la forme

R k
V.V coe me1 cee yj_1 s 81 f= 9495 +o0 9y € L7 , sa classe de L-con-

37+

jugaison est l'ensemble des mots distincts gig.

141 o0t 93 9q eee 9

i-1
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(91192”--)9}_ €1L) .

I1 est clair que la classe de conjugaison de f contient m'
mots distincts ssi d'une part m'_1m = q € N et d'autre part sa classe de
L-conjugaison contient k' = q'11.: mots distincts.

La formule résulte alors de la proposition 3 qui établit une

bijection entre les classes de conjugaison et de L-conjugaison.

Soit maintenant t une nouvelle lettre et soit G 1l'algébre
large du monoide commutatif libre engendré par {t} U X . Nous posons

b3

F(t) = F= ¢ Xt €C

Ok ~

et nous désignons par %T: , la dérivatior de € envoyant chaque tn sur
- *
nt” ! (n € N) . Le morphisme naturel de X dans @ sera noté o .
Formule 5 : Pour chaque m,¥k> 1
x -1 ! ¥-1 m
(' n1a = )7 [Smy (TN EM]
ot t=C
*

Preuve : Soit v : X - @G 1le morphisme envcyant ckaque X, sur
xktk , et par conséquent chaque f € o sur fo . tn+fo .

Comme F(t) = X1 on a donc identiquement

=1
(F(e)" = £ 2. (" n (gm)5 e
0<q
Par conséquent, le membre de droite de la formule qui, par définition est

égal a (m!)—1 x k x (le coefficient de 1 dans tk—1(F(t))m) x (m=1)! ,

Ty x (le coefficient de ¥ dans (F(£))™) , <e trouve

clest-a-dire a m~
&tre précisément mm11:(X"l n (m—k-m)51)a = m—1]t:(Xm n (—k);‘)a , Ce qui éta-

blit la formule d'aprés le corollaire 4.

Nous en venons maintenant a la preuve de la formule de Lagrange

que nous établissons sous la forme plus générale de Blirmann (cf. Pdlya et

Szeg8 II. p. 125). Dans cette derniére H(t) = % hktk (h} € R) est une
Os<k -

série formelle quelconque et 1'on cherche H(u) od u est la solution de
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u = tF(u) .
Formule de Lagrange Blirmann.
m . m-1
t rd
Hu) =h_ + % =« —7 (
°© 4™ [bt’“'

Preuve : Posons

L(t)= % . @ n1Ye
1 14m
de telle sorte que

Lq(t) = 1% = ()9

B om]

(q ew)

*
od 6 : X - @ désigne le morphisme envoyant chaque x sur tx, .

k k

Appliquant © aux deux membres de 1'équation

L= % x Lk

0<k k

de la proposition 2 , on voit que u = L1(t) = 1O satisfait 1'équation

u = tF(u) .
k
(F()-or;'k ) .

D'autre part, d'aprés

Qgi.l = % qh tq"1
1sq 9

dt

le membre de droite de la formule peut s'écrire :

m m-1
t d q-1 m
h + % h % —r|Z=——yqt (F(t))
[¢] m. [b tm- ] =0

15¢ ¥ 1am
c'est-a~dire, d'aprés la formule 5 ,
m
k nos (XL
+ ¥ q ( n q)a

° 125¢ Y1
et enfin

h + ¥ hL =h + % h
© 15 19 % g 1
c'est-a-dire H(L®) .

. (re)?

Formule de L.-B.- Tutte (1963). (Canadian J. of Math. 15 pp. 249-271)

Soit s wune nouvelle variable commutative. Définissons les sé-

ries formelles Ft(s) et Ht(s) par
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Ft(s) F(t+s)

Ht(s) = H(t+s) .

D'aprés la formule de Lagrange Blirmann on a :

m _,m-1 dH_(s)

t [ t m
H(w)=h + % _r[__._,r(._....(p(s))]
t O g ™ LT 0s t 5=0

ol u = tFt(u) puisque le nom des variables employé dans les dérivations

importe peu.

m
<]
Comme -o—ém G(t) est égal a \:

bm-—‘1
— G(t+s):| pour toute
0s s=0

série formelle G , la formule ci-dessus peut encore s'écrire

(G B (F(eN)™

m-1

oL

2y

H(t+u) = b+ 5 =
°  1am ot

ol u = tF(t+u) .
Posant maintenant t+u = v , nous obtenons enfin la formule de

Tutte :

H(v) = H(t) +

moo.m-1 n
R R ONCOI

ol v est définie par v = t + tF(v) .
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A Introduction.

Tae family éo of counter freec language has been
introduced long ago by Mc Naughton in connection with problems
in Logic. It is the least family of subsects of the free rionoid
e that is closed under boolean operations and (set) product
and that contains XT and every subset of the alphabet X .

In equivalent fashion it is the family of all subsets of X*

such that their syntactic monoid is finite and has no non trivial
groups. lany further results can be found in the recent book of
Me Naughton and Pappert entitled "Counter free Automata". Some

of the findings of these authors suggest generalizations and we
propose here to examine ore possible extension.

In what follows II will be a fixed non empiy set of
positive integers that contains any divisor of its members and
that is closed under the least common multiple (l.c.m.) operation.
In equivalent manner iI can be defined by a partial function W
into N of the set of all primes. Then it contains every positive
integer n such that for each prime p in the dowmain of 1t ,
the highest power of p dividing n is at most p7 .

e shall denote by Eﬁ the fariily of all finite moncid
such that the order of the cyclic group in them belongs to 1 .
Since azny group of a quotient monoid is itself a quotient of a
group in the original monoid, gﬁ contains any quotient monoid

of its member. Finally éﬂ will denote the family of all sets
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.n X* whose syntactic monoid is in Eﬁ . One might may be
sall éﬂ a 'pariodic family" (with "period set" Il ) but it
.s probably premnature to give a name to a notion whose interest
‘emains to be demonstrated.

Let us consider some examples. If Il = {1} , (i.e.
if pM = 0 for every prime p ) we have simply Mc Naughton's
‘amily éo . At the other extreme, if Il contains every positive
ntegers, (i.e. if the domain of the function T 1is empty),

%‘ is simply Eilenberg's family Rec of all recognisable sets,
l.e. 0f all sets whose syntactic mornoid is finite. Families yﬂ
vhere Il is closed under nultiplication have been the object

>f deep investigations by B. Tilson within the famework of

I. Rhodes' complexity theory. However the notions we shall be
1sing here are unable to characterise these especially interest-
ing types of sets Il . Further, the families Eﬂ which we shall
sonsider will fail in general to be closed under wreath product.

Anticipating upon Section 2, we give two other alter-

r12tive definitions.

1.1. A recognizable set A Dbelongs to én iff in

aquivalent fashion :
* *
(i) For any words f,g,h € X such that AN fh g

LK
is infinite, one has fhp(hr) g G A for sonme p €N and r €1 .
k3
(ii) For any words f,g,h € X and positive integer ¢t
tk Pros\™ .- .
such that f£(k') g & A, one has fh'(h”) g € &4 for some p €N

and divisor e €l of t .

100



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #107 7-7-2009

Année 1971 1971-6. On McNaughton’s counter free languages

W¥e return to our main argument. It is dear that
each family yﬂ is closed under direct product. Therefore
éﬁ is closed under boolean operations and since {1] €l
for any II , it contains éo . Since for any recognisable set
A,BC i* cach group in Synt(AB) is a subdirect product of
groups in Synt(A) and Synt(B) , we have also that each family
én is closed under product.

To proceed we need two more notions. First for each
Il , we define the family fﬁ of the submonoids P of X?
which satisfy the condition

(fﬁ) hext ,n"NP#o=n" €P Ffor at least one

* *
*~nh =h \1 denotes the

r €, where X = X = X\ , h
semigroups dgenerated by X and by h .

This condition is vacuous iff Il . contains every
positive integer. When Il = {1} one says at times in group
theory that a subgroup which satisfies it is pure.

Second, along a different iline, wve recali that a
subet A of X* is a basis iff every word in X* has at mosgt
one factorisation as a product c¢f words from A . This require-~
ment is satisfied when A 1is prefix, i.e. vhen 1 ¢ A and
AX+ VA = ¢ .

WVith this terminology explained we can now state our

"Main Property".
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Yair Property.
For each I and any subset A of X' one has :
€ - -
=
(1) A€A , A €ER A €A
and, reciprocally,

* *®
(2) A , a/basis, A €A = A € B .

Therefore, when A € A, 1is prefix one has A* € AL
iff A* € Eﬂ . This will be verified in Section 3. In Section 4,
we shall give for the sake of completeness a proof of a (weakened
form of a) Theorem of Eilenberg which we state now in the manner
most suitable for our present goal. Here M is an arbitrary
family of finite monoids containing the quotient of its members
and A is the corresponding family of sets in Xf whose syn-
tactic monoid is in M . We recall that a product AB (4,B € X*)
is unambiguous iff each word in Xf has at rost one factorisatio

ab with a €A, bEB.

Theorem (Eilenberg) : Assume {1} € A and that A is clos
under boolean operations and product. Then A is equal to the
least family B of subset of i* that satisfies the two condi-
tions

(i) B contains every subset of X and it is closed under
disjoint union and unambiguous product.

(ii) B contains everysﬁnnonoié A* such that A € B, A is

*
prefix and A € A .
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It is clear that any of our families ﬁﬂ satisfies

these conditions. Therefore, replacing in the theorem A by

. . 3 s . * * e . .
A, and substituting in (ii), A € A by & B, which is
allowed by the "Main Property", we get as a torollary an unam-
biguous expression of the members of éﬂ .

The next section is devoted to recalling some known
facts concerning cyclic groups in finite moroids and to a formal
verification of 1.1 above. It will appear thrat some of the re-
sults do not depend upon the finiteness of Synt(A) or of its

groups but only upon the finiteness of the orders of the one

generators submonoids.

2. Alterrative definitions.
In this section we consider a fixed recognisable set
A in i* . Its syntactic monoid will be denoted by S and we
shall let o : X? = S be its syntactic morphism. We recall
that for any h,h' € X* one has ha = h o' iff for each
f£,g9 € k* the pair {fhg,fh'g} is contained in A or in Xf\A .
Therefore @ is as well the syntactic morphism of
X*\A and all what will be said below could be dualised in this
fashion. Since § is finite by hypothesis, the subsemigroup
(ha)+ is finite for each h € Xf « It contains a cyclic group

H wvhose order vill be written w(h) , or, vhen needed, ®(h,A) .
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For the same reason of finiteness, there is a number p = € N

Py

such that e is in its cyclic group for all n 2 p , irrespectix
*

of the element h € X .

Ve now recall some known trivia. In what follows h

*
is a fixed word in X .

*
2.1, For each pair £,g € X , there is a divisor s = w(h,£f,
of the order w(h) such that for any t 21 and n €N , the
* *
relation fhn(ht) g € A implies f£n"(h®) g where m is the

least integer = Py which is congruent to n modulo w(h) .

Proof : For each positive multiple r' of w(h) = r that

is larger than 1) hr'd is the idempotent of the group H .
Therefore for all m = Py one has hma = hﬁ+rd .

Let X be the subset of the elements a € H such
that fo.a.g0 is in A@ . There is a largest subgroup G such
that XG = X . Letting s = (Card H)(Card G)—1 be the index

of G in H , we see that s 1is a divisor of t and of

w(k) and the result follows. Q.E.D.

Ve have proved the statement (ii) in the alternative
definition 1.1, since the hypothesis A € ﬁﬂ is equivalent with
w(A) € T vhere w(A) is the l.c.i. of the numbers w(h) , we
have also proved (i), Indeed, we have shown that for each f£,g,h
the set of a1l n € ﬁ cuch that fhng € A is a union of a finite

set and of arithmetic progressions of ratio w(A) . Because of
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*
of the duality between A and X \A it is matural to set

*
w(h,f,g) when fh g N A is finite.

2.2, The order w(h) is the l.c.m. r of the numbers

*
w(h,f,g) overall pairs f,g € X .

Proof : We have already seen that ®w(h) is a multiple of

every w(h,f,g) . It remains to check that is is exactly equal

m

to »r , i.e. that "o = ™ To  for all large enough m . However

this is trivial because of the definition of a as the syntactic

n+s

morphism of A since we have already fhng €A iff fh g €A

for all large enough n , for each f£,g and ¢ = w(h,f,g) .
Q.E.
Another definition of éﬂ is suggested by Eilenberg's

definition of éo .

2.3. Let A be a recognisable set. It belongs to A iff
*
there is a r € Il such that for any f,g,h € X the set

¥ - *
£(h") g has a finite intersection with A or with X \A. .

Proof : If A€A , wecan take r = w(A) . Conversely if

the condition is satisfied we have that ®(4) = r because ®(A)
is the l.c.m. of the numbers w(h,f,g) over all triples

®
f,q,h € X Q.E.

I submitt another similar definition. lLet S denote
the family of all infinite sequences 8§ = { s, ' 1 € g} of

*
words s € X such that s, = 1 for an infinity of n €N .
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For such a sequence let §b denote the infinite sequence

{tn:nEyJ} vhere t =s . t =t for all n €N .

o] n+1 nsn+1tn
2.4, A recognisable set A Dbelongs to 5“ iff there
isa r €I such that for any two words f,g € X* and infinite
sequence S EE , the set M= {n €N : f(tn)rg € A} or its

complement N\M is finite where [tn} = _S_b .

— e o e

Proof : Assume first A € A, . Consider an infinite sequence
S and the associated sequence _S_b . The sequence of subsets
t@.8.t o= Q (n € N) of the syntactic momoid S = Xa
satisfies identically Qn+1 (= Qn . Since S is finite, there
is a set Q # ¢ such that Qn = Q for all large enough n € H, o
Further any tna belongs to the minimal generating set Q' of
the biideal Q . The hypothesis that Sp = 1 for an infinity

of n € N implies that tn+1 = tntn for the same values of n .
Therefore Q'Q' N Q' # ¢ . By a standard argument from the theory
of finite monoids, it shows that in fact Q' is a group in S .
It now suffices to take r = w(A) €1 .

Reciprocally, consider any set A and group G in

Synt (A) . Take any g € G . Since @ 1is a surjective morphism

we can choose an infinite sequence S € § such that Sop = 1
-nt

Sons1 = g™ where n' =1 for n=0 and = 6n-5 for n

positive.
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. , 2n+1
Instant computation shows taat t2na =g :

4n+ 2

t2n+1 =9

. Therefore, {tna :n € g} contains ¢ itself
infinitely often. Thus in order to satisfy the required condi-
tion over all triple of words we must take for r a multiple

of w(a) . Q.E.D.

This could be applied to other questions. For instance,
all the groups in the syntactic monoid of a recognisable set A
are commutative iff for each infinite sequence S € $§ there is
* :
a m €N such that for all £, € X , n2mn the set
*
g} is contained in A or in X \a .

{ftntn+1g ! ftn+1tn

3. Verifying the "Main Property".

* *
Let A X and h € X arbitrary. The set of all
®
n € g such that hn €A is a submonoid of the additive monoid
N . As such it has a finite minimum generating set M & N and
*
we can denote it by M .
Further, letting d be the greatest common divisor
*
of the numbers in M , one knows that dE\H is finite. Clearly,
*
h NA={1} iff M= {d} =9 .
* *
3.1. Assume A € én and A a basis. Then A satisfies
the condition
* s * r *
(2r) - h€X ,s21 h>€A = h €A

for some factor r €Il of s .
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*
Therefore A € 2% .

*
roof : Assume h° € A for some positive s . Conditions
fzfﬂ) and (En) are equivalent respectively with M C I and
tnNn#¢.
* *

Because of A € A we have w(h,A ) = p €11 , hence
N, p\* * . .
1 (h') « € A @ for some n € N where @ is the syntactic mor-

*
shism of A . Therefore p € dN , hence d €1 .

We recall the fact, which does not need being reproved
mce more, that iff A is a basis, one has the relation :

* * * * *

PEX ,fA NAENA #F¢p = £€A .

Suppose A a basis, m,m' € M and m' = miq (q € ﬁ) .

] * ® X
"% - ™ €A where h" €A hence hl€a .

f¥e have hqhm = h
Since M is a minimal generating set it implies q =0, i.e.

that M is the singleton {d} €1 .

This establishes the second assertion in the "Main
Property". Instead of checking the first one by the fastest
nethod, we indulge into a longer discussion. In what follows,
A,B,C are recognisable sets in xt , f,9g and h # 1 are words
in Xf . We use the notations introduced in Section 2, except
that we indicate explicetely by notations such as ®(h,A) or
w(h,A,£,9) which syntactic monoid Synt (A) is involved.

In particular is the least number m such that the n-t"

Py

pover of any word has its syntactic image inm a group in Synt (A) .
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lso q denctes here a fixed positive integer.

*
.2, Let A= ¢Y , fhng € A , and assume that the length
a'il of the longest word a'j € A in some factorisation

g = at aly «ov a' (a'1,a'2,...,a'k € A) satisfies

1 k

lat| = alles] + Inlpg) -

*
‘hen w(h,A ,£,g) divides w(h,C) .

roof Because of A = cd , the word fhng is a product of

[ words c'i € C and because of our choice of ia'jl , one
f the factors c'i of a'j has at least m = P, factors in

* *
.y i.e., there are words ¢ = c'j €c, €y1Cy €Ec , f',g' €X

* - *
ce, €A ; c=f'hg'€C ; c,f*'€fh ;

uch that f£h'g = ¢ 4

1
8 c *
I c2 “hg.
Therefore for any t € N we shall have
* *
‘hn+tg = c1£'hm+tg'c2 and fhn+tg € (Cp) C A where f'hm+tg' € (
Because of our choice of m = Po s this last relation
s satisfied wvhen t is a multiple of w(h,C,f',g') , hence when

a k *
t is a multiple of s = w(h,C) . Therefore sn"(n%) g € c,Cc, © A

*
sroving that o(h,A ,f£,g) is a divisor of «(h,C) . Q.E.D

* * *
}o 3, Let A © C wvhere C € fH and further, either
* * *
=64 or cect , T Na #¢ = €8 . Assume fhng € AkA
. *
there "k 2 |fhg| . Then w(h,A ,£,g) divides ¢ for some

el
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Proof : There is at least one factorisation fhng = ajaa, ,

*
where the words ajra,a €A are such that for some factori-

2

*
sation h = h,h, (h1,h € X ) one has

2

* *
* _ +
2, € fn hy , a, € hohg and a € h,h*h, = (h2h1) .

Therefore for all t €N

fhn+

t t
g = a1a(h2h1) a, -
* * *
Because of A ©C and C € E“ ; the relations
* *
a€A , a €(h2h1)+ inply (h2h1)r =c€C for some r €1 .
q . q * * *

If A= C*' we have instantly c* €A . If A CC , the same

. + * + +
conclusion follows because of a C A and a Nc¢ # ¢ .
Therefore in both cases

* * *
" (07 g = a1a(cq) a, €A . Q.E.D.

Let us derive some conclusions, letting II' denote
the least set containing every divisor of all numbers of the

form rq with r €1,

3.4, Assume A = C% vwhere

€ > * €
c éﬁ , C € f% . Then A éﬂ, .

fgggf : Ii' contains the least common multiple of any two
* *
of its member. Therefore, to prove A € éﬂ, , i.e. w(h,A ) €1
*
for all h € X , it suffices to check that one has identical-
* *

ly o(h,A ,f,g) €A .

In the situation of 3.2, this follows from Il < IIt
and the hypothesis C € éﬁ . If the hypothesis of 3.2 are not

net, we are in the situation of 3.3 and the result is already

stated.
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Taking q = 1 in 3.4 gives the first assertion in

the "Main Property".

*
3.5. Assume ACBY | A€ A, and B € B vhere

*
B is a basis. Then A Eéﬂ'

Proof : Taking q = 1 shows w(h,A*,f,g) € II' vwhen in the

situation of 3.3. Let us shown that we are in the situation of

3.4 (with C =B ) when these hypothesis are not satisfied. Sup-

pose indeed b € B* and, say b" € A* . We have b = b'1b'2...b'k

(k € N) where all the words b'. are in B . Therefore

" = BDY, ... BB L. LSRR b'kGA* . Because of the

hypothesis that B is a basis, this factorisation is unique.
Therefore rk = qk' for some k'€ N since

A« BY » and all the k' successive products of q concecu-

*
tive words bi are in A . Since b? is itself a product

*
of these last products, we have shown bl € a o Q.E.D

The next remarks have na relevance ta the precent

rablem,

*
.6, Assume A C B whene B satisfies the condition
* * % * * *
€X , BfB NB #¢ = £ €B . Then for any h € X ,

* *
(h,A') divides the l.c.m. of w(h,A) and o(h,B) .

*
roof : Our condition on B implies in particular that

K * *
fFNB #¢ only if £ €B . Therefore B is prefix, hence

111



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #118 7-7-2009

1971-6. On McNaughton’s counter free languages Année 1971

- 14 -

basis. It follows that we can go directly to the case when

"g = a,aa, and a = (h,hj de (h,h,)* in the notations and
21 21

1772
.th the hypothesis of 3.3.
* n t * o,
Let s = w(h,B ,f,g) . We have fh h g € B iff
n d x *
€ sN . Since fhhg = ajaaa, €A C©CB , it follows that

*
€N . Let b= (h2h1)s . We have f£h"h%g = a aba, € B

1

* * *
lere a,a,a, €A ©B , Therefore b € B by our condition

1
* *
1 B , implying as in 3.5 that b € A , hence that
* *
Pn®)gea .
* *
This shows that w(h,A ,f,g) divides s = w(h,B ,f,g) .

* *
1 fact both numbers are equal since A © B Q.E.D

T Let the recognisable set A be such that
" + * *
€EX , & NA #¢ = c€A. Then for all h €X ,

*
(h,A') divides w(h,A) .

coof Take q =1, hence C = A in 3.2. Under the hypo-
r1esis of this statement we have that w(h,A*,f,g) divides

(h,A) . If they are not satisfied, take in 3.3, C=X ; q =1
1d the second alternative in the hypothesis. Then we are in

*
1e same situation as in the present case. Since X € éo , we

*
an take II = {1} and the conclusion gives ®(h,A ,f,g) = 1. 0.E

In order to show some "raison d'€tre” to the last two

ssertions we werify the following final remark.
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3.8. Let o : X* =+ S8 and B : X* - T be two surjective
morphisms onto finite monoids and assume that for each h € X*
the order ®w(h,S) is a divisor of ®(h,T) . Then every group G
in 8 is a homomorphic image of a group in T .

Proof : Let K = Go~ 1

. It is a subsemigroup of X* . Since
¥ is finite, there exists an idempotent u and a group H
in T such that u.kKB.u = H .

Let p denote the application from H into the
subsets of G that sends every b € H onto bp = (bB—1 N o .
Since X = G it is surjective and since B is a morphism
one has identically bp # ¢ and bp.b'p C (bb')p for any
b,b* € H . Take in particular b' to be the inverse of b in H .
Ve have ®(h,T) = 1 , hence w(h,S) = 1 by hypothesis, for any
h € (bb')B_‘l N X . Therefore (bb')p is the idempotent of G ,
hence a singleton. Since b p and bpP' are non empty subsets
of G, it shows that each of them is a singleton, i.e. that

0o is a morphiem from H to G . Q.E.D.

*
The example of the submonoid {x,xy,yx} (x,y € X)
*
of X which belongs to _1_\0 shows that the condition of 3.7 does

*
not imply that A be a free submonoid.
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4. Verifying the Corollary.

We establish the theorem mentionned in the Introduction.
What we give here is far from being optimal and we refer the
reader to Eilenberg's theorem for deeper and more precise results.
Let us recall a minimum of automatic machinery.

An automaton will be a triple T = (Q,q1,Q+) where
Q is a finite set, q, €Q is an initial state and Q <Q
a terminal set. The set Q is provided with a morphism of X*
into the monoid of all partial applications of Q into itself.
A modification of T will be another automaton T' = (Q,q'1,Q’+)
on the same set of states Q and it will be described in terms
of T by indicating the initial and terminal elements q'1 and
Q'+ and the value of the state qx for the pairs (q,x) € QxX
such that gqx is not the same in the morphisms of X* into
the monoids of action on states associated with T and with
- The number of pairs q,q' € Q such that q' € qX will be
denoted by |T]| . We shall write q~10' (¢ €0,Q' ©Q) to
denote the set q-10' = {f € X : qf €Q'} . In particular, T
recognises the set q;"Q+ .

Any recognisable set A is recognised by at least

one automaton. Among the automata who deo this job there is a

minimal one, say the syntactic automaton T, = (Q,q,,Q,) of 4.
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It has the following further properties
(i) For any q € Q, Q'S Q the set B= q-1Q' satisfies
B¢ = B where « is the syntactic morphisn of A .
(ii) lTA[ < |T| for any other automaton T recognising A .

Let us now refer the reader to the families A and
B described at the end of the Introduction. We make the obser-
vation that X* € A because X*a-& = Xf for any morphism o .
Further, by hypothesis {1} € A , where A is closed under boo-
lean operations. Therefore X' = i*\{1} €A and ANX €4
for any A € A . Also A is closed under product. Therefore
ABEA = ABX €4,

Ve shall use repeatédly the fact that if A € A
and Bo ¢ © B (where o is the syntactic morphism of A ) ,
one has B € A . This immediately follows from the fact that by
the very definition of Synt , Bo & = B implies that Synt (B)
is a quotient monoid of Synt (A) and from the hypothesis that
M contains the quotient monoids of its members.

Ve are ready to prove that B contains any given
member A of A . This will be done by induction on lTA‘
where TA = (Q,q1,0+) is the syntactic automaton of A .

First the initial~case. Suppose ‘TAl = 0 . We have
either A=¢ or A= {1} . The empty set is a subset of X ,

therefore it is in B by the condition (i) stated in the Intro-

* ]
duction. Also ¢ is a prefix set and since {¢} = {1} € A
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we have {1} € B by condition (ii). We can henceforth assume

|T positive.

\
A

Set P = q;1q1 and assume first P # 1 . It belongs
to A because P = Pod . Let Q' be the set of all states
q € Q such that the set Xq = q~1q1 N X is not empty. Modify
the automaton TA into a new automaton T' by letting
qu = ¢ Ffor every q € Q' . If we take successively each q € Q'
as a final state we obtain a set Bq c X? and the union of
Bqu over all q € Q' is a prefix set B such that B*=-p.
Therefore by our induction hypothesis and Bqa_& = Bq , we
have P € B .

Now we have the unambigous product A = PA' where

A' is the set accepted by T' when restoring Q+ as the set
of final states. Therefore to conclude the argument we have only
to show A' € B . This is already done by the induction hypothe-
sis unless T' = TA , 1., unless P = {1] , and also A’ F1.
Take any state q, such that q;1q2 = X' # ¢ and modify
Tt = T to T" by letting q1X' = ¢ , keeping the same final
set of states.

We have that A' 1is the disjoint union of q:1Q

and of X'qg1Q+ ; Both sets are in B by the induction hypo-

+

thesis, Q.E.D
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DISCRETE MATHEMATICS — Volume 2, No. 1 (1972) 73-94

PROMOTION DES MORPHISMES D’ENSEMBLES ORDONNES

M.P. SCHUTZENBERGER
Paris VII et IRIA, France

Regu le 3 mai 1971

Resumé. Deux constructions de la théorie des tableaux de Young developpée par Robinson and
Knuth sont étendues a d’autres ensembles ordonnés finis.

§ 1. Introduction

Dans tout ce mémoire, on considérera un ensemble ordonné fixe
(A4,<) ayant un nombre fini 1+q d’éléments, et pour chaque z € Z, ‘M,
désignera la famille des morphismes (d’ensemble ordonné) bijectifs de A
sur l'intervalle I, = {z,z+1, ...,z+q} de Z. On posera

M=Um, .
z

Dans le cas particulier o (4,<) est un intervalle du groupe ordonné
Z2, les éléments de M, (ou plutot les classes de M, pour I’équivalence
de translation dans Z2) sont connus sous le nom de tableaux gauches de
Young. La théorie de la correspondance de Robinson [1] entre permu-
tations du groupe symétrique et tableaux de Young utilise entre autres
(cf. [2]) deux bijections remarquables, notées ici

9 : sz > c77(z-H ’
HoM, > My g
L’objet du présent travail est de présenter celles des propriétés de a et

# que nous avons trouvées rester vraies dans le cas d’'un ensemble
ordonné (4, <) quelconque.
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De fait il sera commode de considérer non seulement les morphismes
de M mais aussi la famille

B=Uax,,

z

ou B, désigne ’ensemble des bijections A — I,. Les principales défini-
tions sont données dans cette section. Les énoncés formels et les preuves
sont rassemblés dans les deux sections suivantes.

Les deux notions de base sont celles de trainée C, et de promotion a.
Définition 1. Soit ¢ : A - Z une injection. La trainée C,estla chafne
C,= {C£=cl<c2< < =ClCc A,
dont I’élément initial Cj, est ¢; = (min (Ap))y ! et pour laquelle, induc-

tivement:

¢ = I’élément ultime Cg ssi{a€A :¢;<a}=¢ (c’est-a-dire ¢j € max A)),
et sinon

iy = (min {ap:a€A : c;<a})yp L.

Définition 2. Soient y et C, comme dans la Définition 1. La promotion
est ’application ¢o : A - Z définie par

ac€A— C¢=>agoa=agp,
Cie C«p — Cz = CI‘Pa = cj+]‘p >
u —

chpa =1+ max (Ay) .
Autrement dit, 9 se déduit de p en supprimant la plus petite valeur
Cfp = min (Ay), puis en faisant avancer d’un pas le long de la trainée
chacune des valeurs ¢j,;p € (Cw — C;,) portées par celle-ci et enfin en
attribuant au dernier élément C, de la trainée la nouvelle valeur

1 +max (Ap)=min {z€Z : Ap<z}=max (Apd) .

Il est clair que quand ¢ est une bijection 4 - I, la promotion ¢a est
une bijection sur
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Lg=1+L={z+qg+1}Ul, - {z}.

L’exemple suivant, ol ¢ € B, et ou les traits symbolisent la relation
de consécutivité associée a <, illustre les définitions précédentes (cf.
figs. 1--3). On pourra noter que @3> est un morphisme.

De fagon duale, c’est-a-dire en considérant les structures d’ordre
opposees, (4, >) = A et (Z,>), on définira la trainée opposée

O o= = ! N
C\P_{\P—Cl>(2,>"'>ck'w(‘\0}'

Yet la promotion opposée 3,

ou 5\; = (max (Ay))p~
c};p?)l ]ng (“‘&pa =1+ min(4yp) .

Dans notre exemple, C = {11,6,3} (cf. fig. 4).

Nous conviendrons que I’écriture a” désigne «pa‘ pour chaque

r€ —N et il est clair qu’avec cette convention wo” est une bijection sur

I,,,pourtoutr€ Z et pE B ,.0n verra que dans le cas particulier des

morphismes 'on a 37! = 2 et que 8" = 37 est toujours une bijection
M, = My,

Pour tout morphisme ¢ € M on appellera orbite de ¢ 'ensemble

po* = {pd’ :reZ}=®

3 6— A1 — —7 R ] - Lo, || PSS
~ / .
¢ e ™
/_, ~_ /9 pa: //12
427 g_ x5 P v __e_kh,_g/
\\ ~
~10 \\10
Fig. 1. C,= {2,5,9}. Fig. 2. Cpp = {3,6,7}.
6 T 10 e 13 LD Py - S
~_ T~ 7
wo? : /\ _12 93: T 9
48l g TNg— 42 g T 5\/
T~y 10
Fig. 3. Fig. 4.
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qui est donc une partie minimale non-vide de M satisfaisant & = $a =
®3. Une telle orbite & C M contient exactement un morphisme dans
chaque M, (t € Z). 1l sera commode de désigner la trainée C,deyp=
® N M, comme étant la trainée C(P, t) de ¢ dans P.

Définition 3. La trajectoire T(®, t) d’une valeur t € Z dans une orbite ®
est la suite {v; <v, <...<y;} des éléments distincts v; € A de I'ensemble

(ty~ 1 yed).

Les trainées (pour les morphismes) et les trajectoires sont évidemmant
des chaines maximales dans A. Si (et seulement si) 4 lui-méme est une
chaine, les trainées et les trajectoires coincident avec A4, et, de plus, M se
réduit a une seule orbite . Donc, posant ®# = &, on a (trivialement)
Iidentité

C(@,t)=T@®#,—-t), t€L.

Notre résultat principal (Propriété 12) est la généralisation de cette
identité a un ensemble (4, <) quelconque: Nous montrerons que pour
chaque orbite ® C M il existe une et une seule orbite, notée $# satis-
faisant I’identité ci-dessus, c’est-a-dire telle que pour chaque ¢t € Z la
trainée de ¢ dans ® soit identique a la trajectoire de —¢ dans ®#. De fait,
comme on le verra, ’opération # est involutive, et, par conséquent, I’on
a aussi I'identité T (P, 1) = C(P#, —t) (cf. ’'exemple a la fin de cette
section). Dans ce but, nous utiliserons une application #: B - M que
nous définissons maintenant en utilisant la notation @o* = {pd? : p €N}.

Définition 4. Soit ¢ : A > Z une injection. Son contraire est I’application
w# : A > Z telle que pour chaquea € 4,

aptt = —min {AY : Y € pd*,ayd & Ay} .
En d’autre terme, — (ap#) est la valeur de min (4y), ol Y = pd” et ol
p est le plus petit entier non négatif tel que apdPt! n’gppartienne pas a
Ay. De fagon duale on définira le contraire opposé p# par

aup;= —max {AY : Y € pd*, aPd* ¢ Ay} .

Les figs. 5 et 6 illustrent, dans notre exemple, g# et ‘p;f
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q ey & .3 - Me—e o B 5 E  (u
# % ? o# " 8 7T 6 (k)

2 3

10— —f~§~-~~-~-§—~\§/ 10—~ —-g 5 ‘/

- — "9 = -5 g
3 T~
Fig. S. Fig. 6.

On voit facilement que ¢# et &p; sont des morphismes bijectifs sur
—Ayp. Par conséquent, comme -/, = I_Z_q, le contraire de chaque
¢ € B, appartient 3 M_,_,. On établira que pour toute orbite ¢
Iensemble des contraires Y# (Y € @) est une orbite que 'on désignera
par ®#.

Pour terminer nous introduisons encore la

Définition S. Soit & C M une orbite. La table de promotion A(P) est
Papplication partielle A : Z X Z - A X A telle que, pour toutz, t € Z,
on ait

L,HDA=(a b))+ ¢ (a, bEA)

ssi, posant Y = ® N M, 'on a t = by et en outre soit )yt =a+ b,
soita=b=C,, =Cy.

Autrement dit, pour z € Z donné, prenant Y € ¢ tel que min(Ay) = z,
(z, )A=(a, b)+# ¢

ssi soit la promotion 9 déplace la valeur t € Ap de b da # b, soit C, se
réduit au singleton {a} = {b} et alors z = t. Par conséquent, (z, 1)A ne
peut étre non vide que si d’une part ¢ est une des valeurs portées par ia
trainée C, ce qui implique en particulier z<r<z+g (avec z = ¢ ssi cette
trainée est un singleton) et d’autre part a<b.

On établira I'identité

(z, HA(DP) = (—1. —2) A(PH#) (. tez),

d’ou 'on déduira sans peine la dualité entre trainée et trajectoire men-
tionnée plus haut.
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Donnons pour terminer I’exemple trés simple de ’ensemble
A={(G,)): 1<i<3, 1<j<2}

ordonné de fagon naturelle ((i, /) < (i',j") ssii < i'etj<j') et de 'orbite
® du morphisme ¢ € M, représenté par:

256
Y71 3 4
On trouve:
567 ,_5 68 ,_5 68
W=y 340 T3 490 T4 6 70
8 9 10 8 9 11 8 11 12
4 _ S = 6 =
W= 67 67100 YT79 10

(et plus généralement a’™** = 3r + d° quels que soient 7, s € Z). Par
conséquent,

4 -3 -
=g 5 25T

dont la trainée est la chaine
(1,H<(2,D)<2,2)<(2,3)

d’éléments de 4. Cette chaine est précisément la trajectoire de 6 dans ®.
De méme

4 -3 -2
-7 -6 -5

3
H*
I
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a pour trainée
(LH<2,D<E,N<G2,

ce qui est la trajectoire de 7 dans .

§ 2. Propriétés générales de la promotion

L’objectif de cette section est de donner une définition plus maniable
de la promotion a. Pour cela nous établissons d’abord deux énoncés
trés généraux dans lesquels p et Y sont deux applications A ~ Z satis-
faisant les deux conditions suivantes:

(i) 'une au moins de y et Y est injective;

(il Ap — AY =z et AY — Ap =t sont deux singletons.
La condition supplémentaire

abeA, ap=by=>a<b
sera notée en abrégé Yy~ 1< o1

Propriété 1. Les applications g et  sont deux injections telles que
v~ < o1 ssi il existe une chaine non vide

D=D(y¢ V)= ({D'=d;<d,<..<d,=D"}CA

telle que
(i)a€ A —-D=ap=ay,
(i) D'p=z, Dy =1,
(iii) d; € D — D" = d;y = d;,y 9.

Preuve. Supposons d’abord que ¢ et Y sont deux injections telles que

Y 1< g letposonsu=1ty~!,i=zp !. Comme pet Y sont des bijec-

tions sur (AN AY) U {z} et (ApN AY) U {t} respectivement, la relation

T'= Vo1 C A X A peut étre identifiée a une bijection de A — u sur

A — i. Nous étendons 7’ a une permutation 7 de A en posant ur = i.
Considérons un élémenta € A — u. Sir =ay on ar € Ay puisque

ry # uy = Ay — Ayp. Par conséquent r¢~1 = b € A existe et I'on a par

hypothésea=ry ! <rp ! =b. Comme b=ro~! = ry We l=ayp =
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= ar, ceci prouve que

a€A—-u=a<ar.
Utilisant le fait que A4 est fini et qu’il en est donc de méme de toutes les
orbites de 7, on en conclut que ces derniéres sont toutes des singletons
sauf celle, désignée par D, qui contient u et i. Donc

a€A—-D=ar=a,

c’est-a-dire ay = ayp.
En ce qui concerne D, ses éléments sont

i=d <ir=d,<..<itfl=d, =u.
Par conséquent, d; ¢ = d,‘+1‘P pourj=1,2,...,k—1, achevant la preuve de
la nécessité de la condition indiquée.

La réciproque résulte immédiatement des définitions.

Nous supposons maintenant satisfaites les conditions de la Propriété
I et en outre z = min (Ay) < t = max (Ay).

Propriété 1.1. On a ¢ < Y ssi, de fagon équivalente, la restriction p|D de
wa D ou la restriction y | D est un morphisme.

Preuve. Comme ¢ | (A — D) =y | (A — D), on peut supposer que A = D.
Sous cette hypothése, 1’équivalence des conditions indiquées est immé-
diate puisque

dyp=min (ApU AY) < dy ¥ = max (ApU AY) .
Lemme 2. Soient p € B, et Y € B,,, deux bijections telles que
Y 1<yl Onay=pdssi

2.1) deD, beAd)=dy<by,

ou, pour abréger,
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Ad)={b€A :d<b}.

Preuve. Soitd =d;€ D — D". On a dy = dj,; ¢ ou, par construction,
d]-+1 € A(d), avec

Ay = (Adyp N ADY)V {dj ¢},

A = (A(d)yp NAY) YV (DY} .
Comme

DYy =C"pp=1,,, —I,=max (I, Ul,,)),

la condition indiquée, c’est-a-dire dy < min (A(d)y), est satisfaite ssi
Y = djy 9 = min (A(d) ).

Procédant par induction sur j = 1, 2, ... ceci montre que la condition
(2.1) est satisfaite ssi dj =¢i (¢ € Cv = la trainée définie dans §1).

Soit maintenant d = D“. Comme dy =z + g + | on ne peut avoir
dy < A(d)Y que si A(d) = @, c’est-a-dire que si D¥ € max (4). Donc
D* = C,. Réciproquement Cp < A(C,)Y de facon triviale puisque
C;f € max (4).

Corollaire 2.1. Soient p € B, et Y € M,,,. Ona Yy =pd ssi Y~ < L.

Preuve. Ceci résulte immédiatement du Lemme 2 puisque ’hypothése
que ¥ est un morphisme équivaut a

a€A, beAdA@=ay<by.
Lemme 3. Soit 9 € B. Les restrictions de ¢ et pd d la trainée C,, sont des
morphismes, et de plus
(3.1) a€A, beA@, ap<bp=apd<byd.
Preuve. Le fait que la restriction ¢ | C,, est un morphisme résulte du

Lemme 2 qui implique ¢;p < ;419 (¢}, ¢j41 € C,). D’aprés la Propriété 1.1,
o | Cw est aussi un morphisme et ’'on a ¢ < o.
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Pour vérifier (3.1), il suffit maintenant de considérer un élément
a€ A~ C,.Onaalors apd = ayp, d’ou

apd =ap < bp< bypd ,
ou la derniére relation résulte de ¢ < .
En application nous avons:

Remarque 4. Soit ¢ € B. Pour tout p > q = —1 + card (A), l'application
poP est un morphisme.

Preuve. Posons r(p) = 0 ssi ¢ est un morphisme et sinon
r(p) = max {ap — min (Ay) :a € A et bp<ayp pour au moins un b € A(a)}.
Donc r(y) < q. Comme
aypo — min (Agd) = ap — min (Ayp) — 1
poura ¢ C,, il résulte des énoncés précédents que
r(pd) < max {0,r(p) - 1},
d’ou le résultat par induction sur r(p).

Afin de faciliter les références ultérieures, nous rassemblons en un
seul énoncé ce qui dans ce qui précéde concerne des morphismes de M.

Propriété 5. Soit p € M,. On a pd € M,,, et ¢ < pd. De plus,
(p3)~! < ¢! et pd est l'unique élément de M, qui satisfasse cette
derniére inégalité.

Preuve. p € M, et p < pd résultent immédiatement du Lemme 3 et de
la Propriété 1.1. La seconde partie est un cas particulier du Corollaire 2.1.

Nous en venons maintenant au principal résultat de cette section.

Propriété 5.1. La restriction de 9 a la sous-famille ‘M C B des mor-
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phismes est bijective et son inverse est la promotion opposée 9 .

Preuve. Soit p € M,. D’apreés le Corollaire 3.1, p3 est un morphisme
(€ M ,4y)- De plus d’apres le Corollaire 2.1, o est 'unique morphisme
Y € M, qui satisfasse yl<p L

Considérons la paire ((4,>), (Z,>)) de structures d’ordres opposées.
Elle a les mémes morphismes que la précédente, et la relation
Y1 <71 équivaut a o' > Yy~ ! Donc gpaE = . De facon duale,
11/38 =y pour tout Y € M,,,. Par conséquent, 3 est inverse de 3 et ces
deux applications sont des bijections.

Nous concluons cette section en établissant quelques propriétés
supplémentaires de 9. La premiere sera utilisée dans la section suivante;
la seconde sert de base aux applications aux tableaux de Young.

Nous rappelons qu’un intervalle Y d’un ensemble ordonné (X, <) est
une partie Y de X telle que

y,v'eY, xeX, y<x<y'=xe€Y.

Par conséquent, Y étant un intervalle, et y un élément de Y, ’ensemble
Y — {y} est un intervalle ssi y € max (Y) U min (Y).
Un idéal est ici une partie V de X telle que

x€EX, velV, x<v=>xel.

C’est donc un intervalle.

Nous dirons qu’une application ¢ : X - Z est compatible avec 'inter-
valle Y ssi Yy est un intervalle de Xy. Ainsi, quand ¢ est un morphisme,
les intervalles avec lesquels il est compatible sont les images inverses des
intervalles de Xy.

Lemme 6. Soient A’ un idéal de A et p : A > Z une injection compatible
avec A'. Posant

' =pld, A,=A'n0(Ap)(p3P)"! (pEN),
on a pour chaque p:

(6.1, p) les trainées C,P et C,,P ont la méme intersection avec A,',, et
max (C,,P N A,',) € max (At;);
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CHAPTER 16

Nombres d’Euler et Permutations Alternantes

D. FOATAY
University of Florida, Gainesville, Fla., U.S.A.
et

M.-P. SCHUTZENBERGER
Université de Paris VII et I.R.I.A., France

1. Introduction

Les entiers apparaissant dans le développement de Taylor des fonctions
¢élémentaires de ’analyse classique sont souvent susceptibles d’interprétations
combinatoires, qui donnent une signification géométrique a certaines de
leurs propriétés. Réciproquement, de nombreux problémes d’énumération
d’objets rudimentaires conduisent & des fonctions génératrices remarquables,
et il parait utile d’explorer systématiquement ces liaisons.
Le présent travail est la premiére partie d’une étude sur les nombres D,

(n € N) définis par le développement

Y. Duin! = D(u)

1<n
de la fonction

D(u) = j: (tg u+(cos u)~*) du.

Pour n = 2m pair, on retrouve donc les nombres tangents D,,,
D,,, = 22m—1(22m__ l)m“B,,,,

B,, = 2{(2m)(2r)~2"(2m)!
est le 2m-iéme nombre de Bernoulli. Pour n = 2m+1, les nombres D,,,,,
sont les nombres sécants, dits aussi nombres d’Euler. Ces nombres ont fait
P’objet de trés nombreuses études arithmétiques dont un exposé systématique
d’ensemble a été donné par Nielsen [1923] dans son Traité élémentaire
des nombres de Bernoulli. D’autre part, la table la plus compléte des premiéres
valeurs de ces nombres apparait dans Buckholtz et Knuth [1967].
Les relations

ol

exp D(u) = D"(u) = (3)(1+ D"*(w)), (L.1)
D@O0) =0 (1.2)
entrainent
D'(u) = (1+1tg 3u)(1—tg u)? (1.3)
1 On leave from the Université de Strasbourg, 1971-72. :
173
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et les identités

exp D(z) = D(l)" (1.4)

Dyys3 = 0<Z:< [F1Di+ 1Dyt 2—i» (1.5)
[iIsn

2Dyy s = 0<Zi:< [F1D;41Dp—is 1+ 000, (1.6)

Dppiy = 0<; 1 2"2?1]D2i+1D2n—2u 1.7

ol, dans la premiére, I’on a posé

Doy = Y u®/@2n))D,, (= j tgudu)
1<n 0
et
D(l) = 02 (u2"+1/(2n+1)!)D2n+1 = D—-D(z).

A leur tour, ces identités fournissent les congruences élémentaires suivantes
valables pour tout nombre premier impair p
Dyi3 = DpiptDpyy; (1.8)
D,.» = D,y = D,+1. 19

D’un point de vue combinatoire, André [1879, 1881] a montré que
D,,, est le nombre des permutations alternantes sur [n], c’est-a-dire des
permutations x;x, . .. x, des éléments de [n] = {1,2,.. ., n} telles que x,;
soit 4 la fois inférieur & x,;_, et & x,;,, pour tout entier jtel que 0 < 2j < n
et, en plus, si n est pair, telles que x, < x,_;.

De fagon indépendante, Kermack et McKendrick [1938] ont étudié une
distribution qui équivaut a celle des “pics” et des “‘creux” sur les permuta-
tions du groupe symétrique sur [#]: étant donnée une telle bijection f': [n] — [n],
un pic (resp. creux) est une valeur j € [n] telle que jf soit plus grande (resp.
petite) que les deux valeurs adjacentes (j—1)f et (j+1)f. Sous cette forme,
les calculs de Kermack et McKendrick ont été repris par David et Barton
[1962] dans leur ouvrage Combinatorial Chance. Les fonctions génératrices
associées sont des polyndmes qui se rencontrent aussi dans la représentation
des polyndmes eulériens comme sommes de mondmes #?(1+¢)™ & coefficients
entiers non négatifs (cf. Foata et Schiitzenberger [1970]). Une transformation
simple les raméne & des polyndmes a deux variables D,(s, t) prenant la
valeur D, pour s =¢ = 1. Ce sont ces derniers que nous appellerons
polynémes d’André et dont nous nous proposons ici d’aborder I’étude.

Dans la section 2 suivante nous établissons les principales formules
concernant les polyndmes d’André. En particulier, une formule explicite pour
leur fonction génératrice est donnée. Cette section est de nature purement
analytique.

Ainsi qu’il se produit souvent dans ce domaine, une meilleure compré-
hension de objets est atteinte en opérant dans une algébre non commutative.
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Nous introduisons donc dans la section 3 les polyndmes d’André non
commutatifs, qui sont eux susceptibles de plusieurs interprétations. La place
nous a manqué pour donner toutes celles qu’exigerait une vérification
géométrique des identités données a la deuxiéme section. Nous nous sommes
donc bornés a discuter ce que nous appelons les “permutations d’André”,
grace auxquelles diverses identités binomiales au sens de Mullin et Rota
[1970] s’expliquent en termes de variation. Un article ultérieur traitera des
“complexes d’André” qui permettent de retrouver certaines propriétés
fondamentales de symétrie.

1l est clair que la plupart de nos énoncés pourraient aussi bien étre présentés
dans le langage statistique qui fut celui d’une grande partie de notre carriére.
Notre choix d’une formulation moins spéciale est un hommage a notre
Maitre Bose dont I’oeuvre a tant illustré les enrichissements mutuels de la
mathématique et de ses applications.

Nous remercions notre ami John Riordan de nous avoir signalé l’article de
Kermack et McKendrick [1938] et d’avoir bien voulu relire et commenter
une premiére version de cet article. '

2. Les polynomes d’André
2.1. Définition et propriétés élémentaires

Soit D une fonction réelle de la variable u, analytique a I’origine et satis-
faisant I’équation différentielle
' D" = texp D, .1
avec les conditions initiales
0= D0), s= D'0), 2.2)
ol s et ¢ sont des constantes. En raison de 0 = D(0), la relation (2.1) est
équivalente 3
D" = D'D". 2.3)
Nous posons

D=Y @nh)D,,

o<n

ou, d’aprés (2.1) et (2.2), Do =0, D, = s, D, = t. Considérant s et  comme
des parametres, les relations (2.1) et (2.3) déterminent de fagon univoque par
récurrence sur n les D, comme polyndmes en s et z. Ce sont eux que nous
appellerons polynémes d’ André et que nous désignerons dans cette section par
D, = D,(s, t) (n = 0). La liste des premiers d’entre eux est la suivante:

Dy =0, D, =s, D, =1t, D; = st,

D, = s%t+1t2, Dy = s3t+4st?,

Dg = s*t+ 11522+ 413, D, = s5t+426s3t2 + 34st3.
Les valeurs D,(1, 1) sont entiéres et sont bien les coefficients de la fonction
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D(u) présentée dans I'introduction puisque celle-ci était définie par ’équation
différentielle
D" =exp D
avec les valeurs initiales
D(0) = 0, D'(0) = 1(= )
et que I’on avait donc
D"(0) =exp0 = 1(=1).
Soit maintenant I'opérateur s s
A = st 6_t +t ES’ .
On a
AD; =t= D, et AD, = st = D,.

Observant que (2.3) équivaut a I’identité binomiale

Dyps= ) [7Dj+1Dps2-; (n > 0), 2.4
0<j<n
on en conclut que
D,,, = AD, n=1), 2.5)
soit encore, en tenant compte de la valeur initiale D, =35,
0
s+AD = u D. (2.6)

Ces relations montrent que les polyndmes d’André ont les propriétés
élémentaires suivantes:

Propriété 2.1. Les polynémes D, sont homogeénes de degré total n en les
variables s et \/'t. Ils sont divisibles par t pour n > 2 et leurs coefficients sont des
entiers positifs.

On a donc pour chaque n > 2,

D, "2t dy g

1<kZn/2
ot les coefficients d,; sont des entiers naturels et la relation (2.5) livre
immédiatement la propriété suivante.

Propriété 2.2. Pour n > 2,0onad,; =1, et pour2 < k < in,ona
Auirx = kdyy+(n+2-2k)d, ;. 2.7
Par conséquent, tous les d, ; (1 < k < n) sont positifs. Posant maintenant
Ijn = Z i dn,k,

1<k<n/2
la méme relation (2.5) donne la formule de récurrence
Dyi = nib,+ (=20 2D, (n>2) (2.82)

qui est équivalente a
D, =i(1 —21)%(%5,,, (2.8b)

ol _
D, = (1-20)"2 D,.
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On notera qu’en raison de (2.7) le polyndme D, est divisible par s ssi n est
impair.

2.2. Une relation différentielle

Nous établissons maintenant la généralisation naturelle de la deuxiéme
égalité dans la relation (1.1).

Propriété 2.3. On a lidentité
2D" = 2t—s*+ D2, 2.9
Preuve. D’aprés (2.4) et (2.5), on a pour toutneN
Dyy3 = AD,,, = 2 [;](ADj)Dn+2—j'

0<j<n
Tenant compte de la symétrie des indices et de [1] = [, ], ceci donne
2AD,,, = 2 ['}]A(Dj+ 1Dns1-5),
0<j<n
d’ou .
2Dy, = ), [[Dj41Dps1-;+K,, (2.10)
0<j<n

ol K, est une fonction de s et ¢ telle que AK, = 0. Comme les D; sont des
polyndmes, K, est un polyndme. D’autre part, comme

A(tPs?) = ptPs?t i qtP*is2t  (p,qeN),
on voit que le terme de plus bas degré de K, en ¢ ne peut s’annuler que si
ce degré est zéro. Comme, d’aprés la propriété 2.1, on a D, ,(s, 0) = 0 pour
tout n > 0, le polynéme K, est nul pour #» > 1. Enfin, on vérifie directement
que K, = 2t—s2. Ceci fait, la formule (2.9) s’obtient par sommation.

On notera que pour n+2 = 2m+1 impair, I’expression (2.10), avec
K, = 0, est symétrique et peut par conséquent s’écrire sous la forme (1.7)
de l'introduction, soit de fagon équivalente

Dopis[@m—=1]! = 3 1(Dz,url/(Zj)!)(D —2j/C@m—=2j—1)Y);

0<j<m-
c’est-a-dire
D(l)n = D(l)fD(z);, (2.11)
avec les notations déja introduites dans le cas particulier de s = ¢t = 1,
Dy = Y, @"[(2m)))Dyy(s, 1),
osm
D¢y = D= Dy,

Nous en déduisons la formule suivante qui est la contre-partie polynomiale
de (1.4).

Propriété 2.4. On a
D(l)' =S Cxp D(z). (2.12)
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Preuve. La formule (2.11) peut s’écrire
0

0
5;10g D(l)l = é—l;D(z)'.

D’ou
D(l)' = K(S, t) exp D(Z)’

ou K(s, ?) est une fonction de s et ¢ qui est déterminée en faisant u = 0 et en
constatant que D,(u = 0) = O et D(;y(u = 0) = s.

2.3. Fonction génératrice des polynomes d’André
Nous donnons maintenant des formules explicites pour D, D’ et D".
Propriété 2.5. Posant r = (s2—2t)}, w = (s—r)/(s+r) et E = exp ru, on a

les formules
D = ru+2log (1—w)/(1—wE)); (2.13)
D’ = r(1+wE)/(1—wE); 2.14)
D" = wr?E/(1—-wE)>. (2.15)

Preuve. L’équation (2.9) peut s’écrire
r= D"(D'—r)y*—(D'+r)),
d’on par intégration
ru = log (D' —r)/(D'+r))+K(s, t),
ou la fonction K(s, t) est déterminée en faisant # = 0 et se trouve par con-
séquent égale 3 —logw. Donc (D'—r)/(D'+r) = wexpru, ce qui est
équivalent 3 (2.14). Maintenant le membre de droite de cette derniére
équation peut s’écrire sous la forme
r(14+ (2w exp ru)/(1 —w exp ru)),
d’ou par une nouvelle intégration
D = ru—2log (1—wexp ru)+ K(s, t).
Faisant de nouveau u = 0, on trouve
K(s,t) = 2log (1—w).
On obtient ainsi la formule (2.13). Enfin, la formule (2.15) s’obtient par
simple dérivation.
Désignons par Doy la valeur du membre de droite de (2.14) pour s = 0.
Posant v = (2¢)%u et observant que w = —1 pour s = 0, on trouve
Doy = (20)* - i(1 —exp iv)/(1 +exp iv),
soit
Dy = (21)* tg . (2.16)
Ce résultat a la conséquence trés remarquable suivante:
Propriété 2.6. Pour tout k positif, les coefficients dy_y 4y et dy; sont
égaux a 21" D,);- -1, Cest-a-dire a 217 fois le k-éme nombre d’Euler.
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Preuve. Prenant n = 2k— 1, la récurrence (2.8) donne
opy =k dyy+(2k—142-2k) d, ;1 = dyp1 41
puisque d,; = 0 en vertu de n < 2k. Les deux coefficients d mentionnés
dans I’énoncé sont donc égaux.
Maintenant pour vérifier leur égalité avec le nombre 2'=¥[D,, ;... 4, il
suffit d’observer que pour s = 0, tous les polyndmes D,,_; sont nuls et
chacun des polyndmes D,, se réduit & dy, ;2*. Par conséquent,

Doy = lz<:k @™ 2k —1)!) dy it
On peut alors appliquer la formule (2.16) qui s’écrit
Dy = (20)F Y. (™ (2k—1))(3HP* /2Dy,
1<k

soit
D(o)r = Z (u2k_l/(2k—1)!)21—kD2ktk.
1<k

Nous donnons enfin la formule binomiale
2d3p+2,n41 =o<'Z-1 L2721 1d204 2,04 192200 (n=1), (2.17)
qui se déduit immédiatement de la formule (2.9) lorsqu’on y fait s = 0 et
t = 1, grice a la propriété 2.6.

2.4. Relations avec les polyndomes eulériens

Nous terminons cette section en établissant une relation entre les polyndmes
d’André et les polyndmes eulériens. Pour la définition de ces derniers, nous
renvoyons le lecteur a I’ouvrage de Riordan [1958], pp. 213-216, ou & notre
précédent mémoire (Foata et Schiitzenberger [1970]).

Propriété 2.7. Pour tout entier n > 0, le n-éme polynéme eulérien A,(x) est
égal a

dyy 1 21U X172,
1<k<(n+1)/2

oil les d,, y sont les coefficients du (n+1)-éme polynéme d’ André.
Preuve. Faisons la substitution
s=1, t=2x/(1+x)?, u=(1+xp
dans I’expression de (D’ —s)/t donnée par (2.14). Notant que la substitution
envoie r sur (1—x)/(1+x) et w sur x, on trouve
(1+x){exp [(1 —x)v]—1}
C l-xexp[(1—x)p]
Divisant par 1+ x, et ajoutant 1, on obtient
(1—x) exp [(1—x)v]
T—xexp[1—x)]
qui est I'expression classique de la fonction génératrice exponentielle des
polyndmes eulériens. Donc, pour n > 0, A4,(x) est le polyndme obtenu en
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faisant la substitution s = 1, # = 2x/(1+x)? dans (1+x)"*t-1D,,,, ce qui
est précisément le résultat annoncé.

~ On pourra noter que la relation de symétrie x"4,(x~!) = A,(x) correspond &
I'invariance ¢ = 2x~!/(1+x~1)2.

3. Les permutations d’André
3.1. Quelques notions générales

Nous commengons par décrire en détail quelques notions de base.

Soit X un ensemble totalement ordonné ayant un nombre fini n d’éléments.
Une permutation de X est une bijection f: [n] - X ou [n] désigne I’ensemble
ordonné {1, 2, . . ., n} (= @ sin = 0). Nous I'identifierons au mot 1f. 2f. . ...
nf en les lettres de X. Puisque f est une bijection, chaque élément de X
figurera exactement une fois dans ce mot. Pour abréger, nous écrirons

fe X! pour indiquer que fest une permutation de X ou son mot associé.

Soient maintenant n > 2 et fe X'; la variation de f est le mot fV = v,v,

.. U,y de longueur n—1 en les symboles v; = (+) et (—) qui est défini
pour chaque j < n—1 par
v; = + sijf < (j+D)f,
= —sijf> (j+Df
11 est classique de dire que [/, j+ 1] est une montée (resp. descente) ssiv; = +
(resp. = —).

Soit maintenant 1 < j < n:

—[j—1,j+1] est une double descente ssi [j—1,j] et [j,j+1] sont deux
descentes;

—j est un creux ssi[j—1,j] est une descente et [, j+ 1] une montée.

De fagon analogue, la variation circulaire fV est le mot de longueur n
défini par fV = fV.v, ol v, = + ou — selon que nf < 1f ou nf > 1f;
autrement dit, v, est défini pour [n, 1] de la méme maniére que v; était défini
pour [, j+1].

D’une maniére générale, une notion sera dite circulaire ssi dans sa définition
il est convenu que “n+1” signifie ““1”. Par exemple pour X = [8] et f: [8] —
X identifi¢ 4 581692347 ona fV=+—++—+++ (e{+, -},
1 et 2 sont les deux creux et f'n’a pas de double descente. Comme 7 > 5on a
vy,=—¢et fV=+—4++—+++— (e{+, —}°; enfin comme 7 > 5,
mais 5 < 8, la permutation f est sans double descente circulaire, donc aussi
sans double descente.

Nous introduisons maintenant une notion plus spéciale et nous définissons
la variation réduite de f comme le mot fU de longueur < n—1 en les symboles
t et 5 qui est obtenu & partir de la variation /¥ en remplagant d’abord toutes
les paires v, telles que v; = —, v;,; = + par ¢, ensuite en remplagant par
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s les v; restants. Par construction, fU = s ssi n = 2. Dans notre exemple
fU = ststss puisque fV = +(—+)+(—+)+ +.

Rappelons la notation standard | f |, pour désigner le nombre d’occurrences
d’une lettre x dans un mot f.

Propriété 3.1. Le nombre des creux de f est | fU |,, celui des montées est
< | fU |+ fU |, avec égalité ssi f est sans double descente et se termine par
une montée (c’est-a-dire v,_; = +).

La preuve est immédiate.

On définit de la méme maniére la variation réduite circulaire fU en con-
venant d’écrire la lettre ¢ & la fin du mot fU quand » est un creux circulaire
(C’est-a-dire quand v,_, = — et v, = +) et au début quand 1 est un creux
circulaire (C’est-a-dire quand v, = — et V; = +). C’est ce second cas qui se
produit dans notre exemple et I'on a donc

f U=ttstss,
puisque fV = 4+) (= +) + (= +) ++ (— .

On notera que si n = 2, fU est toujours ¢.

On conviendra pour n = 1, fU = s et fU = e (c’est-a-dire le mot vide du
monoide libre {s, 1}*).

3.2. Définition des permutations d’André

Nous appellerons permutation d’André sur X (0 < card (X) = n < o)
toute permutation f: [n] = X sans double descente satisfaisant la condition
caractéristique suivante:

(A) Soient j, j'e[n]telsque 1 <j < j'et
(j=Df = max {(G—=Df Jif, G'=Df7f}
Jf = min {G=Df jf, G'—=DAj'f}-
Il existe un j” tel que j < j” < j’ et que j'f < j'f.
De fagon intuitive, en tenant compte de ce que f n’a pas de double descente,
la condition peut étre reformulée ainsi.

Sijetj > jsont deux creux tels que jf > j'fet (j—1)f > (j'—1)f; il existe
un creux j” entre jet j' (j < j” < j') tel que jf < j'f et la méme condition
vaut quand j' = n et que [j'—1, '] est une descente.

1l résulte immédiatement de la définition que toute permutation ayant O
ou 1 descente est une permutation d’André, car elle n’a pas de double descente
et la deuxiéme condition est trivialement vérifice.

Une permutation f ayant exactement deux descentes [, j+1] et [/, j +1]
(j < j') est une permutation d’André ssi les deux conditions suivantes sont
réalisées
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(i) j+1 et j'+1 sont des creux ou bien j+1 est un creux et [j', j'+1] est
une descente finale;

(i) 'on a jf < j'f ou bien jf > j'fet (j—1)f < (' —1)f.

Pour avoir une idée concréte de cette condition, le lecteur pourra vérifier
que parmi les six permutations de [6] qui sont de la forme x2y3z1
({x, y, z} = {4, 5, 6}) et qui sont donc sans double descente puisqu’alternées,
les permutations d’André sont les deux pour lesquelles z = 6.

En effet, puisque 2 = 2f < 3 = 4f, la condition caractéristique ne s’applique
qu’aux paires de creux j = 2oudetj’ = 6 > j. Commejf = 20u4 > j'/f = 1
et comme il n’existe aucun creux j” entre j et j' tel que j'f < jf (puisque 4f =
3 > 6f = 1), on doit avoir (j—1)f < (j'—1)f, c’est-a-dire x < zet y < z.

Nous noterons D} (0 < n) I'ensemble des permutations d’André sur [n] et
D* = | Jo<a D}, en faisant comme d’usage la convention naturelle que pour
n = 0, D} est un singleton. Voici une table des D} pourn =0, 1, 2, 3, 4:

D§={e}, Dif={1}, Di={1221},
D¥ = {123, 132, 213, 231, 312},
D} = {1234, 1243, 1324, 1342, 1423,
2134, 2143, 2314, 2341, 2413,
3124, 3142, 3241, 3412,
4123, 4132}.
On notera que 1 = Card D§ = Card D¥; 2 = Card D%; 5 = Card D%;
16 = Card Dj.

Par abus de notation, si I = {n’+1, ..., n'+m} est un intervalle de [n] et
f:[n] » X une permutation, nous identifierons la restriction f |7 & la permuta-
tion f': [m] = If (If = X) telle que jf' = (n’'+j)f identiquement.

Lemme 3.2. Soit f: [n] - X une permutation d’André. Pour tout intervalle 1
de [n), la restriction f' = f| I de f a I est une permutation d’ André.

Preuve. Ceci découle de la structure des conditions “étre sans double
descente” et (A) qui ne font intervenir que les éléments d’un intervalle.

Nous introduisons maintenant deux familles spéciales de permutations
d’André que nous appellerons respectivement (par abus de langage) circulaires
et augmentées. Soit X un ensemble fini de cardinal #» (n > 0); une permutation
d’André f sur X est dite circulaire (resp. augmentée) ssi son dernier élément
nf est égal 3 min f (resp. max X). On note D (resp. A) ’ensemble des permuta-
tions d’André appartenant & D qui sont circulaires (resp. augmentées); on
pose D, = Dn Dfet A, = A n D} (n > 0) et ’'on convient que D, est vide
et que 4, = D§ = {e}. On voit sur la liste ci-dessus que Card D; = Card 4;
= lpourj=1,2;Card D; = 1;Card 43 = 2;Card D, = 2;Card 4, = 5.

Propriété 3.3. Soient neN et f:[n+2] - X une permutation quelconque

telle que
@ (n+2)f = min X.
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Les trois conditions suivantes sont équivalentes:
(1) La permutation f est une permutation d’André (qui est nécessairement
circulaire).
(2) La restriction ' = f| [n+ 1] est une permutation d’André augmentée.
(3) La restriction f" = f| [n] = f" | [n] est une permutation d’ André et

(ii) Jen =jf" < (n+1)f".
Preuve. Le lemme 3.2 donne immédiatement les implications
fe D* = f"e D* = f" € D*.

Supposons (1) et prenons j° = n+2. D’aprés (i), d’une part [ —1, j'] est
une descente, d’autre part on ne peut pas avoir j'f < j'f pour j” < j'. Donc
d’apres (A) on aura (j—1)f < (j'—1)f pour tout j < j' tel que [(j—1), j]soit
une descente.

Considérons j tel que (j— 1)f = max X; le couple [j— 1, j] est une descente
et par conséquent j = j', c’est-a-dire (n+1)f = max X. La condition (1)
implique donc (2).

Réciproquement supposons (3), c’est-a-dire que la restriction f| [r] est
une permutation d’André et que ’on a (n+1)f = max X, (n+2)f = min X.
11 est clair que f n’a pas de double descente. D’autre part, prenant encore
J' = n+2,la condition (A) est toujours satisfaite car il ne peut pas exister de
creux j < j' pour lequel (j—1)f > (j'—1)f. Donc (3) = (1) et comme (2) =
(3) trivialement d’aprés f' € D* = f” € D*, le résultat est établi.

Corollaire 3.4. Pour tout n > 0, les ensembles D, ,, A,,, et D¥ ont méme
cardinalité.

3.3. Polynémes d’André en variables non commutatives

Pour simplifier, on appellera polynémes d’André non commutatifs les
polyndémes
4,U =3 {fU:fe4,},
DU =Y {fU:feD,} (=0
en les variables non commutatives s et . Dans la propriété 3.10 ci-aprés, on
trouvera deux relations de récurrence sur ces polyndmes. Enfin, la liste des
polyndmes pour les premiéres valeurs de n est donnée a la fin de cette section.

Lemme 3.5. Soit f: [n+ 1] > X une permutation d’ André. Il existe exactement
une valeur m < n telle que

@) f1[m]e D;

(i) m" = m, f|[mle D=>m' = m.

Preuve. Il suffit de prendre m = (min X)f~! et d’observer que m =
(min ([m'If))f~* pour tout m’ > m.
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On notera V) la restriction f| [m] (m = (min X)f-!) et on appellera )
le premier facteur de f. La restriction f| [n]\ [m] sera le cofacteur de £ dans
f et on utilisera souvent pour abréger la notation V-1 pour désigner [m].
L’importance de ce lemme est dans sa réciproque.

Propriété 3.6. Une permutation f: [n+1] — X est une permutation d’André
ssi posant m = (min X)f-, les deux restrictions O = f|[m] et f' =
[ [n]\ [m] sont des permutations d’André. Si ces hypothéses sont vérifiées et
n = 1, f est augmentée si et seulement s’il en est de méme de f'.

Preuve. La partie directe résulte des lemmes 3.5 et 3.2. Supposons donc
O, f'e D* et sans perte de généralité m < n. Comme mf = min X,
[m, m+ 1] est une montée. Donc f n’a pas de double descente puisque ni £V ni
f’ n’en ont.

Soit maintenant j et j' deux valeurs justiciables de la condition (A). Si
J»J' € [m] ou €[n] \ [m], 1a condition (A) est satisfaite par f d’aprés I’hypothése
fY, f' e D*. Si au contraire j > m > j’, la condition (A) est satisfaite par
I’existence du creux j” = m entre j et j'.

Lemme 3.7. Soit f:[n+1] - X une permutation d’André circulaire. Si
n=0,fU=setsin>0,fU = (f'U) oif' = f|[n). Par conséquent,

D,,Hlj = (4,U)t pour n > 0.

Preuve. Le cas de n = 0 résulte de la définition méme de U. Sin > 1, la
variation de f se termine par une descente puisque nf = max X, (n+1)f =
min X. Comme (rn+1)f < 1f, la formule est encore une conséquence de la
définition de U.

Lemme 3.8. Soit f: [n+3] —» X une permutation d’André circulaire. On a

flj = g(l)U -f[?’
ot gV est le premier facteur de g = f| [n+1] et f le cofacteur de g'* dans f.

Preuve. Le facteur gV est la restriction de £ [m’] ot m'f est le minimum
de X privé de min X = (n+3)f et de max X = (n+2)f. Donc [m’, m’+1]
est toujours une montée de f.

Distinguons maintenant deux cas:

(i) m’ = 1.0na fV = +fV.Comme fU se termine par ¢ puisque n+3—m’
>2, on adonc fU = s. fU et le résultat est établi.

(ii) m’ > 1. Comme gV € D, gV se termine par la descente [m’—1, m’].
Donc fU = (gU)" t (fU), ot (¢ U)’ désigne le mot obtenu en supprimant
le dernier s de gVU. De fagon équivalente, fU = g'VU . fU, d’otr encore
fU = g0 . fU.

Corollaire 3.9. Soit f:[n+2] > X une permutation d’André augmentée.
Ona

fU=fOU0.f'U
oit f est le premier facteur de f et f' son cofacteur.
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Preuve. Définissons la permutation g:[n+3] - X’ par g|[n+2] = f et
(n+3)g = min X’. 1l est clair que g est une permutation d’André circulaire.
Soient g le premier facteur de g | [n+1] et § le cofacteur de g/’ dans g.
On a gU = (fU)t (d’apres le lemme 3.7), f = g, et enfin gU = (f'U)t.
Le lemme précédent donne d’autre part I’identité

gU = g0 . g0,
c’est-a-dire
(fO)t = fOU . (fU)L.
Le corollaire est donc établi en supprimant la derniére lettre ¢ de I'identité
précédente.

Propriété 3.10. Pour tout n > 0, on a les identités
ApisU = X [0, U - Ay U, G.1)
D,:3U =Y ["D;4,U.D,,,_;U. (3.2)
Preuve. La propriété 3.6 donne une bijection entre A4,,, et les triplés
(XU X", f, ), ot X’ U X" est une partition de X'\ {min X, max X}, /()
une permutation circulaire d’André sur X’ U {min X} et f’ une permutation

augmentée sur X" U {max X}. La premiére formule découle alors du corol-
laire 3.9 et la deuxiéme de la premiére et du lemme 3.7.

Tables 3.11. Pour terminer ce chapitre, nous donnons la liste des polyndmes
A,U et D,U pour les premiéres valeurs de n. Ces polyndmes peuvent étre
évidemment calculés a partir des formules de récurrence (3.1) et (3.2):

AU =1,
AU =5,
A3U = 52+t,

AU = s34 2st+ 2ts,

sU = s*+3s%t+ 5sts+ 3ts2 + 412,

85+ 453t + 952 ts+ 9sts? + 4ts® + 125t 2 + 105t + 121 s;
$,

(4,U)t pour n > 0.

A
As
D

U=
U
aU

4. Remarques

Comme il n’a pas été possible d’inclure dans le méme article tous les résultats
sur les polyndmes d’André en variables non commutatives, nous renvoyons
le lecteur & un prochain mémoire. Quelques ultimes remarques nous semblent
cependant nécessaires.

Remarque 4.1. On a D,U = s et D,U = t. D’autre part, la formule de
récurrence (3.2) a la méme structure formelle que la relation binomiale sur
les polyndmes commutatifs D, qui s’écrivait en effet (voir formule (2.4))

Dy,3 = Z [_,;]Dj+ an+2—j (n = 0). 4.1)
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Ceci montre que les polyndmes D,U constituent bien une version non com-
mutative des polyndmes d’André D,(s, ).

Remarque 4.2. Lorsque les variables s et # commutent, on a aussi la formule
exponentielle

Y, @"/nY)D,s; = texp[ Y. (fn)) D,]
o<n

o<n

(voir formule (2.1)). En fait, les formules (4.1) et (4.2) sont équivalentes.
On peut s’en convaincre par ’argument suivant: La série formelle égale a ¢
fois exponentielle de ) o<a (u"/n!)D, est unique. Ceci résulte du fait que
Pexponentielle est une bijection de I’ensemble des séries formelles sans
terme constant sur I’ensemble des séries formelles de terme constant égal a
1. Or par dérivation de (4.2) par rapport a u, et identification des termes de
méme puissance en u, on obtient justement les formules (4.1).

Cette équivalence n’est plus valable lorsqu’on suppose s et # non com-
mutatifs. Plus exactement, on n’a pas de formule exponentielle ayant méme
structure formelle que (4.2) avec les polynémes D,U. Seule subsiste la formule
(3.2), qui doit donc étre regardée comme la généralisation non commutative
de la formule exponentielle.

Remarque 4.3. Une autre fagon d’établir directement la formule exponen-
tielle (4.2) sans recourir aux arguments analytiques de la section 2 est de faire
appel aux techniques purement combinatoires du composé partitionnel,
développées dans notre précédent mémoire (Foata et Schiitzenberger [1970]).
L’ensemble D* est, en effet, le composé partitionnel de I’ensemble D des
permutations d’André circulaires. Indiquons rapidement comment on peut
le démontrer. Soit f= 1f.2f. ... .nf (n > 0) une permutation d’André.
Elle admet une factorisation unique (g, g, . . ., g®) telle que

(1) le produit de juxtaposition g(tg? . . . g soit égal A f;

(2) chaque g*? est une permutation d’André circulaire;

(3) la suite formée par les derniéres lettres des mots g¢? est croissante.
Par exemple, la factorisation de

f=869712131241114153105
est donnée par

869712131, 2, 41114153, 105).
L’existence et I'unicité de cette factorisation peuvent étre démontrées en
utilisant le lemme 3.8. Supposant s et ¢ commutatifs, on pose pour tout
feDf(n>0)

fu.t=(f.n+1.0)U.

LA encore, A I'aide du lemme 3.8, on peut vérifier que u est multiplicative.
D’aprés la proposition 3.12 de la référence citée plus haut, on en déduit
Pidentité

1+ ) (u"/n")Dfu = exp [OZ "/nVA,.u1]-

<n

0<n
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L’identité (4.2) en résulte en observant que
D¥u.t =D, ,(s,t) et A,u= D,s,t) pour n > 0.
Remarque 4.4. Nous avons vu dans la propriété 2.3 que I'identité
2D,.3 = ), [}Dj+1Dps1-; (n=1) 4.3)
0<j<n
sur les polynémes commutatifs D,(s, t) se déduisait facilement de Iidentité
Dyy3 = Z ['}]Dj+an+2—j (n = 0).
0sj<n
Dans le cas des polyndmes d’André non commutatifs, on peut établir égale-
ment l'identité

2Dn+3U =3S. Dn+2lj+ Z [”;l]Dj.i.llj, . Dn+2_jl°]+D"+zlj . t_lst
1<j<n
(n>0) (44

qui est I’équivalent non commutatif de (4.3). Comparant (3.2) et (4.4),
on voit que pour obtenir (4.4), il suffit d’établir les formules

D, ;U = 1<2_< [20D;41U.DpisU4D, U 7%t (n=0). (4.5)

<j<n

Soit w = u, ... u, un mot en les lettres s et ¢; le mot retourné w est défini par
W =y, ...u;. Les formules (4.5) se déduisent alors de (3.2) et de la propriété
de symétrie suivante: pour tout mot w en s et ¢, il y a dans ’ensemble 4, des
permutations d’André augmentées autant d’éléments f tels que fU = w que
d’éléments g tels que gU = w. Cette propriété remarquable sera démontrée
dans un article ultérieur. Nous y introduirons la notion abstraite de complexe
d’André, qui nous permettra, en outre, de construire une bijection naturelle
entre I'ensemble des permutations d’André et celui des permutations
alternantes.
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A PROPOS DU RELATION RATIONELLES FONCTIONNELLES
M. SCHUTZENBERGER
IRIA - Université - Paris 7
FRANCE

1. = INTRODUCTION

Le théoréme de Mc Naughton ( [2] ) est une généralisation i 1'ensemble X

des mots infinis sur un alphabet X du théoréme de Kleene sur le monoide libre X¥.
Nous nous proposons d'en simplifier un peu la preuve originale grice i 1'idée

due 3 Buchi ( [1 ] ) d'utiliser un cas particulier du Théoréme de Ramsey.

+
Nous employons les notations standards de Eilemberg : X = XX* = X*\({1}, et
If[ = la longueur du mot f de X* . Une partie A de X* est reconnaissable

(A € Rec) ssiil existe un morphisme @ de X* dans un monolde fini qui satisfait
A(p(p-] = A (qui "reconnait" A).

L'écriture s € w(A) servira pour exprimer que le mot infini s € x* posséde une

infinité de facteurs gauches dans la partie A de X¥ .

103
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w
Ceci permet de définir Rec comme la plus petite famille R de parties de x¥

qui satisfasse les deux conditions :

(1) Pour tout A € Rec, R contient 1'ensemble {s € X’ =5 € w(A)}

(ii) R est fermée par rapport aux opérations booléennes , c'est a dire que si
P, Q € R, la famille R contient P U Q, P\NQ et P n Q.

® w
Nous chercherons i établir 1'identité de Rec et de la famille Rat définie

comme la plus petite famille R' satisfaisant les deux conditions :
(iii) ¢ BY€ R' pour tout ¢, B € Rat tel que 1 ¢ B, ¢ # B.

(iiii)P, Q € R' =>P U Q € R'.

La preuve repose sur le théoréme suivant :

THEOREME 1 (Ramsey, Buchi).
Soient' @ un morphisme de X¥ dans un monoide fini M et s = a  a, ... a ... une

01

. . . P [} +
factorisation d'un mot infini s de X . (a cees By e € X).

0* 212

Il existe un &lément m, un idempotent u et une factorisation s = ¢ c1 eee C

0 n

obtenue en regroupant les termes de la factorisation précédente qui satisfait

les conditions :
2

CO(P=m=mu; et pour tout n € N cn+1¢ =u=u;

PREUVE - Soit A l'ensemble des facteurs de s de la forme a a,

ves @
+1 n'

(1< n<n') et k=Card (AQ).

Si k =1, AQ se réduit 3 un idempotent u et le résultat est trivialement vérifié

150



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #157 7-7-2009

Année 1973 1973-2. A propos du relation rationelles fonctionnelles

Relations rationnelles fonctionnelles 105

en remplagant a_ par a, a, et en prenant m = (aO a))q) = a0 Qu-= aO Quu=mu

0 0 1

Nous pouvons donc procéder par induction sur k.

Prenons m € AQ quelconque et notons P = {p]< p2< ...} 1'ensemble des indices

p €N tels qu'aucun des facteurs aP apy vee ap' (1 < p<p') n'appartienne a

me' .

Si P est infini, on peut, en regroupant les termes, obtenir la factorisation

'a'l ... a'n de s ol chaque a'n (n» 1) est égal au produit ap a

202,

Pl Ut ap,_1

] A}
ceooa'

= LI ' ' 3 1
avec p pn, P P . L'ensemble A' des produits a a2 el n

n+l
(1< n< ') ason image par @ contenue dans AQ\{m} et le résultat découle

de 1'hypothése d'induction.

Considérons donc, maintenant, le cas ol P est fini. Il existe un q € N tel que

pour tout n » q, au moins un des produits a a

m ¢f].

' .
a1ttt @t (n' » n) appartiennent

Ceci permet de trouver une factorisation s = a

pour tout n positif,

. P . P r . .
Maintenant comme M est fini m a une puissance positive m  qui est un idempotent.

Regroupant les termes y par y on est ramené au cas de k = 1. Q.E.D.

Nous dirons que la factorisation Co ©p sov €y vee décrit dans 1'énoncé une

mu-factorisation.de s subordonnée i ay 2 .. 2.

Nous désignerons par 11(s) l'ensemble des paires (m = m u, u = u2) EMxM
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tel que s admette au moins une mu-factorisation subordonnée 3 la factorisation
= X, X, ees X_ ses OU X, X ceey X «.. € X(donc 3 n'importe quelle autre
=X % n 0* X2 » X ( p q

factorisation).

152



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #159 7-7-2009

Année 1973 1973-2. A propos du relation rationelles fonctionnelles

Relations rationnelies fonctionnelles 107
2. - UNE CONSTRUCTION

Nous considérons deux parties reconnaissables non vides B, C € X¥ , ol 1 ¢ B, et
d'aprés le Théoréme de Kleene il existe des morphismes @' et @ de X¥ dans des
monoides finis M' et M et une application [ ]de M dans M' x M' qui satisfont

les conditions suivantes :
' -~ * +
(1 @' reconnait CB¥* et B ;

(2) Pour tout mot f de X¥ , [ng] est l'ensemble des paires (f' @', f" @')

ot f£', f" € X¥, £ = f' £",

Il sera commode (et toujours possible) de supposer 1 ¢' (p"-l = llp(p-l =1.
Désignons maintenant par V 1l'ensemble des paires (m = m u, u = uz) € M x M
tel qu'il existe q, r, s € M' satisfaisant les conditions :

QECB* Q' ;rseE B+(p‘ s

(g, v) €[m] ; (s, v) € [u].
PROPRIETE 1- Soient s € X” et (m, u) €U(s). On a s € C B* gsi(m, u) € V.

PREUVE : Supposons d'abord (m, u) € V et considérons une mu-factorisation

a, a .o de s.

o &1 *°* an

Notre hypothése implique 1'existence de factorisations a = a'n a"n telles que

' fe s : ' (- ¥ o' a" o =r: a' ' =
1'on ait identiquement a 0?® q € (C B¥) @'s aly Q r;al 9 s
~ + -~ -

oi r s €B @' et oli, par conséquent :

€ C B¥, a"‘_l a' €B" ce qui établit s € C BY .

]
2 n+l

Réciproquement soit s € C B’ , c'est-a-dire s = ¢ bo b1 eve bn ... ol CE C B¥,

b €B'.
n
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Nous pouvons choisir une mu-factorisation s = ay a; eee @ eee de telle sorte

que les conditions suivantes soient vérifiées :

ao=cb0...bnf (n > 0);
bn+] =fes

a, =8 b_‘:+2 e bn' £! (n' > n+2);
barer = e

£ =f ¢ (=1

Posant q = (cby ... b ) Q'

et s =gb e bn" on en déduit immédiatement que (m, u) € V.

n+2
Q.E.D.
. Soit maintenant u # 1 un idempotent de M. D'aprés 1l'hypothése l(p(p_l =1on a
- + - +
1 ¢u§0 l. Nous notons EG la plus petite partie de X telle que ug@ L. Eu et

nous posons :
E'u = Eu\ Eu x* ce qui entraine que tout mot de u (p—l ait exactement un fac-
teur gauche dans E'u.
Nous aurons besoin de la :

- . . =1
REMARQUE 2. La relation a, b, abc €u @ ! (@, b, ce X) impliquu bc €Eugp .
PREUVE - Soitm = c@ € M. les hypothéses équivalent 3 w um = u.
Donc (bc) ¢ = um =u Q.E.D.
Soit enfin :

K, =UX* E’uv soule Wyt ou, par commodité,

'Idu..ﬁ ,.{‘-uy',-;u';.ze M:uéMu' M};
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La propriété suivante traduit en termes de monoides la méthode de Mc Naughton.

On pourrait (au prix d’une légére complication) remplacer K, par R§ ou R, = R} \ R}, x*
avec R;l = I’ensemble des mots f € X" tels que u ¢ M. f ¢. M.

PROPRIETE 3 - Soit (m,u) € V.

Lapartie A=m¢ ! (uyp 1)@ de X est ensemble des mots infinis tels que ’on ait :

~ _ -1 ..
(€D) s € w(F) oi F =m@ .Eu.Eu,

(2) s ¢ w(Ku)-

PREUVE. Soit d'abord s € C B® et (m, u) € U(s). On peut trouver une mu-factori-

sation s = a_, a, ... a ... dans laquelle tous les a.,

0 4 appartiennent a Eu.

1

Comme (a0 a; ... an) @ = m, identiquement, ceci montre que s€w (F).

1
Supposons maintenant u' € wu, h € E'u. et que g h soit un facteur gauche de s.

Comme u € M. b@. M pour tout facteur b de a ... a ..., on aque g est un

1
facteur gauche de ays donc que s ¢uw (Ku) puisque tout mot a au plus un facteur

gauche dans chacun des E'u, (u' € Wu).

Réciproquement soit s un mot infini ayant une infinité de facteurs gauches

= ' '1. . ' [
fn g, ¢ © ndans F (gne me ; ene Eu, e nEEu).

Supposons d'abord qu'il existe un motg tel que g, & pour une suite infinie de
fn. Comme aucun mot n'a plus de un facteur gauche dans E'u, nous pouvons prendre

une sous suite de la précédente telle que chaque e, e'n soit un facteur gauche
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de e’ La conclusion s € A résulte alors immédiatement de la Remarque 2

Supposons maintenant qu'un tel mot n'existe pas. Nous pouvons prendre une
PP q P P

. . + .
sous suite telle que chaque &+ ait la forme fn hn (hne X' ), ce qui donne

1

une factorisations = a_ a, ... a_ ol et, identiquement,

o %1 n °% % T & %
= ! P— PR . . . -
a el hn+] DR Utilisant le théoréme 1, il existe un idempotent u et une

m u-factorisation subordonnée i la précédente s = bo b, ... bn v.. ol bO =f

1 p

pour un certain p € N et ol par conséquent m = m.

Comme bn+l € E'u X ¥ Eu’ par construction, nous avons

(1) T=T2€uMNMu.

Introduisons alors 1'hypothése s ¢ m(l(u). Comme s a une infinité de facteurs

- -
dans u ¢ , on a s € w(X* E';) et, par conséquent, u § Wu, c'est a dire :

(i1) u=uleMaM

Comme M est fini, les deux relations : u € u MN Mu et u € M u M entrainent
que u et u appartiennent a la méme ?-(classe de M, donc qu'ils soient égaux

puisque u = u2, u = GZ. Ceci achéve la preuve de s € A.

COROLLAIRE. Le mondme CB® appartient & Rec?.

PREUVE. Ceci résulte immédiatement des propriétés 1. et 3.
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3. - FIN DE LA DEMONSTRATION

THEOREME DE BUCHI. La famille R&t est fermée par rapport aux opérations
booléennes.
0 w

PREUVE - Comme X appartient 3 Rat, et comme cette famille est fermée par

: . . ' . w, w w
union, il suffit de montrer qu'elle contient D = X \C B" , avec C B comme
dans la section précédente. Or ceci est trivial d'aprés le théoréme de
Ramsey-Blichi et le corollaire 4 puisque celui-ci montre que D est 1'ensemble

des s € X° tels que U(s) N V = @ ou, de fagon équivalente, U(s)(t V.
Q.E.D.

w w
THEOREME DE MC NAUGHTON - Les familles R' = Rat et R = Rec sont identiques.

PREUVE - L'inclusion de R' dans R résulte immédiatement de la Propriété 3 et
des définitions de R et de R' puisque F et Ku sont certainement des parties

reconnaissables de X¥ .

Comme R' est fermée par les opérations booléennes d'aprés le théoréme précédent,
il suffit pour &tablir 1'inclusion opposée de considérer un é&lément m d'un

w
monoide fini M et un morphisme @ : X* > M et de prouver A € Rat ol

A={s€ex’:s¢€uwm ¢_])}.

Or de nouveau ceci est trivial puisque 1l'on peut écrire A = m @

B={f€X :m fg-=n. Q.E.D.
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. + - -
OBSERVATION. Pour tout morphisme de semi groupe ¢ : X >M notons @ !
1'application envoyant chaque (m, u) € M x M sur m(p_I (u (p_l)we XY et (7)
1'application réciproque telle que pour chaque s € ¥ on ait (m, u) € s (/—)

ssi s€ (m, u) (ﬁ -1.

=1

On dira que ¢ reconnait une partie A de x” ssi A=A f[) (/_J

(doncvé- ¢=VouV=A(—p).

D'autre part appelons semi-groupe syntactique de la partie A de x” le semi groupe

. + N + ..
quotient S = X ¢ , ol pout tout £, £' € X on pose comme dans le cas fini
habituel :
fo=f£f"0 ssi

gfs,gf'sEAougfs,gf'qupourchaque(g,s)e‘X*XXm.

Ces notations permettent de formuler de la fagon suivante le Théoréme de Buchi.

w
PROPRIETE. Le monoide syntactique S de A est fini ssi A € Rat . De plus dans ce

cas :
. - s - + ~
le morphisme o reconnait A et S est image homomorphe de tout monoide X @ ol le

morphisme ¢ reconnait A.

PREUVE. Supposons S fini et (m, u) € A 0 . Il existe des mots aJ. € X tels que

a o =m;

o c=u(J€lN)ets=aa...an...eA.

2y 0o %1

Soit s' € (m, u) o _l, c'est-a-dire s' = bo b’ bn veo ol bj o = aj o identi-

' N PO
quement. D'aprés la définition de o on a ho h1 hn b1t Bep e € A

pour tout n € N, donc s' € A,

Ceci montre que quand S est fini, le morphisme ¢ reconnait A et que par conséquent
w
A € Rat.
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w
Supposons maintenant A € Rat. On déduit facilement de la Propriété 2 1'existence

. P . . . + . -
d'un semi-groupe fini M et d'un morphisme surjectif @ : X - Mqui reconnalt A.
Pour prouver que S est image homomorphe de M, et par conséquent que S est fini,
. . P +
il suffit de considérer deux mots f, f'€ X tels que f 0 # £'0 et de montrer

(94

L'hypothése implique qu'il existe (g, s) € X¥x X" tels que par exemple
gfseAetgf'sg¢ A. De plus comme M est fini, on a s € (m, u)gB-]
pour au moins une paire (m, u) € M x M. Maintenant comme () reconnait A, on a

(f@Pm ue Apet (g£'gm, u) d AP , donc £ # Q'Q Q.E.D.
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Séminaire)z DUBREIL 8-C1
(Algdbre L.
25¢ année, 1971/72, n° 8, 4 p. 28 février 1972

SUR UNE CONSTRUCTION DE Gilbert de B. ROBINSON [1]

par Marcel P. SCHUTZENBERGER

1. Introduction.

La théorie de la représentation lindaire des groupes classiques utilise toute une
série de constructions portant sur les tableaux standards de Young. La plus notable
est peut-8tre celle de Gilbert de B. ROBINSON qui livre une bijection entre les per-
mutations et les paires de tableaux standards de m&me forme, puisqu'elle donne une
manidre commode d'exprimer les "rising and lowering operators" de Young. Je me pro-
pose ici d'indiquer les grandes lignes de la preuve d'un résultat assez simple dont
on peut déduire la plupart des autres propriétés sans devoir recourir de nouveau &

des raisonnements combinatoires.

Dans ce qui suit, la forme d'un tableau (gauche) de Young est un intervalle fini
A du plan entier Z x z ordonné de fagon naturelle ((x , y) < (%', y') siet
seulement si x < x' et y« y') , et un tableau est un morphisme bijectif @
(d'ensemble ordonné) d'un tel intervalle sur un intervalle de E , ou plus exacte~
ment une classe d'équivalence de semblables morphismes par rapport aux translations
de leur domaine. Un tableau est dit rectangulaire, si et seulement si sa forme est
le produit direct [p] x [q] de deux chaines [p] (= {1 <2< ...<p}) et [q].
I1 est principal si et seulement si 1l'intervalle de E x E , qui est sa forme, a un

é1ément minimum unique.
Par exemple,

8 11 13 14

9 10 12
5 7
est un tableau rectangulaire,
11
9 10
5 7
est un tableau principal,
8 il
6 10
5 17

est un tableau.

Dans tous les cas, la condition que ¢ soit un morphisme bijectif exprime sim-

plement que les valeurs inscrites dans le tableau croissent (strictement) le long
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8-02

des lignes et des colonnes.

2. Rappel de quelques propriétés des tableaux.

Si I={z,2+1, .o ,2+7xr =1} estun intervalle de Z , nous noterons
I+1, 1'intervalle {z+ 1, «e. , 2 + T} oObtenu en translatant l'image I
d'une unité,

L'énoncé connu suivant sert & définir une bijection ¢ F—> ¢d (appelée promotion)

sur l'ensemble des tableaux ayant pour forme un intervalle donné A de Z x E .

2.1. Soit ¢ ¢ A ->I un tableau. I1 existe un, et un seul tableau,

o' =3 A->I+1

tel que 1'on ait ch'—l < Z(p-l pour chaque z € I n (I + 1) .

Iy

De fagon algorithmique, @3 est obtenu a partir de ¢ en retirant la plus pe-
tite valeur, min (I) , du tableau ¢ ; en "déplacant" chacune des autres valeurs
en bas ou & gauche comme dans le jeu du taquin, et en ajoutant enfin la valeur
1 + max (I) & la dernidre place restée libre. Ceci est illustré par l'exemple ci-

dessous ol sont utilisées plusieurs applications de l'opérateur de promotion 3 .

8 11 13 14 8 11 13 15
p=6 9 10 12-3g3=6 9 10 14
3 4 5 7 4 5 7 12
8 11 15 16 11 15 16 17
2@ =6 9 13 14->q =8 9 13 14 —> ete.
5 7 10 12 6 7 10 12

On voit facilement que 1l'opération inverse B—l est simplement la conjugude de
3 par rapport & 1l'involution ¢ ->@ consistant & remplacer & la fois l'ordre sur

Z xZ et 1l'ordre sur Z par leurs ordres opposés

-7 =5« 4 - 3
(6 ==12 =10 - 9 - 6 , par exemple pour ¢ comme ci-dessus).
-14 -13 -11 - 8

L'opération de promotion  permet de définir une involution remarquable

® > ¢ # appelée contraire, Pour abréger, nous nous bornons & &crire 1'algorithme
qui en fournit la construction et pour cela, nous considérons un tableau @ A-DI
et la suite f{@aP ; >0} des tableaux qui s'en déduisent par itération de 3 .
Soit n = Card (I) . Pour chaque p=0, «e. , n =1, il existe exactement une
case du tableau, disons ap , telle que ap qpap eIl et ap epap+1 ¢ I . Nous défi-
nissons ¢ # par la condition que - (a.p @o#) soit égal 3 la p-itme plus petite
valeur de l'intervalle initial I . Par conséquent, e¢f a pour domaine A et pour

image - I .
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Par exemple, si ¢ est le tableau principal

6
3 5
12 4 7,
6
la suite (¢ap sy 0gpg 7) est constitudée par 3 993=3 5 H
2 4 7 8
2 6 3 6 4 11 5 11
@ =5 9 5 @ =5 9 5 @ = 6 9 5 @~ = 9 12 H
3 47 8 4 7 8 10 5 7 8 10 6 7 8 10
11 11
¢36=912 ;cpa7=912 ’
7 8 10 13 8 10 13 14

et 1'on en déduit que le contraire ¢# est le tableau
-4
-5 =2
-7 =6 =3 -1.

On démontre que of# = ¢ et que pour chaque entier = (positif ou négatif), on
a identiquement war #+ = ot a—r » Ces relations n'utilisent pas 1'hypoth®se que ¢
est un tableau, et elles resteraient vraies si @ était un morphisme bijectif d'un

ensemble partiellement ordonné fini quelconque sur un intervalle de 2 .

Le phénoméne remarquable est que, quand ¢ est un tableau rectangulaire, le con-

traire of de ¢ est précisément égal & 1'opposé P de @ défini plus haut.

Ceci ne serait plus vrai pour les morphismes bijectifs dans Z d'un produit di-
rect de trois chaines ou plus, et la preuve de ce résultat nécessite que nous intro-

duisions quelques notions propres au plan Z x Z .

3. Ordre croisé.
A s s

Nous définissons dans 7 x Z un nouvel ordre, dit croisé, distinct de 1'ordre

naturel <, en posant a ™ a!' gi, et seulement si, les deux points

a=(x,y), a' =(x , 7Y
satisfont 1'une des deux relations
(a=a') ou (x<x' et y>y') .

De fagon duale, (par rapport a 1'échange des deux coordonnées), nous poserons
ana' si, et seulement si,

(a =a') ou (x <x' et yo> y') .

I1 résulte de ces définitions que toute paire de points de Z x Z est comparable

pour au moins une des relations <y N ou N, et que 1'on a
(a~a' et a'~x a) si, et seulement si, a = at .

Considérons en particulier un tableau ®: A-3TI et deux éléments consécutifs
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i et i' =1 + 1 de son image I . En raison du fait que les valeurs agp (ae a)
sont croissantes selon les lignes et selon les colonnes, on s'apergoit que les
points a = i¢~1 et a' =it v-l sont nécessairement dans 1l'une des relations

a xa' ou a'x a . Sinon ils seraient dans la relation a < a' , et 1l'on aurait

a=(x N y) , a'= & , y') avec (x < x!' et y < y') .
ce qui entrainerait que les points b=(x+ 1,3 et b' =(x, y+ 1) satisfas-
sent

i=ap<byp, bro<ale=1i+1,

ce qui est impossible puisque i et i + 1 sont consécutifs dans l'image I = Ag
de @ . L'essentiel de la démonstration de 1l'identité o# = @ repose sur la remar—
que (facile & vérifier) que si i appartient encore & l'image de oa (c'est-a-
dire si i # min (1) ) les deux points b = i(wa)_l et b!' = i'(wa)"l sont dans
la m8me relation ~ ou =~ que les points a = i¢—1 et a' = i! ¢r1 « Autrement

dit, les relations d'ordre croisé entre valeurs consécutives de 1'image sont inva-

riantes par promotion.

Un raisonnement un peu plus long permet d'établir que, dans les mémes conditioms,
chaque relation im-l NETE équivaut & - i(@#)—l N - i'(¢#)-1 quand ¢ est

un tableau rectangulaire.

4+ Un résultat combinatoire.

Nous considérons maintenant trois valeurs consécutives i , i' =i + 1 et

i =i+ 2 de 1'image d'un tableau ¢ , et la transposition 0; = (ir , i") : z—Z,
Cette transposition sera dite admissible pour ¢ si, et seulement si, les points
a=igl, a'=i' g1, a"=1i" gl satisfont

(at na et a~ a") ou (a"xa et a~ at) ’

(ce qui implique en particulier que a' et a" ne soient pas comparables pour
1'ordre naturel < ). I1 est clair que si ei est admissible pour le tableau
@ A-3»I, la bijection ¢ei : A->T1 est encore un tableau et, dans ce cas,
on peut vérifier sans difficulté que P0; =0, 3 quand i # min (1) . La situa-
tion est un peu plus compliquée quand i = min (I) , et le résultat combinatoire
que nous avions en vue peut s'énoncer de la fagon suivante :

Propriété. - Soient @ : A -3 I un tableau rectangulaire, i = min (I) et ei
admissible pour ¢ . On a 0, 33 = ¢83 et o, # = ¢#§£ , O 5; désigne la
transposition de Z échangeant - i!' et - i" ,
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SUR UN LANGAGE EQUIVALENT AU LANGAGE DE DYCK

M. P. SCHUTZENBERGER

Faculté des Sciences, Paris, France

1. Introduction

Le langage de Dyck D, sur deux paires de lettres {y, y,y’, y'} est
comme on sait, défini de facon équivalente, comme la solution de I’équation

&= 1+yEyé+yEy'é
ou comme la classe de 1 pour la congruence
1=yy=Yyy
sur le monoide libre {y, y, ¥, y'}*.

Appelant suivant Eilenberg céne €(L) d’un langage L, la famille des
langages qui peuvent €tre déduits de L par une relation rationnelle, on sait
que le cone €(D,) est '’ensemble des langages algébriques.

Cette propriété n’est pas partagée par le langage de Dyck D, = D,
N {y, y}* sur une seule paire de lettres.

On se propose de montrer qu’au contraire la méme propriété est possédée
par le langage L < {y, y}* défini de fagon équivalente comme :

—-1le quotient de {y, y}* = Y* par la congruence définie par :

yy =yyyyyy;
— la solution de I’équation
£ =yy+y&ly;

—la partie L de D,\1 formée des mots d € D,\1 tels que pour chaque
factorisation d = ayb (a, b€ Y*) le mot yb ait exactement un facteur
gauche dans D)\l ssiae 1l U Y*y,

On observera enfin que [I’éguivalence rationnelle de D, et L (%(Dz)
= %(L)) entraine celle de D, et de tout langage défini par une équation
de la forme é = a+bé&céd ou cette fois a, b, c et d sont quatre mots vérifiant
des conditions assez peu restrictives (par exemple que {a, b, c} engendre
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librement le monoide {a, b, c}*). En raison de sa simplicité cette derniére
équation peut présenter des avantages techniques dans certains problémes
d’équivalence rationnelle avec D, .

2. Les différentes définitions de L

Nous considérons L < Y* comme étant défini par I'équation
& = yy+ykéy.

Posant X = {&, y, y} ceci équivaut 3 L = M n Y*, ou M est la plus

petite partie de X* contenant & qui soit telle que
frgeX*, figeM=fyyg, [ytlygeM.

De fagon équivalente, M peut étre considéré comme le langage obtenu
en remplagant x par & dans la solution de I’équation

= x+yy+y&Ey.

Notant comme d’usage |/|, le nombre d’occurrences de la lettre z dans
le mot A, nous déduisons immédiatement de la définition de M les deux
propriétés suivantes :

2.1. ee M= ee {&} U X*Py+yEEy) X*

22. ee M= le|; = ||,
et, si e = fg ol f, g € X*\&*, alors

[flz > Ifly-

PrReUVE: En effet ces assertions sont trivialement vraies pour e = §
et si elles sont vraies pour un mot e € X* elles le demeurent pour tout
mot e’ obtenu en remplagant dans e une occurrence de & par yy ou par
y&&y.

Ecrivons h' e ho;* (i =0, 1) ssi réciproquement il existe des mots
f.geX* tels que h = fu;g, ' = fEg ol uy, = yy, u; = y&&y.

Rappelons que deux mots a, b € X* ne chevauchent pas ssi il n’y a aucun
mot ¢ € XX* tel que:

aeX*Xc, et becXX* ou
aecXX*, et beX*Xc.

Cette condition est satisfaite ssi pour toute relation fag = f'bg’
(f,f', g, g € X*¥) I'on a 'une des quatre éventualités suivantes :
—f'b un facteur gauche de f;
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—f'b un facteur gauche de fa et f un facteur gauche f”;
—- fa un facteur gauche de f”b et f' un facteur gauche de f;
— fa un facteur gauche f”.

2.3. he X* = hd5* 67t = hor'dst.

Preuve: Ceci résulte immédiatement de ce que deux mots (éventuelle-
ment égaux) de {u, u;} ne chevauchent pas et que, de plus, aucun d’eux
n’est facteur de I'autre quand ils sont différents.

Soit maintenant = la plus petite congruence sur X* telle que

& =yy = y&éy.

2.4. M est la classe de & pour = et L est la classe de yy pour la congruence
(=) sur Y* définie par 5y (=) 77¥9yy.

PReEUVE: Supposant ee€ M tel que edg! U ed7! <« M, et e = fég
(f, g € Y*), il résulte de 2.3 que I'on a encore ¢'dz' U €'d7! = M pour
¢ =fu;g (i =0,1). Par induction ceci implique M = {he X*: h(d5*
v 071)* = £}, donc

M={heX*:h=§&}.

Comme y&Ey € yyyyyyds'ds?, la deuxiéme partic de I’énoncé résulte
de la premiére.

COROLLAIRE 2.5: Le langage L est rationnellement équivalent au langage
N solution de I’équation
& = x+y&&y.

PreUVE: Soit ¢ le morphisme de {x, y, y}* sur Y* tel que xp = yy,
yp=y,yp =J.

H est clair que la restriction ¢|N est une bijection sur L.

Réciproquement, si e = fyzg € L (z =y ou ) il résulte de 2.5 que I’on
afége Mssiz =y . Demémesifzyge Lz =youyonafége Mssiz = y.
It en résulte que N = Lp (avec pp = 1) ot p: Y* » {J, y, x}* est la
relation rationnelle remplagant par x tout y suivi d’un y, et par 1 tout y
précédé d’un y et laissant inchangées les autres lettres.

2.6. Soite =fyge M. Onayg =mg oug € yY* et ot me M ou € M?
selon que fe Y*(y+&) ouel U Y*y.

PReUVE: L’énoncé est vrai pour e = £ et s’il est vrai pour e = f'&g’,
il est encore vrai pour f'u;g’.
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Rappelons maintenant que le langage de Dyck D, est le sous-monoide
D* de Y* librement engendré par I’ensemble D des mots d € YY* tels que :

— |dl; = ldly;
—d=/fg f,geYY*=|fl;>Ifl,.

Cette condition implique que deux mots de D ne se chevauchent pas et
que tout mot de Y* ait au plus un facteur gauche (et droit) dans D. On
sait aussi que :

Pour toute factorisation fyg d’un mot de D, (f,geY*),on a yg =d'g’
ou g’ el U yY* et d’ € D,\1, cette factorisation étant unique. On a alors
fg'eD;.

2.7. Les deux conditions suivantes (D) et (D)’ sur un mot d € D\ sont
équivalentes :

Pour toute factorisation d = fyg (f,geY*),

(D) yg a exactement un facteur gauche dans D\l ssi fel u Y*y;

(D) yg=d'g ong el uyY* et oud €D ou € D*selon que fe Y*y
ouel uY¥*,

PrReuvE: En vertu de D, = D* on peut écrire yg = did, ... dpg’ ou
p=1, dy,d,..,dyeD, g ¢DY* donc g'elvyY* Comme
D <= D,\1 p est le nombre de facteurs gauche dans D,\1 de yg.

Maintenant, comme D < Y*y, la condition (D) équivaut a la condition
que p < 2 avec égalité ssi f € Y*p, c’est-a-dire a (D)'.

PROPRIETE 2.8.: L est la partie de D\l définie par (D).

PREUVE: La remarque 2.2 montre que L = D < D,\1 et le fait que
L satisfait (D) résulte de 2.6 et 2.7.

Réciproquement, on a yyeD n L. Supposons que Pimplication
(D) = Lsoit établie pour tous les mots plus courts quele motde D,\(1+yy)
satisfaisant (D)'.

On peut écrire d = fyg avec f = 1. Donc, d € D, d’aprés (D) et plus
précisément, d = yd,d,y ou d,, d, € D.

Comme la condition (D) sur un mot, implique la méme condition sur
tous les facteurs dans D,\1 de ce mot, I’hypothése d’induction donne
dy, d, € L, ol évidemment,

d = j’dldzy € L.
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3. Equivalence rationnelle de D, et de L

Comme L est algébrique et que par conséquent L e (D,), il suffit de
montrer que réciproquement D, € ¥(L). Pour simplifier les calculs on
établira plutdt D; € ¥(N) ot Dy <= Y'™* (Y' = {3,y,5,¥,y", x}) est
défini par I’équation

& = x+yEyEy"' +y'&y'Ey”
et M par ’équation
& = x+y&&y.

Comme %(L) = ¥(N) ainsi qu’on I'a vu en 2.6 et comme D; € ¥(D,)
puisque Dj est algébrique, I’équivalence des inclusions D, € ¥(L) et
D}, € 4(N) résulte immédiatement de la relation D, = Djp ol ¢ est le
morphisme de Y’* dans lui-méme envoyant y”’ et x sur 1 et laissant inchan-
gées les autres lettres.

De fagon inverse, I'inclusion D) € €(N) sera vérifiée en prouvant I’exis-
tence d’un morphisme p: (U Y)* > (VX)) X' = {x,y,y} tel
qu'en posant a =yy, @ =Yy, b =yy, b’ = y'p, c = y"y, d = xyp les
deux conditions suivantes soient satisfaites :

(1) &p = & et p est injectif.

(2) Tlexiste un langage rationnel R « Y'* tel que D; < Ret que Ry N N
soit la solution P de I’équation

& = d+akbéc+a'tb'Ec.
En effet sous ces conditions on aura:
D; = (N n Ry)~'y, puisque D3y < P, par construction.
Nous commengons par la construction de R.

3.1. D\\x est contenu dans le langage R’ accepté par I’automate 4 6 états
avec 1 et 6 comme état initial et final respectivement.

g.q
gy
TR T AN
® 20 ‘@\:(i)/’@ ®
yll
yll
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PReUVE: Soit Ry, = (J+¥)x(y+y)xy". On a R, = R’ et on voit sut
le graphe que fxg € R' = fRyg — R’. Donc, par induction = fR'g < R’
ce qui établit D3\x < R'.

Soit maintenant X"’ = {§, x, y, y}, et soit = la congruence sur X"'*
définie par:

§=x=yy = ytéy.
Sa restriction & X est la congruence étudiée plus haut et notant M’ la classe
de £ on voit d’aprés 2.4 que N = M\ X"*(E+yy)X''*.

Nous choisissons maintenant le morphisme y et nous posons:

a=yy=yyxyy; b=yyp=wyxyy
a =yyp=yyyxy; b =y'y=wyyxy
c=y, d=x
ou w = yxxy.
Ce morphisme est injectif puisqu’aucun mot de 4 = Y’y n’est facteur
gauche d’un autre mot de 4.

3.2. P est contenu dans N et axb’ et a’'xb appartiennent a 0 = {he M’
:X"*hX"* n M' = O},

PREUVE: La premiére assertion résulte de aébéc, a'éb'éce M’ qui
découle elle-méme du parenthésage :

agbéc = 7 (x(F(FEMIY)xy)y)Ey) € M’
a'gb'Ec = 5 (Wyx(FEmy)y)pey) Ev e M.

Pour vérifier la seconde assertion, nous notons que d’aprés 2.6, on a y¢y,
EEE € 0. Par conséquent,

axb’ = akb' = yyxy(yE(w)y)yxy = yyxytyxy €0
et
a'xb = a'tb = yyyx(yEwy)xyy = yyyEtéyy €.
Fin de la preuve de D, € €(L).
Il ne nous reste plus qu’a vérifier :

sxe(xuS)AnN=>seP

ol S = R'y. Comme le résultat est vrai pour s = x, axbc et a’'xbx'c ol
les deux derniers sont les mots les plus courts de S, nous pouvons, par
induction sur la longueur, nous borner 3 vérifier que tout mot se SN N
\{axbxc+a'xb’'xc} admet une factorisation s = s;vs’ telle que v
= axbxc ou a'xb'xc et que s;xs’e€ S N N;+x.

172



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #179 7-7-2009

Année 1973 1973-4. Sur un langage équivalent au langage de Dyck

LANGAGE EQUIVALENT AU LANGAGE DE DYCK 203

Soit donc un tel mot 5. Considérant I’automate qui définit R’, ’hypothése
s € S implique Pexistence d’une factorisation s = s, as, oll 5 = s,4a's, avec
5, € A* et 5, € A¥\A*(a+a’)A*. De plus, la méme hypothése entraine
s, €x(b+b)x = s’ oll 5, x5" € X US.

Onadoncs = s;rs’oure (@+a)x(b+b)xc. Comme re Psir = axbxc
ou r = a'xb’xc il n’y a donc qu’a vérifier r # axb’xc, a'xbxc, ce qui résulte
immédiatement de 3.2 puisque s € N.

Note bibliographique. Le langage défini par I’équation & = d+afbéc
a été introduit par M. Nivat (Thése, Paris, 1967) qui I'appele ,,langage de
expressions arithmétiques”. Un éléve de M. Nivat, Y. Cochet a traité de
fagon approfondie dans sa Thése (Rennes, 1971) les langages qui sont classe
d’une congurence. Enfin une théorie compléte des langages rationellement
équivalents & D, est en cours de publication sous les signatures conjoints
de L. Boasson et M. Nivat.

Nous avons fait dans le présent travail de nombreux emprunts aux re-
cherches de ces auteurs.
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 278 (18 mars 1974) Série A — 833

ALGEBRE. — Une propriété des monoides libres.
Note (*) de M. Marcel Paul Schiitzenberger, présentée par M. André Lichnerowicz.

On énonce sans démonstration une propriété de monoide libre A* engendré par un ensemble A
et deux applications de celle<ci au monoide syntactique d’un sous-monoide finiment engendré et a
la théorie de A. Lentin (') des équations dans X*.

A chaque mot a € A* correspond au plus grand entier p, sa périodicité a =, tel que ’on
ait b* A* < a A* < b**' A* pour au moins un mot b e A*; le mot b de longueur | 5|
minimale satisfaisant ces relations est la période \/ a du mot a [o &, O}

Soit maintenant & un morphisme fixe d’un monoide libre X* dans A*. Une a-factorisation
de multiplicité d d’un mot fe A* est un systétme de d triples (f}, yi, f;) € A* xX* x A*
tels que I’on ait identiquement f = f;.y; a.f;. Elle est maximale ssi pour chaque indice i,
il existe des lettres x, x' € X pour lesquelles x o € f; AA* et x’ o€ AA* f}; disjointe ssi,
pour chaque paire d’indices distinctes i # j et de facteurs droits y; et y; de y; et de y;,
on a

yia. fi # yia. f;.
Soit | X | = Card (X), fini.

PROPRIETE. — Tout mot fe A* de longueur au moins égale @ Max {|xa| : xeX }
admettant une o-factorisation maximale disjointe de multiplicité d 2 2|X|+1 a une
périodicité au moins égale a 2.

La preuve est trop longue pour étre donnée ici. On commence par montrer que
Phypothése sur d entraine qu’a chaque factorisation f = f"af’ (f",f €A* acA)
correspondre au moins une lettre x € X et trois indices distincts j;, j,, j5 tels que les mots y;
aient des factorisations y; = yj xy; pour lesquelles

e gl <l <lxa syl G=ivia o

Ceci implique que la périodicité de mot x o soit au moins 2 et que f ait un facteur de
période ./x a de périodicité au moins 3. Choisissant la lettre a de telle sorte que cette
période soit la plus longue possible, on peut montrer que cette période se « propage »
a tout le mot f.

APPLICATIONS. — L’hypothése que X est fini entraine ’existence d’un morphisme o de A*
dans un monoide fini S tel que (X* @) 56~! = X* a. S est le monoide syntactique du
sous-monoide X* a = (X «)* de A*. A chaque groupe maximal G < S de degré d corres-
pond un ensemble infini de mots f admettant des o-factorisations maximales disjointes
de multiplicité d. La propriété précédente montre que G est un groupe cyclique
quand d 2 2| X |+1, c’est-a-dire que, inversement, quand G n’est pas cyclique, il est
image homomorphe d’un sous-groupe du groupe symétrique S,,x,- Une autre application
est que le nombre des @-classes idempotentes de S est borné en fonction de |X|
(indépendamment de a), ce qui n’est vrai, ni du nombre total des 2-classes, ni de celui
des groupes maximaux dans S. La preuve se fait en passant par la théorie de Lentin ().
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Rappelons qu'une équation dans X* est une paire e = (y, y') de mots et que
[supposant Card (A) = | X |] sa solution est I’ensemble ®, des morphismes ¢ : X’ — A*
tels que y ¢ =y’ o.

Nous dirons qu’elle est décomposable ssi a chaque ¢ € ®,, correspond une factorisation
Y =Y1YoY2 # ¥1 V¥ =Y1Yo¥2 # ¥y 3 telle que l'on ait encore (3, y,) @ = (¥ ¥3) 9
La propriété énoncée plus haut donne divers cas de décomposabilité dont le plus simple
est D'existence d’un nombre de N fonction de | X| tel que soit décomposable toute

équation (y, y") pour laquelle chaque lettre x € X apparait au moins d fois dans le mot '
Ceci livre le résultat relatif aux 9-classes en imposant des conditions assez strictes sur le
mot le plus court de I'image inverse uoc™'a™! de chaque idempotent e X*an S.

Je mentionne enfin que la valeur d 2 2|X|+1 de la propriété principale est
probablement trop grande et qu’il est possible que I'énoncé subsiste pour d = | X |+1,
ce que je ne suis pas parvenu a établir.

(*) Séance du 28 janvier 1974.

(*) A. LenTIN, Equations dans les monoides libres, Gauthier-Villars, Paris, 1972.

(® N. 1. FinE et H. S. WILF, Proc. Amer. Math. Soc., 16, 1965, p. 109-114.

(®*) A. LENTIN et M.-P. SCHUTZENBERGER, A combinatorial problem in the theory of free monoids, in
Combi ial Math, ics and its Applications (Proc. Chapel Hill Conf., 1969. R. C. Bose et
T. A. Dowlina Ed.,) p. 128-144.

Institut de Recherche
d’Informatique et d’A tique,
Domaine de Voluceau,
Rocquencourt,

78150 Le Chesnay.
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R.A.LR.O.
(8¢ année, R-1, 1974, p. 55-61)

SUR LES MONOIDES FINIS
DONT LES GROUPES SONT COMMUTATIFS

par M. P. SCHUTZENBERGER (1)
Communiqué par J.-F. PERROT

Résumés. — On examine une caractérisation des parties reconnaissables dont les groupes
dans le monoide syntactique sont commutatifs.

1. INTRODUCTION

Appelons groupe latent Gp(F) d’une partie quelconque F d’un semi-
groupe S, le plus petit groupe que divisent tous les groupes dans le semi-groupe
syntactique de F. Nous nous proposons ici d’appliquer la théorie de la décom-
position de Krohn et Rhodes pour examiner la famille C des parties recon-
naissables au sens de Eilenberg ([1], c’est-a-dire des parties dont le monoide
syntactique est fini) d’un monoide libre 4* dont le groupe latent appartient
a une variété donnée I' de groupes commutatifs finis.

Le cas ol A* est remplacé par un monoide commutatif libre a été traité
par J.-F. Perrot en 1965 ([2]).

La famille C elle-méme a été introduite par McNaughton en 1960 ([3]) &
Iintérieur d’une problématique différente.

Pour alléger les énoncés, nous dirons qu’une famille & de parties est
Jfermée par les opérations polynomiales ssi elle contient la partie vide, la par-
tie {1} et toutes les parties de 1’alphabet et si elle contient en outre 1’union
et le produit de deux quelconques de ses membres.

Etant donnés deux alphabets B et 4 et une famille & de parties de 4*,
une F-substitution élémentaire o est un morphisme de B* dans le monoide
des parties de 4* qui satisfait les conditions suivantes :

(1) « est injectif en ce sens que les images par « de deux lettres distinctes
de B sont disjointes ;

(1) Groupe d’Informatique théorique, UER de Mathématiques Université de Paris-VII.

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle n® mars 1974, R-1.
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(2) Ilexiste une partie 4’ de A4 telle que B soit contenue dans (4/4")* A';

(3) ba appartient a la famille § pour chaque lettre b.

Pour simplifier, nous supposerons toujours 4 infini dénombrable et nous
nous limiterons aux substitutions élémentaires « : A* — A* telles que aox
soit non vide pour un nombre fini de lettres de A.

Enfin, une partie préfixe ayant un délai de synchronisation fini est une
partie P du semi-groupe libre 4* = A4* qui est préfixe (PN PA* = @) et
pour laquelle il existe un entier fini d (le délai de synchronisation) tel que 1’on
ait la relation :

a€A* pe P’ apA* N P*+ @ = ap € P*.

Cette notion, sous une forme ou une autre a été souvent considérée
(cf. [4], [5], [6]). En particulier quand « est une substitution élémentaire, I’image
par « de I’alphabet 4 est préfixe avec un délai de synchronisation un (ou zéro
si Ax = A).

Premiére caractérisation. La famille C est la plus petite famille C’ fermée
par les opérations polynomiales et les C'-substitutions élémentaires qui con-
tienne tous les noyaux 1y~! ol y est un morphisme dans un groupe de I’
d’un monoide libre A"*(4’ C A, fini).

Notons N(F) I’ensemble des entiers qui sont 1’ordre d’au moins un groupe
cyclique appartenant & I'. Comme I est une variété de groupes commutatifs
finis, elle est définie de fagon unique par la donnée de N(I').

Deuxiéme caractérisation. La famille C est la plus petite famille € fermée
par les opérations polynomiales qui contienne toutes les intersections finies
N {(P})* :1 < i< m}oules n; appartiennent & N(I') et ol1 les P;sont des
parties préfixes ayant un délai de synchronisation fini et appartenant a3 C.

II. DELAI DE SYNCHRONISATION FINI

Observons d’abord que si P est une partie préfixe ayant un délai de synchro-
nisation d, toute relation apa’ € P*, ol a,a’ € A* et p € P*P* implique
ap, a’ € P*. En effet, on peut écrire p = p’p” ol p’ € P? et p” € P* et la rela-
tion ap’p"a’ € P* entraine d’abord ap’ € P*, d’aprés I’hypothése de synchroni-
sation, ensuite p”a’, a’ € P* d’aprés I’hypothése que P est préfixe.

Rappelons maintenant 1’énoncé suivant dans lequel B est un alphabet
quelconque, Q une partie préfixe dans B* ayant un délai de synchronisation
fini d’ et « un morphisme injectif de B* dans 4* tel que B« soit contenue dans
une partie préfixe P ayant un délai de synchronisation fini d.

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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I.1. La partie R = Qu est préfixe et a un délai de synchronisation d + d'.

Preuve : 1l est trivial que R soit préfixe. Considérons un élément de R**¥,
On peut I’écrire comme un produit 77’ ol r € R? et ' € R*. Supposons que
a, a’ € A* satisfassent arr'a’ € R*. Comme R est contenu dans P* ceci entraine
que arr’'a’ soit dans P* et que r soit dans P?P*, donc, comme on 1’a vu ci-dessus,
que ar,r’ et @' appartiennent tous a P*. Leurs images inverses par « sont
donc des mots b, g’ et b’ de B* ol ¢’ = r'«"! est dans Q% et ’on a bg'd’ € Q*.
D’aprés notre hypothése sur Q, on en conclut que bg’ et b’ sont dans Q* et
enfin que arr’ = bq’'e et a’ = b’a sont dans R*.

QE.D.

Corollaire IL.2. : Soient {«;:1 < i< x } un ensemble fini de substitu-
tions élémentaires «; : A* — A*. L’image P de A par la substitution produit
o0, ... oy est préfixe et a un délai de synchronisation «.

Preuve : Ceci résulte immédiatement de 1’énoncé précédent et de ce que
pour toute partie 4’ de A4, I’ensemble (4/4")*A’ est une partie préfixe ayant
délai un.

Q.E.D.

REMARQUE : Les mémes techniques permettent sans peine de vérifier que
P est contenue dans une partie préfixe Q ayant un délai de synchronisation
fini et satisfaisant les conditions supplémentaires suivantes :

(1) a€A* > ad* N A* £ & ;

(2) 11 existe un entier fini x tel que :

a,, a,, ..., a; € A*,
a1az, Axa3, ..., Q)4 1, .oy Q18 € Q* => ay € 0%,

(3) Si X est une partie de A* non contenue dans Q*, il existe au moins
un x € X tel que X*x N Q* = @.

Nous considérons maintenant une partie préfixe P ayant un délai de syn-
chronisation fini d et une application y de P dans un groupe G. Celle-ci se
prolonge en un morphisme de P* dans G. On sait que le noyau 1y~ est un
sous-monoide de P* engendré par une partie préfixe R de P*. Nous nous
proposons d’examiner le groupe latent de R* au moyen de la méthode des
produits en couronne de Krohn et Rhodes.

Pour cela, nous considérons d’abord l’automate minimal reconnaissant
les parties P, = PN g~ 'y(g € G). Soient Q son ensemble d’états, g, son état
initial et Q. ’ensemble de ses états finaux.

n° mars 1974, R-1.
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Comme P est préfixe, I’état g, n’est pas contenudans @, et’'ona Q.a = @&
pour tout mot a #: 1. De plus, il existe une bijection entre les parties P,(g € G)
et les états finaux qui permet de définir pour chaque g € Q,, I’élément gy
de G égal a I’image par y des mots de gy g (= {a€4* :qua=gq}).

Posons Q = (G X Q/Q.,) et définissons une action de 4* sur @ en posant
pour chaque lettre a et chaque état (g,¢) € 0 :

(g&.9)a=1(g+9v,9,) si qa€Q,
=: (g, qa) si qa€Q/0,
= si qa=:@.

1l est facile de voir que cette définition entraine que pour tout mot a, on
ait :

(g,9)a=:(g+py,q.)a" si a=a'pa” ou a’€q~'Q,, p est le plus long
facteur dans P* de a’'"la et a" = (a’p)~la.

(g, 9)a =: (g, qa) ou & si a n’a aucun facteur gauche dans ¢~1Q,.

En particulier, quels que soient g € G et a € 4*, 1’état (g, q,)a appartient
a (G, q,) ssia est dans P*. On en conclut que I’automate ainsi défini (avec
(1, q;) comme état initial et final) reconnait R* et on vérifie facilement qu’il
est minimal.

IL3. Tout groupe maximal dans le monoide syntactique 4*c de R est
isomorphe a4 G ou 4 un groupe dans le monoide syntactique M dans P,(g € G).

Preuve : Soient H C A* I’image inverse d’un groupe maximal He dans
A*c et Qg = QH N 4™).

Supposons d’abord que pour tout (g, g) € Oy et tout k € H on ait gh # &.
D’aprés notre définition de I’action de A* sur Q ceci implique que I’on ait
(g, 9)h = (g, gh) identiquement pour tout 4 € H et (g, g) € Oy €t par consé-
quent que Ho soit isomorphe a un groupe dans le monoide M.

Dans le cas contraire il existe un facteur gauche @ /- 1 d’un mot ab € H
et un état (g, g) de Oy tels que ga = q.. Prenons un mot ¢ € H tel que (abc)s
soit idempotent. Les relations

(g 9)a = (g’, q1) = (g, qQ)abca = (g’, q,)bca

montrent que bca € P*.

Il existe donc des mots f, g tels que gf e P*P*, fg € H, et que les images
par o de fg et gf soient idempotents. Comme (fgHfg)c = Ho I’'image par ¢
du monoide H' =: gHf est un groupe isomorphe 3 Ho et il existe un p € P*P*
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tel que son image par ¢ soit I’idempotent de ce groupe. Nous pouvons donc
supposer pour simplifier que H' = H, c’est-3-dire que H N P*P* contient un
mot p tel que pe = ppo.

De nouveau, He = Hpc et par conséquent Qy est contenu dans Q-p. Soit
(g, q9) € Oy. 1l existe des mots a,a’ tels que ¢.a =gq,qa’ = q,. D’aprés
(g, 9)p = (g, q) on a apa’ € P* et comme p € P*P* ou d est le délai de syn-
chronisation de P, on en conclut que ap € P* c’est-a-dire que ¢ = ¢,. Donc
Qp est contenu dans (G, q,), ce qui entraine que H soit contenu dans P*.

QED.

Corollaire IL.4. : Si P préfixe a un délai de synchronisation borné, le
groupe latent de (P")* divise le produit direct du groupe latent de P par le
groupe cyclique Z,.

Preuve: Immédiate.

Corollaire IL5. : Les familles C’ et C de I’Introduction sont contenues
dans C.

Preuve : Compte tenu de I1.2 et de IL.4, ceci résulte immédiatement de
la fermeture de C par rapports aux opérations polynomiales et aux opérations
booléennes.

Q.E.D.

IOI. FIN DE LA VERIFICATION

Pour achever la preuve, il nous suffit de considérer une partie F € C et
de montrer qu’elle appartient aux familles C’ et C. Nous notons o le mor-
phisme syntactique de F et comme les familles G, C’ et G sont fermées par
rapport a I’union, nous supposons que Fo est un singleton.

INL1. Si Fo est un groupe G, la partie F appartient 3 C’ et C.

Preuve : Soit K = 1™ !¢ le noyau de o. Tout mot b admet une factorisation
b= xa,%,a; ... X,@,X,41 OU Ay, 05, ...,8, EA; Ky, Ky, ..., Kypg €K €t OU
chaque «x; est défini comme le plus long facteur dans K du mot b; tel que
K14, ... a,_lb, = b= bl'

Cette condition implique que pour chaque m < n tous les produits
(aa;4q ... a,)0(1 < i< m) soient différents. Donc n < Card G établissant
que F est dans la fermeture polynomiale de K, et, par définition, I’inclusion
F € C'. En ce qui concerne G, I’hypothése que G est un groupe commutatif
fini implique que G soit groupe quotient d’un groupe G’ € I' dont le noyau K’

n° mars 1974, R-1.
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est défini par une partition { 4; } de 4, des entiers n; € N(I') et la condition
qu’un mot @ appartienne 3 K’ ssi le nombre |a|; de lettres de 4, figurant dans a
est pour chaque i un multiple de n;. On peut donc supposer que G = G’ et
K=K’ et posant P; = (A4/A4;)*4;, on obtient K comme l’intersection des

monoides (P}*)*.

Corollaire II.2. : Si 1€ Fon a FeC' NGC.

Preuve : Comme Fo est un singleton, I’hypothése 1 € Fo entraine Fo =: 1.
1l existe donc une partie A’ de A telle que F soit contenue dans A’* et que la
restriction de ¢ & A’* soit un morphisme dans un groupe.
Q.E.D.

Nous pouvons désormais supposer que F ne contient pas 1 ce qui entraine
que son monoide syntactique soit 1’union disjointe d’un élément neutre et
d’un semi-groupe S image de A* par o.

IIL.3. Si Ao est un singleton ou si S est un semi-groupe £-simple on a
FeC' NC.

Preuve : Si Ac est un singleton, F est de la forme A%(k € N) ou
AX(AN*(r € N(I) et le résultat est établi puisque A est une partie préfixe
ayant un délai de synchronisation zéro.

Si S est £-simple, il existe un morphisme y de A* dans un groupe G de I
et une partition {4, } de A4 tels que F soit une union finie de termes de la

forme 4,(gy™")(g € G).
Q.ED.

Nous faisons maintenant intervenir le lemme classique de Krohn et Rhodes.
1l affirme qu’en dehors des trois cas traités dans III.1, IIL.2 et IIL3 il existe
une partie A’ de I’alphabet 4 ayant les propriétés suivantes :

(1) Posant B = (4/A")*A’, on a B*c # S ;
(2) Si (4/A")s n’est pas un singleton on a (4/4")*c # S.

Comme tout mot de 4* admet exactement une factorisation comme pro-
duit d’un mot de B* par un mot de (4/4')¥, il en résulte que F est une union
finie disjointe de produits non ambigus de la forme GF’ ou G C B*, F' C (4/A")*
et ou Go et F'c sont des singletons.

Procédant par induction sur Card (4*c), nous en concluons que compte
tenu du premier cas de IIL3, la partie F’ appartient & C’ et C.

Montrons qu’il en est de méme pour G. Pour ce faire, prenons une par-
tie A, de A en correspondance bi-univoque (par {8) avec les paires dans
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((4/A")*c, A’c). Pour chaque a € A, nous définissons ax comme le produit
de so™! N (4/A4")* par s's~! N A'si af = (s, s"). Comme on vient de le voir,
ao appartient 3 G’ N € et par conséquent « peut &tre considérée comme une
C’ N C-substitution élémentaire. Par définition, il existe une partie G, C 4,*
telle que G,«x = G. D’aprés I’hypothése d’induction et B*c £ S, on a
G,eC'nN C ce qui établit directement G € C’ et qui donne G € G moyennant

le corollaire II.2.
Q.E.D.

REMARQUE : La technique de factorisation de III.1 empéche (hormis
certains cas particuliers) que les parties obtenues le soient de maniére non
ambigué. Il serait évidemment possible d’obtenir ce résultat en admettant
comme données dans la deuxiéme caractérisation toutes les intersections
finies de parties de la forme

(P:‘)*P’im(o < m; < hi, 1y € N(P)9

P e G, préfixe ayant un délai de synchronisation fini). Inversement, on pour-
rait (en perdant la non-ambiguité) remplacer les intersections par des « pro-
duits de mélange ». On notera que la deuxiéme caractérisation n’utilise pas
le fait que ’alphabet 4 soit de cardinalit¢ non bornée.

REFERENCES

[1] EiLenBERG S., Livre sous presse, vol. 1.

[2] PerroT J.-F., Sur quelques familles de parties des monoides abéliens libres, C.R.
Acad. Sc. Paris, 1965, 261, 3008-3011.

[3] McNAUGHTON R., Symbolic Logic for automata. Wright Air Dept. Div. Tech.
Note. 60-244. Cincinnati. Ohio 1960.

[4] NEUMAN P. G., On error limiting Codes. IRE Trans. IT, 1963, 9, 209-212.

[5] WINOGRAD S., Input error limiting Automata. IBM Research Report. RC 966,
1963.

[6] GoLoMB S. W. et GORDON B., Codes with bounded synchronization delay. Infor-
mation and Control, 1965, 8, 355-372.

n° mars 1974, R-1.

184



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #191 7-7-2009

Année 1974 1974-3. Sur certaines pseudo-variétés de monoides finis

CAHIERS MATHEMATIQUES

MONTPELLIER

COMPTES RENDUS

DES JOURNEES MATHEMATIQUES S.M.F.

UNIVERSITE DES SCIENCES
ET TECHNIQUES

DU LANGUEDOC

U. E. R. DE MATHEMATIQUES
Place Eugéne Bataillon

34060 MONTPELLIER CEDEX

1974

185



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #192 7-7-2009

1974-3. Sur certaines pseudo-variétés de monoides finis Année 1974

- I -

JOURNEES MATHEMATIQUES S.M.F.

MONTPELLIER 16-20 Avril 1974

INTRODUCT ION

L'idée initiale pour ces Journées était de sortir des sentiers battus,
comme en porte témoignage, le choix des thémes. On a voulu exposer un
certain nombre de sujets d'actualité en mathématiques ainsi que de leurs
applications [on serait tenté de parler de mathématiques pures et appliquées,
mais nous nous garderons bien de le faire]. Voici le programme de ces

Journées :

PROGRAMME

* Les conférences ont lieu en Salle 102 A (ler étage du BAtiment de
Mathématiques) de 9h. & 12h. et de 14h. & 18h. Début des conférences :

Mardi & 14h.
Mardi 16 Avril MODELES

C.F. PICARD - Un aspect paradoxal de

1'information

R. THOM - L'optimisation simultanée et
la théorie des jeux en topologie

différentielle.

K. MOUNT - Information size of Message
Spaces and the regularity

of the Pareto Correspondence

186



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #193 7-7-2009

Année 1974

1974-3. Sur certaines pseudo-variétés de monoides finis

Mercredi 17 Avril

- II -

M., FLIESS - Une approche nouvelle de

certains systémes dynamiques

utilisés en ingéniérie.

ASPECTS ALGEBRIQUES DE LA COMBINATOIRE

D. FOATA - Réarrangements d'applications

associées aux nombres de Genocchi.

G. VIENNOT - Factorisations des monoides
libres et bases des algebres

de Lie libres.

J.P. SOUBLIN - Problémes de Burnside.

AUTOMATES ET LANGAGES

E. SPANIER - Mathematical Properties of

languages.

J. PERROT - Monoides syntactiques des

langages rationnels.

D. PERRIN - Sur les groupes de permutations

associés aux codes biprefixes.,

S. TERMINI - A. RESTIVO - An algorithm for
deciding whether a strictly

localy testable submonoid is free.
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Jeudi 18 Avril COMPUTATIONAL PROBLEMS IN ALGEBRA

L. GERHARDS - On the construction of the
automorphism group of a
finite group.

D. LAZARD - Algebre linéaire sur les

anneaux de polyndmes.

A. MICALI - Nombres et séries de Betti
11h. 30 Départ pour Saint-Guilhem-Le-Désert.
Vendredi 19 Avril ASPECTS ALGEBRIQUES DE LA COMBINATOIRE

P. HILTON - Localization of nilpotent

groups ; homological and

and combinatorial methods-.

M. BROUE - Codes correcteurs d‘erreurs
auto-orthogonaux sur le corps
a4 deux éléments et Fprmes
Formes quadratiques entieres
définies positives & discri-
minant +1,

S. FAKIR -~ Monoides et anneaux algébri-

quement clos.
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Samedi 20 Avril

- IV -

CALCUL ET PROGRAMMATION

L. NOLIN

M. NIVAT

J. VUILLEMIN

G. WERNER

AUTOMATES ET

Programmation et logique

combinatoire.
Pour une sémantique algébrique

Deux problémes liés & 1l'analyse

d'algorithmes,

Sous-classes récursivement
énumérables d'une classe de

complexité.

LANGAGES

A, LENTIN

M. MORCRETTE

M. FONTET

AUTOMATES ET

Equations dans les monoides
libres (quelques probldmes

actuels).

Catégories de systémes algébri-
ques suscitées par la théorie
des équations dans le monoide

libre.

T—systémes involutifs.

LANGAGES

M.P. SCHUTZENBERGER - Sur certaines pseudo-

variétés de monoides finis.
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G. JACOB - Séries formelles en variables
non commutatives. Transductions

rationnelles.

Réunion de cldture.

Ce fascicule contient les textes de presque toutes les conférences
tenues lors de ces Journées. Nous regrettons que les textes de certaines
conférences qui avaient intéressé beaucoup les participants ne nous soient
pas parvenus. Nous pensons tout particuliérement aux conférences faites
dans le cadre du théme CALCUL et PROGRAMMATION.

D'autre part, les papiers de N. ROBY et D. ALLOUCH n'ont pas été
exposés, faute de temps.

Malgré la difficulté de classer tous ces articles sous les cing thémes
des Journées, ce fascicule a la composition suivante :

MODELES

J.L. CHABERT : Systémes dynamiques linéaires et extensions de Fatou.

M. FLIESS : Une approche nouvelle de certains systémes dynamiques utilisés
en ingéniérie.

K. MOUNT : Information size of Message Spaces and the regularity of the
Pareto Correspondence.

C.F. PICARD : Un aspect paradoxal de l'information.

R. THOM : L'optimisation simultanée et la théorie des jeux en topologie

différentielle.
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ASPECTS ALGEBRIQUES DE LA COMBINATOIRE

M. BROUE : Codes correcteurs d'erreurs auto-orthogonaux sur le corps & deux
éléments et Formes quadratiques entiéres définies positives &
discriminant +1.

S. FAKIR : Monoides et nneaux algébriquement clos.

D. FOATA : Réarrangements d'applications associées aux nombres de Genocchi.

P. HILTON : Localization of Nilpotent Groups ; homological and combinatorial

methods.

N. ROBY : Méthodes probabilistes et problémes de densité en théorie des

nombres.

J.P. SOUBLIN : Problémes de Burnside.

G. VIENNOT : Factorisations des monoides libres et bases des algebres de

Iie libres.

AUTOMATES ET LANGAGES

D. ALLOUCH : R-ensemble maximal de fractions.
G. JACOB : Séries formelles en variables non commutatives. Transductions
rationnelles.

A. LENTIN : Equations dans les monoides libres.

M. FONTET : m-systémes involutifs.

M. MORCRETTE : Catégories de systémes algébriques suscitées par la théorie
des équations dans le monoide-libre.

D. PERRIN : Sur les groupes de permutations associés aux codes biprefixes.

J.F. PERROT : Monoides syntactiques des langages rationnels.

A. RESTIVO et S, TERMINI : An algorithm for deciding whether a strictly

localy testable submonoid is free.
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E. SPANIER : Mathematical properties of languages.

M.P. SCHUTZENBERGER : Sur certaines pseudo-variétés de monoides finis.

COMPUTATIONAL PROBLEMS IN ALGEBRA

J.B. CASTILLON et A. MICALI : Nombres et séries de Betti.
L. GERHARDS : On the construction of the automorphism group of a finite
group.

D. LAZARD : Algdbre lindaire sur les anneaux de polyndmes.

CALCUL et PROGRAMMATION

G. WERNER : Sous-classes récursivement énumérables d'une classe de comple—

xité,

Nous sommes tenus & donner quelques explications complémentaires au
lecteur. Les textes de A. LENTIN, M. FONTET et M. MORCRETTE sont disposés
dans 1'ordre ou ils doivent &tre lus.

Par ailleurs, notre conditionnement scientifique est tel qu'il nous
est impossible d'échapper au franglais ou directement, & l'anglais en tant
que langue scientifique. Il nous a semblé qu'il n'y avait pas de titre
frangais pouvant rendre compte de la situation en aussi peu de mots,
raison pour laquelle nous avons conservé directement le titre anglais :
COMPUTATIONAL PROBLEMS IN ALGEBRA.

Finalement, nous tenons & rendre publique la liste des organismes
qui nous ont aidé financidrement dans la réalisation de ces Journées 3
SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE-CNRS
UER de Mathématiques Appliquées aux Sciences Humaines, Université Paul Valéry

(Université de Montpellier III)
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Conseil Scientifique de 1'USTL (Université de Montpellier II).

MIAGE (Maftrise Informatique Appliquée & la Gestion des Entreprises)
de 1'USTL.

IUT (Institut Universitaire de Technologie) de Montpellier.

UER de Mathématiques de 1'USTL.

Ce fascicule n'a pu voir le jour que gréce aux moyens matériels de
notre UER de Mathématiques et aux actions heroiques de Madame C. MORI qui
a assuré la frappe et de Monsieur Meyran, pour la pagination. Qu'il leur
soit rendu gréce ainsi qu'd tous ceux qui nous ont aidé et dont les noms

nous échappent en ce moment.

Nous implorons finalement la clémence des Dieux pour avoir dépensé

N

tant de papier et par conséquent, avoir contribué & abattre tant d'arbres....

Montpellier le 23 Janvier 1975
Yves CESARI

Artibano MICALI
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SUR CERTAINES PSEUDO-VARIETES DE MONOIDES FINIS

par

M.P. SCHUTZENBERGER

I. Selon la théorie de S. Eilenberg, une pseudo-vairété de semi-groupes
(ou monoides, ou groupes) est une famille de telles structures contenant
toute image homomorphe du produit sous direct de deux de ses membres. En
particulier, étant donnée une pseudo-variété de groupes ‘U on peut définir
la pseudo-variété A" de monoides finis par la condition que M €4r ssi
chaque groupe dans M appartient & v et pour chaque alphabet T 1la
famille ‘U‘-Rec des parties P de monoide libre ¥ telles que leur
monoide syntactique appartienne a .

On sait d'autre part que la pseudo-variété (ae groupes) 'U‘ associe

& chaque groupe G un plus petit sous-groupe normal V (= 1e v—noyau

G
de @) tel que G/VGEV. Lthypoth&se que V' est une pseudo-variété,

équivaut & la condition que pour tout morphisme ¢ : G - H, on ait V, 6 < VH

Go

si @ est injectif et VHCVG¢ si ¢ est surjectif.

Le résultat principal de ce travail est la

Propriété I.1.

Soit A €U-Rec. On a A¥* €VU-Rec ssi 1'image B = A*pA* de A%

dans son monoide syntactique S = }:‘*pA* satisfait la condition :

(/U') B contient le (U‘—noyau de chacun des groupes qufelle rencontre.

I1 est trivial que cette condition est nécessaire : en effet, comme B est
un sous semi groupe du monoide fini : son intersection avec chague groupe G

dans S contient l'idempotent e de ce dernier qui est lui-méme préci-

sément le (U—noyau de G ssi ¢ eV
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Nous ne nous occuperons donc plus désormais que de l'implication inverse.
Dans la section III nous utilisons la propriété précédente pour retrouver
divers résultats connus.

Nous terminons cette introduction en rappelant quelques propriétés du
monoide syntactique, elles aussi connues depuis les travaux de R. Croisot
(Equivalences Principales Bilatdres définies dans un demi-groupe. J. de Math.

Pures et Appl. 36 (1957). pp. 373-417).

Proposition 1.2
Soit M* =M Pe le monoide syntactique de la partie E de M.

Le morphisme syntactique de la partie E' = EpE de M' est l'iden-

Pr?
tité.
Preuve : Par définition M! est le plus petit quotient de M pour lequel

le morphisme correspondant ¢ de M satisfasse E = E¢¢°1. L'énoncé en

découle en vérifiant que cette dernidére relation est satisfaite par

® = PpPgre
Q.E.D.
Pour chaque m, € M nous posons
E::m = {(m,m*) € MxM : mm, m'* € E}.
Proposition I.3
Pour tout m1, m2 €EM on a m1pE = m2pE ssi E m1 =E s m2.

Preuve : Il est clair que la relation E 33 m, = E m, définit

une équivalence = sur M. Comme E ::(m1m3) = {(m,m*)€ E sam m? € m3M} =
(B ::mT) n (M,mBM) pour tout Wy m3€ M puisque M contient un élément

neutre 1, et comme une relation semblable vaut pour m , on voit que de

3™
fait, = est une congruence. Puisque (1,1) appartient & E::m1 ssi m1€ B,
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elle sature E et elle contient toutes les congruences ayant cette
propriété puisque m, # m, implique 1'existence d'une paire (m1m')

pour laquelle un seul des éléments mm1m‘ et mmzm' appartient & E.

Q.E.D.

Nous appliquons ceci au groupe G dans S = I¥p en désignant désormais

par p le morphisme syntactique p,,. Comme ci-dessus, e et V sont

A¥

1tidempotent et le qj—noyau de G.

Lemme I.4. Soit b €e p-1. Supposons que pour tout f, f*€ ¥¥ tels que
-1

fbb*f'C A*¥ et chaque v €V il existeun c €v p pour lequel on ait

(x) fo*cb*ft N A* £ ¢

Alors Vv = {el.

PreuveComme bp = e = e2 on a bb*¥ p =e, et par conséquent fFbb*flc A¥
implique (fp)e(f'p) € A*p. De méme, comme V = ev = ve = eve puisque

v € VC @, la relation (X) implique (fp)v(£f'p) € A%,

Maintenant dtapreés 1.2 et I.3 ci-dessus avec M =S et E = A¥ on a

e =V ssi A¥p::e = A¥p::v.

L'hypothése du lemme équivaut & l'assertion que chaque (s,s!) € A¥p:ze
appartient & tous les A¥p::v (v € V). En effet la premidre relation
implique (sp_x)(ep_1)(s'p~1) c A*pp_1 = A¥ donc fbb¥*f!'C A¥ pour tout
f € sp_1, ftes 9—1 et la relation (X). Ceci suffit pour entrainer
1'égalité de A¥p:se et de chacun des A¥p::v car si (s,s') est dans
ce dernier ensemble on a (s,s“)E A¥p: e pour s" = vs' donc

(s,s")e€ A*p::v—1, ce qui équivaut & (s,s') € A¥p::e puisque

sv_1s“ = sv_1v's' = ses',

Q.E.D.
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II., Vérification de la proposition I.1.

Nous gardons les mémes notati ons que dans le lemme I.4. Dans le
premier énoncé ci-dessous, nous choisissons un mot b € ep_1. Dans les
suivants nous véridions que (X) est vraie dans tous les cas. Dans les
deux derniers, seul intervient le fait que ¥ est un monoide libre et
plus exactement que chaque mot s € T¥ a une longueur ‘sl €N, (avec
|s‘ >0 ssi s #1). Dans les trois premiers on exploite 1'hypothése T €7J

ou pour abréger T : ¥ - T désigne le morphisme syntactique de A.

II.1. Sous 1l'hypothése T €1f, il existe un sous-ensemble fini C de IT¥

tel que Cp =G et CT=u ou u est un idempotent de T.

Preuve : Comme G(:>_1 est un semi groupe et T un ensemble fini, l'en-
semble Gp—1T est un semi groupe fini., D'aprés un théoréme classique

de Clifford (Am. J. of Math. 70 (1948) pp. 521-526) il contient un groupe
H tel que H = H(Gp=1T)H. Cette relation entraine que Pp =G et P'r =H
ou P désigne l'intersection de Gp_1 et HT—1. Suit e 1'idempotent

de G. Posons g\ = (gp_1ﬂ P)T pour chaque g € G. On a identiquement
(2.1.) (g0 (gy0) < (g,)0

puisqu'une relation semblable vaut pour p_1. Prenant en particulier

g, =8, =& onen déduit en utilisant la finitude de H que el est

1

un sous groupe K de H. Prenant successivement g1 =e et g1 = g2_ ’

la méme relation (2.1.) montre que K est un sous groupe normal et que
A induit un morphisme de G sur H/K. De fagon symétrique, on trouve
que le noyeau L de AN est l'ensemble C'p ou C' =P Nu 7_1 (u = u2€ H).
Faisons intervenir 1l'hypothése T €7 . Comme VUV est une pseudo variété

de groupes elle entraine que H et H/K appartiennent & v et nous
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en concluons que L contient le qy—noyau V de G en raison de 1l'iso-
morphie de G/L et H/K et du caractére minimal de V. L'énoncé en

résulte en prenant pour G une partie convenable de C'N Vp-1.

Q.E.D.
Corollaire II.2.
Soient b, ¢ € C. On a xbcx'€ A pour tout x, x'€ T¥ tels que
xbx'€ A,
Preuve : Ceci résulte immédiatement de CT = u = u2 et de la définition

de T comme morphisme syntactique de A.

Q.E.D.
Dorénavant b sera un mot fixe de C N ep_1 et f, f' une paire de mots

telle que fbb¥*f!' c A¥,

II.3. Supposons fbnf'E(A‘\1)k pour une paire d'entiers n,k telle que
n 2 k+1. Pour chaque c € C on a la relation
(X) fo¥cb*f'N A 4 ¢

. it nl_ ‘
Preuve : Soit fb f!' = 8q8ye ey ou chaque aie A,

On associe & chaque m <n le plus grand entier i = im pour lequel

CTRERLN est un facteur gauche de fbm. Comme n =k + 1 il existe

un m pour lequel im =1i . Ceci permet de trouver des mots

m+1

a',a"€ A¥ ; a € A, x, X' € T¥ satisfaisant les relations " = arx H
1

xbx? = a ; bm f = x*a", Celles ci entrainent que pour tout mot d 1le

'
mot w = fbdb" £' soit égal & a'd'a" ou 4' = xbdx'. D'aprés le corol-

laire II.2. et =xbx'€ A, on a donc w € A¥ quand d =c € C.

Q.E.D.
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Nous n'utiliserons plus désormais l'hypothése T €{f mais nous supposerons

toujours que la condition df) est satisfaite.

II.4. Soient +t,t'€ S tels que tt' =e et t'et € A¥p,La condition

(QD entraine que V soit contenu dans t(A*p)t'.

Preuve : Soit g6 = t'gt pour chaque g € G. On a

t(g0)tt = tttgt!t! = ege = g et (g0)(g'®) = tgttte't! = tgeg't = tgg'ti=
(gg')® pour tout g' € G. Par conséquent 6 est un morphisme sur un
groupe G' et V = tVG,t'. Maintenant nous avons €8 = t'et€A¥p par
hypothese, donc VG'C A¥p dtapres ﬂj).

Q.E.D.

I1.5 Supposons que l'hypothése de II.3 ne soit pas satisfaite par

b,f,f'. Pour chaque v € V, on peut trouver un c € vp'-1 pour lequel

(x) est vérifide.

Preuve : Soit w = b8 ot n = |f| + if'| + 2|b‘2. Par lthypothése,

w est un produit ajaye. .8y de mots de A\1 ol k = n. Soit d 1le plus

petit indice pour lequel Py = ay--e8y ait f comme facteur gauche et

ait f!

soit d' 1le plus grand indice pour lequel p\b‘+1 = ad'+1"'ak

comme facteur droit. Comme tous les ai ont une longueur positive, le
ona d= Ifl et k-dt = If‘[ et par conséquent w = popplb|+1 ou p
2
est le produit d'au moins 2lb| mots de AN\1. On peut donc écrire
p = 5152...§\bl ol chaque piE A¥ 3 une longueur au moins égale & Z‘b!.
Ceci définit pour chaque J = O,1,...,|b! un facteur gauche bj £b de
2D, ...p.Efb¥b .,
b tel que PoPy pj b bj
Comme b a évidemment lb| facteurs gauches propres, on a bj’ = bj

pour au moins une paire 0 < j' < j < |bl. Définissant b?' par
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b="b, b =Db.b'.
3 3

o1

- - m,
= po...pj, = fb bj’

a =5 3 = bp?
a, pj'+1"°Pj b'b bj

= b = o™ g
37 Pyre e Plp|a T :

a
oW q = 1 en raison de ij,+1| 2 2|b|.

Les hypotheses de II.4 sont satisfaites par t = bjp = bj,p et t!' = Dbl'p
et nous pouvons donc trouver pour chaque v € V un mot a € A¥ tel que
-1 - = -

c = bjab'e vp . Considérons maintenant le mot w' = a1a1aa3€A*. 11 est
1

) + ' N
égal au mot fbm bjab'bm f' qui appartient & fb¥*cb*f',

Q.E.D.
Ceci achéve de montrer que les hypothéses du lemme I.4, sont satisfaites

dans tous les cas et conclut la preuve de la proposition I.1.

III. Exemples.

Dans ce qui suit, nous utiliserons le théordme suivant qui ne rassemble

que des faits connus.

Théoréme III,1, Soit s un élément d'un monoide S ayant au plus
m < o éléments et soit p =1 1le plus petit commun multiple des entiers
< m.

quSsq+1S. L¥*ensemble

(i) Soit q 2 0 le plus petit entier tel que
slgx est un groupe cyclique Cs dont 1'ordre m(s) divise p.
'
(ii) Pour chaque multiple p* = q de m(s), sP est l'idempotent de qa;
(111) P e o .
s
Nous examinons maintenant le cas particulier d'une pseudo-variété de

groupes Q)(H) définie par un ensemble non vide I[I d'entiers positifs
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et la condition que llordre m(g) de tout élément g d'un groupe de Qr
soit dans Il. Comme 1} contient tous les sous groupes de ses membres,

I doit contenir les diviseurs de ses éléments et comme {y est fermée
par produit direct, I doit 1'&tre par rapport au p.p.c.m. Réciproquement ,
il est clair que tout II satisfaisant ces deux conditions définit une
pseudo-variété. Le cas ou Il est formé de toutes les puissances d'un
nombre premier donné a été étudié par Bret Tilson ("On the p-Length of
p-solvable semi groups" in "Semi groups", K.W. Folley Bd. 1969). Le cas
ou NI se réduit & {1} donne la pseudo-variété des monoides finis dont
tous les groupes sont triviaux qui sert dans la théorie des "Counter Free
Automata" de R.Mc Naughton et S. Pappert (MII Press 1971).

-
Nous considérons maintenant une pseudo-variété qy = Q) () fixe.

Exemple III.2, Soit A € UM(H)—Rec ;s A¥ appartient & la meéme famille ssi
pour chaque mot h € ¥¥ et tout n € N assez grand on a l'implication :
ne a* = n"Meax o

m=n AIl désigne le plus grand diviseur de n qui appartienne a II.
Preuve : Supposons n"e ax pour un n = !, Dtaprés le Théordéme III.1,

il existe un entier q €N tel (hqh*)p soit un groupe cyclique C et
comme A¥ est un monoide, (hqh*ﬂ A¥)p est un sous groupe C' de C.
Posant r = Card(C), rt = Card(C‘) on a que le Q;-noyau V de C est
formé des éléments de la forme Cp (c €C) oh p=1r Al et que pour
chaque n 2 q on a hnE A¥ ssi n € r'N. Par conséquent, la condition

énoncée équivaut & Vc C' et le résultat découle de la Prop. III.1.

Q.E.D.
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Une formulation plus élégante due aussi & S.Eilenberg est la suivante ¢
Pour chaque h € T¥, et n €N tels que (hn)*\.A* est fini on a (hm)*\\A*
fini, o m =n A I,

Nous laissons au lecteur d'en vérifier 1l'équivalence avec la précédente.
On notera que comme Card(A¥p) peut &tre borné & priori en fonction de
k = Card(Ap), il suffit de vérifier 1'implication pour tous les mots h
de longueur inférieure & une certaine fonction de k et tous les n
appartenant & un interval fini qui est aussi fonction de k.

Nous revenons maintenant & des pseudo-variétés plus générales. Elles
requidrent une construction assez pesante pour obtenir des ensembles
d'éléments contenus dans un groupe.

Nous commengons par introduire un résultat technique en utilisant les
théortmes classiques de Miller et Clifford (Regular D-classes in Semi
groups ; Trans Am. Math. Soc. 82 1956. 270-280).

Dans tous ce qui suit f& désigne le segment initial {w1,.. mm}

de 1'alphabet infini Q = {wj s i =21}

Définition : Soit o4 l'endomorphisme de ¥ défini par :

= oPu?
w.o = w1w2... w

p p+l p P
5% W W

1% Ygntta
(oW p=1 est le p.p.c.m des entiers =2 m) pour 1 < j < m ;
= ] =
mjam 1 pour j=z2m+1,
Nous considérons maintenant les endomorphismes oﬁ (k € N) obtenus en

itérant o et pour abréger nous écrivons o au lieu de %

III.3. Soit ¢ un morphisme de O; dans un monoide S ayant au plus

m é1éments.
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' k
(i) ak¢ = ak ¢ pour tout k' = k quand Sk = qnd ¢ est contenu dans
un groupe ;

(ii) Cette derniére condition est satisfaite par au moins un k < m.

Preuve : Nous posons Sj,k = wjak¢ et ej,k = (Sj,k)p = wjpak ¢. Donc
5,0 7 95% P Sy T 2%,k %5,k%, k%4, k" o,k

identiquement.

D'aprés le théoréme III.1. et notre choix de p, tous les ej,k sont

des idempotents. Donc quand § = qmdk¢ = {sj,k :1 <3j<m} est contem

3

dans un groupe, tous ces éléments sont égaux & l'idempotent e de ce

3,4 = esj,k e = ce qui Stablit(i).

dernier et 1l'on a identiquement s Sj k
9,
Soit maintenant pour chaque k = O, Jk 1tunion des idéaux .Sej ks(1sjsm).
s

I1 est clair que chacun de ces derniers contient tous les (1Siﬂd

Si,k+1

et que par conséquent Jk ) Jk+1’ Si L est la longueur maximum d'une
chaine décroissante d'idéaux (non vides) de S, il existe donc un plus

petit k < 4 pour lequel Jk = J . Or, comme on vient de le dire,

k+1 Jk+‘l

est contenu dans 1'intersection des idéqux Sej kS(lstm) et 1'on a la
9

. - - 145 . .1z
relation Jk+1 Jk Jj,k( J m) qui montre que Jk est un idéal

principal. Soit D={s €S :Ss S = Jk]. La relation précédente équivaut

3 l'assertion que D contient tous les (1=jsm) et au poins un

e.
Jik
ei,k+1 .

Posons P = G,G ...Gm, ol chaque Gj est la }&—classe de e

172 3ok’

Tous les (1Sjsm) sont contenus dans P. Par conséquent, l'existence

S 3,k+1
d'au moins un e, k+1€D montre que P N D # ¢, Comme P est par cons—
’

il
truction un produit dej?-classes contenues dans la 1(—classe D, les
résultats de Clifford et Miller impliquent P soit elle une ‘mz-classe

+
contenue dans D et enfin que P soit un groupe ssi PP N D # [N
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Or cette derniére relation résulte immédiatement de l'existence de e, k+1€D
9

et nous avons donc établi que Sk+1 est contenu dans un groupe.
Pour justifier que k < m, il suffit enfin d‘'observer que 4 =m

m_ S+1} N

ssi S = {1,3,32,...,3 ot Y # " pour j <m et que dans

ce cas particulier, l'on a soit §j =8, =... = {11, soit 8, = {Sm}c
Q.E.D.
3 t = i =
On notera que si l'on suppose Sk = Sk+1 au lieu de Jk Jk+1’ la

premiére partie de l'argument montre que chaque Sj Kk est contenu dans
,

le groupe Gj et que Sk+1 C p = une Ke—classe dans D. On en conclut

de méme que P est un groupe d'aprés Gj cP (1 <j<m).

Université Paris VII
et IRIA
domaine de Voluceau

78150 Rocquencourt
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SUR _UNE PROPRIETE SYNTACTIQUE DES RELATIONS RATIONNELLES

M. P. SCHUTZENBERGER

(IRIA, Paris)

Résumé: On examine dans un cas particulier l'effet d'une relation
rationnelle sur les monoldes syntactiques.

Abstract: One studies in a special case connections between rational

relations and syntactic monoids.

I - Introduction:

Une relation rationnelle 6 : A* + B* entre monoldes libre associe &
chaque partie reconnaissable F de B* la partie reconnaissable Fe—l

de Ax,

Le probléme des invariants syntactiques de 8, c'est d dire des pro-
priétés du monolde syntactique Synt(Fe-l) qui sont fonction de celles
de Synt(F) a été posé par S. Eilenberg qui l'a complétement résolu
dans les cas fondamentaux ol 8 est fonctionnelle (Card(a®)<l pour
chaque a€ A*) et en particulier quand 8 est un morphisme. Nous nous
proposons ici d'appliquer la théorie générale de la factorisation des
morphismes et des cascades de produits en couronne de J.P. Rhodes et
BR. Tilson (dont un bon exposé se trouve dans 'Algebraic Theory of
Machines, Languages and Semi-groups, M.A. Arbib. Ed(1968))pour borner
1
au moyen de ce qu'aprés M. Nivat nous appelerons un transducteur pour
0.

supérieurement pour certaines parties F les groupes dans Synt(FO—

*
Dans cette définition, nous notons 2B le semi-anneau des parties du
monolde libre B* (plus généralement ZS sera le semi-anneau des parties
de tout semi-groupe S).

Définition: u est un transducteur pour © ssi il existe un ensemble

fini Q et deux é&léments 95+9,€Q tel que u soit un morphisme de A*

*
dans le semi-anneau PB des QxQ matrices 4 entrées dans 2 satisfai-
sant la condition que a® soit, pour chaque mot a€ A*, 1l'entrée (qo,q+)

de la matrice aw .

La donnée de & comme partie rationnelle de A*xB* implique celle d'au
moins un de ses transducteurs.
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Soient maintenant TI' le semi-anneau des relations dans QxQ, PB celui
des QxQ matrices d entrées dans 2G et enfin B le morphisme de rB dans

I envoyant chaque matrice m sur son support
ms = {(q,q')e QxQ : mq’q.#ﬂ.

Nous appelerons monoide des supports du transducteur u le monoide

(nécessairement fini) Mu = A*puBg formé des supports de toutes les
matrices a (a€ A¥),

Le résultat principal de ce travail est la propriété& ci-dessous dans
laguelle la partie F de B* est supposée &tre reconnaissable dans un

1

groupe G, c'est a dire satisfaire F = Fpp = od p est un morphisme de

B* dans un groupe fini G.
Dans la section III on donne une application de cette propriété.

Propriété: Soient 6 : A* > B* une relation rationnelle et FcB* une
partie reconnaissable dans un groupe fini G. Quelque soit le trans-
ducteur u pour 8, tout groupe dans Synt(Fe—l) divise un produit en
couronne GeG' oui G' est un groupe dans le monoide Mu des supports du
transducteur.

Montrons pour terminer comment la vérification de cet &noncé se raméne
d 1'application d'un lemme qui sera établi dans la section II.

Etant donnés Q et le morphisme p: B* + G, nous pouvons prolonger ce

N

*
dernier 3 un morphisme (de sémi-anneau) de ZB dans 2G puis ad un mor-

s

phisme de FB dans le semi-anneau PG des QxQ matrices a entrées dans G.

Gardant la notation B pour les supports de tous les semi-anneaux con-
sidérés, il est clair que mpB = mB pour toute matrice m. Donc si

M' = A*upch, on a M'g= Mu = A*pg.Comme Fo ! est par définition l'en-

semble des mots a€ A* tels que adnNF#@, nous avons la relation Fe—l =
{a€A* : (app) n Fo#@ }, qui montre que F' = Fo ! satisfait
F' (up) (up) L. Ceei équivaut 4 ce que le monoide syntactique de Fo ™!
soit une image homomorphe du monolde fini M' = A*up.

Il suffit donc d'établir le lemme énoncé ci-dessous.

II. Un lemme technique:

Nous gardons les mémes notations.

s

Lemme: Soit M' un monolde de QxQ matrices a entrées dans 2% od G est
un groupe fini. Tout groupe H dans M' divise un produit en couronne
GoHB ol HB est un groupe dans M'B.
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Nous désignons par u l'idempotent de H et nous montrons que la preuve
se raméne par des méthodes standard (c'est d dire sans utiliser 1'hypo-
thése que G est un groupe) au cas que nous appelerons positif c'est

4 dire a celui ol le support de u est une classe d'équivalenoce

Q'xQ' (Q'<=Q).

II.l.Le groupe H divise le produit en couronne N HB od HB est un
groupe et ol : N = {heH : hg = ug}.
Preuve: HB est un groupe puisque H est un groupe et B8 un mor-
phisme. De plus N est le noyau de B et la formule est un cas
particulier des théorémes de base des produits en couronne.

Q.E.D.

Etant données une relation quelconque rcQxQ et une matrice meM', nous

designons par mnr la matrice m'er,. telle que 1l'on ait identiquement

G

: = = ' . .
m aq’ mq,q' ou @ selon que (g,q') e'r ou non

II.2.I1 existe une famille {ei:ie I} de morphismes de N tels que d'une
part chaque Nei soit positif, d'autre part N soit un sous-groupe du
produit direct des groupes Nei.
Preuve: Comme le support de u est une relation idempotente, il existe
une famille de parties de Q non vides disjointes, Qi(ieI) et une re-
lation v telles que uB soit l'union disjointe de e = iQiin et de v et

que v = ev + ve + v2. Ceci entraine que e,:h + hn(Q xQL) soit un mor-
phisme de N pour chaque ie¢ I et que e:h + ):hci soit un morphisme

de N sur un sous-groupe Ne du produit direét des groupes positifs
Nei. Il suffit donc de montrer que le noyeau E = {heN : he=ue} de

¢ est réduit 4 {u} puisque N divise EoNe.
Ceci est trivial quand ug=QxQ. Comme ce cas couvre celui od Q est un

singleton, nous pouvons donc procéder par induction sur Card(Q)=22 en
supposant e#QxQ. Cette derniére hypothése implique 1l'existence d'une
partition propre Q=Q'+Q" telle que hn(Q"xQ') = @ pour chaque he N et
que, par conséquent h + hn(Q'xQ'+Q"xQ") soit un morphisme de N. Ceci

permet d'écrire u =(a c) ol a et b sort respectivement une Q'xQ' et une
@ b,
Q"xQ" matrice idempotente. Soit h & E. D'aprés 1l'hypothése d'induction

nepa) at-Gr)

1

Les identités u = u2 = uhh™ " et h = uhu donnent les relations:

c=ac +cb = axb + ay + cb et
x = axb + ax + bc.
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Donc x = axb + ¢ = axb + ay + cb = c montrant que h = u et B = {u}.

Q.E.D.

I1 suffit donc maintenant de vérifier le lerme dans le cas particulier
od H = N est positif et l'on peut méme supposer pour simplifier
ug = QxQ.

II.3. Tout groupe H dans M' tel que hf = QxQ pour chaque he¢H divise
le groupe G.

Preuve: D'aprés la relation u? = uon a (uq q)2czuq a pour chaque ge Q,
— ’ ’
donc u est un sous semi-groupe de G. Comme il est non vide et que

q9,9
G est un groupe fini, c'est un sous-groupe Gq de G.

Soit h € H. La relation uh~= h montre que thq,q' = uq,qhq,q'Chq,q'

pour chaque gq' € Q, c'est & dire que hq q' est une union des cosets de
QT -

G . La méme chose vaut pour les entrées h lq, q de h 1 et la relation

q_ - 3
hh 1. u qui implique hq’q,hq}'qcuq’q = Gq montre que de fait chacune

de ces entrées de h et de h_1 est un coset unique (non vide) de Gq.

Ceci s'applique en particulier & la matrice u elle-méme et & chacune

de ses entrées, Uge g qui est donc 4 la fois un coset 3 droite de
’

Gq' et un coset d gauche de Gq"' (9',q"€ Q).

Prenons maintenant un qer fixe et posons pour chaque he H,
ho=hn((qo),(qo)) = la matrice obtenue en remplagant toutes les entrées
par @, sauf hqo,qo . L'identité& h= uhu et les relations précédentes

montrent que l'on a identiquement h = uhju.

Comme @# hohbc:(hh')o pour tout h,h'e H, 1l'application h -» ho est un
morphisme injectif. Donc, enfin, H est isomorphe au groupe G&o /qu

- ] ]
ol le sous-groupe GQo de G est l'union des cosets Ho(heH) de qu.

Q.E.D.

Ceci achéve la preuve du lemme, donc aussi de la propriété.

Les techniques restent appliquables quand H est un groupe de matrices
a4 entrées dans ZS ol S est un semi-groupe sans idéaux propres (G est

alors son groupe de Suschkewitsch). Ceci donnerait une généralisation
assez immédiate de la propriété au cas ol F est reconnaissable dans S
4 condition de considérer seulement les semi-groupes libres at et B*.

Dans le cas général, les groupes dans Synt(Fe—l) sont soumis 4 des con-
traintes (assez peu strictes, et de nature quasiment numérique) que je
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n'ai pas réussi 4 formuler de fagon raisonnablement simple (ou non
triviale). Par exemple, si S est le monoide booleen {1,0} (qui est
union de groupes!), le monoide des QxQ matrices positives ad entrées
dans 25 contient le groupe symétrique sur Q : il suffit pour cela de
représenter ce dernier par le monoide des bijections et de remplacer

chaque entrée vide par {O} et chaque entrée non vide par {1,0}.

III. Une application

Revenant aux notation de l'introduction, nous considérons désormais le

cas ol la relation 6 est l'inverse d'une subtitution (rationnelle)

- *

] 1 : B* + A*, c'est 4 dire d'un morphisme de B* dans 2A , donné par
les parties reconnaissables be‘ch*(be B ol 1l'alphabet B est évidem-

ment supposé fini). Pour simplifier nous ferons 1'hypothése supplé-

1 est contenu dans le semi-groupe A+(=A*\{1}), c'est

d dire que 1 = 18 = 1071,

mentaire que B8

Nous désignerons par M2 = A*tz le monoide syntactique simultané des
1 (beB) , par M1 = A*t_  celui de B*e_l, et par M

1
Mlx My
duit direct M1 X 2 x Mz.

parties be~ le pro-

3

D'aprés la théorie générale des produits en couronne, il est possible
de munir M3 d'une structure de monolde ayant les deux propriétés
suivantes:

(1) Tout groupe dans M,
et d'un groupe dans M

est produit sous-direct d'un groupe dans M1

27
(ii) Si o} est 1'application envoyant chaque mot a€ A* sur

aoé = {(a'ol,a"az)e M) x M, ¢ a',a"ea*, a'a" = a},

1'application g3 a= (a°1'a°§'a°2) est un morphisme (de semi-
groupe) de A* dans M3.
Rappelant que F est une partie de B reconnaissable dans le groupe fini
G, nous nous proposons d'établir:

III.1l. Tout groupe dans le monolde syntactique de Fe'-1 divise le pro-

duit en couronne de G dans un groupe dans M3.
Nous construisons d'abord en application immédiate de la théorie
générale des relations rationnelles, un transducteur (standard)u pour
o et, d'aprés la propriété, il suffira de vérifier que son monoide des
supports Mu divise Mj.
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Contruction du transducteur.

La donnée des parties be-l(be B) implique celle d'un ensemble minimal
fini Q', d'une action Q'xA* + Q', de parties Qb de Q' (beB) et d'un
élément distingué qer' tels que pour chaque lettre b de B on ait

-1 _ -1 - . .
beé =q, Qb (={a€ A* : qoaeQb)).
Nous adjoignons un nouvel &lément a, 4 Q' et nous étendons 1l'action
précédente 4 Q = {g }u Q' en posant q, a-= @ pour chaque ae at.

Nous définissons maintenant pour chaque lettre a deux QxQ matrices
ap' et au" (4 entrées dans le semi-anneau des parties de B*) par les

conditions suivantes :

Pour tout gq,q'e Q :

au'q.,q =1 ou @ selon que q'a = g ou non;
au"q.'q = ¢ pour q # 95,9, et, sinon,

b siqg= 9y Ou q, et q'ae Qb'

De plus nous définissons les deux matrices ly' et 1ly" par les con-
ditions :

] = [ - .
lp q',q =1 si g qa# q;
= @ sinon.
Wigr,g =1 st @ =q5a = a

@ sinon.

L'application u= u' + u" s'étend & un morphisme (de semi-groupe) de

A* dans le semi-anneau rB.

III.2 p est un transducteur pour 6.
Preuve: Notons av le Q-vecteur é&gal d la ligne 9, de au (a€ A¥*).,
Pour a = 1, toutes ces coordonnées sont @ sauf la derniére , c'est &
dire qui est &gale 4 1 = 16~ a'aprés 1'hypothdse Bo lca™.

Ceci permet de procéder par induction sur la longueur des mots et il
suffit de vérifier les deux formules suivantes pour a'a oi a'é€ A%

aeA en les supposant établis pour a':
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(21) . Pour tout qgeQ :
-1 -1 ..
a'avq = p{beB* : a'aebd 99 q};

1) = af.

(22) . a'av_ = r{beB* : a'aebs
d+

Nous utilisons le fait que par construction, la ligne g, de ap est

vide et nous observons que les mots b € B* qui apparaissent dans (21)

le fonﬂd'au moins l'une des deux maniéres suivantes:

(1) Il existe un gq'e€ Q' et une factorisation a = alaz(arazeA*) tels
que
1

-, = q' 1y =
alebe i dya, q' ; qg'a q.

On vérifie directement que la contribution de ces mots est pour
q€Q', la coordonnée q du produit a'v.ap' et pour g = q_ celle
de a'v.au".

(i1) On a aa'ebd” ! et g = qy+ Comme be~lcat, il existe un g'eQ' et

des factorisations b = blb' (bleB*, beB) a = alaz(al,azeA*)
tels que:
1

~

- = gt . '
aleble 952, q' ; q'ae Qb"
Comme ci-dessus la contribution correspondante est la coordonnée 95
du produit a'v.ap".

La formule (21) résulte immédiatement de ce deuxiéme cas et de la
définition de u".
Q.E.D.

III.3. Le monoide Mu = A*u est une image homomorphe de M

8 3°
Preuve: Il suffit de vérifier que pour deux mots a et a' quelconques,
apB # a'up implique aoy # a'oa.

La premiére relation signifie que les entrées (q',q) des deux matrices
sont différentes pour au moins une paire q',g€éQ. On peut prendre
a“eqalq' et, posant a = a"a, ai = a“ai, on a que les coordonnées gq
des supports des vecteurs a,v et aiv sont différentes. Ceci entraine
a,03 # ajo; (donc le rSsgﬁtat cherché) d'aprés la formule (21) et la
définition de 05=A* » 2 102 si g # qet d'aprés la formule (22) et
oy =alxo§x02 siq=gq,.

Q.E.D.
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Ceci conclut la preuve de II.1. A titre d'exemple, nous considérons
le cas particulier suivant.

III.4.Soient r21 et P l'ensemble générateur minimum d'un sous-monoide
de P*eRat(A*) de A*. Tout groupe dans le monoide syntactique de (p¥) *
divise le produit en couronne du groupe cyclique Z(r) dans un produit
direct de groupes dans le monoide syntactique de P*.

Preuve: Prenons B = {b} et p : B* » G = Z(r) tel que b soit un
générateur de ce groupe. Si 0 ! est la substitution telle que bo ! =p,
on a (P¥)* = 1, te7?
théorie des produits en couronne puisque d'aprés celle-ci chaque

et le résultat est encore une conséquence de la

groupe dans le monoide syntactique de P divise un groupe dans Synt (P*)
quand P est l'ensemble générateur minimum.

Q.E.D.

En particulier tout groupe dans Synt(Pr)* est résoluble quand ceci
est vrai pour Synt(P*¥).
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SOLUTION NON COMMUTATIVE D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE CLASSIQUE

M.P. SCHUTZENBERGER

(Fac. Sci. Paris et Laboratorio di Cibernetica del CNR, Arco Felice)

INTRODUCTION

Cette communication fait partie d'une série de recherches pour-
suivies depuis plusieurs années avec mon ami le Professeur D.

Foata sur les nombres d'Euler, c'est 3 dire sur les coefficients

de Hurwitz de la fonction tgt + 1/cost.

Les rapports que peuvent avoir de semblables questions arith-
métiques avec certains aspects de la cybernétique ont été brilla-
ment illustrés par les deux conférenciers qui m'ont précédé et je
me bornerai donc 3 discuter un probléme de nature purement techni-
que, 3 savoir la solution de 1'équation différentielle classique
y" =y y' dans le cas non commutatif, c'est i dire, par exemple,
dans le cas ol la fonction inconnue y et ses dérivées y' et

n -~

y" appartiennent 3 un anneau de matrices dont les entrées sont

des fonctions de la variable indépendante ¢t .

Dans le cas commutatif, la solution de cette &quation qui sa-
tisfait les conditions initiales y(0) = y'(0) = 1 est précisément

la fonction génératrice exponentielle tgt + 1/cost des nombres

215



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 8 page #222 7-7-2009

1975-1. Solution non commutative d’une équation différentielle. .. Année 1975

382

d'Euler. (Cf (1), (4), (5)). I1 me parait assez remarquable que

1'on puisse en exprimer la solution dans le cas général au moyen
d'une famille infinie de polynomes en les variables (non commuta-
tives) y(0) et y'(0) dont les coefficients numériques dépen-

dent assez simplement des nombres d'Euler.

Dans un premier chapitre nous rappelons quelques éléments du
formalisme de la théorie des &quations différentielles et, dans

n

les deux suivants, nous appliquons ces notions au cas de y" =y y'

Dans le dernier chapitre nous présentons une autre propriété remar

~

quable de 1'opérateur associé a cette é&quation.

I. GENERALITES

I.1. Pour simplifier au maximum ce rappel de notions connues nous

nous bornons d considérer une équation différentielle du second

ordre.
(1 y" =H(t, y, y")

ol H est un polynome dont les coefficients appartiennent i un
anneau donné J% de caractéristique z&ro. Formellement nous intro-
duisons 1'anneau o= df[y, y'] des polynomes 3 coefficients dans
S en les variables (non commutatives) y et y' et 1'anneau
ég(t) n'ayant qu'un nombre fini de termes non nuls. Par défini-
tion, une solution formelle de (1) est un élément
Y= 3 t%a de  A(t)
O<n nt ©

satisfaisant les deux conditions suivantes

(2) ay=y ; a; =y' ;5 a

2 € & pour chaque n e IN;

(3) Y"

H(t, ¥, Y') o Y' et Y" sont définies par
I E? a ., "= I t
o<n ot T <

n

a
O<n n! n+2

4 Y
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Comme H est un polynome, le coefficient de t" dans le
membre de droite de (3) est pour chaque n wun polynome en
ags @ps eees A cependant que le coefficient de t® dans Y"

est égal a a .o -+ I1 en résulte immédiatement que a

n+2

déterminé de ?agon unique par les a; d'indices inférieurs, d'ol

est

par induction, que tous les a appartiennent 3 G . Autrement
dit, 1'équation (1) admet une et une seule solution formelle
satisfaisant Y (0) =y , Y'(0) =y' .

Soit maintenant ¢ un morphisme de (7% dans une algébre nor-
mée. On peut montrer que pour chaque € positif il existe un €',

positif lui aussi, tel que 1'on ait identiquement

Han ¢ |] <nl e" quand [lye || et ||y'e || sont inférieurs a
€'. Ceci entraine que la série Yy = I E-n (anw ) converge absolu-
n!

ment au voisinage de 1l'origine et montre que la solution formelle

est bien la solution de (1).

I.2. Nous en venons maintenant au calcul effectif des polynomes
a et pour cela nous rappelons qu'une dérivation d'un anneau P
quelconque est une application B de ® dans lui méme, satisfai-

sant 1'identité :
(5) (ab) B=(aB) .b+ a. (bB) pour tout a,be(p() .

(ﬂ‘_(t) des séries formelles en la variable t dont les coefficients
sont dans Uq- . Par définition, une solution formelle de (1) est

un &lément du P o Uh eas

Nous considérons désormais le cas ol ® = ff[f(t) et nous no-
tons 9 1la dérivation de noyau s envoyant t sur 1. On a iden-—
tiquement t%3 = nt™ ! |

Ceci entraine &videmment que B soit définie par la donnée
de son action sur les générateurs de (3 et que B u et u B
soient aussi des dérivations pour tout morphisme u de (0% dans

lui méme.
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Par conséquent si
X=2Zt"b

= °n

n! —
est une série formelle (dont les coefficients bn sont dans &)
nous aurons la formule habituelle
6) xP=2¢" b

o

d'ol 1'on déduit que bn =X3" 0 o 6 estle morphisme de

ntp P EMN)

d&(t) sur son sous—anneau Jt , laissant ce dernier invariant

et envoyant t sur O.

En particulier notre &quation différentielle peut s'écrire
sous la forme Y 3% =H (t, Y, Y ) et les calculs d'identifica-

tion des coefficients a, de EP dans Y effectués plus haut

~

P n., . .
sont équivalents 3@ 1l'ensemble des équations :

() Ye=y;y00=y" ;3 Yo e=u3"9.

Nous nous proposons de mettre ces relations sous une forme
plus compacte. Pour cela nous considérons une suite de nouvelles
variables non commutatives {xj} (j e ™), 1'algsbre large

R (e, {xj}), une dérivation ¥ de cette algébre définie par la
condition que ay = O pour chaque aedly ty =1 et
%j X = xj+] pour chaque j € N et enfin le morphisme £ lais-
sant A(t) invariant et envoyant chaque xj sur XBJ ol

- n
X—Z%\bn (bnea"r).

Comme on 1'a mentionné plus haut, &3 et 3 sont deux dérivations
et par définition elles coincident sur J%(t). En outre pour cha-

que jeM™N on a ijB = Xj+1€ = xjxg .
Par conséquent on a
(8) KE3 = «kx&

quelque soit la série formelle K en t et les x; .
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Posons maintenant Xg =Y 5 %X = y' et définissons une dériva-

tion n de é&(t) par les conditions an = 0 pour

aed,tn=13;yn=y", y'n=H(t,y, y).

Si X =Y est la solution formelle de notre équation, nous

avons 1'identité

+2
Y37 = H (¢, x, x) & 3% = H (t, Xgs %) Xt E

d'ol en particulier X, E=Y 82 H (t, X35 x‘) £ puis par in-

_ n o, _ n+2 .
X4p & F Hn &=yn " & cequi

donne enfin d'aprés (7) 1la formule cherchée :

duction sur n

[

y 57*2

a =Y 3% 0 = y ) c'est 3 dire

9 Y=13 & (n6).
o<n nl

I.3. Considérons 3 titre d'exemple 1'@quation classique

y'=ay-yb+c (a, b, ce o)
dont la solution remonte 3 Wedderburn. En raison de sa forme par-
ticuliére la dérivation n se réduit au morphisme de A (t) lais-
sant f(t) invariant et envoyant y sur ay — yb + ¢ . En
outre 6 se réduit 3 1'identité. La solution Y est donc égale &

y+t (ay = by +¢c) + ... + E? (y nn) + ...

1! n!

Par induction sur n on pourrait d'ailleurs vérifier que le

coefficient a =y n" peut s'expliciter de la fagon suivante :

a = I (-1 [“] A"yl e oz (-D)? E‘;l]a“"'EJbJ

0<j<n J o<j<n-1

Un autre exemple est fourni par 1'équation y" =y y' qui
nous interessera plus particuliérement ici. La dérivation n lais-
se 0%(t) invariant et elle envoye y sur y' et y' sur
y y' = H. Les premiers termes du développement de la solution Y

sont Y=y+t y'+ E? (y y") + ... et on calcule :
1 21
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Gy dYn=y'y' +yyy'

v'%+ y2 yd)n=yy' vy +y'yy' +y' yy'

+yy'y' + Y yy = (42 yy' ' +2y"'y)y'

(y4+3y2y'+5yy'y+3y'y2+4y'z)y'

6= 3N = P ray v v9y Y y+9yy Y ety y
s12yy? 0y yy +12ytyy

[N
]

)
~
1]

Y
(6]
I

Y
S

3

[}

2

L'expression des coefficients est passablement compliquée et sera
donnée (de fagon indirecte) dans la section suivante.Les polynomes
a ont été définis dans un tout autre contexte (ol ils sont déno-
tés par Dn+1). Leurs valeurs pour y = y' = 1 sont les nombres
d'Euler.

II. L'EQUATION y" =y y'

II.1. Nous gardons les notations utilisées dans 1l'exemple ci-dessus
et nous nous proposons d'expliciter les polynomes

a =y n" e &= ALy, y'1 au moyen d'un changement de variable.
Pour cela nous considérons deux nouvelles variables x et z

et 1'anneau @)= e?%’[x, z] de leurs polynomes non commutatifs.
Nous définissons lt_a morphisme ¢ , 1'anneau de polynomes et la dé-
rivation o de (D par les conditions suivantes

(10.1) xy
(10.2) xo

2
Yy 5 zo =-y +2y' ;
x2+z;zc=0.

Nous établissons d'abord la remarque {11) :

- . ! <
Pour chaque n € lN_on a a bn py' 2 ou les bn sont
des polynomes de (3 définis par la récurrence
bo=1 ;bn+l=bn0+an+bnx(=bn)‘)'
Preuve : On a a =y et d'aprés yn =y' y'n=yy', il
: ' = a' !
existe pour chaque n e N un polynome a n tel que a4 a' yv.
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' L. = = 4! ' = 4! ' ' '
Comme a a1 Y a4 an al_y'n a . ny + a n y'n)
= At [, | [ 2 ' = a! (]
a'_ny a'_yy' , ona la récurrence a a+] S8 pntaly
avec a'o =1.

Notons maintenant que ¢ est un isomorphisme dont 1l'inverse
DU 2
Y est définie par y P =x et y' P=1(x" +2z) .
2

Posant bn = a'n ¥ . 2% nous aurons donc bo =1 et

a =b v . y' pour chaque n positif. De plus les b satis-
feront la relation de récurrence

= 4! n+l _ ' n '
bn+l—an+1w'2 -2.(ann1p.2 +an.y\p.2

n

)

2 (G _¢env+b x .

Maintenant, comme ¢ est un isomorphisme 1'application linéaire
n=¢n Y est une dérivation de 65 dont 1'action sur les généra-

teurs x et 2z est donnée par le calcul
1

Xﬁ=Yn‘P=Y'w=l(x2+z)=§- X0 3
2
- 2
zn=Qy' -y)nyv=Qyy' -yy' -y 9NV

(YY"Y'Y)\P=X-;' (X2+z)-%(x2+z)x

1 (xz-2zx
2

Ceci permet d'écrire 1 = % (0 + p) oi p est la dérivation envo-
yant x sur O et 2z sur x z - z X, et nous avons donc

= + + 2 .
bn+l bn o bn o] bn X
I1 suffit désormais de montrer que pour tout mondme u en x et
z on a identiquement u p+ 2 ux=xu+ux . Or ceci est tri-
vial quand u = " puisque X p=0 et

xnx=-;—(xxn+xnx) .

Supposons donc ce résultat établi pour le monome ¥ et prenons

n
u=vzx .0na:
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up+2ux=vop. zxn+v(xz-zx) xn+2vzxn+]
n n n n+l n+l
=XVZX -VXZX +VXZX -VzX +2vzx
=xXu+ux Q.E.D.

Dans ce qui suit nous nous bornerons au calcul des polyndmes

bn = 12" dont les premiers sont
b =1 ;b,=b A=x1+1x=2zx 3
o 1 02 2
b2=2x>\=2(x +2)+x.2x+2%x.xXx=6%x +22z
b3=24x3+8(xz+zx);
b4=120x4+40(x22+xz+zx2)+1622;

Notre résultat principal est résumé par les formules 17 et
22 ci-dessous. Notant M le monolde libre engendré par {x, z},
c'est i dire 1'ensemble des mondmes en x et 2z nous &crirons
chaque polynome b de B comme une somme finie
Z {<b, » m : me M} dont les coefficients <b, m> appartiennent

i, L'application <, > sera &tendue de fagon naturelle 3 une
application bilindaire de 63 x 63 dans </t .

Le degré |m| d'un mot me M sera par définition
[m[x + 2 imlz od, comme d'usage, Imlx (resp. [m|z) dénote 1le

nombre d'occurence de x (resp. z) dans m .

On vérifie sans difficulté que chacun des termes d'un polynd-

m mA(me M est de degré |m| + 1.

Comme bo = 1 est homogéne de degré zéro, il en résulte que cha-
que bn =1 A" est homogéne de degré n . Ceci entraine en parti-
culier que chaque mot m ait le méme coefficient dans b]ml et

dans la série formelle B = [ bn . Ceci nous permettra d'uti-

liser la notation <B, m> auosnlieu de <blml, m> .
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III. CALCUL DES POLYNOMES bn

III.1. Nous désignerons par | la transposée de At de A,

c'est 3 dire 1'application 1inéaire de 6)2 telle que pour chaque
paire my, m' € M le coefficient de m dans m'y soit égal au
coefficient de m' dans m\A . On vérifie facilement que chaque

m'y est un polyndome. Par définition on a la formule
(12) bA = Z <b, mp> m

pour tout polynOme (ou série formelle) b. En particulier

(13) <B, m> = <b, my > identiquement.

Comme ) est rationnelle au sens de Eilenberg, un théoréme
de cet auteur que nous nous bornerons 3 appliquer donne une techni-
que générale pour calculer M. Pour cela nous écrivons 0 = o, * cz
ol Ok est la dérivation envoyant x sur x2 et o, la dériva-
tion envoyant x sur 2z, les noyaux de ces deux dérivations étant
les polyndmes qui ne contiennent pas la variable x. La transposée
U de A est la somme des transposées des applications linéaires

Ux,cz,m__,mx et m—sxm.

En ce qui concerne ces deux derniéres, ce sont les applications
-1 - < .
m—5mx et m—sx m o, comme d'usage, la notation
-1 -1 . . .
m X (resp. x = m) désigne le monome m' tel que
m' X = m (resp. xm' = m) s'il en éxiste un et O autrement.
En ce qui concerne cz‘i' c'est 1'application envoyant chaque
me M sur la somme des produits m X m, ol m, m, € M satis-

font mlzm2=m.

Enfin m o b est la somme des monomes m x m, &tendue 3

toutes les paires m, m, € M telles que mXXm =m.

. . -1 -1 .
On voit sans peine que X m+mx + m cz'i' a tous ses coeffi-

~

i ' '
cients 0 ou 1 et qu'aucun mot du support de m 021' (c'est a
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dire de l'ensemble des mots ayant un coefficient non nul dans ce

polynome) n'appartient au support de m m 0;] .

. n ~ o
Par contre, si m = m x m, ol n 22 et ol les mots m

et m, satisfont la condition m, ¢ Mx » W é x M
*

1

. g - . n .
(c'est 3 dire, pour abréger si x est un x - facteur maximal

de m), le mot m' = m, xn_l m, apparait dans m ox'i' avec la

multiplicité n-2. Si en outre m, = 1, le méme mot m' appa-
rait dans x-I m ce qui fait que son coefficient dans muy devient

n-1. La méme remarque vaut quand m, = 1.

A titre d'application nous calculons
(14) Pour chaque n € N, le coefficient < B, X' > est égal 3

(n+ 1.

Preuve : Ceci est vrai pour n = 0 , puisque bo =1=+1n!.
Soit donc n positif. On a x" ot =0 et par conséquent
Xn e xn 0x+ + x—l xn . xn x—l = (n-1) Xn—l + xn-l . xn—]
=+
Comme < B, x' >= <B, x* u> d"aprés (13) le résultat
en découle par induction. Q.E.D.

Nous établissons maintenant un énoncé technique essentiel pour
la suite. Pour abréger nous notons /b 1la relation dans M x M
telle que (m', m) € NMossi m appartient au support de
m' o, * X m' + m' X et nous &tendons </ i une relation o - dans
©® x 6 en posant (b', b) € a‘—é ssi il existe une bijection o
entre les supports des polynomes b' et b telle que pour tout
monome m' ou ait d'une part (m', m' &) € Ao et d'autre part
<b',m'> =<b, m x> .

—_—

Propriété 15 : Soient (m', m) € Jb.omna (@ y, mpu-m') e A
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Preuve : La vérification que (m' oz‘i', m oz'l') e b est facile.
Pour le reste, nous distinguons trois cas, et comme le résultat
résulte immédiatement de (14) quand m et m' sont des puissan-

ces de X nous pouvons supposer que |m est positif.
2 P

Cas i :m=xm'.

P n
Nous pouvons écrire m' =x zm" (neN, m" € M) et comme

-1 . . Y
m' =x m il nous suffira de vérifier d'une part

1, m x_l) € "G ce qui est trivial et d'autre part

(m'o‘i'+x_] m',mc'i')el/"é.
X x

(m' x-

Soit S 1'ensemble des paires (ml, m2) telles que
m X Xm =m . Le sous ensemble SI de celles pour lesquelles

{m est positif, est en correspondance biunivoque par

liz _
m, ——X m avec 1'ensemble correspondant pour m'. En outre
1'ensemble S \ S] est formé de n paires

(xl, xn--l--1 z m') (o € i< n-1) ce qui fait que Sz ale

coefficient n dans mox'f' .

On peut donc se limiter au cas de n positif et on vérifie

de méme que %" ! z m" gle coefficient (n-1) + 1 dans

' ce qui établit le résultat dans ce cas.

-1
m' ot+x m
x
Cas ii : m=m" x .

Le méme raisonnement s'applique par symétrie.

Cas iii : m# m' x, xm' .

S . n mo .
On peut écrire m' =m" zx zm ol 2z est positif et l'on a

n+ . - -
m=m" 2z x V2 o™ I1 est clair que (x o'+ o !

, x-l m + mx—])
est dans c/’G . Comme ci-dessus le sous ensemble Sl c S des
paires (ml, m2) telles que m X xm =m qui satisfont la con-
dition supplémentaire que Im]]z # [m"[z est en correspondance

biunivoque avec le sous ensemble correspondant pour m' . En ce
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qui concerne les autres paires elles produisent le mot m' avec
la multiplicité n et par conséquent le coefficient de m' dans
m cx'l' - o est n-l1. Le mot correspondant m" z Nl R al
coefficient n-1 dans m' oxf et le résultat est donc établi

dans tous les cas. Q.E.D.

(16) Corollaire : Soit (m', m) € /6. On a

<B,m > =<B,m'>. (|mf +1) .
Preuve : Si [mj =1 , ona m=x et il existe un seul m' ,

3 savoir 1 tel que (m', m) € b . Comme < B, x > =2 ainsi
qu'on la vu dans (14), la formule vérifiée dans ce cas et nous pou
vons procéder par induction sur le degré de m .

D'aprés (13) nous avons

< B, m =< B, mu> et <B,m'>=<B, m' u>.

De plus d'aprés (15) my est la somme de m' et d'un polyndme

b tel que (m' y, b) € c/’—C Comme b est homogéne de degré
|m|-1, il en résulte par 1'hypothése d'induction que

<B, b >

< B, m'y > . |m| . Par conséquent
<B,m>=<B, m' >+<B, m' u> |nmf ol

< B, m'>=< B, m'y > ce qui est le résultat cherché. Q.E.D.

Considérons maintenant un mot quelconque m e M . On peut

1'écrire sous la forme

m=x 8O Pl G I¥0p P2 *mp-1 PR Pk

ol les p; sont positifs et oi k et les n. sont non négatifs.

Désignons par fi le mot 2Pl x sz ... x zPE (et par consé-

. n
quent fi=1 ssi m=x 9).

l
(17) Pour tout me M, ona < B, m> =< B, ™ -(l—Llln-]L-
(+ |t
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Preuve : Par induction sur |m| - |@] en observant que si m # @,

il existe au moins un m, tel que (ml, m) € /& et que pour
tout m, satisfaisant cette derniére relation on a ﬁi = f.

Q.E.D.

(18) Quelques soient l'entier n et le polynome homogéne a on a

)
< B, a x> =< B, a > ( 131 tor e = < B, x a> .

(laf+ 1)1
Preuve : Ceci résulte immédiatement de (17) et de ce que ﬁ) =1
pour chaque m, de la forme m = ou x° m. Q.E.D.

1

III.2. Le résultat principal

Définissons d'abord une suite infinie de nombres rationnels (dk)

par la récurrence

- . - —1
(20) dy=1 5 4, = 2k +3) pX dj d

o<j<k k=j
Nous vérifions d'abord

(21) pour chaque entier positif k et chaque mot ge {1} uMx
ona <B, g zk >=<3B, g x2k > dk .

Preuve : Le résultat est facilement vérifié pour |g zkl <2 et

nous pouvons procéder par induction sur le degré.

Considérons d'abord le cas de g=1. On a

zk+l u = zk+l Gz+ = I zk_J xzd .
o<js<k

D'aprés l'hypothése d'induction et (17) on a
< B, zk_J xzd > =< B, zk“J x23+l> dj

s '

=< B’ zJ J> d. M——
Ik - 25+ 1!

-23 I
2k-2j , o (2 + 2)!

=< B, x
Ik - 25+ 1!
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=4y -4y @) =@k T <, K22

Par conséquent nous avons bien

k+1 x2k+2>

<B, z > = <B, !

. (2k + 3)° b d. d

osjsk 3 K7I

Supposons maintenant que g goit différent de 1, c'est 3
k+1

dire que g = f x (f € M). On vérifie facilement que g z u
est la somme de b =g (zk+1 W) et d'un autre polynome c qui
est 8gal 3 zk+l si £=1 eta (fp) x zk+1 si £#1 .

D'aprés 1l'hypoth&se d'induction, on trouve que
2k+1

b=<B, gx > I d. d _.
osjsk 1 K7
_ 2k+1
=<B, gx > (2k + 3) 4 ;
D'autre part c¢ = dk+l si f =1 et sinon, utilisant 1'hy-
pothé&se d'induction et (17), on trouve
c=<B, g 2R Clef + 1) deyp -

Par conséquent dans tous les cas
k+1

<B,gz >=<B,b>+<B, c>
2k+1
=<B, gx > (|g| + 2k + 3) 4sq
ce qui est bien égal 3 < B, g x > d . Q.E.D.

k+1

~

Nous sommes maintenant 3 méme d'énoncer notre résultat prin-

cipal :
(22) Si m = x"0 ZP! e B L L
(Pys Pys ++es P 2 1) on a

<B >=(1+ |m|. )4 d ...d
» ( Il)pl’pz Py
Preuve : Pour k = 0 ceci est la formule (14). Le cas général s'en

déduit par induction sur k au moyen de (22) et (17) . Q.E.D
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On notera que comme tous les coefficients intervenant dans A
sont des entiers non négatifs, il en est de méme des coefficients
< B, m> des polynShes bn =1\t (n eN) bien que les dk

soient des nombres fractionnaires.

III.3. Relations avec les nombres d'Euler.

Soit Y° la solution de y'

'=yy' telle que Yo =0 pour
t =0 . Elle est obtenue en faisant y = 0 dans les polynShes
a décrits dans la premiére section de ce chapitre. Nous noterons
a

on C€S polynshes qui sont donc des polyn3mes en y'

=y .

[}
o
o
(o]
[

En particulier a
00 ol

Rappelant la formule a = bn v .y 2™ utilisée pour dé-
finir les polyndmes b au moyen du morphisme ¢ envoyant x
sur y et z sur -y + 2y' , nous aurons

a5 o+l " bon v . y' 2™ ob bo,n est le polynOme obtenu en fai-
sant x = O dans bn . Comme bn est homogéne de degré n et que
les degrés de x et 2z sont respectivement 1 et 2 nous savons
que b o est nul pour n impair et qu'il se réduit 3

< B, z > zk pour n =2k (keMN) .

De plus, d'aprés (22) et (17) nous savons que < B, zk> est
égal 3 (2k + 1)! dy -

I1 en résulte que a =0 pour n pair et que pour
%0 i 1k+1
n=2k+1ona ao,2k+1 =2 (2k + 1) dk y et
2k+1
Y = X t a
o Zk+1)] %0,2k+1 .

o<k

Faisons maintenant y' = 1 dans Yo . La série obtenue est

la solution de 1'&quation différentielle (ordinaire) y" =y y'
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qui, pour t =0 , prend la valeur 0 cependant que sa dérivée
prend la valeur 1 , c'est 3 dire comme il est bien connu, 1la
fonction tg (t). Les nombres 2_k (2k + l)l dk en sont les
coefficients de Hurwitz; ce sont donc les nombres d'Euler d'indice

impair.

IV. UNE AUTRE APPLICATION

IV.1. Nous commengons par un complément aux généralités de I,
Considérons un anneau de polynomes (non commutatifs)
J%[u, V, Wy ...] en les variables u, v, w, ..., Son quotient
¥ par la congruence u Vv = vuZ=Z1 et une dérivation [ telle
que :

(23) vg==-v (ug) v.
Remarque : z est une dérivation de €.

Preuve : Il suffit de montrer que pour tout

a, b ¢ Alu, v, ...] ona auvbZZavubz=Zabrcr.
Calculons auvbg .Ona
auvbz=(@@Z)uvb+auvdz)+a@g)vb+au@vygb.

La somme des deux premiers termes est congrue a
(aZ) b+ a (bg) c'est 3 dired ab Z. La somme des deux derniers
termes est congrue & 0 puisque
au(vg)b==-auv (g vb

-—-a(ug)bv.

Un calcul analogue vaut pour avub?g. Q.E.D.

11 résulte de ceci que (uv) g =(vu)g=17=0 ,
donc que (u v) ;n = (v u) ;n = 0 pour tout n positif. Or,
comme C est une dérivation, on a identiquement

(ab) = T (azghH " {?] quelque soient a, b et
0<j<n
n 2 0.
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Divisant par n! on en déduit 1'identité

b n-j
(24) z S A 4 =0 pour chaque n positif.
o<jsn  jl (=)

Introduisant une nouvelle variable t commutant avec u et

v et posant

n
v & .4 Cn s V= 1% L . v Cn
o<n n! osn n!

il en résulte finalement la relation
(25) UV=VUS=1

par identification des coefficients de t? et (24) .

IV.2. Nous revenons aux notations de II.l. et nous adjoignons 3
A(t) une nouvelle variable v satisfaisant y' v=vy' =1

(ce qui entraine v t =t v puisque ty' =y' t)
En conformité avec (23), nous étendons la dérivation n (dé-
finie par yn=y' , y'n=yy') en posant

vn==-v(y'"n) v cequi donne vn=-vyy' v=-vy .

D'aprés (25) 1les deux séries formelles

, % . n t? n
"= I — (@'n) et V=1 — (vn)
o<n nl. o<n n.

sont inverses l'une de 1'autre et nous proposons de calculer direc-

. . n
tement les coefficients v n de V.

Remarque 26 : Pour chaque ne N on a
n
2vn =v (C v)

—
ol les Cn sont des polynomes dans (> définis par la récurrence

- . =1 - - =
cC =2 3 Cn+1 ) (Cn g -x Cn Cn x) Cn V.

Preuve : C'est essentiellement la méme que celle de la remarque

11 dont nous utilisons les notations.
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Nous avons v nl =v et par conséquent nous pouvons prendre
C0 =2 € 65

Supposons maintenant que 2 v nn =v (Cn ¢) ol Cn e B,

Nous avons :

n+l _
2vn =(v (€ ) n=vn. (C, f) +v(C oem)
=-vy (C ¢) + v (R ? ne )
=-vzxey (Cn v) +v (Cn ne).
n+]
Mettant v en facteur nous obtenons donc 2 v n =v Cn+]
ou Cn+l ==X Cn + Cn n appartient a (0 par induction.

Il ne reste plus qu'd vérifier que cette équation peut se met-—

tre sous la forme plus simple
=1 - -
Cn+l =3 (Cn o X Cn Cn X)

C_v
n
ce qui est facile compte tenu de 1n =0 + p et des propriétés

de p établies dans la preuve de la remarque 11;

Q.E.D.
On trouve pour les premiers termes
Co =2 3 C‘ =-2Xx 3 C2 = xz -z 3 C3 =xzZ+2zx ;
On a les formules suivantes :
k , k k-1
27) C2k =(-1) (z' -x2z X) pour k 2> 1 ;

Cok +1 = DM e K pour k20 .

Preuve : On vérifie directement que C, = - 2 x.

Supposant maintenant que C2k+ a la forme (27), on trouve :
k+1 12K

2 GD7 Copyp =2 G Gy Y

= (x2 + z) zk + zk (x2 + z) - x2 zk - X zk X - X zk X - zk x2
k+1 k

=2 (z - X2z X) .
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De méme supposant que C2k (k 2 1) a la forme (27) on obtient

=2 (-I)k C2k v = - (x2 + z) zk-1 X

2k+1
(x2 + z) - x zk + x2 zk-] X - zkx + x zk-‘l X

2 (—1)k C
k-1
-x2z

k k
==-2(xz +2z X) . Q.E.D.

n 2 2
Posant C = I t Cn les formules précédentes peuvent
osn
@tre résumées par la formule unique

(28) C=1+(t-tx) (1+¢tz) !

~ -1 P
old, comme d'usage, (1 +t 2z) est une abréviation pour

T DMt ce qui donnerait facilement 1'expression de

osn

(1 -t x)

n . . .
It (v nn) en appliquant le morphisme ¢ . Il me parait
osn e n . e e oA

trés remarquable que cette derniére fonction se trouve ainsi etre

une fonction rationnelle en tous ses arguments.

IV.3. Nous terminons en montrant que la fonction V de t est
la solution de 1'équation différentielle

(29) v' = v' v=! v -

on V'=v3 , Vv =v"

et oi 9 est la dérivation de noyau (?) envoyant t sur 1 qui

o

a été définie et utilisée dans le chapitre I .

Tout d'abord, nous avons par hypothése Y" =Y Y' d'old
-1 -
=YY+ Y% ce qui donne Y =Y"Y' et Y'=Y'Y' Iyn 4 yr2
ce qui peut se réécrire
e T B B
Y YMIYI = Y' Y" Yl Y" Y' + 1 .
-1
Maintenant d'aprés (25) nous avons V = Y' d'otl d'aprés (23)
Vi=-VY'V puis V'=-V Y V-VY'V-VYV

=2VY' VY'V-VY“V cequiestégala VY"VY' V-]

d'aprés 1l'expression trouvée plus haut pour
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-1 -1
Y Y'Y =vVY

"

\'
et le résultat s'en déduit en utilisant la relation

vVY'vs=-V'
Q.E.D.
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SUR 1ES RELATIONS RATIONNELLES
M.P, Schutzenberger
IRIA

I. Introduction

Nous faisons référence aux chapitres IX et XI du traité de S. Eilenberg ([1])
pour les résultats de base concernant les relations rationnelles p : A" > B" entre
monoIdes libres et nous appelons une telle relation fonetionnelle ssi 1'image ap de
chaque mot a de A" est vide (=0) ou un singleton. Nous nous proposons d'établir la
propriété suivante qui peut &tre considérée comme une modification d'un résultat ba-
nal concernant les séries rationnelles.

Prggriété : Si la relation rationnelle p : A* + B n'est pas une somme finie de re-
lations rationnelles fonctionnelles il existe trois mots a,a',h € 1N tels que
Card (( ah™a")p ) 2 n+1 pour chaque n e N.

Dans ce qui suit nous supposerons d'abord la relation p donnée par un trans-
ducteur au sens de Nivat ([2]), c'est & dire par un morphisme u de A* dans le semi~-
anneau des QxQ matrices 3 entrées dans Rat(B), oll Q est un ensemble d'indice fini,
et la régle que pour chaque mot a, la partie ap de B" est certaine entrée fixe(disons,
1'entrée ( q_,q, )) de la matrice au. En outre, on peut supposer que cette représen-
tation est réduite en ce sens que pour chaque q de Q il existe des mots a,a' de A
tels que an (q_,q) et a'v (q_,q, ) soient non nuls. En effet s'il n'en était pas
ainsi on pourrait, sans changer la valeur de p, remplacer par 0 les entrées des
lignes et colonnes "g" dans toutes les matrices, et par conséquent, cmettre q.

Sous cette hypothése qui sera toujours faite désormais, il est clair que la
propriété serait triviale si 1l'une des entrées de 1l'une des matrices génératrices au
(ae A) était une partie infinie du B". Nous supposerons donc aussi que toutes ces
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entrées sont des parties finies de B". Une autre simplification peut encore &tre
faite : comme 1'énoncé ne dépend pas du narbre d'éléments de 1p ( od 1 est comme
d'usage 1'élément neutre ) nous supposerons toujours que lp = 0 ou = 1, ces deux cas
correspondant respectivement aux hypothéses que les &tats distingués q_ et q, sont
distincts ou confondus.

II. Preuve de la propriété

Nous notons |Xll le nombre d'sléments d'un ensemble X queloonque et en parti-
culier nous posons ||Q]| = d.

Lerme 1. La relation p est fonctionnelle ssi |d| < 1 pour tous les mots a de longueur
|a] du plus égal a L = 142 A( &1 ).

Preuve : Soit a un mot de longueur minimm |a| = n parmi ceux pour lesquels |kl 2 2.
Si 1'une des matrices a'y (a' e A ) a une entrée qui n'est ni vide ni un singleton,
1'hypothése que u est un transducteur réduit implique que n<1+2( d-1 ), et le résul-
tat est v8rifié dans ce cas. Dans le cas ocontraire ol chaque entrée de chacune des
matrices génératrices a'y ( a' € A ) est au plus un singleton, soit a = ;3500023
(a; € A). Il existe une suite de n-1 paires ( qj,q'j ) d'indices ( 1sjsn-1,qj;6q'j )
tels que posant gy = q'y =q_, ¢ =q', =q, et by = amu( a5, ),b'j =

aju( q'j-l'q'j ) (1sjsn) lesmots b =b,...b et b' =b',...b' soient deux &l&-
ments distincets de ap. Supposons que n>L et montrons que 1'hypothése de minimalité
sur |a] = n conduit & une contradiction.

D'aprés L = 1 + 2d( d-1 ) il existe trois indices i<j<k pour lesquels
(ageq'y ) =« qj,q'j ) = (q.,q'y ), ce qui détermine une factorisation
a= f:'1f2f3f4 ol f1 = ay0008y f2 = ai+1“'aj ? f? = aj+1“'ak ; f4 = Aeeed) et
induit de fagon &vidente les factorisations correspondantes b = 9,92959, et
b' = g'lg'zg'3g'4. Par construction on a les inclusions glg4,gig'4 e (£,f,)p et
glgxg4,c_;ig;"{gl'1 e ( flfxf4 Jo (x=2o0u3).

En raison du caractére minimal de a, les membres de droite sont des singletons
et on a donc les trois équations 9194 = g' et 9,99, = gig}‘(g"l.

Supposant, par exemple, que ]g1|s|g'1| il en résulte 1'existence d'un mot h
tel que g'l =glh et 94 = hg:1 , d'oll en reportant dans les autres équations et en sim-
plifiant, les deux équations hg, = g,?: et hg, = g'3 .

I1 en résulte que
b = 9,9,949, = 9,9,93h9}, = 9,909’0 = 9)hg’',9%g; = h digjg39; = b’
en contradiction avec 1'hypothése que b et b' &taient distincts.

Par conséquent n<L.,

Q.E.D
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Nous rappelons maintenant que le support mg d'une QxQ matrice m est la rela-
tion binaire sur Q définie par 1l'ensemble de ses entrées non vides. Autrement dit,
g est un morphisme du monolde A"y dans un monoIde de relations binaires sur Q. On
dit que u est irréductible ssi 1'union des relations aug ( a € A* ) est &gale 3 OxQ
lui-méme. Nous avons donc le
Corollaire 2. Quand u est irr&ductible et que p n'est pas fonctionnelle, il existe
trois mots @,h,a' tels que [l¢ ana )p“ 2ntl (ne N).

Prewve : Supposons que |lapll22, c'est a dire que [la ¢ Q. ) =2
Puisque u est irréductible il existe un mot a" tel que ( Q9 ) appartienne
au support de la matrice a"p. Posant h = a"a on a donc que l'entrée ( a_,q, ) de hu
contient au moins deux mots distincts. Il est trivial que la méme entrée de h
contient donc au moins n+l1 mots distincts pour chaque n € N et 1'on a par conséquent
e an® yoll = I ¢ an® yue Qg )| = o+l identiquement.

Q.E.D.

Par conséquent la propriété est déja &tablie dans le cas particulier ol le
transducteur y est irréductible. Comme elle l'est trivialement quand le domaine de p
est fini nous pouvons désormais procéder par induction sur HQH ou plus exactement,
sur le nombre total des entrées non nulles des matrices génératrices ap (ae A) du
monofde A*u.

Avant de passer au cas général nous rappelons que le produit ( de concaténa-
tion ) de deux relations p,o : 2" + B* est la relation 1 = po telle que pour chaque
mot a on ait :

an=%{ (a'p)(a"%) :a',a"eA*;a=a'a“ }.

Supposons maintenant que p ne soit pas irréductible. Il existe une partition
Q=0Q'u Q" tel qu'aucun des supports auf ne rencontre Q" x Q'. Nous définissons un
morphisme u' par la condition que pour tout a e A, q,9' € Q on ait :

au' (qq") =an (qq') siqq'e Q' ;
=0 sinon ;

et un autre morphisme u" par la condition que p = u' + p" et que le support des au"
ne rencontre pas Q' x Q'. On vérifie facilement que p est la som me étendue 3 tous les
q €Q' des produits p'qp"q ol p'q =u'(qg_,q) et p"q =u"(qq ).

Ces relations sont rationnelles et on peut leur appliquer 1'hypothé&se d'induc-
tion. Donc pour conclure la preuve de la propriété il nous suffit de vérifier le
Letme 3 ¢ Si le produit m = pp' de deux relations rationnelles fonctionnelles n'est
pas une somme finie de telles relations, il existe trois mots pour iesquels
¢ ab™at ynllznl (ne Ny,
Preuve : Nous utilisons les bimachines de Eilenberg ([1], chap XI ), c'est & dire
que nous associons & p un morphisme ¢ de A" dens un monoYde fini M et une application
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partielle 6 : MxAxM—»B* telle que pour chaque Mot @ = a@; +es @ (@j € A) On
ait que ap est le produit de i = 1 & i = n de termes ( m'i,ai,m":L )6 ol m"_L

( resp. m":L ) est 1'image par ¢ du facteur gauche ( resp. droit ) de longueur i-1

( resp. n-i ) de a. Une construction senblable avec ¢' : A¥ > M' et 0' vaut pour p'.
De fait, on peut remplacer M et M' par leur produit direct et, ceci fait, supposer
simplenent que ¢ = ¢', les deux bimachines ne différant alors que par leurs fonctions
6 et 6'. On peut de plus exprimer p comme la samme sur tous les s € S des relations
Pg qui sont définies comme la restriction de p a s¢-1. Il en est de méme pour p' et
il suffit donc d'établir le lemme sous 1'hypothése supplémentaire que le domaine de
p est s¢-1 =D et que celui de p' est s'¢_1 =D',

Le domaine de m = pp' est donc DD' et 1'on a que = est fonctionnelle quand
chaque mot de A" admet au plus une factorisation comme produit d'un mot de D par un
mot de D', Dans le cas contraire, l'ensemble des mots p # 1 satisfaisant les condi-
tions s'.pp = s' et pp.s" = s" est un sous semi groupe non vide pt ge n* ( engendré
par la base P ) et chaque mot a de DD' admettant plusieurs factorisations admet une
factorisation maximale unique dplp2 ces pnd' odln2l,de D, d" e D'et Pyreeesby € -

Nous étendons 6 (et 6' ) 3 des fonctions de M x A" xM dens B' par les iden-
tités :

(t,xy,t' )" = ( t,x,y6.t" )o". ( t.xp,y,t' )e"
(X,yeA,tt'eS,06"=0 ou =6').

Nous notons o et o' les relations rationnelles fonctiomnelles de domaine P*
envoyant respectivement chaque p; € P sur g; = ( s,pi,s' Je et g’y = ( s,pi,S' )e'.

On vérifie alors que ap est l'union pour i = 0,1,...,n des produits
bgng"‘gigliﬂ"'gr'zb' wb=(1,4,s')6etb'=(s,d',1)6"'. Ces ntl mots sont
les mémes ssi g; = gj'_ identiquement. Si au contraire g = po # g' = po (pour un p € P)
on voit que les n+l mots de { ap'a' )p, c'est a dire les mots d gig'n-i a',( Osis<n)
sont tous distincts. Par conséquent les deux alternatives énoncées dans la propriété
correspondent respectivement aux deux cas possibles selon que ¢ # ¢' ou ¢ = o', Nous
observons maintenant que comme ¢ et ¢' sont fonctionnelles,on a ¢ = ¢' ssi la rela-
tion rationnelle ¢ + o' 1'est aussi, ce que 1'on peut vérifier au moyen du lemme 1.

Q.E.D.

Remarque : Un examen plus détaillé des morphismes irréductibles permet de trouver
des mots ( s'il en existe ) tels que Card (( ah™a' )p ) 22" (ne K ) et, de vérifier
que, sinon, Card (ap) est au plus &gal & une fonction polynamiale de la longueur des
mots a. ( "cas polynamial" ).

Quand”ap“est bornée, on peut montrer que p est la sam me d'une relation ayant
un damaine fini et de d relations rationnelles fonctionnelles ol d est le plus petit
entier tel que ap contienne d mots distincts de B pour une infinité de mots a de A,
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Done pour deux relations de ce type, p et p', on peut décider si 1'on a ou non iden-
tiquement ap c ap', et méme si cette inclusion est vérifiée dans le complément d'une
partie finie de 2. Je présume qu'il en est de méme dans le "cas polymial" mais je
ne suis pas parvenu a la démontrer.,

Références :
[1] S. Eilenberg. Automata languages and Machins vol. A
Academic Press N.Y. 1974,

[2] M. Nivat ( 1968 ) Transductions des langages de Chamsky
Annales. Inst. Fourier. XVIII. pp. 335 - 455.
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SUR CERTAINES O PERATIONS DE FERMETURE
DANS LES LANGAGES RATIONNELS

M. P. SCHUTZENBERGER

1. Introduction.

Nous nous proposons d’examiner la possibilité d’engendrer les lan-
gages rationnels au sens d’Eilenberg dans un monoide libre au moyen
de diverses opérations plus restreintes que celles qui interviennent
dans la théorie classique de Kleene.

Nous dirons qu’une famille de parties d’un semi-groupe S est
fermée par les opérations polynomiales si elle contient tous les single-
tons ainsi que ’union et le produit de deux quelconques de ses mem-
bres. Ainsi la famille des parties rationnelles de S est la plus petite
famille de parties de S fermée par les opérations polynomiales et par
Popération unaire P —> P* envoyant une partie P sur le semi-groupe P+
qu’elle engendre.

Considérons d’autre part une partie P du semi-groupe 8. Il existe
un plus petit semi-groupe quotient de S, le semi-groupe syntactique
Synt (P) de P tel que P = Poo! ol ¢ est le morphisme de S sur
Synt (P). Si @ est une autre partie de S satisfaisant aussi Qoo!, on
voit facilement que 1’union P U @, le complément P\Q de @ dans P
et les parties PQ1={se€S8: QsN P 0} et Q-1 P={secS:sQN PN @}
sont les images inverses par o~! des parties obtenues par les mémes
opérations dans So & partir de Po et de Qo. Réciproquement, quand
P est reconnaissable, c’est-a-dire, par définition, quand son monoide
syntactique est fini, toute partie P’ de S satisfaisant P’oo~1= P’ peut
étre obtenu par les opérations booléennes et les opérations « —1» &
partir de P lui-méme et des singletons. Comme enfin, les monoides
syntactiques de P U @, P\Q ou PQ se déduisent facilement de ceux
de P et de @, ces remarques motivent la définition d’une famille fermée

(*) T risultati conseguiti in questo lavoro sono stati esposti nella conferenza
tenuta il 9 febbraio 1973.
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par les opérations reconnaissables comme une famille fermée par les
opérations polynomiales, la complémentation et les deux opérations
« 7Ly,

La plus petite famille de parties d’un monoide libre fermée par
les opérations reconnaissables est la famille Ap des langages « counter-
free » de McNaughton, appelés ici apériodiques. Notre résultat principal
(Corollaire IV.3) consiste & faire apparaitre 4p comme la plus petite
famille fermée par les opérations polynomiales et contenant le sous-
semigroupe P* engendré par chacun de ses membres P, sous réserve
que P ait la propriété (définie dans les Sections IT et IIT) d’étre pré-
fixe et d’avoir un délai de synchronisation fini. Cette derniére condi-
tion entraine réciproquement la propriété remarquable que le semi-
groupe P* soit contenu dans la plus petite famille Rec (P) qui con-
tienne P lui-méme et qui soit fermée par les opérations reconnaissables
(Enoncé II1.3).

En outre, une certaine sous-famille de parties préfixes ayant un
délai de synchronisation fini permet d’obtenir toutes les parties ration-
nelles au moyen des opérations polynomiales et d’une opération de
substitution dans les parties dont le monoide syntactique est un groupe.
C’est ’opération de G-fermeture qui est 1’objet de 1’énoncé IV.2.

2. Constantes.

Soit T une partie donnée d’un monoide M. Un élément u de M
sera appelé une constante pour 7' ssi 1’on a I'implication

(C) myum,, myum, € T = mumse T

quelque soient les éléments m, (i=1,2,3,4) de M. Donc en parti-
culier ’ensemble U(7T) des constantes pour 7' contient le zéro W(T)
de 7, c’est-a-dire ’ensemble des éléments w de M pour lesquels 1’in-
tersection de 7' et de MwM est vide. Cette terminologie est expliquée
par le fait que % est une constante ssi Qu est au plus un singleton ou
@ désigne I’ensemble des états de 1’automate (déterministe) minimal
reconnaissant 7. En effet, supposons que Qu contienne deux états
distinets ¢ et ¢'. Ceci équivaut & I’hypothése qu’il existe deux mots
m, et m; de M tels que les ensembles (m,u)"11" et (myu)~*T sont non
vides et différents. On peut donc, par exemple, trouver un élément m,
dans le complément de (m,u) T dans (m,u)"11 et, prenant m, quel-
conque dans (m,u)"'7, on obtient m,um,, myum,c T, m,um ¢ 1.
Dans Dautre direction, supposons que Qu soit un singleton {g}:
D’apres la définition des états de ’automate minimal, ceci équivaut
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a lexistence d’une partie M,; non vide de M telle que pour tout
m € M P’ensemble (mu)'T soit vide ou égal & M,;, ce qui implique
finalement que % soit une constante. Q.E.D.

Il résulte immédiatement de cette remarque (ou de la définition)
que l’ensemble U =: U(T) des constantes est un idéal de M. Une
autre observation utile est que quand une constante ¢ appartient &
I’ensemble 7' lui-méme toute relation mim’'e T' entraine que m¢ et tm’
goient dans 7': ceci résulte immédiatement de la définition en prenant
mg=:m, my=m' et m;=:m,=1 (= 1unité de M) et en observant
que la condition (C) est symétrique en les deux paires (m,,m,) et
(ms, m,). Finalement, en posant S=UNT, et W= W(T), nous
notons la formule

) (SMNMSN\WcT.

PrREUVE: Soient s,s'e TN U=S8 et h,h'€ M tels que les pro-
duits sh et h's’ soient égaux et ne soient pas contenues dans W. Cette
derniére condition entraine I’existence de m, m’'e M tels que mshm'e T.
Comme s est une constante, nous déduisons de ’observation faite plus
haut que shm' est dans 7. Maintenant, shm'=:h's’'m’ ou de nouveau
8" est une constante. Par la méme raison on a A's’'e T, ce qui est le
résultat cherché. Q.E.D.

Nous considérons maintenant le cas particulier oi M est le mo-
noide libre engendré par ’alphabet A et ou 1'=: P+ est le sous-semi-
groupe engendré par une partie P de A* ayant la propriété qu’il
existe un entier naturel » tel que P* soit contenu dans U. Le plus
petit entier pour lequel ceci est vrai sera appelé le délai de synchroni-
sation de P et sera noté 6(P). Il est naturel de considérer 6(P) comme
infini §’il n’existe aucun entier naturel » pour lequel P* soit contenu
dans ’ensemble des constantes pour P,

Dans le reste de cette section, nous supposons toujours 7' = P+
ou O(P)= x est fini. Il est clair que I’on pourrait aussi bien prendre
T = P¥*, c’est-a-dire que les constantes pour P+ ou P* sont les mémes.

II.2. L’idéal W de A* est engendré par I’ensemble V des mots v
de AN A*P*14%* tels que A*¥vA* N P*1 est vide.

PrEUVE: L’idéal W est engendré en tant que tel d’une part par
une partie 4, de I’alphabet A, qui est certainement contenue dans V
et d’autre part, par I’ensemble V' des mots de W de longueur au
moins deux dont aucun facteur propre n’est dans W.

Soit ahb (a,be A, he A*) un tel mot. L’hypothése ah, hb¢ W
équivaut a Pexistence de mots m,; tels que m,ahm, et mihbm, soient
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dans 7. Donc h n’est pas une constante puisque sinon on aurait
myahbm,e T contrairement a I’hypotheése ahbe W. Il en résulte que
h n’a pas de facteur dans P*. Supposons que ahb appartienne a
I’idéal engendré par P*+1, c’est-a-dire que 1’on puisse écrire

ahb=fprqgg ou f,geA*, p,geP et relP*.

Comme ahb n’est pas dang 7'= P*, I’'un au moins des deux mots f
et g est différent de 1, disons = ¢'b, ce qui entraine ah = fprqg’.

Puisque k n’a pas de facteur (propre ou non) dans P*, le mot a
doit admettre fp comme facteur gauche propre. Or ceci est impossible
puisque a est une lettre et que p appartient & la partie P de 4*.

Nous avons donc établi que chacun des générateurs v'=: ahb de W
est contenu dans le complément de A*P*+14*,

Comme en outre A*v'A* a une intersection vide avee P*+! puisque
v’ est contenu dans 1’idéal W, on a bien vérifié que V est I’union de V'’
ot de la partie 4, de A. Q.E.D.

CorROLLAIRE I1.3: Pour toute partie reconnaissable P de A* ayant
un délai de synchronisation fini, le semi-groupe P* et le monoide P*
appartiennent & la plus petite famille £ fermée par les opérations
reconnaissables et contenant P.

PrREUVE: Le semi-groupe P* est l'union de P U P?*U ...U P*! et
de P*P*. Le premier de ces ensembles est contenu dans . Il en
est de méme de P*A* N A*P* et, ainsi qu'on vient de le voir de
zéro W de P*. Par conséquent s contient @ =: (P*A* N A*P*)\\W.
Comme @ est contenu dans P+ d’apres la formule (1) et que trivia-
lement P*P* est contenu dans @, le résultat est établi. Q.E.D.

COROLLAIRE II.4: Soit P une partie apériodique ayant un délai
de synchronisation fini. La partie P* est aussi apériodique.

PrREUVE: Ceci résulte immédiatement du corollaire précédent et
de ce que la famille Ap est fermée par les opérations reconnaissables.
Q.E.D,

3. Parties et substitutions préfixes.

Rappelons qu’un sous-monoide P* d’un monoide M est dit umi-
taire 88i P* contient M-1P*, c’est-a-dire, de fagon équivalente, ssi P*
est le stabilisateur d’un état dans une représentation de M par des
applications d’un ensemble dans lui-méme. Pour les sous-monoides
unitaires, la notion de constante a la propriété remarquable suivante:
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IIT.1. Soit P* un sous-monoide unitaire de M. TUn élément p
de P* est une constante pour P* ssi pour tout m, m’ € M la relation
mpm’ € P* entraine que mp et m’' soient dans P*.

PrrEUVE: Si pe P* est une constante, on a vu que l’inclusion
de mpm' dans P* implique mp € P* (et pm' € P*). L’hypothése que
P* est unitaire permet alors de déduire m’e P* de ce que mpm' et
mp sont dans P*.

Réciproquement, supposons que 1’élément p de P* soit tel que
mpm' € P* entraine mp, m' € P* et que les éléments m; de M satis-
font m,pm,, m;pm,e P*. On a m,p, m,e P* et la relation désirée
m,pm, € P¥ résulte de ce que P* est un semi-groupe. Q.E.D.

Quand M est un monoide libre A*, on sait qu’un sous-monoide
est unitaire ssi son ensemble générateur minimum P est préfizve, c’est-
a-dire satisfait la condition P N PA* == §.

Les parties préfixes ayant un délai de synchronisation fini sont
trés voisines des «locally parsable codes » de McNaughton et Papper
et, des résultats intéressants ont été obtenus récemment & leur sujet
par A. Restivo. Nous nous bornons ici & quelques énoncés trés
simples.

ITI.2. Pour tout sous-ensemble @ d’une partie préfixe P, on a
Q)< 4(P).

PreuvE: Il suffit de montrer que tout mot p qui est une constante
pour P* et qui appartient & Q* est une constante pour @+.

Supposons que mpm’ soit dans @*. Comme @* est contenu dans P*,
on déduit de III.1 que mp et m' sont dans P*. Maintenant, comme P
est préfixe, chaque mot de A* admet au plus une factorisation en pro-
duit de mots de P. Done, puisque @ est un sous-ensemble de P,
I’hypothése mpm' € @* implique que tous les facteurs dans P de la
factorisation de mpm’ soient en réalité des mots de @ et par consé-
quent que les mots mp et m' soient dans @*, ce qui achéve la preuve
d’aprés (II1.1) et le fait que @ est préfixe en tant que sous-ensemble
de la partie préfixe P. Q.E.D.

ExeMpPLE II1.3: Soit B une partie d’un alphabet A et @ une partie
de P = B¥(A\B). Q est une partie préfixe telle que 6(Q)<1 et I’on a
(@) =: 0 quand @ est contenu dans A\ B.

PreuvE: Il est clair que le semi-groupe P+ est égal & l’idéal &
gauche A*(AN\B) de A*. Donc §(P)=1. Comme P est préfixe, @ est
préfixe en tant que partie de P et 6(Q)<1 résulte de III.2.
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Quand @ = A\ B, on a (@)= 0 puisque, trivialement, tout mot m
de A* appartient & (A\DB)* ssi il ne contient aucune lettre dans B,
ce qui est équivalent & mA* N (A\B)*~ 0. Q.E.D.

Rappelons qu’'une swubstitution o d’un monoide M dans un autre,
M’ est simplement un morphisme de M dans le monoide des parties
de M'. Une substitution « sera dite compléte ssi le zéro W(Me) dans M’
de ’image par o« de M est vide.

Dans le cas ou M = A* et M'= B* sont deux monoides libres,
nous dirons que « est imjective ssi, d’une part, les images par o« de
deux lettres distinctes de l’alphabet 4 sont des parties disjointes
de B* et, d’autre part, I’ensemble A« engendre librement le sous-
monoide 4*a.

On vérifie facilement que si a: A*¥ — B* et §: B* — C* sont deux
substitutions complétes ou injectives, il en est encore de méme de
la substitution produit «f: A* — C*,

Reprenant les notations de 1’exemple précédent, on voit sans peine
que s8i X est un ensemble et & une surjection de P sur X, 1’applica-
tion inverse £{~! de X dans les parties de A* se prolonge de fagon
unique en une substitution dans A* du monoide libre X* et que cette
derniere est a la fois compléte et non ambigue.

Appelons, pour abréger, substitution préfize (resp. ayant un délai
de synchronisation fini) toute substitution non ambigue, telle que
l'image de 1’alphabet soit une partie préfixe (resp. ayant un délai
de synchronisation fini).

III.4. Le produit (de composition) de deux substitutions préfixes
ayant un délai de synchronisation fini est encore une substitution du
méme type.

PrREUVE: Il suffit de considérer une substitution préfixe o: A* — B*
telle que d(Ax)=:» soit fini et de montrer que si P est une partie pré-
fixe de A* et p une constante pour P*, tout mot de la forme gr ol
g€ (Aa)* et repx est encore une constante pour R* =: Pta.

Supposons done que mgrm’ e BR*. Comme R* est contenu dans A*«
et que ¢ est une constante pour le monoide unitaire, on a mgq, rm’e
€ A*wa. Utilisant une deuxiéme fois de caractére unitaire de A*«, on
déduit m’'e A*¥o de r,rm’'€ A*«. On peut done trouver des mots a=:
=mqat et a'=m'a' et on a (mgrm’)e! =: apa’ € P*, puisque « est
injectif et que R*= P*a.

Maintenant comme p est une constante et P* unitaire, les deux
mots ap et a’ sont dans P* et prenant leurs images par « on obtient
le résultat désiré que meapo et m' €a’ax sont dans R*. Q.E.D.
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On a donc dans les conditions de 1’énoncé O6(Pa)< 6(P) -+ d(Ae).
Quand on ne suppose pas que la substitution non ambigue o« est pré-
fixe, on obtient une inégalité semblable avee 26(A«) au lieu de d(Aw).

4. Fin de la preuve.

Nous obtiendrons le résultat annoncé comme corollaire d’une pro-
pri¢té plus générale qui utilise une nouvelle opération de fermeture.
Cette derniére serait triviale dans le cas apériodique.

Soit maintenant un groupe fini G et un alphabet fini A. Nous
appelons G-fermeture élémentaire la plus petite famille F, de parties
de A* qui soit fermée par les opérations polynomiales et qui contienne
toutes les parties de la forme gy~ ol g € G et ou v est un morphisme
dans G du monoide libre engendré par une partie de l’alphabet A.

Ceci fait, la G-fermeture 5 est obtenu en fermant &, par rapport
aux substitutions a: X*—> A* ou X est un alphabet fini et ol il existe
une partition 4= B-{- C telle que o« soit une substitution compléte
non ambigue pour laquelle I'image de chaque lettre x est de la forme Pe¢
avec ce C et Pe §,.

En utilisant par exemple la théorie de la décomposition de
J. Rhodes, on peut montrer que tout groupe dans le monoide syn-
tactique d’un membre de la G-fermeture est diviseur d’un produit
direct de copies de G. Nous n’aurons pas besoin de ce résultat. Nous
établirons par contre un énoncé fondamental dit & Krohn et Rhodes.
Dans celui-ci ¥ est une partie reconnaissable F de A*. Nous dési-
gnons par ¢ le morphisme de A* sur le monoide syntactique S de F
et par 8 'image par ¢ du semi-groupe A+. Par conséquent, le monoide
syntactique S est égal 4 S ou 4 1-- 8, selon que 1 est ou non dans 8.

Lemme de Krohn et Rhodes.
Trois cas seulement sont possibles:
(1) 8 est un semi-groupe L-simple;
(2) S est cyclique;
(3) Il existe une partition A= B-}- C de ’alphabet telle que les

semigroupes (B*C)*¢ et B*¢ soient des parties propres de S.

Prrcvvis: Supposons d’abord que le sous-ensemble D des lettres d
de A pour lesquelles 1 est contenu dans (A*dA*)o. Puisque S est
fini, D*¢ est un groupe et nous sommes dans le cas (1) quand D= A4,
puisque tout groupe est £-simple en tant que semi-groupe. Quand D
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est différent de A, nous sommes dans le cas (3) en prenant B= D,
C =: A\ D puisque ’idéal (A*CA*)s ne contient pas I’élément 1 qui
était contenu dans S. On peut donc supposer désormais que D est
vide, c’est-a-dire que 1 n’appartient pas a .

Puisque 8 est fini, il existe au moins une lettre b, de A telle que
l’idéal & gauche K =: (A*b,)o =: S(b,0) de S soit maximal parmi les
idéaux de la méme forme. Notons L ’cnsemble des éléments de S
qui engendrent K et posons B=: A N La~'. Si B*« est différent de S,
nous sommes dans le cas (3) puisque d’apres le caractére maximal
de K, L n’est pas contenu dans ’idéal A*(AN\B)A*.

On peut done supposer désormais que Bt« est égal & 8. Si L se
réduit & un singleton s, nous avons a fortiori Bo=:s et S est le semi-
groupe cyclique st, ¢’est-a-dire que nous sommes dans le cas (2). Nous
pouvons donc supposer que L contient deux éléments distincts s et s'.
Comme L est une f-classe, il existe au moins un teS tel que ts=:s’
et ’on a t#1 puisque s+ s’. En raison de I’hypothése 8 =: Bte= L*,
nous avons done te€ Lt.

Maintenant, puisque S est fini, t ne peut pas appartenir & 1’idéal
bilatére de S complément de I dans S, et par conséquent il appar-
tient & L qui satisfait donc la condition

s,s'eL=-s"esL

qui définit les semi-groupes L£-simples. On en conclut que L =: L* et
enfin que 8 =: I* est L-simple. Q.E.D.

IV.2. Soit F une partie reconnaissable de A* et soit G' le plus
petit groupe dont tous les groupes dans le monoide syntactique de F
sont des diviseurs. Alors I' appartient & la G-famille & de A.

PREUVE: L’énoncé est trivial si F'=:{1}. Comme les groupes dans
les monoides syntactiques de F et de F N\ A" sont les mémes on peut
désormais supposer que I est contenue dans le semi-groupe A*.

Nous considérons successivement chacun des cas du lemme de
Krohn et Rhodes. Comme § est fermée par union, il suffit 4 chaque
fois détablir le résultat quand F est ’image inverse d’un singleton {s}.

(1) 8 est union disjointe de groupes G; tous isomorphes & G et
satisfaisant identiquement G;G;=: G;. Donc so~! est union finie de
termes de la forme a(go~!) oul a est une lettre, g est un élément de G
et 0 un morphisme de A* dans G. Comme F contient les parties de A
et est fermée par produit, il suffit de vérifier, ce qui est facile, que
chacun des go—! appartient & F.
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(2) 11 existe un élément ¢ de S et des entiers positifs tels que
S=:{t':1<j<p-+ ¢—1} avec en outre /=:¢/(¢*)* pour tout j au moins
égal & ¢—1. Le groupe G est le groupe cyclique d’ordre p. Notant A,
Pintersection avec 1’alphabet A de I’image inverse d’un élément quel-
conque « de S, on vérifie facilement que so~! est soit un polynéme en
les A, si s=1 et j<qg—1, soit le produit d’un polyndme de ce type
par le monoide (A?)*. Dans ce dernier cas, on a encore que (A?)*
appartient & F. Comme cette famille est fermée par les opérations
polynomiales, le résultat est encore vérifié.

Comme le cas (1) couvre celui ou 8 est réduit & un singleton, nous
pouvons désormais procéder par induction sur le nombre des éléments
de S.

(3) En raison de l’identité A* = (B¥*C)*B*, I'image inverse de
chaque élément de S est une union finie disjointe des produits (non
ambigus) de la forme F'F” ou F' et F” sont soit 1 soit respective-
ment de la forme (B*C)* N so~! ou Bt Nso—! avec s dans (B*()to=:
=8’ ou dans B*o=:8". D’aprés ’hypothese d’induction on a F" e F.
Introduisons maintenant un alphabet fini X et une bijections ¢’ de X
sur (B*C)oe. Celle-ci 8’6tend 4 un morphisme ¢’ de X+ sur (B*(C)*.

Définissons une substitution « de X* dans A* en posant xo =:
= 26’671 N B*C pour chaque lettre x de X. Par construction z« est
une union finie disjointe de termes de la forme #”¢ ol ce C et ot F”
est 1 ou lintersection avec B+ de l'image inverse par ¢! d'un élé-
ment de 8”. On vient de voir que ces parties sont dans . La substi-
tution o est du type voulu et d’aprés I’hypothése d’induction, F' est
I'image par « d’une partie appartenant & la G-famille de X. Q.E.D.

CoroLLAIRE IV.3: La famille Ap des parties apériodiques est la
plus petite famille A fermée par les opérations polynomiales et par
Popération unaire P —> P* restreinte aux parties préfixes P € A ayant
un délai de synchronisation fini.

Puruve: L’inclusion de £ dans Ap résulte immédiatement du
dernier corollaire de la Section II. I/inclusion opposée résulte de
I’énoncé précédent. Q.E.D.

Testo pervenuto il 23 marzo 1973.
Bozze licenziate il 2 dicembre 1974.
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QUELQUES REMARQUES SUR UNE PROPRIETE D'EQUIDISTRIBUTION DES PERMUTATION

Dominique FOATA Marcel Paul SCHUTZ ENBERGER

(1)

Université de Strasbourg Université de Paris VII(Z)

Cette bréeve communication a pour but de signaler un phénomene assez
curieux concernant la distributions de certains éléments remarquables sur
l'ensemble S des permutations d'une chafne standard [n] = {l<2<...<n}

fixée.

(1)
(@)

Département de Mathématiques - 7, rue René Descartes - 67084 Strasbourg

Département de Mathématiques - 2, Place Jussieu, Tour 45 p. 518,
75005 Paris.
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1. Pour décrire ceux ci nous notons chaque application f de [n]

comme le mot 1f, 2f.... nf et nous appelons forme de f la suite des

relations = ou < satisfaites par les valeurs successives, Par exemple

la forme de f = 4122652 est (= < >< =>>). Les pics de f sontles positions
j= 2 telles que (j-1)f< jf = (j+1)f pour j=< n-1 etla position j=n si

(n-1)f < nf. Dans l'exemple ci-dessus les pics sont 3 et 5. Enfin chaque forme
définit une partition ordonnée unique I = {Ii, oo Ih} de [nJ en intervalles
consécutifs par la condition que les pics soient les premiers éléments de chaque
composant Ii (i= 2). Pour la forme de f ci-dessus cette partition est 11,2},
{3,4} {5,6,7} ; pour la forme (sur [9] ) définiepar K z222<=<) la
partition serait ( { 13} N i 2,3,4,5,6 } , { 7,8 ], {9 }) tout comme pour la forme

définie par K =2 << << =<).

D'autre part nous appelons avance d'une permutation toute position
i telleque i< (is+1) s-l, c'est-a-dire toute position telle que le successeur
(immédiat ) de la valeur qu'elle porte soit & sa droite. Par exemple les
avances des permutations s =593214768 et s'=78431925 sontles
positions soulignées, c'est-a-dire respectivement Av (s) = {1,3,5} et

Av (s') = 11,2,3,5}.

Nous noterons Av_I(X) l'ensemble des permutations dont

l'ensemble des avances est une partie donnée X de Ln]

Enfin, étant donné l'ensemble F des permutations ayant une forme
donnée et I = I(F) = {Ii, e Ih {.1a partition associée de [n_l définie par les pics,
nous noterons [IN X| pour chaque partie X de [n] le vecteur (ml,rn seas ,mh)

2
ol m; = lljnxl (=Card(1jnx)) pour j=1,2,... h.

THEOREME 1 : Soit F l'ensemble des permutations de S ayant une forme
donnée. Si deux parties X et Y de [n] sont telles que ,I NXEIN Y|
ona Card {F N Av !X} = card {F Nav?y).

Autrement dit, le nombre des permutations (de la forme donnée)
dont l'ensemble des avances est une partie quelconque X de l_n] ne dépend que
du vecteur |IN X ‘ . Pour prendre un exemple simple, considérons la forme

sur [5] définie par (< =< =). La partition correspondante est ({11}, {2,3}{4,5).
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Il existe 2 permutations pour lesquelles Avs se réduita {1}, 6 pour lesquelles
Avs = {1,2}, 6 aussi pour lesquelles Av (x) = {1,3} et enfin 2 pour lesquelles
A(x)=1{1,2,3}. Ce qui correspond aux trois vecteurs |IN X| = (1,0, 0),

(1,1,0), et (1,2,0) qui sont les seuls ici dont I'ensemble de permutations

correspondant ne soit pas vide.

Notre preuve est passablement compli quée. Pour en donner une

idée, appelons codage de Lehmer l'application L associant & chaque permuta-

tion s l'applications t = sL de Ln] dans IN telle que pour chaque j=1,2,..,n
onait jt=Card {i< ji:is< js}. Par construction t= sL estnon

décroissante et a la méme forme que s.

Soit I M A (s) l'ensemble des valeurs positives distinctes de sL.
D. Dumont auquel revient le mérite d'avoir songé a considérer ce parametre, a
montré que |[IM A (s)| est distribué (sur S) comme le nombre des descentes.
Indépendament de ce résultat, on peut vérifier de facon assez simple que pour
une forme donnée les ensembles I M A (s) suivent les mémes loi déquipartition
que celle formulée dans le Théorgme 1 pour les ensembles Av (s) . Ceci dit
il ne reste plus qu'a trouver une bijection V de F sur lui mé&me telle que

IMA (sV) = Av (s) identiquement. Ce qui est faisable mais plutdt long.

De fait le Théoreme 1 ne semble dire toute la vérité. A chaque

ermutation s =s, s_ ... s on peut associer sondual s =s_ s ee. S, 8
P 1 %2 n O0P n *n-1 2 %1
ol s, =n+l - s, (i=1,2, ... n) dontla forme est la forme duale de celle de

i
s. On voit aisément que si j estune avance de s, c'est-a-dire si

i< (j s+1) 6! = j's la positions j'= n+l - j' estune avance de s.
Par exemple prenant s =59 321 5_7_'6 8 on obtient

s =_Z__‘_1_3_§9 8 7175 dont les avances sont (1,2,4) = (10-9, 10 -8, 10 - 6).

On a donc une dualité compleéte entre s et s par rapport a la
forme et aux avances. Nous avons observé sans avoir pu jusqu'ici le prouver
que si I estla partition de [n] définie par la forme duale de F on a la

propriété suivante

Conjecture 2 : Soit F l'ensemble des permutations ayant une forme données.
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Si les parties X, X', Y,

Y' de [] sont telles que [IﬂXl=]IﬂY,
et |IN xX[=|T NY| ona

Card | s€ F:Avs=X,Avs
Card { s € F:Avs

n
!
n

Y,Av'§=Y'}.

Si ceci est vrai, comme nous en sommes persuadés, on aurait

ce résultat remarquables que les avances de s etde s sonten un certain

sens distribués de fagon indépendantes. Nous comptons revenir ultérieurement
sur cette conjecture.
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Marcel-Paul Schiitzenberger

(EUVRES COMPLETES

éditées par Jean Berstel, Alain Lascoux et Dominique Perrin

Les treize tomes de cette édition contiennent |'ensemble des ceuvres de
Marcel-Paul Schiitzenberger qui ont fait I'objet d'une publication dans une
revue scientifique ou un livre. Ses travaux couvrent une période de plus de
50 ans, depuis sa premiere note aux Comptes Rendus en 1943 jusqu'a son
dernier article, paru en 1997.

Les publications sont présentées dans |'ordre chronologique. Chaque tome
est précédé d'une courte introduction qui essaie d'éclairer certains des tra-
vaux, tant pour leur intérét scientifique intrinseque que pour I'écho qu'ils
ont rencontré et les développements qu'ils ont suscités.

Tome 8 : 1971 — 1975

Ce tome contient de nombreux articles consacrés a des problémes combina-
toires. L'article « On the principle of equivalence of Sparre Andersen » se
veut une algébrisation dudit principe, bien connu dans I'étude probabiliste
des fluctuations de variables aléatoires.

On trouve dans ce tome, a la fois I'article « Nombres d'Euler et permuta-
tions alternantes » et le mémoire complet. Les deux notes « Sur un théoréme
de G. de B. Robinson » et « Sur une construction de Gilbert de B. Robin-
son » constituent la genése d’une longue étude sur I'algébre des tableaux de
Young, déja abordée dans I'article antérieur « Quelques remarques sur une
construction de Schensted » (voir tome 5). Dans ces deux notes, on trouve
une premiére formulation des propriétés de I'opération « évacuation » des
tableaux, une opération qui s'avérera fondamentale dans le traitement du
monoide plaxique (voir les articles « Evacuations » et « La correspondance
de Robinson », tome 9).

On trouve aussi, dans ce tome, des travaux sur les langages formels. L’article
« Sur les monoides finis dont les groupes sont commutatifs » donne deux
caractérisations de la variété des ensembles dont le monoide syntaxique
ne contient que des groupes commutatifs. Cet article, ainsi que plusieurs
autres de cette période, fut écrit pendant le séjour que Schiitzenberger fit
a Naples en 1972-73 sur invitation d’Eduardo Caianiello, au Laboratorio di
Cibernetica.
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