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Introduction

Tome VIII : 1971�1975

L'article On the principle of equivalence of Sparre Andersen [1971-1] se veut
une algébrisation dudit principe, bien connu dans l'étude probabiliste des �uc-
tuations de variables aléatoires, qui veut que le � nombre de sommes partielles
strictement positives � et l'� indice du premier maximum � soient équidistribués.

On trouve dans ce tome, à la fois l'article Nombres d'Euler et permutations
alternantes [1973-1] e�ectivement publié et le mémoire complet [1971-2], de 71
pages, portant le même nom. On y voit apparaître les polynômes d'André en
variables non-commutatives, utilisés par la suite dans l'étude du cd-index des
treillis, mais surtout exploités en tant que polynômes générateurs d'une classe
de permutations dénombrées par les nombres tangents et sécants.

L'article Le théorème de Lagrange selon G. N. Raney [1971-5] reprend sim-
plement la démonstration élémentaire qu'avait donnée Raney du théorème d'in-
version de Lagrange dans le cadre naturel des langages formels et des mots de
Lukasiewicz.

Les deux notes Sur un théorème de G. de B. Robinson [1971-3] et Sur une
construction de Gilbert de B. Robinson [1973-3] constituent la genèse d'une
longue étude sur l'algèbre des tableaux de Young. En fait, cette algèbre avait déjà
été abordée dans l'article antérieur Quelques remarques sur une construction de

Schensted [1963-6] (voir tome 5). Cependant, dans ces deux notes, on trouve
déjà les propriétés de l'opération évacuation des tableaux, une opération qui
s'avèrera fondamentale dans le traitement du monoïde plaxique (voir les articles
suivants : Evacuations [1976-1] et La correspondance de Robinson [1977-4], tome
9).

La courte note Quelques remarques sur une propriété d'équidistribution des

permutations [1975-4] contient essentiellement l'énoncé d'une conjecture, qui
sera prouvée peu de temps après par Xavier Viennot [7].

L'article A propos du relations rationnelles fonctionnelles [1973-2] mérite un
commentaire spécial. Tout d'abord, le titre contient une coquille mais surtout
ne correspond pas au contenu qui est une contribution à la théorie des auto-
mates sur les mots in�nis. Vraisemblablement, cet article, paru dans les actes
du colloque Automata, Languages and Programming organisé à Paris, qui est le
premier de la série des Icalp, ne correspond pas à la conférence prononcée à
cette occasion, d'où le décalage. Le contenu est une construction algébrique (uti-
lisant le produit de Schützenberger) permettant de donner une démonstration
plus algébrique du théorème de McNaughton [5] (M.-P. Schützenberger parlait
de la construction de McNaughton comme d'une � whistling machine �). Il s'agit
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probablement d'un travail de préparation à la version donnée par Eilenberg pour
le chapitre � In�nite behaviour of �nite automata � du volume A de Automata,
Languages and Machines paru en 1974.

La note Une propriété des monoïdes libres [1974-1] est l'annonce d'un ré-
sultat dont la preuve ne sera publiée que cinq ans plus tard ([1979-1]). Elle se
termine par une question qui donnera lieu à des travaux de Césari et Vincent,
puis de Duval pour devenir ce qui est maintenant connu comme le théorème du
point critique et qui a été exposé par M.-P. Schützenberger dans un chapitre du
livre Combinatorics on Words (voir [1983-2] dans le tome 11.

L'article Sur les monoïdes �nis dont les groupes sont commutatifs [1974-
2] donne deux caractérisations de la variété des ensembles dont le monoïde
syntaxique ne contient que des groupes commutatifs. L'une des formulations
utilise les codes à délai de synchronisation �ni. La preuve utilise le théorème
de Krohn-Rhodes. Ces résultats seront repris dans le livre de Lallement ([4],
chapitre 7) ainsi que la généralisation aux monoïdes dont tous les groupes sont
résolubles, obtenue par Straubing.

Cet article, ainsi que plusieurs autres de cette période, fut écrit pendant le
séjour que Schützenberger �t à Naples en 1972�73. Il séjourna, à l'invitation
d'Eduardo Caianiello, au Laboratorio di Cibernetica fondé après guerre par
Norbert Wiener. Il y �t la connaissance d'Aldo de Luca et d'Antonio Restivo
qui devinrent ses élèves.

L'article Sur les relations rationnelles [1975-2] contient une caractérisation
des relations rationnelles qui ne sont pas une union �nie de fonctions ration-
nelles. La preuve du résultat permet d'obtenir comme conséquence le fait qu'on
peut décider si une relation rationnelle est une fonction (ce résultat sera obtenu
indépendamment par Blattner et Head [2]).

Le résultat principal de Sur certaines opérations de fermeture dans les lan-

gages rationnels [1975-3] est une caractérisation des ensembles sans étoile qui
n'utilise pas la complémentation mais en revanche une opération étoile restreinte
aux codes à délai de synchronisation �ni. Un énoncé voisin �gure dans le volume
B de Automata, Languages and Machines ([3], chapitre X). Une telle caracté-
risation est utile pour montrer l'équivalence entre la logique temporelle et la
logique du premier ordre de l'ordre linéaire (voir [6]).

L'article Sur un langage équivalent au langage de Dyck [1973-4] est la der-
nière publication de M.-P. Schützenberger relative à la théorie des langages
algébriques. L'objet de cet article est de montrer que le langage engendré par la
grammaire S → aSSb + ab est équivalent au langage de Dyck sur deux paires
de parenthèses. L'équivalence, appelée aussi équivalence rationnelle, signi�e ici
que les deux langages engendrent la même famille de langages au moyen de
transductions rationnelles. Il en résulte facilement que le langage engendré par
la grammaire S → aSbSc+d est également équivalent au langage de Dyck, mais
Schützenberger montre que ce résultat vaut même si a, b, c et d sont des mots,
pourvu que ces mots satisfassent des conditions assez peu restrictives.

Cet article inaugure toute une série de travaux, par divers auteurs, consacrés
à la notion d'équivalence rationnelle, et sur d'autres langages équivalents au
langage de Dyck). Le second générateur proposé dans l'article se révélera bien
plus tard être un langage dont la place est remarquable dans la théorie des
générateurs des langages algébriques, comme l'a montré Beauquier [1].
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #33 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1971 1971-2. Nombres d’Euler et permutations alternantes

27



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #34 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #89 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1971 1971-2. Nombres d’Euler et permutations alternantes

83



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #90 — 7-7-2009 i
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85



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #92 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1971-4. Parties rationnelles d’un monöıde libre Année 1971
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #123 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1971 1971-6. On McNaughton’s counter free languages

117



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #124 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #132 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1972-1. Promotion des morphismes d’ensembles ordonnés Année 1972

126



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #133 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #150 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1973-1. Nombres d’Euler et permutations alternantes Année 1973

144



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #151 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #162 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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SUR UNE CONSTRUCTION DE Gilbert de B. ROBINSON [1]

par Marcel P. SCHÜTZENBERGER

Séminaire DUBREIL
(Algèbre)
25e année, 1971/72, n° 8, 4 p. 28 février 1972

1. Introduction.

La théorie de la représentation linéaire des groupes classiques utilise toute une

série de constructions portant sur les tableaux standards de Young. La plus notable

est peut-être celle de Gilbert de B. ROBINSON qui livre une bijection entre les per-

mutations et les paires de tableaux standards de même forme, puisqu’elle donne une

manière commode d’exprimer les "rising and lowering operators" de Young. Je me pro-

pose ici d’indiquer les grandes lignes de la preuve d’un résultat assez simple dont

on peut déduire la plupart des autres propriétés sans devoir recourir de nouveau à

des raisonnements combinatoires.

Dans ce qui suit, la forme d’un tableau (gauche) de Young est un intervalle fini
À du plan entier Z x Z ordonné de façon naturelle ( (x , y)  (x’ , y’ ) si et

seulement si x  x’ et y . y’) , et un tableau est un morphisme bijectif cp
(d’ensemble ordonné) d’un tel intervalle sur un intervalle de Z , ou plus exacte-

ment une classe d’équivalence de semblables morphismes par rapport aux translations

de leur domaine. Un tableau est dit rectangulaire, si et seulement si sa forme est

le produit direct ~p~ x de deux chaînes [p] (= ~1  2  ...  p)) et ~q~ .
Il est principal si et seulement si l’intervalle de Z x Z , qui est sa forme, a un

élément minimum unique. 
’~~°’ ’~’

Par exemple,

8 11 13 14 .

6 9 10 12

3457

est un table au rectangulaire,

8 11

6 9 10

3 4 5 7

est un tableau principal,

8 11

6 9 10

5 7

est un tableau.

Dans tous les cas, la condition soit un morphisme bijectif exprime sim-

plement que les valeurs inscrites dans le tableau croissent (strictement) le long

1973-3. Sur une construction de Gilbert de B. Robinson Année 1973

162



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #169 — 7-7-2009 i
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des lignes et des colonnes.

2. Rappel de quelques propriétés des tableaux.

Si I = (z , z + 1 , ... , z + r - 1~ est un intervalle de Z , nous noterons

~ + 1 , l ’intervalle (z + 1 , ... , z + r) obtenu en translatant l’image I

d’une unité.

L’énoncé connu suivant sert à définir une bi jection cp ~ 03C6~ (appelée promotion)
sur l’ensemble des tableaux ayant pour forme un intervalle donné A de Z x Z .

2.1. Soit 03C6 : A ~ I un tableau. Il existe un, et un seul tableau,

tel que l’on ait ~: pour chaque 

De façon algorithmique, 03C6~ est obtenu à partir de 03C6 en retirant la plus pe-
tite valeur, min ~ I~ , du tableau ç ; en "déplaçant" chacune des autres valeurs
en bas ou à gauche comme dans le jeu du taquin, et en ajoutant enfin la valeur

1 + max (I) à la dernière place restée libre. Ceci est illustré par l’exemple ci-

dessous où sont utilisées plusieurs applications de l’opérateur de promotion a .

On voit facilement que l’opération inverse 3" est simplement la conjuguée de

9 par rapport à l’involution 03C6 ~ 03C6 consistant à remplacer à la fois l’ordre sur

Z x Z et l’ordre sur Z par leurs ordres opposés

-7-5-4-3

= - 12 -10 - 9 - 6, par exemple pour p comme ci-dessus).
- 14 - 13 - 11 - 8

L’opération de promotion Õ permet de définir une involution remarquable
# appelée contraire. Pour abréger, nous nous bornons à décrire l’algorithme

qui en fournit la construction et pour cela, nous considérons un tableau (p : A-~1
et la suite (~P ~ P ~ 0) des tableaux qui s’en déduisent par itération de 5 .
Soit n = Card ( I) . Pour chaque p==0,...,n-l,il existe exactement une
case du tableau, disons a , telle que a 

P 
e 1 et a 

P 
Nous défi-

nissons 03C6 # par la condition que - (a soit égal à la p-ième plus petite
valeur de l’intervalle initial I . Par conséquent, ~ a pour domaine A et pour

image - 1 .
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Par exemple, si ~ est le tableau principal

6

3 5

1 2 4 7,
6

la suite (03C6~p, 0  p  7) est constituée par 03C6 ; 03C6~ = 3 5 ;

et l’on en déduit que le contraire ~p~ est le tableau

- 4

- 5 - 2

- 7 - 6 - 3 - 1 .

On démontre que ~ et que pour chaque entier r (positif ou négatif), on

a identiquement = ~ ~wr , Ces relations n’utilisent pas l’hypothèse 
est un tableau, et elles resteraient vraies si ~ était un morphisme bijectif d’un
ensemble partiellement ordonné fini quelconque sur un intervalle de Z.

Le phénomène remarquable est que, quand ~ est un tableau rectangulaire, le con-

traire 03C6# de 03C6 est précisément égal à l’opposé § de 03C6 défini plus haut.

Ceci ne serait plus vrai pour les morphismes bijectifs dans Z d’un produit di-
rect de trois chaînes ou plus, et la preuve de ce résultat nécessite que nous intro-
duisions quelques notions propres au plan Z x Z .

3. Ordre croisé.

Nous définissons dans Z x Z un nouvel ordre, dit croisé, distinct de l’ordre
naturel $ , en posant a ~ a’ si, et seulement si, les deux points

satisfont l’une des deux relations

De façon duale, (par rapport à l’échange des deux coordonnées), nous poserons
a ’ a’ si, et seulement si,

Il résulte de ces définitions que toute paire de points de Z x Z est comparable
pour au moins une des relations . , B ou , , et que l’on a

(a ~ a’ et a’ B. a) si, et seulement si, a=a’ .

Considérons en particulier un tableau cp : A -~ I et deux éléments consécutifs
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8-04

i et i + 1 de son image 1 . En raison du fait que les valeurs a03C6 (a E A)
sont croissantes selon les lignes et selon les colonnes, on s’aperçoit que les

points a = et a’ = i’ »w1 sont nécessairement dans l’une des relations

a ~ a’ ou a’ ~ a . Sinon ils seraient dans la relation a  a’ , et l’on aurait

ce qui entrainerait que les points b = (x + 1 , y~ et b’ = (x , y + 1) satisfas-

sent

ce qui est impossible puisque i et i + 1 sont consécutifs dans l’image 1 = A~p
de cp . L’essentiel de la démonstration de l’identité 03C6# =’cp repose sur la remar-

que (facile à vérifier) que si i appartient encore à l’image de pB (c ’est-à-
dire si i ~ min (i) ) les deux points b = i(03C6~)-1 et b’ = i’(03C6~)-1 sont dans

la même relation ~ ou ~ que les points a = et a’ = i’ 03C6-1 . Autrement
d it , relations d’ordre c roi sé entre valeurs c onsécut ive s de l’image sont 
riantes par promotion.

Un raisonnement un peu plus long permet d’établir que, dans les mêmes conditions,

chaque relation B i’ équivaut à - i(p~)~ B - i’(cp#)"~ quand cp est

un tableau rectangulaire.

4. Un résultat combinatoire.

Nous considérons maintenant trois valeurs consécutives i , i’ == i + l et

i" = i + 2 de l’image d’un tableau (p , et la transposition 0. = (i’ , i") : 
i ~ ~-~

Cette transposition sera dite admissible pour p si, et seulement si, les points
a == a’ = i’ p"~ , a" = i" ~ satisfont

(ce qui implique en particulier que a’ et a" ne soient pas com p arables p our
l’ ordre naturel ‘ ~ . Il est clair que si 8 . est admissible pour le tableau1

~: A ~ I , la bijection ~8i : A -, I est encore un tableau et, dans ce cas,
on peut vérif ier sans diff iculté que ~~~ . - cpA . ~ quand i ~ min ( Z~ . La situa-
tion est un peu plus compliquée quand i = min (I) , et le résultat combinatoire

que nous avions en vue peut s’ énoncer de la façon suivante:

Propriété. - soient ~p : A --~ I un tableau rectangulaire, i = min ( I~ et 8 .
admissible pour cp . On a 03C603B8i a _ et cpe. ]. :/F = 1 . , où 03B8i désigne la 

1

transposition de Z échangeant - ii et - i" .
N
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #182 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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177



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #184 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #186 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1974-2. Sur les monoides finis dont les groupes sont commutatifs Année 1974

180



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #187 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #195 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1974 1974-3. Sur certaines pseudo-variétés de monöıdes finis

189



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #196 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #208 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1974-3. Sur certaines pseudo-variétés de monöıdes finis Année 1974
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #213 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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221



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #228 — 7-7-2009 i
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232



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #239 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #244 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1975-2. Sur les relations rationnelles Année 1975

238



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 8 — page #245 — 7-7-2009 i
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Marcel-Paul Schützenberger

ŒUVRES COMPLÈTES

éditées par Jean Berstel, Alain Lascoux et Dominique Perrin

Les treize tomes de cette édition contiennent l’ensemble des œuvres de
Marcel-Paul Schützenberger qui ont fait l’objet d’une publication dans une
revue scientifique ou un livre. Ses travaux couvrent une période de plus de
50 ans, depuis sa première note aux Comptes Rendus en 1943 jusqu’à son
dernier article, paru en 1997.
Les publications sont présentées dans l’ordre chronologique. Chaque tome
est précédé d’une courte introduction qui essaie d’éclairer certains des tra-
vaux, tant pour leur intérêt scientifique intrinsèque que pour l’écho qu’ils
ont rencontré et les développements qu’ils ont suscités.

Tome 8 : 1971 – 1975

Ce tome contient de nombreux articles consacrés à des problèmes combina-
toires. L’article « On the principle of equivalence of Sparre Andersen » se
veut une algébrisation dudit principe, bien connu dans l’étude probabiliste
des fluctuations de variables aléatoires.
On trouve dans ce tome, à la fois l’article « Nombres d’Euler et permuta-
tions alternantes » et le mémoire complet. Les deux notes « Sur un théorème
de G. de B. Robinson » et « Sur une construction de Gilbert de B. Robin-
son » constituent la genèse d’une longue étude sur l’algèbre des tableaux de
Young, déjà abordée dans l’article antérieur « Quelques remarques sur une
construction de Schensted » (voir tome 5). Dans ces deux notes, on trouve
une première formulation des propriétés de l’opération « évacuation » des
tableaux, une opération qui s’avèrera fondamentale dans le traitement du
monöıde plaxique (voir les articles « Evacuations » et « La correspondance
de Robinson », tome 9).
On trouve aussi, dans ce tome, des travaux sur les langages formels. L’article
« Sur les monöıdes finis dont les groupes sont commutatifs » donne deux
caractérisations de la variété des ensembles dont le monöıde syntaxique
ne contient que des groupes commutatifs. Cet article, ainsi que plusieurs
autres de cette période, fut écrit pendant le séjour que Schützenberger fit
à Naples en 1972–73 sur invitation d’Eduardo Caianiello, au Laboratorio di
Cibernetica.
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