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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #1 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Marcel-Paul Schützenberger

ŒUVRES COMPLÈTES
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Introduction

Tome VII : 1969�1970

Samuel Eilenberg vient à Paris en 1967. Il fait un cours de théorie des auto-
mates, où il défend la vision catégorique. Une longue collaboration s'établit avec
Schützenberger. L'un des premiers produits de cette coopération est l'article Ra-
tional sets in commutative monoids [1969-3] sur les parties rationnelles dans les
monoïdes commutatifs. Le résultat principal est que les parties rationnelles des
monoïdes commutatifs sont non ambiguës. Le fait que les parties rationnelles des
monoïdes commutatifs forment une algèbre de Boole avait été prouvé antérieu-
rement par Ginsburg et Spanier [2]. Cette référence aux � bounded Algol-like
languages � a dû paraître bien mystérieuse à plus d'un lecteur, puisque l'article
ne mentionne pas le lien entre les parties rationnelles des monoïdes commutatifs
et les langages algébriques (d'après le théorème de Parikh, l'image commutative
d'un langage algébrique est rationnelle).

La coopération entre Schützenberger et Eilenberg se poursuivra pendant
toute la durée de préparation du livre Automata, Languages and Machines.
Dans l'introduction du volume A, paru en 1974 [1], Eilenberg dit : � The reader
will �nd that the name of M.-P. Schützenberger is often mentioned as author
(or coauthor with me) of many of the new results or proofs that appear in this
volume ; most have not been previously published. However, his contribution
went much beyond that ; virtually every phase of the development presented
here was endlessly discussed with him. I am, however, the only one to blame
for any shortcomings �. On verra plus loin que les relations deviendront moins
bonnes par la suite.

L'article A combinatorial problem in the theory of free monoids [1969-2]
est écrit avec André Lentin (les taupins se souviennent-ils encore des manuels
d'exercices de Lentin et Rivaud ?). Il contient un résultat très important de la
combinatoire des mots qui donne une caractérisation des sous-monoïdes engen-
drés par deux mots qui sont apériodiques. La lecture en est très di�cile et se
ressent peut-être d'une écriture à deux mains, dont l'une pose des dé�nitions
peu utilisées dans la suite et l'autre annonce vers la �n (p. 143) � For q = 3, the
calculation o�ers no di�culty in principle, but it is very long. For brievity, we
shall not give it here �.

La monographie Théorie géométrique des polynômes eulériens [1970-1] est
une illustration de la méthode bijective, appelée géométrique, et appliquée de
manière systématique dans ce texte. Dominique Foata a édité une nouvelle im-
pression, avec quelques corrections, de ce traité. L'une des notions importantes
introduites dans cette monographie si souvent citée est la transformation fon-
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damentale qui est une généralisation sur les mots de la correspondance entre les
représentations par produit de cycles et par table d'une permutation. Elle per-
met en particulier de mettre en bijection les permutations de n objets ayant k
descentes et celles qui ont k excédances. Le nombre de ces permutations est pré-
cisément le nombre eulérien An,k. Cette transformation et les résultats qu'elle
permet d'obtenir sera par la suite généralisée par divers auteurs et reprise dans
de nombreux ouvrages dont le volume 3 du livre de Knuth [3] et dans le chapitre
du volume de Lothaire [4] rédigé par Dominique Foata. On trouve également
dans cette monographie le premier exposé sur le composé partitionnel, qui sert
de cadre ensembliste pour la démonstration de nombreuses identités de la com-
binatoire ou des fonctions spéciales.

[1] Samuel Eilenberg. Automata, Languages, and Machines. Vol. A. Academic Press
[A subsidiary of Harcourt Brace Jovanovich, Publishers], New York, 1974. Pure
and Applied Mathematics, Vol. 58.

[2] Seymour Ginsburg and Edwin H. Spanier. Bounded Algol-like languages. Trans.
Amer. Math. Soc., 113 :333�368, 1964.

[3] Donald E. Knuth. The Art of Computer Programming. Vol. 3. Addison-Wesley Pu-
blishing Co., Reading, Mass.-London-Don Mills, Ont., 1973. Sorting and searching,
Addison-Wesley Series in Computer Science and Information Processing.

[4] M. Lothaire. Combinatorics on words. Cambridge Mathematical Library. Cam-
bridge University Press, Cambridge, 1997. Corrected reprint of the 1983 original.
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2



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #7 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1969 1969-1. Sur l’existence d’une certaine corrélation entre le poids . . .
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #38 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1969-3. Rational sets in commutative monoids Année 1969

34



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #39 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #43 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1969 1969-3. Rational sets in commutative monoids

39



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #44 — 7-7-2009 i
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Séminaire Dubreil.
Algèbre et théorie
des nombres

MARCEL P. SCHÜTZENBERGER
Langages formels et monoïdes finis
Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres, tome 23, no 2 (1969-1970), exp. no DG
3, p. DG 1-DG 3.
<http://www.numdam.org/item?id=SD_1969-1970__23_2_A3_0>

© Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1969-1970, tous droits réservés.
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LANGAGES FORMELS ET MONOÏDES FINIS

par Marcel P. SCHÜTZENBERGER

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
23e année, 1969/70
Demi-groupes, n° 3, 3 p.

L’une des problématiques de ce que l’on appelle la théorie des automates et des

langages formels, consiste en l’étude des relations qu’entretiennent certaines par-

ties d’un monoide libre y X‘‘ , et les monoïdes abstraits définis par le monoide

syntactique de ces dernières. (Rappelons ici que si A est une partie d’un monoide

M , le monoïde syntactique M//A est le quotient de M par la plus grande congru-

ence dont A est une union de classes.)

La légitimité de ce projet repose sur le théorème de Kleene qui caractérise de

façon très remarquable les parties dont le monoide syntactique est fini (les par-
ties "reconnaissables" au sens de S. EILENBERG). Pour l’énoncer, appelons ration..
nelle la plus petite famille de parties R = d’un monoïde M qui satis-

fasse les trois conditions suivantes :

où A" désigne le sous-monoïde engendré par A.

Ceci posé, on a :

THÉORÈME Soit X~~ un monoïde libre finipent engendré. 
est la famille des parties reconnaissables de ~’~ .

Il est important de souligner le rôle critique joué par l’hypothèse que X* est

un monoïde libre (finiment engendré). Sans celle-ci, le théorème n’est plus valable,
et il en résulte que la théorie générale des objets rationnels et reconnaissables,
qu’a développée S. EILENBERG, n’a que bien peu à faire de la notion de monoide syn-
tactique. Pour cette raison, je me limiterai ici au cas du monoide libre ~X’~ .

Mise à part cette direction de recherches y deux séries de questions se posent
selon que l’on part du monoïde fini y ou au contraire des parties A C X* .

La première voie est la plus évidente : i elle consiste à étudier comment les pro-

priétés algébriques classiques (idéaux, groupes, etc.) d’un monoide fini M , se
reflètent dans la structure des parties A C X’’ dont M est le monoïde syntacti-.

que. Par exemple, McNAUGHTON et TRACHTENBROT ont considéré colles dont tous les

1969-4. Langages formels et monöıdes finis Année 1969
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groupes de M sont triviaux. On peut vérifier que cette sous-famille R’ t ~ Rat(X*)

est définie par les conditions (1~ et (2) ci-dessus et la nouvelle condition :

remplaçant (3 ).

De même, l’on peut ’se demander quelles sont les parties de X* dont le monoide

syntactique est un groupe, ou un monoïde de Clifford, ou un monoïde inverse, etc.

Il n’est pas surprenant que les concepts fondamentaux introduits par P. DUBREIL,
dans son mémoire de 1940, jouent un rôle important dans ces recherches. Il est

d’ailleurs intéressant de noter que les monoides infinis les plus remarquables

(groupe libre, y monoïde bicyclique) se rencontrent comme monoïdes syntactiques de
certaines parties de X* qui jouent un rôle de base dans la théorie de la famille

des parties dites algébriques de généralisation naturelle de .

Rat(X ) .
A ces questions se rattache, y je crois, la discussion des décompositions de M

par produit direct et produit en couronne, qu’a si brillamment effectuée J. RHODES.

Je passe maintenant à la deuxième des voies de recherches, y que j’indiquais plus
haut, et qui offre peut-être des points de vue plus originaux par rapport à la
théorie algébrique classique.

En effet, la structure de monoïde libre de X~‘ privilégie certaines notions,
dont la contre-partie dans les monoïdes abstraits est assez cachée.

Par exemple, il parait naturel d’étudier les monoides syntactiques des sous-
monoïdes de X* qui sont finiment engendrés, et il est curieux que ceux-ci ne

soient des groupes que s’Us sont cycliques.

D’autre part, on peut faire intervenir la notion de partie (rationnelle) non ambi-
güe en restreignant les unions aux parties disjointes, les produits AB au cas où

et les sous-monoides A* au cas où A 
* 

est libre et librement engendré par A .

Le résultat fondamental, dû à N. CHOMSKY, est que toute partie rationnelle de ~’~’

peut être présentée comme une partie rationnelle non ambigüe. Le même énoncé vaut
pour les monoïdes commutatifs (S. EILENBERG et M. P. SCHÜTZENBERGER).
Combinant maintenant les deux conditions d’engendrement fini et de non-ambigüité,

l’on se trouve amené à étudier en profondeur les sous-monoides lihres finiment en-

gendres de X et leurs monoïdes syntactiques. Des résultats forts surprenants ont
été obtenus par J.-F. PERROT, qui a nontré que les groupes de Suschkewitsch de ces
derniors étaient extrêmement particuliers, et il y a là, ji crois, tout un domaine

Année 1969 1969-4. Langages formels et monöıdes finis
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important do recherches.

Dans une direction voisine, G. VIENNOT a considéré les factorisations non ambi-

gües de X" en produits de sous-monoïdes libres, X* = A* B* ; ou plus générale-

ment, X"’ - A* ~~ ... C’~ , 
.

Cette question apparaît de façon naturelle dans bien d’autres structures algé-

briques. Par exemple, y en utilisant une méthode due à M. IAZARD, on peut la ratta-

cher au problème de la recherche des bases monomiales des algèbres de Lie libres

(et réciproquement).

Elle joue de façon évidente un rôle important dans la théorie des décompositions
de Rhodes, et elle semble sous-jacente à l’étude de certaines relations d’ordre

sur les représentations des monoïdes syntactiques, c’est-à-dire, suivant la termi-

nologie d’usage, des automates finis.

Marcel P. SCHUTZENBERGER
Prof. Fac. Sc. Paris
9 villa Poirier
75 - PARIS 15

(Texte reçu le 3 novembre 1970 )

1969-4. Langages formels et monöıdes finis Année 1969
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55



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #60 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #61 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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60



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #65 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #93 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #106 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #114 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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130



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #135 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #143 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1970 1970-1. Théorie géométrique des polynômes eulériens
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5-01

UNE APPLICATION DE LA THEORIE DE LA DÉCOMPOSITION DES MONOÏDES

Marcel P. SCHÜTZENBERGER

Séminaire 

(Problèmes mathématiques
de la Théorie des automates)
Année 1969/70, n° 5, 4p.

9 décembre 1969

1. Introduction.

Etant donnés un alphabet (fini ou non) X ~ et une famille JTC de monoides, dési-

gnons par la famille de toutes les parties de X de la forme Y n M’ ~ 20141 y
où Y est une partie finie de X y ~ un morphisme de X" dans un monoide M 

et M’ une partie de M . .

On se propose de caractériser par une traduction à peu près directe de la

théorie de la décomposition des monoïdes, dans le cas est la famille de tous

les monoïdes finis tels que leurs groupes appartiennent à une famille donnée g ~ 03C6
de groupes finis, fermée par produit en couronne, et contenant les diviseurs de ses

membres.

Pour ce faire, on supposera X infini, et, étant donnés une famille d de par-

ties de et deux parties finies Y , X y on désignera par A(ûC) la famille

des substitutions À ô Z~’ -&#x3E; Y* satisfaisant les deux conditions suivantes :

- ZÀ est non ambigu ;
- Il existe une partition Y = Y~ u Y2 telle que, pour chaque z E Z , zX soit

une union de parties de la forme A y y où y e Y , A e d~
Ceci posé y on vérifiera la propriété :

Propriété. - est la plus petite famille OL de parties de Xf’ telle que :

(i) Toute partie finie non ambiguë de X* appartient à G ;

(ii) 
(iii) a est fermée par les opérations polynomiales non ambigues (i. e., si

A.BEa.

(iv) Si Y et Z sont deux parties finies de X, X~A(a) , Bed, 
alors B03BB ~ 03B1 /
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145



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #150 — 7-7-2009 i
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2. Vérification de 03B1 ~ m(x).

Soit A e OL . Il résulte immédiatement de la définition de et de &#x26; qu’il

existe une partie finie V ~ X telle que A C V* . De plus, A est non ambigu par

définition, si A est fini, s’il appartient à 3 ( X) , ou s’il est union ou produit
de deux autres parties de OL . Si A est obtenu par substitution A = BÀ

( À.: Z’" -&#x3E; y*, X ~ A(d) y B C non ambigu) , A est encore non ambigu,

puisque ZX C y; Y , Y 
1 
n Y = ~ , implique que tout mot de Z* X ait au plus un

facteur gauche dans ZX .

Considérant le monoide syntactique M de A dans il suffit donc de véri-

fier que tout groupe dans M appartient à 8 . Ceci est clair, si A est fini ou

appartient à 8(x) . Le même résultat découle d’un énoncé connu, si A = B u C ou

= BC ,où B y C ~ ?n(x) . Il suffit donc de considérer le cas où A = BÀ , avec

À: Zi; X e B E ~(z) .

Adjoignant au besoin une lettre supplémentaire à Z , il est loisible de supposer

que ZÀ = Y2 Yi .
Considérons les parties y~ Yl) intervenant dans la définition 

Chacune d’elles a son monoïde syntactique dans M. Comme Y est fini, il existe

donc un monoïde P e 3! , et un morphisme TT: Y it- -~ P tel que chaque A soit de

la forme P 03C0-1 (P_ p) . 
y

y y

Soit, d’autre part, x : Z* 2014&#x3E; Q le monoide syntactique de B C Z~ .

Nous définissons un morphisme p de y~. dans le monoide des applications

Q x P -~ Q x P en posant, pour chaque 

Par construction, BÀ est image inverse d’une partie du monoïde R = Y 03C1 , et

R est un sous-monoide du produit en couronne Q o p , où P est obtenu en "ajou-

tant les constantes au t. m. (P , P) " (c’est-à-dire, où P est isomorphe au quo-

tient du produit libre P * u = P’ par les relations p’u - u (p’ E P’) ). Il est

connu que Q , P ~ M implique P ~ et Q o P ~ M , et le résultat est donc éta-

bli.
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3. Vérification de ca.

Considérons A E Par hypothèse, il existe une partie finie un mo-

noïde M et un morphisme jj, : Y’"~ -~ M , tels que A soit une union de par-

ties de la forme (m E M) . Sans perte de généralité, on supposera désormais

que A = et on prouvera A E CL par induction sur Card M , en éliminant
d’abord trois cas particuliers.

(l) M est un groupe" - La conclusion A E d résulte immédiatement de a a

Comme ( 1) est un groupe dans , ceci couvre le premier cas de l’induction. Il

en résulte de plus que Z~ E pour toute partie finie Z de X, puisque
Z* = 1B) y où v est le morphisme de Z* sur 1 .

(2) M est cyclique. - On ~’ ~ où ~ : Y~ et J.J.I : N - X sont

deux morphismes. Donc, y il existe N tels que

où, en outre, J2 ~ 8 ~ en convenant que (0’} .

où TT est le morphisme naturel de N sur Zq , et le résultat découle du ( 1) ci-
dessus.

Dans les autres cas, on a la formule

où p ! est le plus petit élément de N n (p - j + qN)  Comme le membre de droite
est manifestement non ambigu, le résultat découle de l’hypothèse d’induction du cas

traité ci-dessus, puisque p’j  q = &#x3E; p’j  p .

(3) L est une &#x26;-classe. - On sait qu’il existe un groupe G,

et un morphisme y : M -~ G tel que, pour chaque h EL, la restriction à hM

de y soit un isomorphisme.

Ceci implique

établissant E lÀ pour h E L . Comme L2 == L , on a = (y 1.L-1)*, uny- I~ 
n .

cas dé j à traîté.
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Nous considérons maintenant le cas où M ne rentre dans aucune des catégories en-

visagées ci-dessus. D’après le lemme de Krohn et Rhodes, il existe :

- Un idéal à gauche non vide L ~ M , 1 ,
- Un sous-monoïde T # 1 , M ,

tels que M C L u T .

Posons

L’hypothèse d’induction permet de supposer que Y~ et Y2 sont non vides, et

comme M est fini, nous pouvons prendre un alphabet fini Z et une bijection

v: Z ~~ L’ = L n (Y~ ~ Y B )~ . Définissons une substitution X : Z* -~Y *? y en

posant, pour chaque z E Z ,

Par construction, zX est union disjointe de parties de la forme A y ~ où

y et où a, puisque A est image inverse,
donc partie du sous-monoïde T ~ M . Donc X ~ (03B1) .

Maintenant, l’identité Y* == (Y*2 Y )* Y*2 montre que chaque a e A a exactement

une factorisation a = a a2 , où e (Y*2 Y1)* , a2 e Y*2 .
est une union finie disjointe de produits non ambigus de la forme A où

La deuxième relation implique A 2 T # M et l’hypothèse d’induction,

et, puisque a est fermé, par les opérations polynomiales non ambigues, il suffit

de montrer A. E d . Or la première relation équivaut à A = = 

et où v : Z~~ -2014&#x3E; 1 u L est le morphisme étendant la bijection v : Z -~ L’ .

C omme L ~ on a Card(l u L)  p ar induction, et

le résultat est établi.

(Texte reçu le 19 janvier 1971)

Marcel P. SCHUTZENBERGER
9 villa Poirier
75-PARIS 15
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148



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #153 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #162 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1970-3. On the rook polynomials of Ferrers relations Année 1970

158



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #163 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #164 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1970-3. On the rook polynomials of Ferrers relations Année 1970

160



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #165 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #181 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1970 1970-4. Sur les contraintes définissant certains modèles formels de . . .
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #201 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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1970-6. Santé publique et armes chimiques et biologiques Année 1970

198



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #203 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #208 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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1970-6. Santé publique et armes chimiques et biologiques Année 1970

208



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 7 — page #213 — 7-7-2009 i
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Marcel-Paul Schützenberger

ŒUVRES COMPLÈTES

éditées par Jean Berstel, Alain Lascoux et Dominique Perrin

Les treize tomes de cette édition contiennent l’ensemble des œuvres de
Marcel-Paul Schützenberger qui ont fait l’objet d’une publication dans une
revue scientifique ou un livre. Ses travaux couvrent une période de plus de
50 ans, depuis sa première note aux Comptes Rendus en 1943 jusqu’à son
dernier article, paru en 1997.
Les publications sont présentées dans l’ordre chronologique. Chaque tome
est précédé d’une courte introduction qui essaie d’éclairer certains des tra-
vaux, tant pour leur intérêt scientifique intrinsèque que pour l’écho qu’ils
ont rencontré et les développements qu’ils ont suscités.

Tome 7 : 1969 – 1970

Une longue collaboration débute entre Eilenberg et Schützenberger. L’un
des premiers produits de cette coopération est l’article « Rational sets in
commutative monoids » sur les parties rationnelles dans les monöıdes com-
mutatifs. Cette coopération se poursuivra pendant toute la préparation du
livre « Automata, Languages and Machines ».
L’article « A combinatorial problem in the theory of free monoids » est écrit
avec André Lentin. Il contient un résultat très important de la combinatoire
des mots.
La monographie « Théorie géométrique des polynômes eulériens » est une
illustration de la méthode bijective, appelée ici géométrique, et appliquée
de manière systématique dans ce texte. Les résultats seront par la suite
généralisés par divers auteurs et repris dans de nombreux ouvrages dont le
volume 3 du livre de Knuth et dans un chapitre du volume de Lothaire.
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