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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #3 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Introduction

Tome VI : 1964�1969

Le plus connu et le plus cité des articles de cette période est On �nite

monoids having only trivial subgroups [1965-4], où il caractérise les langages
rationnels dont le monoïde syntactique est apériodique, c'est-à-dire n'a pas de
groupe non trivial. C'est le résultat pionnier dans ce qui deviendra la théorie
des variétés des langages reconnaissables, et c'est l'un des résultats les plus mar-
quants dans la recherche des groupes dans les monoïdes ou, autrement dit, dans
la recherche de ce qui se retrouve, de la théorie des groupes, dans la théorie des
monoïdes. C'est aussi un élément décisif d'un autre point de vue. Les langages
rationnels dont le monoïde syntaxique n'a pas de groupe non trivial sont aussi
ceux qui sont dé�nissables dans la théorie du premier ordre de l'ordre linéaire.
Ils forment donc une famille de langages rationnels d'un intérêt particulier. Le
théorème de M.-P. Schützenberger montre que l'appartenance à cette classe est
décidable, un fait d'une importance considérable. S. Eilenberg, dans le volume
B de son traité ([4],page 253) écrit : � Next to Kleenes's Theorem, Schützenber-
ger's Theorem is probably the most important result dealing with recognizable
sets. �.

Le lien avec la théorie des variétés est fait dans l'article Sur certaines varié-
tés de monoïdes �nis [1966-2] qui paraît dans les actes du colloque Automata

Theory qui réunit en 1964, à Ravello, à l'invitation de Caianiello la plupart des
grands noms de la théorie des automates comme McNaughton ou Rabin ou de
la calculabilité comme Martin Davis. Il étudie dans cet article la variété des
monoïdes dont tous les sous-groupes sont dans une variété donnée de groupes
�nis (ce qui constitue une généralisation du cas des monoïdes apériodiques)
et montre que la variété correspondante de langages rationnels est fermée par
produit. La preuve utilise ce qui est maintenant appelé le produit de Schützen-

berger de deux monoïdes, qui permet de construire un monoïde reconnaissant
le produit de deux langages à partir de monoïdes reconnaissant les facteurs du
produit.

Plusieurs articles de cette période ont trait à la décomposition des monoïdes.
C'est, en e�et, en 1965 que Krohn et Rhodes publient leur résultat : tout semi-
groupe est un produit en couronne de semigroupes élémentaires et de groupes [9].
La portée de ce résultat est discutée dans sa présentation au congès de l'IFIP
en 1965 On the algebraic theory of automata [1965-9]. De même, sa Note aux
Comptes Rendus [1966-5] Sur les produits semi-directs droits de monoïdes avec
Maurice Nivat (avec un errata en [1967-1]) poursuit dans cette direction, sui-
vie par d'autres articles dont il sera question dans les tomes suivants, comme
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[1970-2].
L'article [1965-6] On a factorization of free monoids contient son théorème

sur les factorisations de monoïdes libres. Il donne comme exemple (Example 2)
la factorisation en mots de Lyndon qui pourtant, au sens strict, ne �gure pas
dans l'article de Chen, Fox et Lyndon de 1958 qui est cité en référence [2]. Ce
dernier contient cependant la preuve que les crochets formés sur les mots de
Lyndon sur un alphabet A forment une base de l'algèbre de Lie libre L(A), d'où
le résultat via le fait que l'algèbre enveloppante de L(A) est l'algèbre associative
libre sur A.

Cette période est aussi celle d'autres articles importants en théorie des codes.
Décrivons brièvement leur contenu.

Codes à longueur variables [1965-8], un texte qui a été d'une importance
fondamentale pour ses élèves et disciples, est resté non publié. Ce sont les notes
de cours sur la théorie des codes, écrites pour un colloque à Royan. On y trouve,
outre un résumé de résultats, nombre de conjectures qui ont nourri les recherches
de ses élèves, même si la plupart se sont avérées fausses. Dominique Perrin a ré-
digé une version raisonnée de ces notes. La fameuse école de Royan, organisée par
Dominique Foata, s'est tenue du 26 août au 8 septembre 1965. L'intitulé o�ciel
était � Nato Summer School on Combinatorial Methods in Coding and Informa-
tion Theory �. Parmi les participants, il y avait notamment Barlotti, Berlekamp,
Bose, Hocquenghem, Kasami, Nivat, Peterson, Schützenberger, Wolfowitz.

L'article On the synchronizing properties of certain pre�x codes [1964-1]
contient la théorie des codes sémaphores. L'article est centré sur le théorème
concernant les codes sémaphores synchronisés : tout code sémaphore est une
puissance d'un code sémaphore synchronisé. L'article contient nombre d'autres
résultats dont le calcul de la série génératrice d'un code sémaphore, la preuve
d'un énoncé concernant les ensembles coupants minimaux (annoncé en [1962-
2]). L'article donne deux preuves du résultat principal. L'une est entièrement
combinatoire et assez di�cile à suivre. L'autre est algébrique. Elle utilise un
résultat intermédiaire lui-même remarquable : si le groupe d'un code pré�xe
X est un groupe de permutations régulier, alors le code X se décompose en
X = Y ◦ Z ◦ T où Y, T sont synchronisés et Z est un code à groupe. Parmi les
très nombreux résultats que contient cet article �gure la borne supérieure à la
taille minimale des ensembles coupants annoncée en [1962-8]. Il contient à ce
sujet une inexactitude de détail qui a eu une suite intéressante. Il est en e�et
a�rmé qu'en longueur 5 sur 2 lettres, la taille minimale est 9. Cette a�rma-
tion a été consciencieusement reprise par ses élèves dans le livre de Lothaire
Combinatorics on Words (Exercice 5.1.4) paru en 1983 [10]. Plus tard, en 2001,
Christopher Saker, alors étudiant à l'université d'Essex, a remarqué que cette
borne est fausse et qu'il existe un ensemble coupant de 8 éléments, ce qui est
clairement le minimum puisque c'est le nombre de mots de classes de conjugués
de mots de longueur 5 sur 2 lettres. En 2004, Champarnaud, Hansel et Perrin
parviennent à prouver qu'il est toujours vrai que le cardinal minimum d'un en-
semble coupant de mots de longueur n sur un alphabet donné est le nombre de
classes de conjugués de mots de longueur n sur cet alphabet [1]. Finalement,
David Penman et Christopher Saker ont trouvé la référence d'un article de J.
Mykkeltveit datant de 1972 et dans lequel il prouve le même résultat par une
méthode totalement di�érente en réponse à une conjecture de Golomb [11].

L'article [1965-1] Sur certains sous-monoïdes libres, paru dans le Bulletin
de la Société Mathématique de France est dédié à A. D. Wallace, le père des
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semigroupes topologiques. Il contient un résultat majeur de la théorie : si X est
un code maximal �ni sur l'alphabet A, l'image commutative du polynôme 1−X
est divisible par 1−A et le quotient n'est irréductible que si le code est pré�xe.
Ce résultat sera amélioré plus tard par Reutenauer qui a montré en 1985 qu'il
était encore vrai en variables non commutatives. La preuve donnée dans l'article
n'est pas tout à fait complète, et une version complète a été publiée en 1984 par
Hansel, Perrin et Reutenauer [8].

La note aux Comptes rendus Sur une question concernant certains sous-

monoïdes libres [1965-3] répond à une question posée dans l'article de Golomb
et Gordon paru la même année [7]. Elle caractérise les distributions de longueur
des codes circulaires par une inégalité faisant intervenir le nombre de colliers
primitifs de longueur donnée.

L'article On a question concerning certain free submonoids [1966-7] contient
la solution d'une conjecture proposée par Gilbert et Moore en 1959 [5]. Il s'agit
du théorème suivant lequel un code maximal �ni qui n'est pas pré�xe a un délai
de déchi�rage in�ni.

Dans On synchronizing pre�x codes [1967-5], un résultat très peu connu
est établi. Il donne une caractérisation des distributions de longueurs des codes
pré�xes synchronisés. Il s'agit donc d'un cas particulier du théorème de coloriage
des routes récemment établi par Trakhtman.

L'article On a question of Eggan [1966-6], avec Françoise Dejean, est une
contribution au problème de la hauteur d'étoile des langages rationnels. Il donne,
en réponse à une question posée par Eggan en 1963, une construction simple
montrant qu'il existe des langages de hauteur arbitrairement grande.

L'article A remark on acceptable sets of numbers [1968-1] est le seul que M.-P.
Schützenberger ait écrit sur les ensembles reconnaissables d'entiers en base don-
née. Il paraît donc un an avant que Cobham publie son théorème montrant qu'un
ensemble reconnaissable dans deux bases multiplicativement indépendantes est
reconnaissable dans toute base [3]. L'article contient deux résultats qui donnent
des familles d'entiers dont l'ensemble des représentations n'est pas algébrique
(context-free).

Dans le bref article intitulé Classi�cation of Chomsky Languages [1966-9],
M.- P. Schützenberger propose une présentation particulière des langages algé-
briques : ceux-ci sont vus essentiellement comme des images, par des transduc-
tions rationnelles de langages de Dyck. La classi�cation repose sur les caractéris-
tiques des morphismes et des langages rationnels utilisés dans la transduction.
Cette approche de la théorie des langages algébriques conduira aux travaux de
Maurice Nivat sur les transductions [12] et les langages dits � T-compilables �
[13]. Elle donnera sa pleine mesure dans le développement ultérieur de la théorie
des familles de langages, cônes rationnels et full AFL où l'école française rivalise
avec les chercheurs américains [6]. La courte discussion qui suit la présentation
est instructive. A première vue, le sujet du débat avec Dijkstra semble un peu
surréaliste ; pourtant, une lecture attentive y révèle à quel point M.-P. Schützen-
berger envisageait le traitement des questions autour des mots et des langages
comme des questions mathématiques au sens propre : il refuse de s'aventurer
sur un terrain où les objets manipulés font l'objet de quelque interprétation que
ce soit.
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #21 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1964 1964-1. On the synchronizing properties of certain prefix codes

15



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #22 — 7-7-2009 i
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Bull. Soc. math. France^
93, 1965, p. 209 à 223.

(Au Professeur A. D. WALLACE, en hommage respectueux)

SUR CERTAINS SOUS-MONOÏDES LIBRES ;

PAR

MARCEL PAUL SCHUTZENBERGER.

Soit A une partie finie non vide fixe du monoïde libre X* engendré
par l'ensemble fini X. Nous supposerons toujours que A satisfait les
deux conditions suivantes :

('11 )̂. A engendre librement un sous-monoïde de X*.
(C'est-à-dire qu'il existe un ensemble Y et une bijection de Y sur A

pouvant être étendue à un monomorphisme dans X* du monoïde libre
engendré par Y.)

(<9l;/). A est maximal parmi les parties de X* qui satisfont (^i'd)-
La première condition équivaut à l'hypothèse que chaque mot de X*

a au plus une factorisation comme produit de mots de A, et nous aurons
à considérer les conditions plus restrictives :

('U',,) [resp. ('U/)]. Chaque mot de X* a au plus un facteur gauche
(resp. droit) dans A.

On verra plus loin que ('U^) et (^) entraînent l'existence d'un poly-
nôme reZ[X] tel qu'on ait

(*) i—^^-yi—^a^y,
aç.A \ xç:X ]

où a dénote l'homomorphisme naturel de X* dans le monoïde multi-
plicatif de l'anneau Z[X]. On peut vérifier que l'ensemble ^ des poly-
nômes T associés aux parties finies A, qui satisfont ('U;,) [ou Ctt/)]
et (<9iy, est la plus petite famille de polynômes contenant i qui soit
telle que

]^arr.T,e^
XÇ.K

BULL. SOC. MATH. — T. 93, FASC. 3. 14

1965-1. Sur certains sous-monöıdes libres Année 1965
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210 M. P. SCHUTZENBERGER.

pour toute application x—T^ de X dans % u { o ) . Ceci indique que les
polynômes de ^ n'ont « en général » aucune propriété remarquable de
factorisation et motive la proposition suivante dont la vérification est
le but de cette note :

PROPOSITION. — Si le polynôme T défini par (^) est irréductible sur Z[X],
alors A satisfait (IL;.) ou ('11.̂ ).

Le lecteur pourra trouver dans [4] une étude des notions utilisées ici
d'un point de vue qui donne une interprétation un peu différente de
cette proposition.

Résultats préliminaires. — Soit

K=={k,,k,, . . . , k n } ={feX^,fXX^A^0}

l'ensemble des facteurs propres gauches des mots de A, les indices étant
choisis de telle sorte que ki soit un facteur gauche de /Cy seulement
s! i ̂ zj, ce qui implique que A-i soit l'élément neutre e de X\

(1). — I I existe une représentation ^ de X* par des n x n-matrices ayant
les propriétés suivantes :

(1.1) Quel que soit /'<sX*, tous les éléments de ^f appartiennent
à {o , i } et

A-=(/-eX-;(^)^=ij.

(1.2) Posant M=\p.f',fçX^} et M' = {^f-, feA^, on a

GU,/) M' == {mçM-, mM' c\M'mc\M' ^ 0 }
et
(9t,i) 0 = {mçM; MmMr\Mf=0}.

(1.3) i—^ a a == det ( p. e—^ aix.^x^ où la matrice ^. ŒX.^X
aç.A \ xç.X / xç.X

appartient à Vanneau des nxn matrices ayant leurs éléments dans Z[X].
Preuve.
(l.i). — Nous prenons ^e égale à la nxn-matrice unité, et nous

définissons ^ par sa restriction à X en posant pour chaque rreX et
i, je[i, n] :

(y-x)ij == i si j = i et kiXçA ou si j -^, i et kix == Â-y ;
=== o dans tous les autres cas.

Donc, pour feX, nous avons, d'une part (|JL/\;^O si et seulement
si fçA^k/ et, d'autre part, (^/ ' ) i , /€{o, i ). Supposant que ceci est
vrai pour f e X*, nous vérifions qu'il en est encore de même pour fx (x e X).
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En effet, si (y.fx)^j^ o, on doit avoir (y.f)^i-^,o et (y.x)ij^o
pour au moins un fceK. L'hypothèse d'induction montre que feA^ki
et que k^xçA ou que A:; a; = kj selon que j = i ou non, et l'on a donc
encore

fxçA^kiXcA^AcA^ ou fxçA^kiX = A*Â:y.

Réciproquement, si /^eA*A, l'hypothèse (U'^) implique l'existence d'un
et d'un seul mot açA tel que fxçA^a, et le mot a détermine univo-
quement un kiç.K tel que a = kiX, ce qui entraîne

f^A^k, et (^)i,i=i;

si fx^A^kj (j'T^i), il existe un et un seul k^çK tel que kj = kiX, et
l'on a encore

f^A*ki et (y,fx)^f= i.

On a donc montré que
A-=^eX-; (^K,=i!

et que tous les éléments des premières lignes des matrices p/'(feX*)
sont o ou i.

Maintenant, par construction, (^)i^==i quel que soit kiçK; donc,
pour chaque /'eX*, la première ligne de la matrice [J-kif est la somme
d'un vecteur non négatif et de la i1®"1*3 ligne de ̂ f; puisque (^ kif)i^ € { o, i j,
ceci montre que (p-/')<-, 7 e { o, 1 } identiquement, et (l .i) est vérifiée.

Il est clair que si K' == [k\, k'.^ . . . , k'n. } est l'ensemble des facteurs
droits propres des mots de A, il existe aussi une représentation ^' de X*
par des n ' x n ̂ -matrices ayant les mêmes propriétés que ^; on peut
vérifier que, pour tout f ç. X*, on a ̂  f. ̂  = v. ̂ / /, où v est la n x n. '-matrice
à éléments dans j o, i j telle que ̂  v = i si et seulement si kik'^ e { e } u A.

(1.2). — Si les éléments (1,1) des matrices ^f et ^fr sont positifs,
il en est de même pour la matrice [). ff'\ donc M' est un sous-monoïde
de M et

Mfc{mçM', mM^M'mnM'T^j.

Réciproquement, si les éléments (1,1) de ̂ a, p-a', p. fa et p-a' fsoiil positifs,
il doit exister deux indices i et f tels que (p./')i,;, (^a);,i, (^f)i',i^t (]^(î.')i,i'
soient positifs et l'on ne peut avoir (p-a'/a)i,i^i que si f^^i,
c'est-à-dire que si feA*; donc, a fortiori,

jmeM; mM/nM/mnMr7z0jcM/,

et (lirf) est établie.
Pour vérifier (<^), on peut toujours supposer que X contient au

moins deux lettres distinctes x et x ' car, sinon, A = j ^ j , et {^td) est
trivialement vraie. Supposons qu'il existe un mot feX^' qui soit tel
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212 M. P. SCHUTZENBERGER.

que M.^f.Mr\M' == 0, et montrons qu'en posant b =xff, l'ensemble
A / = { b } u A engendre librement un sous-monoïde A'*, en contradiction
avec (<9^). Pour cela, soit g le mot le plus court dont il n'a pas encore
été établi que la factorisation comme produit de mots de A / est unique;
puisque, d'une part A engendre librement A* et que, d'autre part,
X*^X*nA*== 0, le seul cas qui requiert une discussion est celui de
deux factorisations de g contenant chacune, au moins une fois, le mot b,
et l'on peut supposer que g = (iiba\ == a^.ba^ où ûi, û^eA*; a\, a'^ çA^
et où dîb est un facteur gauche de dib. En raison de X*6X*nA*==0,
a^b n'est pas un facteur gauche de di; comme la définition b == x^f
(fçX^x', x ^ - x ' ) entraîne que e est le seul mot qui soit en même temps
un facteur gauche et un facteur droit de b, on a donc a^b = di b, et
l'unicité de la factorisation de g résulte de l'hypothèse d'induction.

Ceci termine la vérification de (1.2) qui dépend donc seulement du
fait que tous les éléments des matrices p.f sont dans { o , i }; si cette
condition est satisfaite par une représentation p de X*, on peut montrer
que jF={/ ' eX*; (p/*)i , i = = i j est un sous-monoïde librement engendré
par jF n XX*\(F n XX*)2 et que, quand p est de dimension finie, (^/) est
équivalente à (^) (cf. [4]).

(1.3). — Considérons la matrice

/ v \~1 v / v Y1
^e—^ax^x\ ==^e+^( ^ax^x\
\ xç.X / m^>0\xçX /

dont les éléments appartiennent à l'algèbre large du monoïde commu-
tatif libre engendré par les a:r(rceX). D'après (l . i) et ('uy, l'élé-
ment (1,1) de cette matrice est égal à

i +^{ ̂ ; fçAA-} = i + 2 f 2 aû)7" = ̂ -2 ̂ Y
w > (A aç.A ) \ aç.A /

D'autre part, ce même élément est égal au produit de

(àei(^e—Vaa;.p.a;^ par l'élément (1,1), soit u, delà matrice
\ \ xç:x ] )
adjointe de^-e— ' ^ a : x . ^ x ; par construction, u est égal à i, car tous les

xç.x
éléments non nuls de V y.x. ̂ x sont dans la première colonne ou au-dessus

xç.x
de la diagonale principale. On a donc

/det/^e— ̂  ax^x\\ = / i — ̂  aa\
\ \ xçX // \ aç.A )

et la vérification de la remarque (1) est achevée.
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Le monoïde M ayant au plus a712 éléments, nous pourrons utiliser le
théorème suivant qui est dû à SUSCHKÉWITSCH, et que nous formulons
dans des notations inspirées de REES [6].

THÉORÈME (SUSCHKÉWITSCH [5]). — Soient M un monoïde fini et Mf un
sous-monoïde de M satisfaisant (<9<^). M possède un idéal bilatère unique
D = MDM qui est à la fois l'union d.s idéaux à droite minimaux
Ri==RiM(içI) et des idéaux à gauche minimaux Ly=MLy( jeJ )
de M. Il existe un groupe fini G, une famille d'éléments { g ; , i } de G
indexés par les paires (j, i ) ç J x I , deux sous-ensembles non vides d'indices
l ' c l et J ' c J , un sous-groupe G' de G et une bijection y : IxGxJ->D
qui ont les propriétés suivantes :

(S. 1) Quels que soient (i, g, j) et (T, g ' . j ^ ç l x GxJ, on a

ï 0'> 9. j ) • ï (^ ̂  j')== ï (i, g ' g ; , v . g',]') e Ri n L^ ;

(S. 2) Pour chaque (j, i ) ç . J ' x F , Vêlement g^i appartient à G' et

M^D = } Y(I, gj) ; (ï, g . ^ ç F x G ' X J ' j.

Nous aurons aussi besoin de la conséquence très simple suivante du
théorème de Suschkéwitsch :

(S. 3) I I existe une représentation de M par des applications (notées
multiplicativement) de 1 (resp. de J) dans lui-même telle que, pour
chaque mçM et ici (resp.jç.J), la restriction à Ri (resp. à Lj) de la
translation m' -> mm' (resp. m' -> m'm) soit une bijection de Ri (resp.
de Lj) sur R,n.i (resp. sur L/.,»).

En effet, ceci résulte immédiatement de (S. 1) si meD. Soit me M
quelconque et pour chaque ici prenons un JeJ arbitraire. Posant

u==^^ (^O^A

(S. 1) montre que ur = r pour tout rçRi; d'autre part, puisque u
appartient à l'idéal à gauche minimal Ly == MLy, on peut écrire
mu == v === y^, g ' , ] ) pour une certaine paire i' cl, gr ç. G; quel que
soit rçRi, on a donc mr == mur == vr e Rr et l'indice i' ne dépend par
conséquent que de m et de i; nous le désignerons par m.i. Le fait que la
translation r •-> mr est une bijection résulte de ce qu'il en est de même
pour la translation r -> vr, et un raisonnement symétrique s'applique
aux idéaux à gauche minimaux.

Ceci étant rappelé, nous établissons les remarques suivantes :
(2). — L'ensemble P ' des /-eX* tels que ff'X^A'^ 0 pour tout f'çX"

est identique à l'ensemble P des feX^ tels que, pour tout fç.X\ on ait
AYfnA^O si et seulement si ff çA\
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Preuve. — Puisque A^^M'^ { /•çX'; ^eM/ ) ), il suffit d'établir
l'énoncé correspondant pour les sous-ensembles ^.P'(= { ^./•; f ç P ' } )
et fJ-P de M.

Soient pe^ -Pe tmeM arbitraires, et prenons un élément m' de M' n D
quelconque; le produit m'pm appartient au même idéal à droite minimal
que m' et, d'après (S. 1) et (S. 2), nous pouvons trouver un m" ç.M tel
que m'pmm"ç.Mr', comme pe^-P, cette dernière relation implique
pmmffçMf, et nous avons montré que pmMr\M'^ 0 quel que soit m,
pour chaque pe^P, c'est-à-dire que ^Pc^-P'.

Soit maintenant pe^P\ Nous allons montrer que si m' ç.M' et me M
satisfont m'pmçM', on a nécessairement pmçM', ce qui établira que
pe^P et ^ == p.P. Prenons rçM'r^D quelconque; l'hypothèse
p € ̂ .P' implique qu'on puisse trouver un m' e M satisfaisant pmrm" ç. M' ;
de fait, puisque rçD, le produit pmr appartient à un idéal à droite
minimal, R,, contenant aussi pmrm" et, comme ce dernier produit est
dans M', l'indice i" appartient à I ' . Utilisant (S. 1), on voit que, sans
perte de généralité, on peut prendre m" == - { ( i " , g " , j " ) , où ( i " , j " ) e /' x J ' .
Vérifions qu'on doit avoir g " e G ' ; en effet, puisque m'pm et r appar-
tiennent à M', on peut écrire :

n/pmr^y^, g\j'\

où (F, g ^ j ^ ç F x G ' x J ' en vertu de (S. 2), donc, d'après (S. 1),

m'pmrm" = y(^, g ' . g , ' , i " . g \ j " ) ,

maintenant, comme m' et pmrm" appartiennent à M', on a g ' . ̂  ̂ . g " e G',
où /€ G' en raison de m ^M1 et ^',^e G' en raison de (J, i^eJ'x F
et (^e G' est établi. Nous avons donc m" ç.M'. Le produit pm satisfait
la double égalité

{pmrm"m')pm = pm(rm"m'pm) = (pmrm') (m'pm),

où tous les termes entre parenthèses appartiennent à M' par hypothèse
ou par construction ainsi qu'on vient de le voir. Faisant appel à (11̂ )
on en conclut que pm e M', et la vérification de P ' = P est achevée.

(2 bis). — Une condition nécessaire et suffisante pour que A satisfasse (U'^)
est qu'il satisfasse :

(fftr) Tout mot de X* est facteur gauche d'au moins un mot de A*.

Preuve. — La condition (sn,) équivaut à P ' == X* (c'est-à-dire, dans
la théorie de DUBREIL [l], à l'hypothèse que A* est « net à droite ») donc,
à P = X\ donc, enfin à l'hypothèse que AynA*= 0 pour tout f^A*
(ce qui, selon [2], signifie que A* est « unitaire à gauche »). Si cette dernière
condition est satisfaite, il est clair qu'aucun mot de A n'est facteur
gauche d'un autre mot de A et que, par conséquent, tout mot de X*
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a au plus un facteur gauche dans A ; réciproquement, si A satisfait ('•U'/.),
et si a, a' eA* et feX* sont tels que af == a', on voit par induction sur
le nombre des facteurs de a appartenant à A que f doit être un mot
de A* et que, par conséquent, ('U^) entraîne P = X*.

Afin de pouvoir recourir à des résultats connus, nous faisons main-
tenant appel à des considérations un peu différentes. Soient désormais Xo
un élément distingué de X et TT une bijection de X\{ Xo} sur un nouvel
ensemble Y; TT peut être prolongé en un homomorphisme de X* dans
la structure multiplicative de Z[Y] en posant

nxo =ï— 7^ r:x,
xçX\{^}

2;
et il n'y aura pas d'inconvénient à désigner aussi par TT l'homomorphisme
naturel de l'algèbre large Z [X] du monoïde commutatif libre engendré
par les ax (xçX) dans l'algèbre large Z[Y] du monoïde commutatif
libre engendré par les ye Y. De plus, nous définirons A comme l'ensemble
des homomorphismes ^ de X* dans ) o, i ) qui ont la forme ^ == V TT,
où V est un homomorphisme de Z[Y] dans les réels. Finalement, pour
tout sous-ensemble F de X*, nous poserons

^F-n-1^ (À/VeFVX^X*; et À. F = lim sup ?. F.
•̂ ™ n->- oo

II résulte immédiatement des définitions que o < ̂ f^ï pour tout
/'eX*, que ^X*==i pour tout entier n et que ^/X* = 7.f pour
tout f^X\

(3). — L'application ^00 ̂ -1 {notée ^, pour abréger) de M dans les réels
définit une mesure de probabilité idempotente sur M qui a les propriétés
suivantes :

(3.1). Quel que soit le sous-ensemble M" de M,

^M"=^(M"r\D\

(3.2). Quels que soient ( i , j )eJxJ et meJ%nLy,

À m = (Card(G))-l.ÀJ[?,JLy>o,
ou

^ÀJ?,=^ÀL;=AÛ=I.T^^^i

iç.1 J G . J

Preuve. — Prenons M lui-même comme ensemble d'indices, et défi-
nissons, pour chaque me M, une MX M matrice pm par la condition
que, pour tout m', m" eM, l'élément (m', m") de pm soit égal à i ou
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à o selon que m' m= m" ou non; p est la représentation régulière droite
de M et l'on a identiquement

p /ni. p 77Î2 == p (/ni m.^ pour tout mj, m.î e M.

Par construction, chacune des matrices pm est une matrice stochastique;

comme l'hypothèse À € A implique V Arc = i, il en résulte que V ^.r.p^rc
xç.x xç.x

est une MX M matrice stochastique que nous désignerons par X. Donc,

d'après le théorème de Perron-Frobenius, la limite de n~1 ^ X'1, pour n
o^ n' <^ n

tendant vers l'infini est une matrice stochastique idempotente que nous
désignerons par X.

Maintenant, pour chaque n fini, on a

n-1 ^ Xnf=n-i^{^f.^f;fçXi-\XnX^^^^-lm.om.
0^n'<^fi )nçM

Comme, par définition, l'élément (^e, m') de pm est égal à i ou à o selon
que m' == m ou non, on en conclut que /m est égal à l'élément (^e, m)

de X. Ceci suffit pour établir /m > o et ^ À m = i, et le fait que 1 est
m € M

une mesure idempotente résulte immédiatement de l'idempotence de
la matrice X. Une fois ces propriétés établies, (3.i) et (3.2) sont, aux
notations près, les théorèmes 2.3.2 (a) et 2.3.2{b) de [3].

(4). — I I existe deux polynômes nH, n H ' ç Z ^ ] tels qu'en désignant
par q l'indice du sous-groupe G' de G, et en posant

7rA*== ^ TT a,
a € A*

on ait q.7:H.T:H'.T:A* == i et que A satisfasse ('U',) [resp. GU/)] si et
seulement si TTH == i (resp. n H ' = i).

Preuve. — Prenons un mot aeA* fixe, tel que ^açM ' r\D, et posons
F == j feX*; afçA* }. Les énoncés (S. 1) et (S. 2) montrent que pour
chaque paire (i, j) e 1 x J , l'intersection de ^F (resp. de M') avec J?, nLy
contient exactement Gard (G') ou zéro élément selon que ( i , j ) ç . I y . J '
(resp. e // x J ' ) ou non. Donc, utilisant (3.i) et (3.2), on a

(4.1) ^^F=I(Dr\^F)==q-i^Lr

et

(4.2) ^A^^ÛnM^g-1.^.^,
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #42 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

SOUS-MONOÏDES LIBRES. 217

OU

L ' ^ ^ J L , et R=\JR^
J Ç . J ' iç.1'

Soit maintenant H l'ensemble des f^F qui n'admettent aucune facto-
risation de la forme f == f a1, avec f ç.F et a' ç.A. Par définition, H est

formé de facteurs droits de mots de A; donc H est fini, et nH == V nh
hç.H

est un polynôme de Z[Y]. De plus, tout feF a au moins une factori-
sation de la forme f=ha', où hç.H et a'eA*; cette factorisation est
unique car, sinon, le produit af aurait deux factorisations distinctes
comme produit de mots de A en contradiction avec GU^). On a donc

^F= ̂  f^/î.n-1^ {7a ' ; ^(EA^/^eX^X^X*} V
^e^

Comme Jf est fini, chacune des sommes

n-^y j 7^; ^eA*; A^eX'\X,X* [ ^ j 7a'; ^eA*; A^eX'\X,X*

tend uniformément vers ^^A* quand n tend vers l'infini, et l'on
a donc

;^F==//7riî.À,A',

c'est-à-dire, d'après (4.i) et (4.2),

IR.VT:H=Ï;

il est clair qu'il existe aussi un polynôme T : H ' eZ[Y] tel que
I L ' . V T : H ' = i, et la formule désirée résulte de (4.2) et du fait que
toutes les égalités écrites sont identiquement vraies pour tous les
À ^ ^ T T Ç À .

Maintenant, comme RcD, on a

(V^H)-{=^Rf^D=ï

avec égalité si et seulement si R == D, c'est-à-dire I ' === J, c'est-à-dire
enfin, P ' = X* et, d'après (2 bis), on a donc TTJZ = i si et seulement
si A satisfait ('U',.); un raisonnement symétrique s'applique à r . H ' et (4)
est établie.

Fin de la vérification. — Soit maintenant Q(M) l'anneau engendré
par les nxn matrices me M sur le corps des nombres rationnels; pour
chaque matrice meQ(M) nous désignons par m(resp. m) le n-vecteur
égal à la première colonne (resp. ligne) de m.
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PROPOSITION. — I I existe trois polynômes Ti, T:,, et T^çZ[X] tels que

,—^oca=fi—^^x\T^T^fq+fi—^^x\.T',\
aç.A \ xç.X ) \ \ xç.X ] 1

et qu'en outre, Ti (resp. T/,) ne se réduise à i que si A satisfait (U'^)
[resp.(aL,)].

Preuve. — Soit Y l'espace vectoriel sous-tendu par tous les vecteurs m
[meQ(M)], Q(M) opérant par multiplication à gauche sur Y; pour

chaque i e J, nous posons ^ == ^. r, et nous définissons les sous-espaces
rç l î i

suivants de Y :
Vi : le sous-espace sous-tendu par toutes les différences

1—^ (^eJ);

Ya : le sous-espace sous-tendu par tous les

^ (ïeJ);
Y;; : le sous-espace formé de tous les v ç. Y tels que

o = ( ^ m — ^. m Y v pour toutes les paires j, j ' ç. J .
\7nçLj mç.Ly )

Comme la restriction de la translation r->mr(mç.M) à chaque -R;
est une bijection de cet ensemble sur Rm.i, ainsi qu'on l'a vu plus haut,
les sous-espaces Vi et V2 sont invariants. D'après (S. 1), on a

(^m\(^m\=C^d(G).(^m\
\mçLj / \mçlîi ] \mçD J

quels que soient (i, j) e 1 X J. Par conséquent,

[ V m — V m Y r; = o identiquement
\ m G Lj m C L j , ]

et ¥2 C Va ; de plus, V^ e-st invariant puisqu'il en est de même, par rapport
à la multiplication à droite par les éléments de Q(M), de l'espace W

sous-tendu par tous les vecteurs V m — V m (j, ] ' ç. J). Convenant
m G Lj m € Ly

que Y = ¥4, nous pouvons donc, pour k == i, 2, 3, 4» définir ^ comme
la représentation de X* induite par ^ sur l'espace quotient V^/V/c-i
(Vo == { o } ), et poser

Tk=ï ou = de t /^e—V (xx.^kX^
\ xfEX )
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selon que YÂ/VA-I a pour dimension zéro ou non. D'après (1.3), nous
avons

i—^ aa=det^e—^ a:r.^rr\ = T,T^T^T,,
aç.A \ xç.X J

et il suffit de considérer l'homomorphisme de Z[X] dans Z qui envoie
tous les aix(xç.X) sur zéro pour vérifier que chacun des polynômes Tk
a un terme constant égal à i ; en vertu du lemme de Gauss, et du fait
que le produit des Tk est dans Z [X], il en résulte que tous ces polynômes
appartiennent à Z[X]; nous discuterons successivement Ts, Ti, î\ et Ts.

(Ta) Le polynôme Ta est égal a i — ^. a x.
xç.x

En effet, d'après (S. 3), on a
< < < /< ^ \m. n= r,n. i == TÎ— \ Ti— r,n. i )

quels que soient mçM et l'eJ; donc ¥2^1 a pour dimension i, et
^f = i pour tout feX*, ce qui entraîne trivialement le résultat cherché.

(Ti) Le polynôme Ti esf e^aZ à i si et seulement si A satisfait (^'r)
D'après (S. 2), la première coordonnée de chaque vecteur r; (i e I )

est égale à Gard (G'). Gard ( J ' ) ou a zéro selon que iç.1' ou non.
Donc, si ̂  est la représentation de X* induite par p. sur Va et si l'i est
un indice fixe de I ' ' , il existe une matrice fixe ti ayant ses éléments
dans Q et satisfaisant la condition que, pour chaque /'eX*, la trace
Tr (ti. p4 f) soit égale à i ou à o selon que fe Fi = {f ç. X*; [^f . i, ç. F j
ou non.

Posant

X, = ̂  ^.x.^x et T\ = Tr(ti.Adj(^e—X,))€Q[X],
xç:X

on a donc

aF/= ̂  a A = Tr(t,.(^e-X,)-0
\ /e^i /

= T\. det(^ e — X,)-1 = T, Yi — ̂  a^V1. (T,)-1,
\ ^-ex /

c'est-à-dire

T,.aF,=^/,.//I—^a.K^~l.
\ -re^ /
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Comme Ti€Z[X] et comme tous les coefficients des séries infinies aFi

et ( i — ^, a^} sont entiers, ceci montre que T\ appartient aussi
\ .rex /

à Z[X].
De plus, pour tout homomorphisme 7 == À^eA, on a

?/7rTi.À,Fi=}/7rT,.

Observons maintenant que Dn^Fi=J?'; utilisant (3.i), et la vérifica-
tion de (4), on trouve

d'où

et enfin

;LFi=^=(^7rJ:0-1,

VnT,==r7:H.rTcT\

7:T,==7:H.TCT\.

Donc, si T i==i , on a 7 ï - T j = i ^ et par conséquent, nH==i puisque
tous ces polynômes ont des coefficients entiers. Ceci prouve que Ti = i
seulement si A satisfait ('IL7/.).

Réciproquement, si cette dernière condition est satisfaite, chacune
des matrices ^/'(fcX*) possède un et un seul élément non nul par ligne;
donc tous les vecteurs ^ (l'eJ) sont égaux à un même multiple du
n-vecteur unité, donc enfin Vi = { o j et Ti == i par définition.

(Ti,) Ï4 = i si, et seulement si A satisfait {U\ ).
Il suffit de répéter de façon symétrique la discussion précédente puisque

par construction la représentation .̂4 est isomorphe à la représentation
de X* induite par ^ (opérant à droite) sur l'espace W.

(T:0 II existe un polynôme T,eZ[X] tel que

T,=q+(i-^ax\.T^
\ ^çX ]

D'après la formule (4.2), on a

^A*. T^ H . q . T c H r == i

et, d'après les résultats qui viennent d'être obtenus,

^A\7TÎ \ .7TT3.7rT4==I

avec, en outre, TrTj == ^ H . ' n T ' ^ et v.T,,= 7:Hr .nT\, où toutes les expres-
sions de la forme 7:5' sont des polynômes de Z[Y], II en résulte immé-
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diatement que TT T'^ = TT T\ == i et que TT Tz == g, c'est-à-dire, puisque
Ï3eZ[X], que

Ï3 == ^ + /1 — ̂  a ̂  T3, avec T, € Z[X].
\ x e x /

La vérification est achevée. On peut noter que la condition q = i
équivaut à la condition

0=(feX' ;AYA*nA^0)

puisque, d'une part si q == i, c'est-à-dire si G' = G, on a m'mm'ç.M'
pour tout me M et m'ç.M1 r\D et que, d'autre part, si (7^ G, les
énoncés (S. 1) et (S. 2) montrent que MlmM'c\M'=0 pour tout
m€(J?znLy)\M' quand (f, j )erx J ' ' . Par conséquent, T == T,T,T, a
au moins /rois facteurs 7^ i dans Z[X] quand A ne satisfait ni (^L^),
ni (11 )̂ ni la condition qui vient d'être écrite.

Observation. — Par définition, l'ensemble P = P ' de (2) est un idéal
à droite de X*; de fait, P est le plus grand idéal à droite de X* tel que
R'=Dr\^P. Soit B === P\PXX* l'ensemble engendrant P en tant
qu'idéal à droite. Par construction, P == BX*, et chaque mot de X*
a au plus un facteur gauche dans B; donc,

^.P=V7'7r6 (=VT:B)
bç.B

et, d'après (3.i) et les résultats de (4), on a

VT:B == À(Dn^P) = 7^= (À'TrJÏ)-1,

d'où i==7rB.7rJÏ et enfin la conclusion que B est un ensemble fini
(c'est-à-dire 7rJ3eZ[Y]) si et seulement si H = i, c'est-à-dire si A
satisfait ('U7,.). Il nous semble intéressant, en raison de la signification
donnée dans [4] à la condition Card(B) < oo, de fournir une vérification
strictement combinatoire de ce résultat. Nous supposons désormais
que B -^- { e } , [c'est-à-dire que P = X* et, d'après (2 bis), que A ne
satisfait pas ("It'r)] et nous employons les notations introduites dans
la discussion de (4). Nous avons d'abord :

Tout mot de X* est facteur gauche d'au moins un mot de HBX* et possède
au plus un facteur gauche dans HB.

En effet, soit /'eX*; comme par hypothèse a e pi-1 (D n M') c P\
il existe au moins un f ç. X* tel que aff1 e A*, et l'on peut écrire ff1 = ha',
avec hç.H et c^eA*; considérons ff a; comme ae^-^DnM') et
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a' e A*, le mot a' a appartient à P, et a donc un et un seul facteur
gauche bçB; nous avons donc ff'a^hbfi pour un certain /\eX*, et
nous avons montré que tout mot de X* est facteur gauche d'au moins
un mot de HB. Gardons les mêmes notations et supposons queff'a = hbfi
est égal à h'Vf^ où h' ç.H, b' ç.B, f^^X" et où, par exemple, h' est un
facteur gauche de h; nous avons ahbfi = ah' b' f^ ç. A*; comme d'après (11̂ ),
tout mot de X* a au plus une factorisation comme produit de mots de A
et comme b'f^çA* en raison de h'çH qui entraîne ah'çA* et de
b ' ç B c P , ceci n'est possible que si h == h ' a " pour un certain û^eA*;
en vertu de la définition de H, cette dernière relation entraîne a" = e,
c'est-à-dire h == h ' , d'où b == b' et la vérification de ce résultat inter-
médiaire est achevée.

Nous montrons maintenant que B est un ensemble infini en vérifiant
que la longueur de ses mots n'est pas bornée. Comme H est un ensemble
fini, nous pouvons prendre un mot h € H fixe qui ait la propriété de
n'être facteur gauche d'aucun autre mot de H. Soit b un mot quelconque
de BnXX*; on a b == fx, où feX* et xçX. Il existe au moins un
mot ^eX* tel que ff'X^BX' = 0 car, sinon, on aurait ff'X^r\A"== 0
pour tout f " eX*, c'est-à-dire fç.P' en contradiction avec la définition
même de f.

On vient de voir que le mot hff est facteur gauche d'au moins un
mot de HBX*; en prenant f assez long, on peut faire en sorte qu'il
existe h' çH et b' çB tels que h' b' soit un facteur gauche de hff et qu'on
ait toujours /]rX*nBX*= 0; on sait aussi que h' et b' sont déterminés
de façon univoque par hff'. Maintenant, on ne peut pas avoir h == h ' ,
car ceci entraînerait que b1 soit un facteur gauche de ff en contradiction
avec ff'X^r^BX* = 0; donc h' est un facteur gauche propre de h.
De plus, h' b1 ne peut pas être un facteur gauche de hf, car ceci entraî-
nerait que hfx = hb a deux facteurs gauches distincts dans HB; donc hf
est un facteur gauche propre de h' b 1 ' , et nous avons obtenu la conclusion
désirée que la longueur de b' est strictement plus grande que celle de b,
Ceci termine la vérification du fait que si A ne satisfait pas (f^'r)
l'ensemble B, et par conséquent l'ensemble C, de ses facteurs gauches
propres sont deux ensembles infinis.
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SUR LES MONOÏDES FINIS N’AYANT QUE DES SOUS-GROUPES TRIVIAUX

par Marcel-Paul SCHÜTZENBERGER

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
18e année, 1964/65, n° 10 25 janvier 196 5

Soit 13 monoïde libre libre e ) engendré par un

ensemble fixe X . A chaque congruence sur ~’‘ ,. correspond l’algèbre de Boole des

parties de X saturées par cette congruence ; réciproquement, à chaque algèbre de

Boole de p arties de X~~ corres p ond de façon unique une congruence qui est la plus

fine parmi toutes celles pour lesquelles chacune de ces parties est saturée. Un des

problèmes de ce que l’on appelle parfois la théorie des langages formels consiste

à étudier les rapports existant entre les familles de congruences sur ~~‘ et les

familles de p arties de X~‘ , (ou "familles de langages formels") qui leur sont ain- 
.

si associées. Soit en particulier S une variété de groupes, c’est-à-dire une fa-

mille de groupes abstraits contenant tout sous-groupe et tout groupe quotient du

produit direct de deux de ses membres. Nous désignerons toujours par ~: (~) la fa-

mille des mono!des quotient de ~~~ qui, d’une part sont finis et, d’autre part,

ont tous leurs sous-groupes dans 15 . On verra plus bas que, de est

une variété de monoides ; on l’appellera la variété de monoïdes finis induite par
(S .

De même, X*(G) dési nera la famille des parties de X* saturées par au moins

une congruence telle que le monoïde quotient associé appartienne à on a

l’énoncé suivant :

1 . - X*(G) est un sous-gerbier complémenté du gerbier des parties de X* .

En d’autres termes, si A et B sont deux parties de X* appartenant à ~~~ ( ) , C~
~’~ ( C~ ) contient A u B , le complément X*BA de A dans X~‘ i et le produit

AB ~ ~ ff’ e X* : f E A 9 f t E B) . Le résultat suivant constitue le théorème fon-

damental de ce que l’on appelle la théorie des automates finis.

2. THÉORÈME de Kleene. - Quand G est la variété de tous les groupes, X ((S)
est le plus petit erbier de parties de X qui contienne toutes les parties X’

de X et qui contienne le sous-monoide A engendré par l’un quelconque de ses
membres A .

Je me propose ici de donner la vérification de la propriété suivante :

1965-2. Sur les monöıdes finis n’ayant que des sous-groupes triviaux Année 1965

44



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #51 — 7-7-2009 i
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3. - Si (~a est la variété de groupes consistant en le seul groupe trivial

(c’est-à-dire réduit à un élément neutre) , X*(G0) est le plus petit gerbier com-
plémenté contenant toutes les parties X’ de X o

Il serait naturellement intéressant d’avoir des caractérisations analogues pour
d’autres variétés de groupes que les deux cas extrêmes envisagés ici. Des progrès
substantiels ont été réalisés dans cette direction par RHODES et KRON en faisant

appel à certaines applications de X* dans lui-même et à la notion de produit
semi-direct (ou de produit en couronne) de monoïdes ; M. NIVAT a exposé ici même
cette question et certains des résultats qu’il a obtenus. Je mentionne l’énoncé
suivant qui appelle de nouvelles recherches :

4. - Si U est la variété d es groupes abéliens, X*(U) contient en même

temps que chacun de ses membres B le sous-monolde engendré par BBBXX* ou symé-

triquement, BBX*XB).
J’ignore si cette propriété de fermeture suffit à caractériser ~#(~) ~ en utili-

sant les opérations de RHODES et KRON, elle permet d’obtenir ~~ (t~ sol ) à partir
des parties de X , où G sol est la variété des groupes solvables. 0 Dans tous ces
cas, il est impossible de se dispenser d’une hypothèse de finitude (au moins sur
les chaînes d’idéaux) sur les monoides-quotient envisagés. On peut par contre, com-
pliquer les énoncés pour obtenir des résultats un peu plus généraux. Pour terminer
cette introduction et motiver un peu mieux les objets considérés, je signale l’é-
noncé suivant, inspiré de ce que les ingénieurs appellent les "automates incomplè-
tement spécifiés" :

5. - Soient A, B E ~~ (~) est la variété de tous les groupes. Il

existe une plus petite variété de groupes C~’ telle gue ~~~ (C~’ ) contienne au

moins un A’ satisfaisant A c A’ 9 B n l~’ ~ ~ p

(Il n’existe pas en général de congruence plus fine que toutes les autres parmi
celles qui saturent au moins une partie A’ séparant A et B comme ci-dessus.)

Enfin, soit X~ l’ensemble des applications dans X de l’ensemble N des en-

tiers naturels. Pour et n , n’ e N on pose 
M

Si (B est une variété de groupes, 3E~((5) sera la famille de toutes les parties de
X- qui sont une union finie de parties élémentaires V., de X~ de la formeM
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où M c et est un homomorphisme de X* dans un monoide de la variété

!R(B) . o

Il est assez remar q uable que chaque A E X-((5) définisse de façon unique une
certaine congruence sur X~ d’une manière qui généralise la construction applica-
ble aux parties de X3~ . On a :

6. THÉORÈME de Büchi et McNaughton. - Pour chaque variété de rou e OE ,

~ C~ ) est une algèbre de Boole qui contient toutes le s parties d e de la forme

où M et a sont pris comme plus haut o

1. Vérification de la propre 1.
Si les monoïdes M et M’ ont tous leurs sous-groupes dans il est clair

que tout sous-groupe de tout sous-monoide de M x M’ est un sous-groupe du produit
direct de deux sous-groupes de M et de M’ . Pour vérifier que ~(t~) est une va-

riété de monoides, il suffit donc de considérer Me (~) , un épimorphisme
cy : M .~ M" et de vérifier que si G" est un sous-groupe de M" , il existe au
moins un sous-groupe G de NI tel que c~G = G" . Soit donc P l’union de l’élé-

ment neutre de M et de (m E M 9 am E G" ~ a Comme M est fini, le mono!de
P c M possède au moins un quasi-idéal minimal H, c’est-à-dire un sous-ensemble
non vide H qui satisfait PH n HP = PHP = H , et H est un sous-groupe de P ,
donc de M . On a G" aH , c’ est-à-dire aH , et la remarque est éta-
blie.

Vérifions maintenant est un gerbier complémenté, et pour cela considé-
rons deux homomorphismes

Soit R l’ensemble des parties de Ml x M~ . Pour m L E M 1 , m~ E M 2 et

on pose

et, e~ étant l’élément neutre de M. 1 9 or définit une multiplication associative
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sur ML x R x M 2 en posant, pour toute paire d’éléments de ce produit direct d’en-

sembles :

Enfin on définit l’ homomorphisme 8 de sur un monoide P contenu dans

M 1 x R x M2 en posant, pour tout f 

Il est clair que si les sous-ensembles A. de X# satisfont a~~ a. A. ~ A. ,
1 

1 1 1 l 1

i ~ 1 2 on a aussi B ~ ~1 B our

Il ne nous reste à vérifier que P E m(G) . Soit G = {(m1,j , rj , m2,j ) ; j ~ J}
un sous-groupe de P . Les sous-ensembles Gi = {mi i ; j ~ J) de M. (i = 1 , 2)

a. i

sont des images homomorphes de G 9 ce sont donc des sous-groupes. Soit ui l’i-

dempotent contenu dans G. 1. et soit N l’intersection de G avec

~~u1 , r , u ~ 9 r E N est un sous-groupe normal de G et le groupe quo-

tient G/N est isomorphe à un sous-groupe du produit direct G1 x G~ . Il suffit
donc de vérifier que N se réduit à l’idenpotent u = r , u~) contenu dans

G . Pour cela, prenons deux éléments

de N inverses l’un de l’autre. La relation u = u~ donne

et la relation u = gg donne

On a donc

et, puisque ul r c r , ceci entraîne

Maintenant, on déduit de g = ugu la relation

c’est-à-dire s ~ r u ul su~ et enf in s = r ce qui montre que g = u, 

G est donc isomorphe à un sous-groupe de Gl x G2 ’ et P E est vérifié.

Année 1965 1965-2. Sur les monöıdes finis n’ayant que des sous-groupes triviaux

47



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #54 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

On peut noter que, de fait, P est un sous-monoïde du produit semi-direct de

M.x M2 par le produit direct de x copies du monoïde {0, 1}
à deux éléments booléens (0 = 01 = 10 = 00 ~ 1 = 11) .

2. Vérification de la propriété 3 .

Soit r(n) la famille des homomorphismes de X* dans des monoides ayant au plus
n éléments et dont tous les sous-groupes sont triviaux. Il est clair que pour cha-

que partie X’ de X , on peut trouver un y e r(3) tel que y" yX’ = X’ . Te-
nant compte de la propriété 1 ~ ceci montre que X ((5~) contient 5 , le gerbier

complémenté des parties de X" qui est engendré par tous les X’ eX.

Réciproquement, si y ~ r(2) et si A = y" yA , on a A = j5 ou A = (e) ou

A = X* , et par conséquente A e t? * Pour établir la propriété, il suffit donc de

prendre y e r(n) fixe et de vérifier que y" yA = A entraîne A e 3~ sous l’hy-

pothèse d’induction que A’ e T pour tous les A’ tels que y’A’ ==-A’ pour

au moins un y’ e r(n-l) . De fait, comme M = yX* est fini, il suffit même de vé-

rifier ce résultat pour chaque sous-ensemble A de la forme y" m (m ~ M) .

On a :

(i) y" m ~ F si le résiduel W 
m 

m f Mm’M) de m a deux élé-

ments ou plus.

En effet, il existe un homomorphisme p de M sur un monoïde M’ tel que pW
soit un zéro de M’et que la restriction de p à MBW soit bijective. On a

m = m et py e r(n - 1 , et par conséquente ~ m e y résulte de

l’hypothèse d’induction. o

(ii) Quel que soit m e M ~ e 3’ .

Soit f e -y" (MmM) . Le mot f possède au moins un facteur g de longueur mini-

male tel que yg appartienne à la même 0-classe que m. Si (e) u X , on

peut écrire g=xg’x’ où et g’eX . Comme M est un monoïde fini,
la théorie de Green et l’hypothèse qu’aucun des facteurs propres de g n’appartient
à la D-classe de y g impliquent que yxg ’ , yg’x’ et yg appartiennent au rési-
duel de yg’ et qu’au moins deux de ces trois éléments sont distincts. D’après ce

que l’on vient de voir, y" g’ appartient donc à ? ~ Il en résulte que y" MmM
est une union finie de la forme y* g’ x X~ X~ où Xi et X~
sont des parties de X et où y" g’ e 5 pour chacun des g’ .

(iii) Quel que soit m e M ~ et appartiennent à ? .

Soit encore f ~ et soit g le facteur gauche de longueur minimale de
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f tel que yg et m appartiennent à la même R-classe. On peut écrire g = g’ x
où x e X et g’ E ~~~ , et tenant compte de ce que M est fini, on voit que,
comme plus haut, la 0-classe de m appartient au résiduel de yg’ . Utilisant
encore (i)~ on en conclut que -~‘ g’ quand la 0-classe de m contient deux

éléments ou plus (si cette 0-classe ne contenait qu’un seul élément, et si le ré-

siduel de m ne contenait pas deux éléments, on aurait mM = Le même rai-

sonnement que dans (ii) achève la vérification de (iii).

Ceci termine aussi la vérification de la propriété 3, car l’hypothèse que tous
les sous-groupes de M sont triviaux équivaut à l’identité
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #57 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1965 1965-3. Sur une question concernant certains sous-monöıdes libres
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #58 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1965-4. On finite monoids having only trivial subgroups Année 1965

52



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #59 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #75 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1965 1965-7. Sur un problème de McNaughton

69



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #76 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #82 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1965-7. Sur un problème de McNaughton Année 1965

76



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #83 — 7-7-2009 i
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89



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #96 — 7-7-2009 i
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1965-8. Codes à longueur variable Année 1965

94



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #101 — 7-7-2009 i
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97



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #104 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #117 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1966 1966-1. Sur certaines châınes de Markov non homogènes
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #126 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1966-2. Sur certaines variétés de monöıdes finis Année 1966
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132



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #139 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #166 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1967-3. Algorithms and the neo-darwinian theory of evolution Année 1967

160



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #167 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #177 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1967 1967-5. On synchronizing prefix codes

171



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #178 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #182 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1967-5. On synchronizing prefix codes Année 1967

176



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #183 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #211 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #215 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1968 1968-4. Théorie algébrique des langages “context-free”

209



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #216 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #227 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #232 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 6 — page #234 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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Marcel-Paul Schützenberger

ŒUVRES COMPLÈTES

éditées par Jean Berstel, Alain Lascoux et Dominique Perrin

Les treize tomes de cette édition contiennent l’ensemble des œuvres de
Marcel-Paul Schützenberger qui ont fait l’objet d’une publication dans une
revue scientifique ou un livre. Ses travaux couvrent une période de plus de
50 ans, depuis sa première note aux Comptes Rendus en 1943 jusqu’à son
dernier article, paru en 1997.
Les publications sont présentées dans l’ordre chronologique. Chaque tome
est précédé d’une courte introduction qui essaie d’éclairer certains des tra-
vaux, tant pour leur intérêt scientifique intrinsèque que pour l’écho qu’ils
ont rencontré et les développements qu’ils ont suscités.

Tome 6 : 1964 – 1968

Le plus connu et le plus cité des articles de cette période est « On finite
monoids having only trivial subgroups », où Schützenberger caractérise les
langages rationnels dont le monöıde syntactique est apériodique, c’est-à-dire
n’a pas de groupe non trivial. C’est le résultat pionnier dans ce qui deviendra
la théorie des variétés de langages reconnaissables. Eilenberg, dans le vo-
lume B de son traité écrit : « Next to Kleenes’s Theorem, Schützenberger’s
Theorem is probably the most important result dealing with recognizable
sets. ».
Cette période est aussi celle d’autres articles importants en théorie des codes
comme « Codes à longueur variables », un texte qui a été d’une importance
fondamentale pour ses élèves et disciples et est resté non publié. Ce sont
les notes d’un cours sur la théorie des codes, écrites pour l’école d’été de
Royan. D’autres articles sont « On the synchronizing properties of certain
prefix codes », qui contient la théorie des codes sémaphores, ou « On a
question concerning certain free submonoids » qui contient la solution d’une
conjecture proposée par Gilbert et Moore en 1959.
Dans le bref article intitulé « Classification of Chomsky Languages », Schüt-
zenberger propose une présentation particulière des langages algébriques :
ceux-ci sont vus essentiellement comme des images, par des transductions
rationnelles de langages de Dyck.
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