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Tome VI : 1964—-1969

Le plus connu et le plus cité des articles de cette période est On finite
monoids having only trivial subgroups [1965-4], ou il caractérise les langages
rationnels dont le monoide syntactique est apériodique, c’est-a-dire n’a pas de
groupe non trivial. C’est le résultat pionnier dans ce qui deviendra la théorie
des variétés des langages reconnaissables, et ¢’est I'un des résultats les plus mar-
quants dans la recherche des groupes dans les monoides ou, autrement dit, dans
la recherche de ce qui se retrouve, de la théorie des groupes, dans la théorie des
monoides. C’est aussi un élément décisif d’'un autre point de vue. Les langages
rationnels dont le monoide syntaxique n’a pas de groupe non trivial sont aussi
ceux qui sont définissables dans la théorie du premier ordre de I'ordre linéaire.
Ils forment donc une famille de langages rationnels d’un intérét particulier. Le
théoréme de M.-P. Schiitzenberger montre que 'appartenance & cette classe est
décidable, un fait d’une importance considérable. S. Eilenberg, dans le volume
B de son traité ([4],page 253) écrit : « Next to Kleenes’s Theorem, Schiitzenber-
ger’s Theorem is probably the most important result dealing with recognizable
sets. ».

Le lien avec la théorie des variétés est fait dans article Sur certaines varié-
tés de monoides finis [1966-2] qui parait dans les actes du colloque Automata
Theory qui réunit en 1964, & Ravello, a I'invitation de Caianiello la plupart des
grands noms de la théorie des automates comme McNaughton ou Rabin ou de
la calculabilité comme Martin Davis. Il étudie dans cet article la variété des
monoides dont tous les sous-groupes sont dans une variété donnée de groupes
finis (ce qui constitue une généralisation du cas des monoides apériodiques)
et montre que la variété correspondante de langages rationnels est fermée par
produit. La preuve utilise ce qui est maintenant appelé le produit de Schiitzen-
berger de deux monoides, qui permet de construire un monoide reconnaissant
le produit de deux langages & partir de monoides reconnaissant les facteurs du
produit.

Plusieurs articles de cette période ont trait & la décomposition des monoides.
C’est, en effet, en 1965 que Krohn et Rhodes publient leur résultat : tout semi-
groupe est un produit en couronne de semigroupes élémentaires et de groupes [9].
La portée de ce résultat est discutée dans sa présentation au conges de I'IFIP
en 1965 On the algebraic theory of autornata [1965-9]. De méme, sa Note aux
Comptes Rendus [1966-5] Sur les produits semi-directs droits de monoides avec
Maurice Nivat (avec un errata en [1967-1]) poursuit dans cette direction, sui-
vie par d’autres articles dont il sera question dans les tomes suivants, comme
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[1970-2].

L’article [1965-6] On a factorization of free monoids contient son théoréme
sur les factorisations de monoides libres. Il donne comme exemple (Example 2)
la factorisation en mots de Lyndon qui pourtant, au sens strict, ne figure pas
dans Particle de Chen, Fox et Lyndon de 1958 qui est cité en référence [2]. Ce
dernier contient cependant la preuve que les crochets formés sur les mots de
Lyndon sur un alphabet A forment une base de 1’algébre de Lie libre L(A), d’ou
le résultat via le fait que 'algébre enveloppante de L(A) est I’algébre associative
libre sur A.

Cette période est aussi celle d’autres articles importants en théorie des codes.
Décrivons briévement leur contenu.

Codes a longueur variables [1965-8|, un texte qui a été d’une importance
fondamentale pour ses éléves et disciples, est resté non publié. Ce sont les notes
de cours sur la théorie des codes, écrites pour un colloque & Royan. On y trouve,
outre un résumé de résultats, nombre de conjectures qui ont nourri les recherches
de ses éléves, méme si la plupart se sont avérées fausses. Dominique Perrin a ré-
digé une version raisonnée de ces notes. La fameuse école de Royan, organisée par
Dominique Foata, s’est tenue du 26 aott au 8 septembre 1965. L’intitulé officiel
était « Nato Summer School on Combinatorial Methods in Coding and Informa-
tion Theory ». Parmi les participants, il y avait notamment Barlotti, Berlekamp,
Bose, Hocquenghem, Kasami, Nivat, Peterson, Schiitzenberger, Wolfowitz.

L’article On the synchronizing properties of certain prefiz codes [1964-1|
contient la théorie des codes sémaphores. L’article est centré sur le théoréme
concernant les codes sémaphores synchronisés : tout code sémaphore est une
puissance d'un code sémaphore synchronisé. L’article contient nombre d’autres
résultats dont le calcul de la série génératrice d’un code sémaphore, la preuve
d’un énoncé concernant les ensembles coupants minimaux (annoncé en [1962-
2]). L’article donne deux preuves du résultat principal. L'une est entiérement
combinatoire et assez difficile & suivre. L’autre est algébrique. Elle utilise un
résultat intermédiaire lui-méme remarquable : si le groupe d’un code préfixe
X est un groupe de permutations régulier, alors le code X se décompose en
X =Y oZoT ouY,T sont synchronisés et Z est un code a groupe. Parmi les
trés nombreux résultats que contient cet article figure la borne supérieure a la
taille minimale des ensembles coupants annoncée en [1962-8|. Il contient a ce
sujet une inexactitude de détail qui a eu une suite intéressante. Il est en effet
affirmé qu’en longueur 5 sur 2 lettres, la taille minimale est 9. Cette affirma-
tion a été consciencieusement reprise par ses éléves dans le livre de Lothaire
Combinatorics on Words (Exercice 5.1.4) paru en 1983 [10]. Plus tard, en 2001,
Christopher Saker, alors étudiant & I'université d’Essex, a remarqué que cette
borne est fausse et qu’il existe un ensemble coupant de 8 éléments, ce qui est
clairement le minimum puisque c’est le nombre de mots de classes de conjugués
de mots de longueur 5 sur 2 lettres. En 2004, Champarnaud, Hansel et Perrin
parviennent & prouver qu’il est toujours vrai que le cardinal minimum d’un en-
semble coupant de mots de longueur n sur un alphabet donné est le nombre de
classes de conjugués de mots de longueur n sur cet alphabet [1]. Finalement,
David Penman et Christopher Saker ont trouvé la référence d’un article de J.
Mykkeltveit datant de 1972 et dans lequel il prouve le méme résultat par une
méthode totalement différente en réponse a une conjecture de Golomb [11].

L’article [1965-1] Sur certains sous-monoides libres, paru dans le Bulletin
de la Société Mathématique de France est dédié a A. D. Wallace, le pére des
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semigroupes topologiques. Il contient un résultat majeur de la théorie : si X est
un code maximal fini sur alphabet A, 'image commutative du polynéme 1— X
est divisible par 1 — A et le quotient n’est irréductible que si le code est préfixe.
Ce résultat sera amélioré plus tard par Reutenauer qui a montré en 1985 qu'il
était encore vrai en variables non commutatives. La preuve donnée dans article
n’est pas tout a fait compléte, et une version compléte a été publiée en 1984 par
Hansel, Perrin et Reutenauer [8].

La note aux Comptes rendus Sur une question concernant certains sous-
monoides libres [1965-3] répond & une question posée dans I'article de Golomb
et Gordon paru la méme année [7]. Elle caractérise les distributions de longueur
des codes circulaires par une inégalité faisant intervenir le nombre de colliers
primitifs de longueur donnée.

L’article On a question concerning certain free submonoids [1966-7] contient
la solution d’une conjecture proposée par Gilbert et Moore en 1959 [5]. I s’agit
du théoréme suivant lequel un code maximal fini qui n’est pas préfixe a un délai
de déchiffrage infini.

Dans On synchronizing prefiz codes [1967-5], un résultat trés peu connu
est établi. Il donne une caractérisation des distributions de longueurs des codes
préfixes synchronisés. Il s’agit donc d’un cas particulier du théoréme de coloriage
des routes récemment établi par Trakhtman.

L’article On a question of Eggan [1966-6], avec Francoise Dejean, est une
contribution au probléme de la hauteur d’étoile des langages rationnels. Il donne,
en réponse a une question posée par Eggan en 1963, une construction simple
montrant qu’il existe des langages de hauteur arbitrairement grande.

L’article A remark on acceptable sets of numbers [1968-1] est le seul que M.-P.
Schiitzenberger ait écrit sur les ensembles reconnaissables d’entiers en base don-
née. Il parait donc un an avant que Cobham publie son théoréme montrant qu’un
ensemble reconnaissable dans deux bases multiplicativement indépendantes est
reconnaissable dans toute base [3]. L’article contient deux résultats qui donnent
des familles d’entiers dont I’ensemble des représentations n’est pas algébrique
(context-free).

Dans le bref article intitulé Classification of Chomsky Languages [1966-9],
M.- P. Schiitzenberger propose une présentation particuliére des langages algé-
briques : ceux-ci sont vus essentiellement comme des images, par des transduc-
tions rationnelles de langages de Dyck. La classification repose sur les caractéris-
tiques des morphismes et des langages rationnels utilisés dans la transduction.
Cette approche de la théorie des langages algébriques conduira aux travaux de
Maurice Nivat sur les transductions [12] et les langages dits « T-compilables »
[13]. Elle donnera sa pleine mesure dans le développement ultérieur de la théorie
des familles de langages, cones rationnels et full AFL ot I’école francgaise rivalise
avec les chercheurs ameéricains [6]. La courte discussion qui suit la présentation
est instructive. A premicre vue, le sujet du débat avec Dijkstra semble un peu
surréaliste ; pourtant, une lecture attentive y révéle a quel point M.-P. Schiitzen-
berger envisageait le traitement des questions autour des mots et des langages
comme des questions mathématiques au sens propre : il refuse de s’aventurer
sur un terrain ot les objets manipulés font ’objet de quelque interprétation que
ce soit.
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On the Synchronizing Properties of Certain
Prefix Codes

M. P. SCHUTZENBERGER

Faculté des Sciences, Poitiers, France

A special family J of prefix codes is considered. It is verified that
if A € J has not a certain synchronizing property, then 4 = C?
(p > 1), where C is another code from the same family.

I. INTRODUCTION

Let F be the free monoid generated by the set (“alphabet”) X; F con-
sists of its neutral element 1 (the so-called ‘“‘empty word”) and of the
set X*=X UX*U -.- U X" --- of all words of positive degree (or
“length’’). We denote by X* the collection of all nonempty subsets of X*
and we consider the family J of all prefix codes A that can be defined by
taking an arbitrary H € X* and by letting a word f belong to A iff f has
some right factor (or “final segment”) in H, i.e. f € FH, and no proper
(i.e., #f) left factor (or “initial segment”) of f has the same property,
ie., f ¢ FHX".

This theory is due to B. Mandelbrot, who studied in details the espe-
cially important case where H is a particular letter (the so-called
“space’’) of the alphabet (cf. bibliography in Mandelbrot (1957) and
Mandelbrot (1961)). A special case obtains by selecting an arbitrary
subset of states of a definite automaton, and by defining A as the set
(provided it belongs to X*) of all words at the last letter of which the
distinguished set is reached for the first time. This construction is part
of a more general theory, due to P. G. Neuman (Neuman (1962)).

Both of the authors quoted have emphasized the synchronizing proper-
ties of the codes of the family J. Indeed, let us say that the prefix code A
is almost surely synchronizing if there exists at least one word a € F such
that fa € A* (=4 U A>U ... U A" -..) for all f € F. In Wino-
grad’s theory (Winograd (1963), cf. also Winograd (1962)) a would
be called a wniversal synchronizing word. If J, denotes the subset
of all almost surely synchronizing codes of J, we intend to verify J =

23
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{A":p>0, A € Ji}. In other terms, if A € J is not a.s. synchronizing
then there exists a unique C € J; and natural number p > 1 which
are such that A consists of all products of p words from C. These notions
may be clarified by the following examples in which X = {z, 3}.

(i) H = {a};then A = FH\FHX"* (={f € FH:f ¢ FHX"}) consists
of all words z, yz, y’z, ---, y™, --- . Since obviously FA c A* A
belongs to Ji .

(i) H = {xx, zyz, zyy, yyz, yyyy}. The corresponding prefix code A
consists of H and the words yzz, yzyz, yeyy, yyyzr. In fact, A = C* where
C = FH\FH'X* with H' = {z, yy}. Since CA* < A*C and 4* N
A*C = ¢, A does not belong to J; but it is the square of the code C € J; .

(iii) As a related counter example one might consider the prefix code
A consisting of z and of all the words of the form y%jf where d = 1, 2,
.-+, m, --- and where f is an arbitrary word of degree (‘“length”) d.
Thus A ¢ J because for instance, z, yzz € A and yzr € FAX". Since
for every /' € F of degree d’ one has f'z° € A* whend > d’, every word
of F can be “resynchronized.” However, under the same hypothesis
y*f € F\A*F, and one sees that there exists no universal synchronizing
word, i.e., no word which resynchronizes all the words of F.

II. DEFINITIONS AND NOTATIONS

For the sake of completeness we recall first some well-known facts
concerning prefix codes and we summarize some general properties of
the family J.

By definition, a prefix code is a set A € X* which satisfies the condition

@, :4X* N 4 = 4.

Indeed U,” simply expresses that every word of F has at most one left
factor in A. Thus, letting T = F\AF, we have F = T U A*T and we
can define inductively a mapping 7:F — T by setting for any word f,
of =fiff € T of = of if f = of wherea € A.Thus+f = 1,iff f € {1} U
A*. The identity #ff = 7((+f)f’) is easily checked by examining the two
casesof f€ Tandf ¢ T. By construction, for all f € F, 7Ff (= Tf'ff, ¢

F}) is the same as rTf (={rtf:t € T}). It follows that for any f, f,
f” € F one has Card rTff. f” < Card rTf'. Indeed, on the one hand,
T f" = T((TTf)ff”) cCr Tf ” and, on the other hand, Card rTff” =
Card ((+Tf)f”) £ Card +Tf .

Let p denote the minimum value (poss1b1y infinite) of Card 77Ta
over all @ € A*. Since 1 € 7Ta for a € A*, p is positive and since
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rTa = {1} is equivalent to Fa € A*, one sees that p = 1iff 4 is a.s.
synchronizing.

We now return to the family J.

Property 1. For each H € X* the set A = FH\FHX" belongs to
X* and it satisfies the conditions:

U, tFAX* N A = ¢
€n,;:FA C AF.

Reciprocally, if the prefix code A satisfies 9,; , then A = FH\FHX*
where H = A\X*A; further, H N (X*H U HX* U X*HX*) = ¢
and AF = FHF.

Proor: Let H € X*. The set A = FH\FHX" is a subset of X*; 4 is
not empty since it contains every word of H of minimal degree. Consider
a word of the form faf’ where f € F, a € A, f € X*. By hypothesis,
a = f”h for some f” € F and h € H; thus fof = ff”hf € FHX* and,
as a result, faf’ ¢ A. This proves that A satisfies U, ,; hence ., since
AX* C FAX".

Consider now f € F and @ € A. Again a = f”h for some f” € F and
h € H. Hence fa € FH and fa has a left factor, say f'h’, of minimal
degree that belongs to FH and, by construction, that does not belong
to FHX*. Thus F''K € A and this proves Ny,

Reciprocally consider any set A € X* and define H = A\X*A. By
construction H N X*H = ¢ and the right factor in A of minimal degree
of every word of A belongs to H. Thus, H € X*,and HC A c X*H U
H = FH. In fact, H is the least set H such that A  FH'.

Assume now that A satisfies 9, ; if f € F and h € F are such that
fh has no proper left factor in FH, fh has no proper left factor in 4
since A € FH. However, since H C A, we have fh € FA, hence fh € AF
and thus, fh € A. This proves FH\FHX* C A.

Assuming finally that A is a prefix code, we see that A N FHX* = 4,
ie, A = FH\FHX" because every word of FHX" has a proper left
factor in FH\FHX*, hence in A. Thus A satisfies U, . Since
H N X*H = gand since HX* U X*HX* = FHX* c FAX", it follows
that H N (HX* U X*H U X*HX™*) = ¢, showing that in fact H is
the least set H' such that FH'F = FAF. Since 9., implies FAF = AF,
it follows that AF = FHF, or, in equivalent fashion, that 7 (= F\AF)
is equal to F\FHF.

Remark 1. If A is a prefix code, one has A’X* N A” = ¢ for any
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positive p. Thus if A € J one hasalso A” € J for any positive p because
of the relations FA? = (FA)A? C AFA™ = A(FA)A" > C A’FA?™
... C A"'FA c A" 'AF = A’F which show that A? satisfies N, .
Observing that for p > p’ > 0, FA’X* < FA” X, one concludes that
FAPX* N A™ = ¢. Clearly A” ¢ J, forp > 1.

As an application let us consider two words a, @’ € A,a worda € 4™
(where @ € A° is understood to mean @ = 1) and two right factors ¢,
and ¢; of o’ such that 0 < deg ¢t/ < deg t; < deg a’. We verify that,
provided t;/d@a ¢ A”, one has deg rt.da < deg tt;jda. Indeed, by the
definition of r, there exist two elements u; and w; of X* such that ¢/ au, ,
tjau; € A* and wirt{ @ = wu;rt;da = a.If t{ = 1, the result is proved.
Thus we can assume that none of u; and u; is equal to @ and, as a result,
both of the words a; = ¢/du, and a; = t;du; have a as a proper factor
and are proper factors of a’da. However, @ € A™;d'a, da € A™™; d'da €
A™"* Hence a;, a; € A™". By hypothesis ¢, is a right factor of ¢, and,
thus, a; € Fa.X" is excluded. It follows that either u; = u; (and then
rtiaa = rt;da) or w; is a proper left factor of w; (and then deg t/da <
deg t;da). The verification is concluded.

Remark 2. Let B be a prefix code and £ an epimorphism (homomor-
phism onto) of B = {1} U B* onto an abelian group G of order p > 1.
We suppose that 4 € J is contained in the kernel B' N ¢ 1 of £and we
prove that under these hypotheses

(1) There exists a prefix code C such that A = CP;

(ii) C € J and, moreover, C € J; if B is a.s. synchronizing.

VERIFICATION OF (i)

Let B, = B N £'1; B, = B\By; C = By'B; where By’ = {1} U B,*.
Since £ is an epimorphism, B; is not empty and, clearly, C is a prefix
code. We call C-degree of a word f € B*, the number of its factor from
B; and we note that no @ € A has C-degree zero. Indeed, otherwise, we
could take some b € By, and, since ba has no left factor in 4 < £'1,
A would not satisfy 9, .

Let @ € A of minimal C-degree ¢ and g = cic2 -+ - ¢, € C* Applying
MN,; to c,a shows that c,a = o'f where o’ € A and where & = &, #~ 1.
Thus f/ € C*B,'. Since @ has minimal C-degree we must have in fact
f € CR,' and @ has also C-degree ¢. By reiterating the argument we
see that gb € A for some word b € B,' which is necessarily a left factor
of a. Thus g € A would have been proved if we had taken an element
e € A N B,C* of C-degree q. However, choosing ¢; € B, the relation
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gb € A shows that such an element a does exist and we can conclude
that C? C A.

It follows that C; C & 'u for some element u € G of order ¢. Thus,
since £ is an epimorphism, @G is a cyclic group and p = ¢. Finally since
A satisfies U, , the relations A N By = ¢, C? c Aand A < ({1} U
(C*)*)B,' show that A = C” and (i) is proved.

VERIFICATION OF (ii)

It suffices to show that C satisfies 9., . Assume F¢'  CF already
proved for all words ¢’ € C of degree less than m and consider a word
¢ € C of degree m and any f € F. If ¢ admits another word ¢’ € C as
a proper right factor we have fc € Fc¢' and fe € CF results from the indue-
tion hypothesis. Thus we may assume ¢ ¢ X*C, and we consider fc*.
By A = C” and 9, we have f¢* = cic5 - - - cof Wherec, ¢, -+ ,cp € C
and f € F. Because of the induction hypothesis, ¢,f cannot be a factor
of ¢, thus deg ¢ < deg cf’, and cancelling gives f¢" " = cico - - - cpaf”
for some f” € X*. In the same manner, deg ¢ < deg c,f”;
hence fe* = ¢i6s - -+ cpaf , and so on. Finally we obtain fc = ¢f””
and Fc¢ € CF is proved. This ends the verification.

We shall need later the following formulation of this remark: If A € J
and if B = By U B;(B; # ¢) is a partition of a prefix code B such that
A C C”B,' where C = By'B,, then A = C? and C € J. That C € J,
when B is a.s. synchronizing is trivial.

The next remarks are not needed for the verification of the main result.

Remark 3. For h, k' € H(= A\X*A), let Ry, = {f € X*\Fh:
Kf € Fh}. Thus W'Rws = ('F N Fh)\FK'hF is a finite set and
FW' Ry,  Fh. Because of 9,; and U, , any word f € Fh has a unique
maximal left factor a € A* (since A* = U {A* N Fh:h € H}), and,
by definition, either f = a € A* N Fhor f € aRw  where b’ is deter-
mined by a € A* N Fh. Reciprocally if @ € A* N Fh', one
has aRy 1 C Fh. Thus, for each h € H, one has the equation Fh =
(A* N Fh) U {(4* N FI')Rw 4k € H} where, as it is easily checked,
every word of F appears at most once in each member. Assuming that
the finite sets Ru s (h, k' € H) are given, this provides a system of
equations from which the sets A* N Fh (hence A™ itself) can be com-
puted by standard substitution methods. Another system having the
same properties consists of the equation {1} U TX = T U A and the
equations

Th= (A N Fh) U {(A N FK') Ruw,:k' € H} (h € H).
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These systems are due essentially to Von Mises and to W. Feller;
the relevant bibliography can be found in (Feller, 1958) and in (David
and Barton, 1962).

Remark /. Let us verify that for A € J the set H, = AP\X*4? is
equal to A” N A®, where A = HF\X*HF. Observing that the condition
HN (X*H U HX* U X*HX") = gon H = A\X*4 is symmetric and
recalling that F\AF = T = F\FHF, we immediately deduce that
T = F\FA and that 4 itself satisfies the relations A N X*AF = ¢ and
AF c FA. Thus, using A’T < (FHF)® C AF and A’T N A*Y'F = 4,
we obtain the equations

(FHF)"\(FHF)*™ = AT = TA"; (FHF)® = FA’F = FA"F.

Since H, is the least subset H' such that FH'F = FA®F, this shows that
H, < A® N A”. Further, for any h € A N A% if b = ff”
(f' € X*, f” € F), the word f” belongs to F\FA?®, hence it does not
belong to (FHF)®. This proves that A N A? c H,, and it concludes
the verification.

Remark 4bis. In view of the symmetric relation F\AF = F\FA, a close
connection between A and A is to be expected. We verify that there
exists a bijection (“1 to 1 mapping onto”) p:A — A sending each
a € A on one of its conjugates (i.e., on a word of the form f”f’, where
f', " € F satisfy a = ff”). Indeed, let « = fh € A;f € F, h € H. If
h = ff” where f € F and f” € X*, ff' belong to T, hence ff' ¢ HF.
However, for f” = h, (and f' = 1), f”f € HF. Thus k has a right factor
f” € X* of minimal degree which is such that f”ff € HF, and, because
of its minimality, f”ff ¢ X*HF, i.e., f’ff € A. We define pa = f"ff’.

Since another mapping p:A — A can be defined in a perfectly sym-
metric fashion and since, then, both of the mappings pp:4 — A and
pp: A — A are identity mappings, the remark is verified.

Remark 5. We assume here that Card X = k& < « and we define
a(k,n) as the minimum number of words in the sets H € X" that satisfy
the condition Card (FH\FHX*) < . For instance, a(l, n) = 1;
alk,1) = k;alk,2) = 27%E + 1); a(2, 5) = 9. The exact value of
a(k,n) is not known in the general case, but we can verify that « (k,n) =
n k" and that, assuming k, » > 1, lim nk™" a(k, n) = 1 for Max (k, n)
—> 0,

Let us recall that a word f is said to be primitive iff f = f?
(f € F, p > 0) implies p = 1. The number of conjugate classes of
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primitive words of degree n is

@) =27 2 (k"u(d):d | n}
where u ( ) denotes Mobius function (Moreau quoted in (Lucas, 1891)).

VERIFICATION OF a (k,n) = n~!k»

Observe that for f € X and m > 0, any factor of degree n of f™ has
the form f'* where f’ is a primitive word of degree d’ and dd’ = n. Thus
the condition that FH\FHX™is finite implies that A contains a d-th
power of at least one word from each conjugate class of primitive words
of degree d’ (dd' = n). It follows that

alk,n) = 2 {W@):d |0} =07 (k"% @):d | n} 2 07k

(where ¢ () is Euler’s function) and the inequality is verified. It follows
that, more generally, if H' € X U X* --. UX™is such that FH'\FH'X*
is finite, one has Y_{k"%®':h’ € H'} = n k" since we can derive from
H' a subset H C X* (satisfying also FH\FHX™ finite) by replacing
each b’ € H' by the set of all words h € X" which admit h" as a left
factor.

VERIFICATION OF lim nk "a(k, n) = 1

Let < denote a lexicographic order on F. We use the results given in
(Chen, Fox, and Lyndon, 1956) and, following these authors, we define
K c X* by the condition that f € K iff f = f#” for ', f € X* implies
f< f”. It is known that K consists of the first word (in lexicographic
order) from each conjugate class of primitive conjugate words of posi-
tive degree. Together with K we define K = { (f7”)%:ff” € K;p > 0}
and we verify the following statement:

If f € X* is such that f = fif, = fifs for 0 < deg f; = deg fs implies
fi £ fa, then f € K.

Proor: If there exists no word g 1, » which is at the same time a
left and a right factor of f, each relation fi = fi can be replaced by
fi < fu. Then, identically, f = fife < fu, i.e.,f € K. Thus we have only
to discuss the case where f admits some nontrivial word as a proper left
and right factor. Then it is known that f has the form (gig2)' g1 where
p = 0 and where gig is primitive. Let g’ and g»’ be defined by the condi-
tions gigs = gi'gs and go'g)’ € K.

If deg g’ < deg giorif p > 0, gJgi is itself a factor of f. Because of
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our hypothesis on f, it cannot satisfy go'g;’ < gig» (because the right
factor f; of f beginning with gs'g;” would be in the relation < with the
corresponding left factor f; of the same degree). However g)'g) € K
implies g2'gi’ < gi'g.’ (= g1g2). Thus go'gs’ = gug» and we have verified
f € K for this case.

Finally let us assume p = 0 and deg g’ = deg g: . Without loss of
generality we can further assume that ¢g; has maximum degree among
the words which are at the same time a proper left and a right factor of f.
There exists g; such that g;' = gigs and g» = gsg2'. Since f = gigogs =
glgggg'gl , one has gigs = gg'gl where ¢. is the left factor of degree deg

’ I !’ 7 7 7 ! .
g2 of gsgo . However gagi (= g2g193) = g1g2 (= gigsge ) from which
we conclude that go'gy < gig. and finally that g.'gs = g.g.. By construc-
tion g1g4 is a left factor of f. Since we have assumed g; to be the common
left and right factor of maximal length of f, we must have g’ = g5 = 1,
hence gig: = ¢:'g:° = go'¢: € K and the verification is concluded. In fact,
K is the set of all left factors of the elements of K.

Consider now H = K N X". Each long enough word s = z;, @, -
z;, contains at least one factor f = =z Zy,, - T € X©
(j £ m — 2n + 2) which is such that f < xy;, 4., -+ Xi;,,,_, fOr
j £j7 =j+n — 1. What we have just proved shows that f € K. Thus
FH\FHX" is finite.

In a similar manner, let H' consist of all words of the form 2™ (z € X)
and of the form zh where z € X, h€ R N X" ' and h < x. We also
have Card (FH'\FH'X*) < o. Indeed as it is easily verified, when
Tij,y Tijeg " Tjgm € K N X™, one has Tij Tijyy * " Tjgna € H' or
Ti; Tijpy ** Tijm_, € K N X" depending upon z;;,, < w; or not.
Thus a(k,n) < Min (Card H, Card H') identically.

Now, since Card K N X™ = ¢, (m) < m k™ we have Card H =
D ocmzn Y m) < 0EM(L 4+ Docmen nm k™ ") from which it follows
that for each ¢ > 0 there exists k. < « suchthatn k™" a(k,n) <1 4 ¢
for all n and k& > k..

On the other hand,

Card H £ k+ (k— 1) Card (K N X"
Sk+ (k=1 Docmenm k" =07%" (n(n — 1) + ua)

where u, is determined inductively by us = (2k)™" and U,y = K
(W + (n — 1) (n — 2)7). Since limy-w 4, = 0, there exists, for each
e>0andk > 1 some ni,e < o such thatn k™" a«(k, n) < 1+ e for
all n > ng . The verification of Remark 5 is concluded.
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III. VERIFICATION OF THE MAIN PROPERTY

We intend to show that if A € J\J; there exists another prefix code
C € J: and a natural number p > 1 such that A = C®. For this, let
A € J and observe that condition 9,; expresses that for each a € 4 and
f € F, 77a is a right factor of a. Thus Card 7Ta = deg a. Recalling the
notations introduced at the beginning of Section II, this proves that p
is finite and, since p = 1 is equivalent to A € J;, we assume now p > 1.
Letting @ = {a € A*:Card 7Ta = p}, we know that FQF N 4* c Q
and, for each f € F and q € Q, 7Tfq = 7Tq. The p elements of 7Tq
indexed by increasing degree will be denoted by 7o (=1 since Q — 4*),

71¢, * *+ , Tp—1 ¢. We shall use repeatedly the fact that an equation like
7fq = 74 is equivalent to the existence of an element @ € A such that
fq = arifq.

We verify first a few easy consequences of the definitions.

31 Forallg,d €Qandi€[0,p — 1), 7((r9)g") = 4.

Proor: Because of the relation 77q = 7Tq¢ = 7((rTq)q’) and the
fact that 7T¢ and 7T¢ have the same finite cardinality, there corre-
sponds to each 7,4’ € 7Tq one and only one element, say =g, of rTq
that satisfies 7 ((riq)¢’) = 7. However, we have ¢ = a'a’ where
@ € {1}U A% a' € A and the elements 7,4 are right factors of a’. A
similar observation can be made for ¢. Thus by Remark 1, we know that
¢ < j implies ¢ < j'. Thus ¢ = ¢ identically and 3.1 is proved. In fact,
if f is any right factor of ,g, Remark 1 shows that 7f¢’ = r;, ¢’ where
j £ j. Thus, denoting by B; the set of all words f that satisfies the
conditions

(*) for each ¢’ € Q, 7f¢ = 7,q’;

(**) for each ¢’ € Q and right factor f of f, deg 7f¢’ < deg f we have
proved that {r,g:q € Q} C B;, identically. As a consequence we have

32 A C B~

Proor: Let a € A and, taking a fixed ¢ € @, let the p words u; , uz,
-+, up be defined by the relations u; = 719a; usts = 7oqa; UsUUs =
T3QQ; ¢+ * 3 Up1 Up—2 *** Us Uy = Tp1 G@; Up Up—1 *** Uz U = a. By I we
know that, for each 7z € [0, p — 1], 7((: gqa)qa) = 7.qa, or, in other
terms, that the word ¢; = w; Uiy * * * UgQUZUp—1 - * - Uit belongs to A%,
In fact since it admits ¢ as a factor, it belongs to Q. Since for ¢ €
[1, P — 1] we have ‘T((T,;.H qa)qa) = Ti41 QQa, that iS, r(u,-+1 Qi Ui Ui—1 ***
U ul) = UiH1U; *c° UUa, it fOHOWS that T1¢; = Ui+ fOI‘ 7 = 1, 2, Ty
p — 1 and 3.2 is proved.

Using the same notations it is readily seen that if b, b’ € By then,bb’ ¢

10
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B,. Indeed we have b'qa = ¢:"u; with ¢, € Q and bb'qa = bg," uy =
g2’ us uy with ¢»" € Q showing that rbb'ga = 5¢a. In similar fashion if b
€Byand b’ € B, it is easily seen that bb’, b'd ¢ B,.

33 Iff € Fand q, ¢ € Q are such that 7fqg = 1q and 1f¢’ = 70 ¢,
then bf ¢ By U By for any b € By U B,.

ProoF: As said before 7f¢’ = 70¢ is equivalent to the hypothesis that
fg’ is a certain element, say go, of . In similar manner, using 3.1, f¢ =
71 q implies that 7fgqg = 71¢ i.e. that fgg = ¢171¢ where ¢1 € Q.

Let b € By. This implies bgo,bg, € A*. Thus rbgy = 7bf*¢’ = 70¢’ and
bfqq = 7(q171q¢) = 71q showing that bf ¢ B, U B;.

Let b € B, . This implies bfg’ = bge = ¢ 7190 = ¢ 7:¢ and bg =
¢’ 7q1 where ¢, q € Q. Thus 7bf¢ = ¢’ and bfgq = (¢ rq)1q) =
7((nq1) (mg) # 71g showing again that bf ¢ By U B; and concluding
the proof of 3.3.

This practically ends the verification of our main property. Let B =
(Bs U B)\ (B, U B,)X*. By construction B is a prefix code. Further,
if b and bf are two elements of B, U B;, the same must be true of f
because of 3 and the fact that if condition (**) is satisfied by bf it is
also satisfied by f. Thus B, U B, € B*. Let now By = B, N Band B, =
B, N B. Using the remarks made at the end of 2 we obtain B,  B,* and
B, © B; U By*B; U B,B,*. Thus, by Remark 2 and 3.2, 4 = C” where
the prefix code ¢ = B; U B,*B, belongs to J. Finally, taking a word
a € A of the form a = b” where b € B;, we have rfa = b € C* for
all f € F. Thus the parameter p associated with C has value 1, that is,
C € J1 and the proof is concluded.

IV. AN ALTERNATIVE VERIFICATION OF THE MAIN PROPERTY

A more systematic verification of the main property can be given if
one uses the theory of monoids instead of insisting on a self-contained
argument as it was done above. It will appear that the main property
follows instantly from Remark 1 and Remark 2 once proved the simple
Property 2 below.

We recall first without proof some classical results on the minimal
ideals of a monoid and some of their more or less obvious consequences.
The reader is referred for more details to the existing literature and
especially to (Clifford and Preston, 1961).

Let us recall that a homomorphism ¢ of F onto a quotient monoid is
said to be compatible with a subset F' of F iff ¢"oF' = F'. To each
F' C F one can associate a mazimal compatible homomorphism ¢ = ¢p

11
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by the condition that ¢F is a homomorphic image of ¢ F for any homo-
morphism ¢ compatible with F’ (Teissier, 1951).

Consider now a set A C X* and, letting A" = {1} U A™ and ¢ = ¢4,
assume that the following conditions are satisfied:

Ug). For all f € F\A", fA" N 4'f N 4" = 4.

(9). Foralif € F, AT N FfF # ¢.

(M4). oF admits minimal right ideals R; (z € I) and minimal left
ideals L; (j € J).

Let I' = (i € I:R; N A" # ¢}, J' = {j € J:L; N oA # ¢} and se-
lect arbitrarily a pair of indices— (say (1, 1)) in I’ X J'. It is classical
(Suschkewitsch, 1928) that there exists an isomorphism v of R; N L,
onto a group G (which will be identified with a basis of its ring over the
integers). Letting e; ; denote the idempotent contained in R; N L;
we define the J X I matrix T'by T';; = v (e1,;-€:1)-

It follows instantly from the hypothesis that there exists an isomorphic
representation of oF by pairs of matrices (uf, »f) where uf (resp. »f) is a
J X J (resp. I X I) matrix with entries in {0} U @, and that one has:

4.1.1. For all f € F, uf-T = T-uf.

Consider the restriction I of T to J' X I’ (i.e.,let T bea J X I'
matrix such that I, = T, for j € J', i € I'); let 4’ and »" be the
restrictions of u and » to J' X J' and to I’ X I’ respectively. There
exists a minimal sub-group G’ of @ that has the following properties:

4.2. For each a € AT, va-T' = I'-va and all the entries of I, uva
and v'a (a € A") belong to {0} U @'

4.3. The only invariant subgroup of G contained in G s the trivial sub-
group {e} consisting of the neutral element e of G.

4.4. A" consists of all the words f € F such that both u'f and v'f have at
least one entry in G .

It is useful to note that since T' and I have all their entries in @, 4.1
and 4.2 imply that uf and p'ala € AT) (resp. »f and »’a) have one and
only one nonzero entry in each row (resp. column).

One can also observe that for f € R; N L; the matrix uf (resp. »f) has
its jth column (resp. 7th row) equal to the 7th column (resp. jth row) of
T’ multiplied on the right (resp. left) by v(e;,1-¢fe1,1). Finally, because
of 4.3, one has G = G’ iff G = {e}, that is iff there exists at least one
word @ € A" such that aFa c A",

We assume henceforth that A is a prefix code, i.e., that A" satisfies
the condition

(u,) Forallf € F\A', A'f N A" = ¢ which is obviously more restric-

12
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tive than (Us). Because of (9s) and (i), (U,) is equivalent to
(9,) For each f € F,fF N A" 5 ¢ (thatis, I = I').

It is known that a consequence of I’ = I is that u gives an isomorphic
representation of oF. Thus u 'u AT = A" and, for any b € oF, we can
write ub instead of the more cumbersome ue 0.

On the other hand, we shall see that » '»A" < A’ where A’ is a prefix
code such that A © A™ and that the following is true.

45.y(Ri N LN A"y = @ and J” = {j€ J:L; N A" = g} is
the set of all j ¢ J such that T'; ; € @& for each ¢ € I.

Proor: By construction A" < »'vA". Since I’ = I implies » = ¥/,
the properties 4.1 and 4.2 show directly that f € v 'vA" if all the entries
of »f belong to {0} U G’. This proves that the set of all f € F satisfying
this last condition is a submonoid, say A'", of F having the property
4.5 since then, L; N A" # giff e;; € pA'" foreach ¢ € I.

For the sake of completeness we verify that A’ satisfies (U,). Let
f € F\A", ie. let f be such that, e.g., (s )i+ € G\G'. Since every
matrix »f (f € F) has one and only one zero entry in each column, it
follows that for each f € »'»A"" one has (v ff') s+ € G\G for at least
one ¢” € I. Thus A" (F\A"") © F\A"" and the verification is concluded.

It follows from the properties of ¢ that A’ = A iff » is an isomorphic
representation and that under the present hypothesis A’" can be defined
directly as the set of all f € F such that fATa < A" for at least one a € A'.
Clearly A" = F iff A is a.s. synchronizing.

Property 2. If G is an abelian group there exists an a.s. synchronizing
code B and an epimorphism ¢: B' — @ such that A < B* N .

Proor: Let L” = U {L;:j € J”} and consider an element b € ¢B
where B = {f € F:L"¢f N L” # g}. In equivalent manner, consider an
element b € ¢T such that (ub);,;; = u € G for at least one pairj, ;’ € J”.

For any other;” € J”let j” € J and v € G be defined by (ub) ;s o/ =
v. Now, the (7, 1) and the (57, 1) entries of uben are respectively equal
to w and v since pe;; has all its non zero entries equal to e (and located
in its first column). On the other hand, if 7" is defined by be;; € R;» ,
these two entries are equal respectively to T';;w and T, ,w for some
w € G.Since j, 7”7 € J”, and since the hypothesis that @ is abelian implies
G’ = le} (because of 4.3), and consequently T;; = eforj € J”, 1€ I,
we have T';; = Tj,; = e. Consequently v = v = w. We set & b = u.

Consider now an arbitrary ¢ € I and define ¢ € I by b e:; € Ry .
The same argument shows that the (7, 1) entry, and the (57, 1) entry

13
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of ub e;1 are respectively equal on the one hand to uT'j ; and vT'j.., ; and
on the other hand to I'; - w’ and I';,,.» w’ for some w' € G.

Again, I'js ; = T'jy; = I'js,» = e and, using u = v shows that I';,,, ; =
e. Since this is true for all ¢ € I, we conclude from 4.5 that j” ¢ J”.
Thus, we have proved that B = {f € F:L”-of C L"}.

It is classical (Dubreil, 1953) that this relation implies B = B where
B is a prefix code. Indeed, if b, ', bb” € B, we have L” -bb’ = (L”b)b’ C
L"b’  L” (showingbb’ € B, hence oBpB C ¢B) and L"b” D (L"b)b” =
L” bb” < L” (showing b” € oB, hence that ¢B satisfies U,).

To complete the verification, we observe that ¢F-e;; C ¢B. Thus
B is a.s. synchronizing.

Since L”-oB C L” and since u is a representation of ¥, we have
b’ = £b-£b’ for any b, b’ € B. Finally, A < B N £ e follows from 4.3,
G = {e,and J c J”.

Let now A € J. In order to be able to apply Property 2 and Remark 2,
we need to show that oF satisfies (91;) and that @ is abelian.

Recalling the notations introduced at the beginning of Section 2, we
define a homomorphism ¢’ of F by the condition that, for any f, f' € F,
of = of iff 7if = =tf for each ¢ € T. Clearly, ¢ is compatible with A*
and, consequently, oF is a homomorphic image of ¢ F. Further, since
Card 7Tf < Card +Tf for any f € F and f' € FfF and since Card rTa <
deg a for any a € A, the ideal ¢’ FAF of ¢'F contains no infinite strictly
decreasing sequence of one sided ideals. It follows immediately that
oF satisfies (M) and that any group in ¢FAF is the homomorphic
image of at least one group in ¢'F.

We show that any group H' in ¢'F is a finite cyclic group. Of course,
this is equivalent to Remark 1 but it can also be verified directly as
follows.

Let H = ¢ 'H'. The hypothesis that H' is a group is equivalent to
the existence of a subset 7' C T such that 7Th = +T'h = T’ for any
h ¢ H.

Let o'k’ (K € F) be the neutral element of H'. We have ¢ = rth’ for
every t € T'. Thus b’ € FAF and, by 9t;, T' is a set of r < o right
factors of k. Further 71"k = T’ for h € H, implies that r = Card +1"f
foreachf € K = {f € F:E'F N K} # ¢}. Thus, forf € K, we can index
the r elements of 7" and 1"f by increasing degree and define a permuta-
tion 4'f:7 — 7' of [1, 7] by the identical relation r¢;f = ¢, , (t., € «T’f).
Clearly, ¥'ff = v'fv'f when ff’ € H and H’ is isomorphic to v H. Since
T’ is a set of right factors of 4, a straightforward application of N

14
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shows that v'f is a eyclic permutation when f € X NK and the verifica-
tion is concluded.

RECEIVED: June 7, 1963
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Soit donnée une chaine de Markov non-homogéne sur un en-
semble fini d'états I, c'est-a-dire, soit donnée une représentation p
d'un monoide libre F dans le monoide M des IxI matrices stochas-
tiques. Pour chaque f € F, le sous-monoide { uf": n€ N }de Mest
une chaine de Markov finie au sens habituel ; si uf appartient au
sous-ensemble M, de M des IxI matrices stochastiques ayant exac-
tement r racines caractéristiques de module unité, (c'est-a-dire si
la chaine de Markov {pf" : n€ N} a exactement r classesergo-
diques), la matrice uf™ = (pf)’ est apériodique et, par conséquent ,
kli_{r; pf "+l existe. C'est une matrice stochastique que l'ondésignera
par uf et qui appartient au sous-ensemble M,C M, des matrices
n'ayant que des racines nulles ou de module unité et dont les puis-

sances successives forment un groupe fini.

D'autre part, la donnée de p détermine de fagon univoque un
homomorphisme w de F dans le groupe additif des réels tel que
pour chaque générateur x de F on ait :
wx = la borne inférieure des entrées positives de ux si celles-ci ne
sont pas toutes égales & un et wx = 0 dans le cas contraire (c'est-
a-dire si ux est un élément du sous-monoide P de M constitué par
les matrices représentant des applications de I dans lui-m&me).

Pour simplifier, on fera 1'hypoth&se qu'il existe une valeur

positive w tel que wx> & ou = 0 pour tout générateur x et on po-

17



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 6 page #24 7-7-2009

1964-2. Sur certaines chaines de Markov non homogenes Année 1964

58 J. LARISSE et M.P. SCHUTZENBERGER

sera F, = {f € F :wf >z } pour chaque valeur réelle z (ce qui entraine
donc pf € P pour tout f € F\F,). Avec ces notations, il résulte d'un
théoréme récent de J. Wolfowitz [1] w que si uf € M, pour tout f EF,
ona: (W) 0= lim Max {Jjufsf, - pfo ||: f,€EF ; f,EF, }, ot la

norme |{m || d'une IxI matrice quelconque m est Max ; im, i
1€

On se propose ici de vérifier en application de ce théoréme
que s'il existe un entier r tel que uf € M, pour tout f € F,, on peut
trouver une application ©n de F dans un sous-ensemble fini de M

telle que l'on ait :
(W,). 0 = lim Max {||phitt; - af, . mf,. pfy | : ,€F 5 £,/ € F, } .
z d®

Si toutes les matrices uf (f € F,) satisfont la condition plus
forte d'appartenir a4 M, et d'avoir r racines égales a un, (c'est-a-
dire si toutes les chaines { uf" :n€ N} (f € F,) sontapéridiques),

l'introduction de 7 est inutile et 1'on peut écrire :
(W;) : 0 = lim Max { || pfiff; - pfy. pfy | : £, EF ; f,,f,E F ).
z

Nous ne sommes pas en mesure d'apprécier ici la signification
éventuelle de ces relations dans la théorie générale des ''automates

probabilistes' de M. Rabin [2].
Vérification de la propriété

Nous supposons la représentation u donnée et telle que { uf :
fE€F, } C M,. Le support (ou type [1]) d'une matrice m € Mest1l'en-
semble fm € $ (IxI) des paires (i,i') € IxI telles que 0 # m; ;, le
support de la i-idme ligne de m étant désigné par 3;m = { i' €l:
(i,i'Y € pm}. Pour m,m' €M, le produit 3m.3m' des supports pm
et Bm' est, comme d'usage (cf. [3]), l'ensemble des paires (i,i") €IxI
telles que (i,i') € fm et (i*,i'") € Bm' pour au moins un i'€ I. Donc,

(1) Nous remercions le Professeur Wolfowitz d'avoir bien voulu nous commu-

niquer son travail avant sa publication.
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fmm' = fm.Bm' et on peut considérer 3 comme un homomorphisme
du monoide { uf : f €F } dans le sous-monoide de P (IxI) consti-

tué par tous les supports 3m tels que 3; m # @ pour chaque i € I.

I1 résulte immédiatement de ceci que pour m,m' € M et i,i' €1
on a :
si B;m est un élément minimal de la famille { Bm : j€E I} ordon-
née par inclusion, §; mm' est un élément minimal de la famille { B]mm':
JEIY}

sig;mm' NBymm' = @, alors, d'une part 3;m N@;m = @, dautre

part 3, m' N B, m' = @ pour tout j ER,m et j' € B, m.

Nous dirons que Bm est cyclique si Bm = Bm?*" pour au moins
un n €Y (et par conséquent pour une infinité de n € N). On sait

que quelque soit m € M, Bm" est cyclique pour n > (Card I)!.

I1 est clair que la propriété pour une matrice m € M d'avoir
ou non r racines de modules unité, ainsi que la valeur de ces ra-
cines dépend exclusivement de son support Bm. De la mé&me fagon
si mE M,, et sim = }HE mkritl le support 3m ne dépend que du
support 3m. Plus précisément, uf € M, si la chaine de Markov{uf":
n€ N } a exactement r classes ergodiques auxquelles on réservera
la notation I; (), I,(f), ..., Iy (f) en posant I*(f) =U { I](f) : j € [1,r]}.
On sait que si pf € M,, la restriction a I; (f) xI du support de uf est
contenue dans un ''rectangle" I;(f)x I;- (f) (Cf. [3]) et qu'elle est égale
3 ce rectangle si Buf est cyclique. De mé&me la restriction a IX 1*(f)
du support de uf est contenue dans Pif et Buf est égale a la restric-
tion a IxI*(f) du support de uf quand Buf est cyclique.

Ces notions étant rappelées, définissons R comme la ferme-
ture convexe du sous-ensemble P, C P des matrices représentant une
application I»1 telle que l'image Ip de I ait au plus r éléments. A
chaque f € F nous associons Xf € [0,1], Uf ER et pif € M par les

relations suivantes :
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WE = (1 - XE). f + XE et

Xt Min {X € [0,1] : pf = (1 - X).m + X.m' ; m €ER, m' € M}.

Enfin, nous désignons par F, l'ensemble des f& F tel qu'il existe
au moins un g € F, de support cyclique et une paire f', {'' €F satis-

faisant fuf = Buf'gf".
REMARQUE 1. Pour chaque f €EF, ona Xf<1 et BufC Buf.

Vérification. Il est clair que PP,P C P, et que le support de tout
m € M est une union de supports d'applications p' € P. I1 en résulte

immeédiatement que Xff' ¢ Xf. Xf' pour tout f, f' EF.

Considérons g € F, de support cyclique. Si I' CI a un et un
seul élément en commun avec chacune des classes ergodiques I} (g) ,
le fait que pour chaque i €I la ligne B;ug contienne au moins un
I; (g) montre qu'il existe au moins unp € P, tel que I' = Ip et Bp C Buf.
Donc Xg <1 et par conséquent Xf'gf''<1 pour tout f', f"' €F. Comme
la propriété Xm <1 ne dépend en fait que de Bm, 1'inégalité Xf<1 pour
f € F, est établie.

Soit maintenant Bp C Buf ot pE P, et fE F. Si I' = Ip, 1'union
des supports des colonnes de uf d'indice i€ I' est égale a I, et il
en est de méme pour toute matrice de la forme uf'f. Prenant f' = f"
tel que Buf'f soit cyclique, on en conclut que I' doit avoir un (et un
seul) élément en commun avec chacune des classes ergodiques I} (f)
et qu'en particulier I' € I'(f). Comme Bp C puf et comme la res-
triction de Buf a IxI*(f) est contenue dans Buf, la remarque est

entiérement vérifiée.

I1 résulte de Buf C puf que chaque classe IJ? (f) admet un sous-
ensemble minimal I;*(f) tel que I‘(f)XI}‘(f) contienne la restriction
a 1.(f)XI;(f) du support de W,f. De méme, il existe un sous-ensemble

maximal I'j"(f) contenant tous les i €1 tels que B;uf C I;'(f).
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REMARQUE 1 bis . Si f, f' € F, il correspond a chaque j €& [l,r] un etun
seul j' € [1,r] tel que I3*(f) C I,*(f').

Vérification., Soit pour m € M, A (m) la cardinalit¢ maximale d'un
ensemble de lignes de m ayant leurs supports deux & deux disjoints.
On vérifie facilement que pour tout m, m' € M ona A (mm')< A(m) ,
A(m'). Donc, si fE€F,, on a A(uf)< r puisque Buf admet Bug

comme facteur etA (uf) = r puisque A(uf) = r pour n3 (Card I)!.

Considérons maintenant le cas particulier de 1'énoncé ol Buf
et Buf' sont cycliques. La relation A (uff') = r montre que pour chaque
i € I¥(f), le support B,uf' doit avoir une intersection non vide avec
une seulle classe I(f). Le cas général s'en déduit immédiatement:
en effet, I'j'(f)C l'j(f) et les seuls i €1 tels que B;uf' n'intersecte
qu'une seule classe Ij‘. (f'), appartiennent a 1'union I"(f') des en-

sembles disjoints I*(f').

Nous écrivons désormais pour abréger Lim au lieu de h'_fn Max
2> ®©
et nous désignons par f, et f! des variables liées par la condition

£, §§ €F,.
REWARQUE 2. Lim | uf, - pef,il = O.

Vérification. Soit B = { Puf : £ € F,} . Si un élément b € B appartient
3 une @-classe réguliere ({4]), il existe un élément b' € B tel que
b'2 = b' et b'b = b, Donc si B, est 1'idéal de B engendré par les

®-classes régulidres, l'image inverse de B par B-lappartient & F, .

Soit h le nombre des ®-classes de B. Nous montrons d'abord
que tout produit byb,...b_de h = 2"-'éléments de B a au moins un
facteur droit non vide bab,u. .. b'_, appartenant 4 une ®-classe régu-
liere de B. Ceci est trivial pour h = 1 puisque dans ce cas B a une
seule ®-classe qui est nécessairement réguliere. On peut donc suppo-
ser le résultat vérifié quand B a moins de h > 1 @-classes et, naturel-

lement, on peut aussi supposer qu'aucun des b,. (k' = 1,2,... ,1; = 2l
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n'appartient lui-mé&me & une @-classe réguliere. Comme toutes les
®-classes considérées sont finies, ceci entraine ([5]) que pour chaque
k'<h les trois éléments by, byry1 et byby.y; n'appartiennent pas a la
méme ®-classe. Donc le sous-monoide engendré par les 2 "2 produits
byb,bsby, ..., b5, by a au plus h-1 @-classes et le résultat découle
de l'hypothése d'induction.

Soit maintenant F! = F,\(F, )’. Le résultat qui vient d'&tre vé-
rifié montre que tout f € (Fo)"; a au moins n facteurs dans F,. En
outre, faisant intervenir 1'hypothése selon laquelle w x = 0 ou wx>&%> 0
pour tout x € X, on voit que wf>1 - oh pour tout f& F!. Donc
xf<(1 - )" pour chaque f € (Fo)"F ce qui entraine Lim Xf, = 0 et
acheve la vérification de la remarque 2.

Soit V 1l'ensemble des I-vecteurs v a coordonnées non néga-
tives tels que ‘ZS,I vi; = 1. Pour (v,v') €EVxV et m & M nous po-
sons é,m.m =1 - ?«-;I Min { (vm);, (v'm);}. D'aprés Hajnal ([6]),
pour tout m'€ M on a : 0<6, . mm'<s, ,.,m< 1 avec §, ,,m = 0
(resp. = 1) si et seulement si vm = v'm (resp. Bvm NBv'm = Q).
Quand U et p' sont deux applications de F dans M telles que:
Lim {j uf, - p'f,)| = 0 on a évidemment Lim |§, ,.uf, - &, ,u'f,1= 0.

Nous considérons maintenant un sous-ensemble fixe K de I
ayant r éléments et nous définissons la IxI matrice e, par (egi,is = 1
sii=i'€ K ; = 0, autrement. Pour abréger, nous écrivons m' € M!'
(resp. m" € M'") si m' = m .e((resp. m'" = e,.m pour au moins un
m € M) et si m' contient r lignes ayant des supports disjoints telles
que toute autre ligne soit une combinaison linéaire a coefficients non
négatifs de ces dernieres (resp. et si m' a r lignes ayant des sup-

ports disjoints non vides.).

RENARQUE 3 . Il existe deux applications p' : F->M' gt u'' : F>M" telles
que Lim [jpf, - p'f,. p"f, [|= 0.
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Vérification : Nous utilisons les notations de la Remarque 1 bis.
Le support de la restriction de pgf, a I'*(f,)xI est une union de r
rectangles disjoints I} (f,)xI}:(f,). Comme yf, appartient & la ferme-
ture convexe R de E ceci entralne que deux lignes quelconques de
cette matrice soient égales quand l'intersection de leurs supports
n'est pas vide. Il existe donc une matrice u''f, € M" dont les lignes
non nulles sont égales aux r lignes distinctes de la restriction de
el & I'"(£,)x1.

Soit f} un autre élément de F,. D'aprés la Remarque 1 bis,
chacun des ensembles I}T (f') est contenu dans un et un seul ensembles
f;' (f,) et Wwef} est identique & la somme de ses restrictions a Ix I}'. (f;)
(j' € [1,r]). Donc deux lignes quelconques non nulles de la restric-
tion & IxI! (f,) de yf!. p.f, sont proportionnelles et l'on peut trouver
une application v' : FXF > M!' telle que 1l'on ait pgfl. uif, = v' (£, 1) .
u'f, identiquement. D'aprés la Remarque 2, Lim || uflf, - pf! [[= 0.
Par conséquent, Lim [[uflf, - v' (f],£).u'f, || = 0 ce qui entraine la
validité de la Remarque 3.

RENARQUE 3 bis. Si les applications p' : F>M' ; v : FxFxF->M et p'
F »M" satisfont la relation Lim |juf,ff! - p'f,.v(f,,f, Y. p"f, = 0,
il existe trois applications ' : F-M'; p: FxFxF->M" et §"

F -M" telles que :

Lim [[u'f, - p'LifL | = Lim || u(f,1,f) - p(f, £, 1) ] =

Lim || ex. u(£f,, £, £). u'f, - W"L,ff! |j= 0, et qu'en outre, d'une part la
restriction de p(f ,f,f') & KxI représente une permutation de K,d’'autre

part, pour tout f'€ F, af' = p'f'.p'"'f'.

Vérification. L'existence d'applications i' : F>M' et u'" : F-M'" sa-
tisfaisant 1'identité pf' = pif', 0''f' est triviale et il est clair que toutes
les paires d'applications satisfaisant ces conditions sont équivalentes

sur F, & une permutation de K preés.
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Désignons maintenant par AMm la plus grande entrée de la
i-eme colonne de m. Il est bien connu que Mm'm < Nm identique-
ment. Donc pour tout i€ 1 et (f,f,f!) € FxFxF on a Af ff, =
= NQUfAR < Nu T et
AW, u(E, £, 1) W' < RE,, £, 1), 0 < AP
Les hypothéses impliquent

Lim | N (', (£, £, £1). p"'1) - AL ff = 0

et, comme uf,ffi et p'f! appartiennent 2 M', on a 2:1_ AR e =
=§I A*u"f! = r. Donc, pour chaque i €I, Lim|A'a ",1f} - A (u(f,, 1,12
W' = Lim | A(u(f,, £, £1). p"'f1) - Ap''fhi= 0 et Lim:LI N (ulfe, £, £)u' )=
ce qui montre l'existence de p : FxFxF » M, identique a v sur
(INK)xI, se réduisant & une permutation de K sur KxI etsatisfai-
sant Limj u(f,,f,f!) - p(f,f,f!) i= 0. D'aprés la premidre de ces
relations on peut choisir p'" : F» M" telle que Lim j e..p(f,, £, f}). p'"'f!

p'f, £f! i = 0. Ceci établit la partie de la remarque concernant les

applications u" et p.

De fagon analogue, pour tout (v,v')&€ VxV ona:

8y, I EEY = 8,0 Af, £ < 8,0 WL, I} et Lim 6, ,.uf ff' < Lim &, ,uf,.

Comme l'ensemble des (v,v') € VxV telles que év,v.ﬁ‘f,ff,' (resp.
8y,vu'f,) est 0 ou 1 détermine W' (resp. u') & une permutation pres
de K et comme le support de la restriction de ufff! a Ix I.(f,ff‘z) est

contenu dans Bﬁfsz;, la vérification est achevée.

PROPRIETE 1 : Si u : F-»M est telle que pour chaque f € F lachaine de
Narkov { pf": n € N} a exactement r classes ergodiques, il existe une

application nde F dans un sous ensemble fini de M telle que :
(W,) . Lim || uf,ff% - of,.nf. pft i = 0.

Si en outre toutes les chaines { uf" :n€ N } (f€ F,) sont apé-

riodiques, on peut écrire :

(W)).. Lim fjufif, - g, i | = 0.
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Vérification. D'aprés la Remarque 3, il existe deux applications

u! : F-M' et u'":F>M'" telles que Lim |juf, - u'f,. u'"f,]| = 0.

Prenant une application v de FXFxF sur la matrice unité e, et em-
ployant la Remarque 3 bis, ceci montre que Lim || ﬁfz - uf, il= 0 et
qu'il n'y a aucune diminution de généralité a supposer désormais que
W o= et p' = ", clest-a-dire que p'f. p'f = if pour tout € F,.

Le premier de ces résultats donne
Lim || pfff} - Of,. pf. [f} ||= Lim || Bfffh - pf.. pf. pfl = 0.

Comme pf,. pf. pfl = p'f,. u(f,,f,f!). W'f! ol maintenant v est
une application quelconque de FxFxF dans M telle que ey U(f, f,1') =
= u'"f. pf. p'f', on peut appliquer de nouveau la Remarque 3 bis qui
montre cette fois 1'existence d'une application p de FxFxF dans M
telle que ey. p soit une permutation de K et que Lim || u"f,. pf. p'fl -
e.p(f,,£,f) || = 0. D'aprés 1'hypothese faite plus haut, u'f,. u'"f,= pf,
et !, p'fL = ift . On en conclut que u'"f,. uf. p'f!est elle-méme,
pour tout (f, f,f!) € F x FxF,, une matrice ayant son support contenu

dans Kx K et représentant une permutation de cet ensemble.

Puisque les matrices p'f,, uf et u'f] ont des entrées non néga-
tives, ceci entraine u''f,. uf. u'ft = p'f,. nf. Wfl quelque soitl'appli-
cation m : F-»M telle que Buf = Bnf. Par conséquent, sous cette
hypothese pf,. wf. pft = pf,. nf. pf! ce qui achdve la vérificationde
(W,) puisque le monoide { Buf : f EF } est fini.

Supposons maintenant que toutes les chaines {uf" : n € N} soient
apériodiques, c'est-a-dire que uf = pf2pour tout f € F,, c'est-a-dire
encore, (dans les notations de la Remarque 2 bis) que I;*(f) C I;‘ (£)
pour tout j € [1,r]. La Remarque 2 bis montre que 1l'on peut choisir
l'indexage des classes ergodiques des différentes chaines { uf": n €N}
(f € F,) de telle sorte que I;(f) C I;‘(f') pour tout f,f'€ F, et jE€[1,r].
Ceci entraine que u''f,. p'f% = e, identiquement quand f,,fi € F,.

La propriété est entieérement vérifiée.
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SUR CERTAINS SOUS-MONOIDES LIBRES ;

PAR

Marcer Pavt. SCHUTZENBERGER.

Soit A une partie finie non vide fixe du monoide libre X* engendré
par I'ensemble fini X. Nous supposerons toujours que A satisfait les
deux conditions suivantes :

(Uy). A engendre librement un sous-monoide de X*.

(C’est-a-dire qu’il existe un ensemble Y et une bijection de Y sur A
pouvant étre étendue & un monomorphisme dans X* du monoide libre
engendré par Y.)

(91)). A est maximal parmi les parties de X* qui satisfont (Uy).

La premiére condition équivaut & I'hypotheése que chaque mot de X*
a au plus une factorisation comme produit de mots de A, et nous aurons
a considérer les conditions plus restrictives :

(‘u,) [resp. (U;)]. Chaque mot de X* a au plus un facteur gauche
(resp. droil) dans A.

On verra plus loin que (Uy) et (91;) entrainent ’existence d’un poly-
nome T e€Z[X] tel qu'on ait

(%) I—Eaa=<1—2ax>T,

ae A x€X

ou « dénote ’homomorphisme naturel de X* dans le monoide multi-
plicatif de I'anneau Z[X]. On peut vérifier que ’ensemble & des poly-
nomes T associés aux parties finies A, qui satisfont (U;) [ou (U})]
et (91,), est la plus petite famille de polynémes contenant 1 qui soit
telle que

AN .
)4 ax.T.€%

x€X

BULL. SOC. MATH. — T. 93, FASC. 3. 14
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pour toute application x — T.. de X dans U {o/|. Ceci indique que les
polyndmes de & n’ont « en général » aucune propriété remarquable de
factorisation et motive la proposition suivante dont la vérification est
le but de cette note :

ProposiTiON. — Si le polynéme T défini par (%) est irréductible sur Z[X],
alors A satisfait (U;) ou (U)).

Le lecteur pourra trouver dans [4] une étude des notions utilisées ici
d’un point de vue qui donne une interprétation un peu différente de
cette proposition.

Résultats préliminaires. — Soit
K={k,k, .., k}={feX;fXX’'nA=0|

I’ensemble des facteurs propres gauches des mots de A, les indices étant
choisis de telle sorte que k; soit un facteur gauche de k, seulement
si i < j, ce qui implique que k, soit I’élément neutre e de X".

(1). — I existe une représentation p. de X* par des n X n-matrices ayant
les propriétés suivantes :

(1.1) Quel que soit feX*, tous les éléments de (.f appartiennent
af{o,1} et
A= {feX; (pfh=1].

(1.2) Posant M = |pf; feX"'} e¢ M'={pf; f€eA*}, on a

(U) M'={meM;mM' nM'mnM' =0 |
el
(9t) O ={meM; MmMnM' =0 |.
1.3) 1— Z aa = det<pe— Z azx.yx), ot la matrice 2 AT LT
a€Ad xeX rEeX
appartient a U'anneau des nXn matrices ayant leurs éléments dans Z[X].
Preuve.
(1.1). — Nous prenons p.e égale & la nXxn-matrice unité, et nous
définissons ¢+ par sa restriction & X en posant pour chaque reX et
i, jel[1,n] :

(rx),; =1 sij=1et kixr€eA ou sij=z1et kx=k;;
=o0 dans tous les autres cas.
Donc, pour fe€X, nous avons, d’'une part (uf);, ;52 o si et seulement

si feA*k; et, d’autre part, (u+f),,;€{0, 1}. Supposant que ceci est
vrai pour f € X*, nous vérifions qu’il en est encore de méme pour fx (x € X).
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En effet, si (ufx):,;70, on doit avoir (uf), ;o0 et (1x), ;%0
pour au moins un k;€ K. L’hypothése d’induction montre que feA*k;
et que kix€ A ou que k;ix = k; selon que j =1 ou non, et I'on a donc
encore

freA'kixc A*AcCA* ou fre A'kix = A'k;.

Réciproquement, si fxre A*A, I’hypothése (1l,) implique 'existence d’un
et d’'un seul mot a€ A tel que fre A*a, et le mot a détermine univo-
quement un k;€ K tel que a = k;x, ce qui entraine

fEA*k[ et ([fo)l,l:”

si fre A*k; (j#1), il existe un et un seul k;€ K tel que k; = k;x, et
I'on a encore
feAk et (efx)., j=1.

On a donc montré que
A'=feX’ (4 i=1]

et que tous les éléments des premiéres lignes des matrices p.f (fe X*)
sont o ou 1.

Maintenant, par construction, (k;);,;=1 quel que soit k;€ K; donc,
pour chaque fe€ X la premiére ligne de la matrice j2k;f est la somme
d’un vecteur non négatif et de la i*®¢ ligne de p.f; puisque (- kif),,;€{o, 1},
ceci montre que (if),,€{o, 1} identiquement, et (1.1) est vérifiée.

Il est clair que si K' = {Kk), k), ..., ki, | est ’ensemble des facteurs
droits propres des mots de A, il existe aussi une représentation p' de X*
par des n’Xxn’-matrices ayant les mémes propriétés que p; on peut
vérifier que, pour tout f€ X", ona p.f.v =v.p/f, ou v est la nxn’-matrice
a éléments dans { o, 1 | telle que v; » =1 si et seulement si kk; € {e}U A.

(1.2). — Si les éléments (1,1) des matrices if et p.f’ sont positifs,
il en est de méme pour la matrice p.ff'; donc M’ est un sous-monoide
de M et

Mc{meM;mM' nMmnM' # @ |.

Réciproquement, si les éléments (1,1) de p.a, p.a’, +fa et p.a’ f sont positifs,
il doit exister deux indices i et i’ tels que (&f)1,; ()i, 1, (f)e,1 €t (La')y, o
soient positifs et I'on ne peut avoir (wa'fa),;=<1 que si i=i"=1,
c’est-a-dire que si feA*; donc, a fortiori,

{meM; mM'nM'mnM' =~ 0}cM,
et (U,) est établie.

Pour vérifier (91,), on peut toujours supposer que X contient au
moins deux lettres distinctes x et x' car, sinon, A = {z"}, et (It,) est
trivialement vraie. Supposons qu’il existe un mot fe X7z’ qui soit tel
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que M.pf.MnM' = @, et montrons qu’en posant b =x7f, ’ensemble
A'={b}UA engendre librement un sous-monoide A", en contradiction
avec (9t;). Pour cela, soit g le mot le plus court dont il n’a pas encore
été établi que la factorisation comme produit de mots de A’ est unique;
puisque, d’une part A engendre librement A* et que, d’autre part,
X'bX*nA*= 0, le seul cas qui requiert une discussion est celui de
deux factorisations de ¢ contenant chacune, au moins une fois, le mot b,
et 'on peut supposer que g = a, ba; = a:ba,, ol a;, a-€A*; a}, a, €A”™
et ol a:b est un facteur gauche de a,b. En raison de X'0X'nA*= @,
a;b n’est pas un facteur gauche de a,; comme la définition b =a7f
(feXix', x # x') entraine que e est le seul mot qui soit en méme temps
un facteur gauche et un facteur droit de b, on a donc ab = a,0, et
Punicité de la factorisation de g résulte de I'hypothése d’induction.

Ceci termine la vérification de (1.2) qui dépend donc seulement du
fait que tous les éléments des matrices p.f sont dans {o, 1}; si cette
condition est satisfaite par une représentation p de X*, on peut montrer
que F = {feX*; (of);,1»=1} est un sous-monoide librement engendré
par F n XX"™\ (F n XX")? et que, quand p est de dimension finie, (9L,) est
équivalente a (9ty) (cf. [4]).

(1.3). — Considérons la matrice
s —1 N\ m
(,ue—Zax.‘ux> :pe—{—Z(Eax.px)
xeX m>0 \x€X

dont les éléments appartiennent a I'algébre large du monoide commu-
tatif libre engendré par les ax(reX). D’aprés (1.1) et (Ugy), I'élé-
ment (1,1) de cette matrice est égal a

1+ Yaf; feAA =1+ Z< Zaa>m= <I—2aa>4

m>0\a€d
D’autre part, ce méme élément est égal au produit de
-1
(det(pe— 2 ax.ya:>> par 'élément (1,1), soit u, de la matrice
x€X
adjointe de pe— Z ax.px; par construction, u est égal a 1, car tous les
xeX
éléments non nuls de E ax.px sont dans la premiére colonne ou au-dessus

xeX
de la diagonale principale. On a donc

(3 (=2

et la vérification de la remarque (1) est achevée.
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Le monoide M ayant au plus 2 éléments, nous pourrons utiliser le
théoréme suivant qui est dit & SuscHKEWITSCH, et que nous formulons
dans des notations inspirées de REEes [6].

THEOREME (SUSCHKEWITSCH [5]). — Soient M un monoide fini et M' un
sous-monoide de M satisfaisant (9;). M posséde un idéal bilatére unique
D = MDM qui est a la fois l'union d.s idéauxr a droite minimaux
Ri=RM (icl) et des idéauxr a gauche minimauxr L;= ML; (j€J)
de M. Il existe un groupe fini G, une famille d’éléments {g;;} de G
indexés par les paires (j, i) €J X I, deux sous-ensembles non vides d’indices
I'cI et J'cJ, un sous-groupe G' de G et une bijection y: IX GXJ—D
qui ont les propriétés suivantes :

(S. 1) Quels que soient (i, g, j) et (", ¢', jYeIX GXJ, on a
1@ 9 0@ 95J) =1 9-95,0-90) €RN Ly
(S. 2) Pour chaque (j, iyeJ' X I', Uélément g; ; appartient a G’ et
MnD=}v@1,¢9j); 0 9, el x GXJ}.

Nous aurons aussi besoin de la conséquence trés simple suivante du
théoréme de Suschkéwitsch :

(S. 3) Il existe une représentation de M par des applications (notées
multiplicativement) de I (resp.de J) dans lui-méme telle que, pour
chaque meM et i€l (resp. jeJ), la restriction a R; (resp. a L;) de la
translation m' — mm' (resp. m’ — m’m) soit une bijection de R; (resp.
de L;) sur R, ; (resp. sur L;,,).

En effet, ceci résulte immédiatement de (S.1) si meD. Soit me M
quelconque et pour chaque i€l prenons un je€J arbitraire. Posant

=7 (9,075 D

(S. 1) montre que ur =r pour tout reR;; d’autre part, puisque u
appartient a l'idéal a gauche minimal L;= ML, on peut écrire
mu =v = y(i, ¢, j) pour une certaine paire i‘'€l, ¢'€ G; quel que
soit reR;, on a donc mr = mur = vr € Ry et l'indice i’ ne dépend par
conséquent que de m et de i; nous le désignerons par m.i. Le fait que la
translation r — mr est une bijection résulte de ce qu’il en est de méme
pour la translation r—wor, et un raisonnement symétrique s’applique
aux idéaux a gauche minimaux.

Ceci étant rappelé, nous établissons les remarques suivantes :

(2). — L’ensemble P’ des f € X" tels que ff'X*n A"~ @ pour fout f"€ X*
est identique a U'ensemble P des fe€ X" tels que, pour tout f'€X*, on ait
A ff'nA*Z~ @ si et seulement si ff' € A*.
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Preuve. — Puisque A*= p—'M'(= { fe X*; p.fe M'}), il suffit d’établir
I'énoncé correspondant pour les sous-ensembles pP'(= {uf; feP'})
et nP de M.

Soient p € ». P et me M arbitraires, et prenons un élément m’ de M'nD
quelconque; le produit m’pm appartient au méme idéal 4 droite minimal
que m’ et, d’aprés (S. 1) et (S. 2), nous pouvons trouver un m” €M tel
que m'pmm”e€M’; comme pepP, cette derniére relation implique
pmm"€M’, et nous avons montré que pmM nM'=#~ O quel que soit m,
pour chaque p €p.P, c’est-a-dire que p.PcpP'.

Soit maintenant p € pP'. Nous allons montrer que si m'e M' et me M
satisfont m'pme M’, on a nécessairement pmeM’, ce qui établira que
pepP et pP' =pP. Prenons reM’'nD quelconque; I'hypothése
p € P’ implique qu’on puisse trouver un m” € M satisfaisant pmrm” € M’;
de fait, puisque reD, le produit pmr appartient & un idéal a droite
minimal, R, contenant aussi pmrm” et, comme ce dernier produit est
dans M’, I'indice i” appartient & I'. Utilisant (S. 1), on voit que, sans
perte de généralité, on peut prendre m” = y(i”, ¢’, j"), ou (i", j") el X J'.
Vérifions qu’on doit avoir ¢”€ G'; en effet, puisque m'pm et r appar-
tiennent & M’, on peut écrire :

m'pmr = x(i', ¢, ),
ol (i’, g’, j’)EI'X G'x J' en vertu de (S. 2), donc, d’aprés (S. 1),
mpmim® =30, ¢ -g.0.4" ')

maintenant, comme m’ et pmrm” appartiennenta M',onag’.g; ».9" € G,
ol g'€ G' en raison de m'e M’ et ¢g;,»€ G' en raison de (j', i")eJ' X I'
et g” € G' est établi. Nous avons donc m”€M'. Le produit pm satisfait
la double égalité

(pmrm"m’")pm = pm(rm” m’ pm) = (pmrm") (m' pmy,

ou tous les termes entre parenthéses appartiennent a M’ par hypothése
ou par construction ainsi qu’on vient de le voir. Faisant appel a (Uq)
on en conclut que pmeM’, et la vérification de P’'= P est achevée.

(2 bis). — Une condition nécessaire et suffisante pour que A satisfasse (L}.)
est qu’il satisfasse :
(9t,) Tout mot de X* est facteur gauche d’au moins un mot de A*.

Preuve. — La condition (9t,) équivaut a P’'= X* (c’est-a-dire, dans
la théorie de DuBrEIL [1], & I'hypothése que A* est « net a droite ») donc,
a P = X*, donc, enfin a 'hypothése que A*fnA*= @ pour tout f¢A*
(ce qui, selon [2], signifie que A* est « unitaire a gauche »). Si cette derniére
condition est satisfaite, il est clair qu’aucun mot de A n’est facteur
gauche d’un autre mot de A et que, par conséquent, tout mot de X*
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a au plus un facteur gauche dans A; réciproquement, si A satisfait (L)),
et si a, a'€A” et f € X" sont tels que af = a’, on voit par induction sur
le nombre des facteurs de a appartenant & A que f doit étre un mot
de A* et que, par conséquent, (Ul).) entraine P = X",

Afin de pouvoir recourir a des résultats connus, nous faisons main-
tenant appel 4 des considérations un peu différentes. Soient désormais x,
un élément distingué de X et 7 une bijection de X\ { x, } sur un nouvel
ensemble Y; m peut étre prolongé en un homomorphisme de X* dans
la structure multiplicative de Z[Y] en posant

_
TXy=1— z T,

xr € X\{xy}

et il n’y aura pas d’inconvénient a désigner aussi par = ’homomorphisme
naturel de I'algébre large Z[X] du monoide commutatif libre engendré

par les «x (x€X) dans l'algébre large Z[Y] du monoide commutatif
libre engendré par les y € Y. De plus, nous définirons A comme I’ensemble
des homomorphismes 2 de X* dans )o, 1) qui ont la forme 7 =2/,
ou 4’ est un homomorphisme de Z[Y] dans les réels. Finalement, pour
tout sous-ensemble F de X*, nous poserons

WF=n"Y (Af;ifeF\X'X*| et 1.F=limsup,F.

n>w»

Il résulte immédiatement des définitions que o << Af =<1 pour tout
feX*, que 2, X*=1 pour tout entier n et que A.fX"=if pour
tout feX".

(3). — L’application )., u—' (notée %, pour abréger) de M dans les réels
définit une mesure de probabilité idempotente sur M qui a les propriétés
suivantes :

(3.1). Quel que soit le sous-ensemble M" de M,
IM"=7(M"nD).
(3.2). Quels que soient (i, jy)eIxJ et meR.nL,,
im = (Card(G))~'.2R;.2L;> o,

ol
N T Y ¥
IR=»1L;=1D=1.
A
iel jed
Preuve. — Prenons M lui-méme comme ensemble d’indices, et défi-

nissons, pour chaque meM, une M X M matrice pm par la condition
que, pour tout m’, m"e€M, I'élément (m’, m”") de pm soit égal & 1 ou
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4 o selon que m'm = m"” ou non; o est la représentation réguliére droite
de M et I'on a identiquement

pm,.pm, = p(m,m,) pour tout m,, m,eM.

Par construction, chacune des matrices pm est une matrice stochastique;

comme ’hypothése %€ A implique 2 )z =1, il en résulte que 2 lx. opx
reX xeX
est une M x M matrice stochastique que nous désignerons par X. Donc,

d’apres le théoréme de Perron-Frobenius, la limite de n—! 2 X", pour n
0=Zn<n

tendant vers I'infini est une matrice stochastique idempotente que nous
désignerons par X.
Maintenant, pour chaque n fini, on a

n—! 2 X”':n*‘z‘ {AMf.opf; feXN XX = Z b 'm.om.

0=n"<n memM

Comme, par définition, ’élément (u.e, m’) de pm est égal & 1 ou a o selon
que m'= m ou non, on en conclut que 2m est égal a I'’élément (ue, m)

de X. Ceci suffit pour établir 7zm > o et 2 im =1, et le fait que 7 est
mem

une mesure idempotente résulte immédiatement de l'idempotence de

la matricé X. Une fois ces propriétés établies, (3.1) et (3.2) sont, aux

notations prés, les théorémes 2.3.2 (a) et 2.3.2 (b) de [3].

(4). — 1l existe deux polynémes mH, nH' € Z[Y] lels qu’en désignant
par q Uindice du sous-groupe G' de G, et en posant

TA = Z Ta,

a€ 4*

on ait q.mH.mH'.mA* =1 el que A satisfasse (,) [resp. (l;)] si el
seulement si mH =1 (resp. tH =1).

Preuve. — Prenons un mot a€ A* fixe, tel que pae M'nD, et posons
F=|feX";afeA"|. Les énoncés (S.1) et (S.2) montrent que pour
chaque paire (i, j)€ I x J, l'intersection de p.F (resp. de M') avec R,nL;
contient exactement Card(G') ou zéro €élément selon que (i, j)el x J’
(resp.€ 1’ X J') ou non. Donc, utilisant (3.1) et (3.2), on a

“.1) 1.F=)DnpF)=q'. )L
et
4.2) LA =2(DNM")=q'.2L"..R,
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ou

r=\Jr, ¢ R=\JR.

jer ier

Soit maintenant H I’ensemble des f € F qui n’admettent aucune facto-
risation de la forme f=f'a’, avec f'€F et a' € A. Par définition, H est

formé de facteurs droits de mots de A; donc H est fini, et TH = 2 nh
heH
est un polynéme de Z[Y]. De plus, tout f€F a au moins une factori-
sation de la forme f = ha', ot he H et a' € A*; cette factorisation est
unique car, sinon, le produit af aurait deux factorisations distinctes
comme produit de mots de A en contradiction avec (U;). On a donc

WF=Y ().h.n"‘E {1d'; d € A*; ha' € X\ X" X"} >
reH
Comme H est fini, chacune des sommes

W s a €A ha' € XN\ X, X" |

tend uniformément vers :2.A* quand n tend vers linfini, et I'on
a donc
’WF=1mH.L A"

c’est-a-dire, d’apres (4.1) et (4.2),
ARV H =13

il est clair qu’il existe aussi un polyndme wH'e€Z[Y] tel que
AL W mH =1, et la formule désirée résulte de (4.2) et du fait que
toutes les égalités écrites sont identiquement vraies pour tous les
= NmeA.

Maintenant, comme R'c D, on a

(WVrHYy'=3R' =D =1

avec égalité si et seulement si R’'= D, c’est-a-dire I'= I, c’est-a-dire
enfin, P'= X* et, d’apres (2 bis), on a donc mH =1 si et seulement
si A satisfait (Ul}.); un raisonnement symétrique s’applique & =H' et (4)
est établie.

Fin de la vérification. — Soit maintenant Q (M) I'anneau engendré
par les nxn matrices meM sur le corps des nombres rationnels; pour
chaque matrice me Q (M) nous désignons par E(resp. l_ﬁ) le n-vecteur
égal a la premiére colonne (resp. ligne) de m.
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ProposiTioN. — 11 existe trois polyndmes T,, T', et T, € Z[X] tels que
1—20111 = <1—2ax>.T,.TA.<q + <1—Zax>.T’3>
a€Ad xEeX r€eX

et qu’en oulre, T, (resp. T.) ne se réduise a 1 que si A satisfait (U))
[resp. (U;)].

Preuve. — Soit V I'espace vectoriel sous-tendu par tous les vecteurs m
[meQ(M)], Q(M) opérant par multiplication a gauche sur V; pour

. < < . .
chaque i€ I, nous posons r;= Z r, et nous définissons les sous-espaces

. ren;
suivants de V :

V., : le sous-espace sous-tendu par toutes les différences
F—Te @, i'el);
V, : le sous-espace sous-tendu par tous les
T (iel);
V. : le sous-espace formé de tous les ve V tels que
o =< Z m— Z m).v pour toutes les paires j, j' €J.
melL; me Ly

Comme la restriction de la translation r — mr (ne M) & chaque R;
est une bijection de cet ensemble sur R, ;, ainsi qu’on I’a vu plus haut,
les sous-espaces V, et V, sont invariants. D’aprés (S. 1), on a

< > m>< > m> - Card(G).< ¥ m>
melL; meRr; men

quels que soient (i, j)e€ I X J. Par conséquent,

< 2 m— 2 m>.ri= o identiquement

me I‘I' me L/-,

et Vo V,; de plus, V; est invariant puisqu’il en est de méme, par rapport
a la multiplication & droite par les éléments de Q(M), de I'espace W

sous-tendu par tous les vecteurs Z m— 2 ﬁ(j, j'€J). Convenant
IIIGL/' lllEle

que V = V,, nous pouvons donc, pour k = 1, 2, 3, 4, définir p; comme

la représentation de X* induite par . sur l'espace quotient Vi/Vi_,

(Vo= 1{o0}), et poser

Ti=1 ou =det<,uke—2 ax.pkx>

xeX
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selon que V;/V;_, a pour dimension zéro ou non. D’aprés (1.3), nous
avons

1—2 aa:det<p.e——2 ax.px> =T,T.T,T,,

a€ A rEeX

et il suffit de considérer ’homomorphisme de Z[X] dans Z qui envoie
tous les ax(x€X) sur zéro pour vérifier que chacun des polynomes T
a un terme constant égal & 1; en vertu du lemme de Gauss, et du fait
que le produit des T est dans Z[X], il en résulte que tous ces polyndmes
appartiennent a Z[X]; nous discuterons successivement T», T, T, et T.

(T.) Le polynéme T, est égal a 1—2 oz,
xrEeX

En effet, d’aprés (S. 3), on a
< < < <<- < )
m.ri="rTy = I—\TI'i— TI'n.i,

quels que soient meM et iel; donc V./V, a pour dimension 1, et
pof =1 pour tout f € X*, ce qui entraine trivialement le résultat cherché.

(Ty) Le polynéme T, est égal a 1 si et seulement si A satisfait (U})

D’aprés (S.2), la premiére coordonnée de chaque vecteur T (iel
est égale & Card(G').Card(J’) ou a zéro selon que i€l’ ou non.
Dong, si i, est la représentation de X* induite par p sur V, et si i, est
un indice fixe de I’, il existe une matrice fixe t, ayant ses éléments
dans Q et satisfaisant la condition que, pour chaque feX*, la trace
Tr (t,. 1, f) soit égale & 1 ou & o selon que fe F,={f'eX*; nf'.,el'}
ou non.

Posant

X,=Yaz.pix et T,=Tr(t Adj(,e—X.)eQ[X],

xEeX

on a donc
ocF1<: 3 af> — Tr(t. (o e— X))
JEF
—1
— T, .det(tye—X) " =T, .<1—2 ax> (T,
r€X

c’est-a-dire
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Comme T; €Z[X] et comme tous les coefficients des séries infinies o F,

. —1
et (1—2 ax> sont entiers, ceci montre que 7', appartient aussi
reX

a Z[X].
De plus, pour tout homomorphisme 2 = iA'm€ A, on a
NeT, .3, Fi=2nT,.

Observons maintenant que Dnp.F, = R’; utilisant (3.1), et la vérifica-
tion de (4), on trouve

1. F=iR = (' nH)™,
d’olt
NaT, =W nH.MnT),
et enfin
nTy=nH.nT),.

Donc, si Ty=1, on a nT,=1, et par conséquent, nH =1 puisque
tous ces polyndmes ont des coefficients entiers. Ceci prouve que T\, =1
seulement si A satisfait (U).).

Réciproquement, si cette derniére condition est satisfaite, chacune
des matrices pf(f € X*) posséde un et un seul élément non nul par ligne;

donc tous les vecteurs 7 (iel) sont égaux a un méme multiple du
n-vecteur unité, donc enfin V= { o et T, =1 par définition.

(Ts) T.=1 si, et seulement si A satisfait (U;).

11 suffit de répéter de facon symétrique la discussion précédente puisque
par construction la représentation p., est isomorphe a la représentation
de X* induite par p. (opérant & droite) sur I'espace W.

(T,) 1l existe un polynéme T', € Z[X] tel que
T;,-:q+<1——2 ax>.T1._.
rxeX
D’apres la formule (4.2), on a
’A*TH.q.mH =1
et, d’aprés les résultats qui viennent d’étre obtenus,

AT, . wT,.nT,=1

avec, en outre, n T, =nH.nT, et nT,=nmH'.7n T, ou toutes les expres-
sions de la forme =S sont des polyndmes de Z[Y]. Il en résulte immé-
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diatement que ©7T,==nT,=1 et que nT;=¢q, c’est-a-dire, puisque
T,e Z[X], que

T,= q + (I—-E (Zx> T’;}y avec T,-; GZ[X].

\ xeX

La vérification est achevée. On peut noter que la condition ¢ =1
équivaut a la condition

0 ={feX; A'fA'NA" =0

puisque, d’une part si ¢ =1, c’est-a-dire si G'= G, on a m'mm’ € M’
pour tout meM et m'eM'nD et que, d’autre part, si G'Z G, les
énoncés (S.1) et (S.2) montrent que M'mM'NnM'= 0 pour tout
me(R:nL)NM' quand (i, j)eI'x J'. Par conséquent, T =T, T, T, a
au moins frois facteurs ;21 dans Z[X] quand A ne satisfait ni (1)),
ni (U;) ni la condition qui vient d’étre écrite.

Observation. — Par définition, I'ensemble P = P’ de (2) est un idéal
a droite de X*; de fait, P est le plus grand idéal a droite de X* tel que
R'=DnpP. Soit B = P\ PXX"* I'ensemble engendrant P en tant
qu’idéal a droite. Par construction, P = BX*, et chaque mot de X*
a au plus un facteur gauche dans Bj; donc,

1.P=NWzb (=¥7B)
domd

LED
et, d’aprés (3.1) et les résultats de (4), on a
VrB=21DnpP)=iR =@ tH)™,

d’out 1=7nB.mH et enfin la conclusion que B est un ensemble fini
(c’est-a-dire nBeZ[Y]) si et seulement si H =1, c’est-a-dire si A
satisfait (‘U}.). Il nous semble intéressant, en raison de la signification
donnée dans [4] a la condition Gard(B) < oo, de fournir une vérification
strictement combinatoire de ce résultat. Nous supposons désormais
que B3 { e}, [c’est-a-dire que P = X* et, d’apres (2 bis), que A ne
satisfait pas (U,)] et nous employons les notations introduites dans
la discussion de (4). Nous avons d’abord :

Tout mot de X" est facteur gauche d’au moins un mot de HBX" et posséde
au plus un facteur gauche dans HB.

En effet, soit feX*; comme par hypothése aep—'(DnM')cP’,
il existe au moins un f’ € X* tel que aff’ € A*, et I'on peut écrire ff’' = ha/,
avec heH et a'€A*; considérons ff'a; comme ae€p—'(DNnM') et
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a’'€A’, le mot a'a appartient 4 P, et a donc un et un seul facteur
gauche beB; nous avons donc ff'a = hbf, pour un certain f,€X" et
nous avons montré que tout mot de X* est facteur gauche d’au moins
un mot de HB. Gardons les mémes notations et supposons que ff'a = hbf,
est égal & h'b'f,, ou h'€H, b'€B, f.€X" et ol, par exemple, i’ est un
facteur gauche de h; nous avons ahbf, = ah'b'f, € A*; comme d’apres (U,),
tout mot de X* a au plus une factorisation comme produit de mots de 4
et comme b'f;€A* en raison de h'€H qui entraine ah’€A* et de
b’e BCP, ceci n’est possible que si h = h'a” pour un certain a”’€A*;
en vertu de la définition de H, cette derniére relation entraine a” = e,
c’est-a-dire h = h’, d’ou b = b’ et la vérification de ce résultat inter-
médiaire est achevée.

Nous montrons maintenant que B est un ensemble infini en vérifiant
que la longueur de ses mots n’est pas bornée. Comme H est un ensemble
fini, nous pouvons prendre un mot he H fixe qui ait la propriété de
n’étre facteur gauche d’aucun autre mot de H. Soit b un mot quelconque
de BNXX*; on a b==fx, ol feX" et x€X. Il existe au moins un
mot '€ X* tel que ff'X*nBX" = @ car, sinon, on aurait ff' X*nA*= 0
pour tout f” € X*, c’est-a-dire f € P’ en contradiction avec la définition
méme de f.

On vient de voir que le mot hff’ est facteur gauche d’au moins un
mot de HBX*; en prenant f’' assez long, on peut faire en sorte qu’il
existe h' € H et b’ € B tels que h' b’ soit un facteur gauche de hff’ et qu’on
ait toujours ff' X*NnBX*= ¥; on sait aussi que h’ et b’ sont déterminés
de facon univoque par hff’. Maintenant, on ne peut pas avoir h=FH,
car ceci entrainerait que b’ soit un facteur gauche de ff’ en contradiction
avec ff'X*NnBX*= (J; donc h’' est un facteur gauche propre de h.
De plus, h'b’ ne peut pas étre un facteur gauche de hf, car ceci entrai-
nerait que hfr = hb a deux facteurs gauches distincts dans HB; donc hf
est un facteur gauche propre de h’'d’, et nous avons obtenu la conclusion
désirée que la longueur de b’ est strictement plus grande que celle de b.
Ceci termine la vérification du fait que si A ne satisfait pas (U))
I’ensemble B, et par conséquent I'ensemble C, de ses facteurs gauches
propres sont deux ensembles infinis.
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SUR LES MONOIDES FINIS N'AYANT QUE DES SOUS-GROUPES TRIVIAUX

par Marcel-Paul SCHUTZENBERGER

Ixtr=duction.

Soit ¥ 13 monoTdelibre (demi-gzoupe libre <iac {7 ’menbpoutre e ) engendré par un
ensemble fixe X . A chaque congruence sur ¥* correspond 1l'algébre de Boole des
parties de X*  saturées par cette congruerce ; réciproquement, & chaque algébre de
Boole de parties de X* correspond de fagon unique une congruence qui est la plus
fine parmi toutes celles pour lesquelles chacune de ces parties est saturée. Un des
problémes de ce que l'on appelle parfois la théorie des langages formels consiste
3 étudier les rapports existant entre les familles de congruences sur ¥ et les
familles de parties de x* (ou "familles de langages formels") qui leur sont ain-
si assocides. Soit en particulier © rnne variété de groupes, c'est-a-dire une fa-
mille de groupes abstraits contenant tout sous-groupe et tout groupe quotient du
produit direct de deux de ses membres. Nous désignerons toujours par M(6) 1la fa-
mille des monoides quotient de X qui, d'une part sont finis et, d'autre part,
ont tous leurs sous-groupes dans G . On verra plus bas que, de fait, Tn(G) est
une variété de monoIdes ; on l'appellera la variété de monoides finis induite par
G .

De méme, i*(G) désignera la fanille des parties de X" saturdes par au moins
une congruence telle que le monoide quotient associé sppartienne & M(G) . On a

1'énoncé suivant :

1. - () est un sous-gerbier comolémenté du gerbier des parties de X

En d'autres termes, si A et B sont deux parties de el appartenant a 5*(6),
£¥(5) contient Ay B , le complément X*\A de A dans X' et le produit
AB={ff' eX*: felh; £ eB} . Le résultat suivant constitue le théoréme fon-

damental de ce que 1l'on appelle la théorie des automates finis.

2. THEOREME de Kleene. - Quand G est la variété de tous les groupes, i*(G)
est le plus petit gerbier de parties de X* qui contienne toutes les parties X'

s s N * .
de X et qui contienne le sous-monoide A" engendré par 1'un guelconque de ses

membres A .

Je me propose ici de donner la vérification de la propriété suivante :
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3. -8i (50 est la variété de groupes consistant en le seul groupe trivial

(c'est-a-dire réduit 3 un élément neutre), E*(Go) est le plus petit gerbier com-

plémenté contenant toutes les parties X' de X .

I1 serait naturellement intéressant d'avoir des caractérisations analogues pour
d'autres variétés de groupes que les deux cas extr@mes envisagés ici. Des progreés
substantiels ont été réalisés dans cette direction par RHODES et KRON en faisant
appel & certaines applications de X* dans lui-méme et & la notion de produit
semi-direct (ou de produit en couronne) de monoides s M. NIVAT a exposé ici méme
cette question et certains des résultats qu'il a obtenus. Je mentionne 1'énoncé

suivant qui appelle de nouvelles recherches :

4., - 81 % est la variété des groupes abéliens, x* (%) contient en méme

,

temps que chacun de ses membres B le sous-monoide engendré par B\BXX* ou Symeé-
triquement, B\X*XB ).

J'ignore si cette propriété de fermeture suffit & caractériser % (%) ; en utili-
sant les opérations de RHODES et KRON, elle permet d'obtenir %¥(G sol) 4 partir

des parties de X , ou © est la variété des groupes solvables. Dans tous ces

cas, il est impossible desgi dispenser d'une hypothése de finitude (au moins sur
les chaines d'idéaux) sur les monoides-quotient envisagés. On peut par contre, com-
pliquer les énoncés pour obtenir des résultats un peu plus généraux. Pour terminer
cette introduction et motiver un peu mieux les objets considérés, je signale 1'é-
noncé suivant, inspiré de ce que les ingénieurs appellent les "automates incompld-

tement spécifids" :

5. - Soient A, Be Z*((E) ou © est la variété de tous les groupes. Il

existe une plus petite variété de groupes G' telle que %' (') contienne au

moins un A' satisfaisant A cA'; BnA'=9% .

(I1 n'existe pas en général de congruence plus fine que toutes les autres parmi

celles qui saturent au moins une partie A' séparant A et B comme ci-dessus.)

Enfin, soit £ 1l'ensemble des applications dans X de l'ensemble N des en-
tiers naturels. Pour f e ﬂ et n, n'e N, on pose

f[n, n']

"

e ex* si nyn',
et
fln, n']=¢f(n) fn+1) ... f(n' - 1) e x* si n<n'.

Si & est une variété de groupes, 3911(6) sera la famille de toutes les parties de

£ qui sont une union finie de parties élémentaires V, de 2 ge 1a forme

M
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Vy={fe®; M= N («ff0, n'] : n' > n}}
n>0

ot McoX* etod o estun homomorphisme de X* dans un monoide de la variété
n(c) .

I1 est assez remarquable que chaque 4 e ﬂ(@) définisse de fagon unique une
certaine congruence sur X* q'une manidre qui généralise la construction applica-

ble aux parties de . ona:

6. THEOREME de Blichi et McNaughton. - Pour chaque variété de groupe ¢ ,
}'E(G) est une algébre de Boole qui contient toutes les parties de x}i de la forme

Vﬁ:{fe;y; M= N f{offn' ,n" +m']: n'>n; m'>m}.

n,m>0

ou M et o sont pris comme plus haut.

1. Vérification de la propriété 1.

Si les monoides M et M' ont tous leurs sous-groupes dans G , il est clair
que tout sous-groupe de tout sous-monoide de M x M' est un sous-groupe du produit
direct de deux sous-groupes de M et de M' . Pour vérifier que (@) est une va-
riété de monoides, il suffit donc de considérer Me M(5) , un épimorphisme
@ : M- M' et de vérifier que si G" est un sous-groupe de M" , il existe au
moins un sous-groupe G de M tel que oG = G" . Soit donc P 1'union de 1'élé-
ment neutre de M et de {meM; om e€G"} . Comme M est fini, le monoide
P c M posséde au moins un quasi-idéal minimal H , c'est-a-dire un sous-ensemble
non vide H qui satisfait PHn HP = PHP = H, et H est un sous-groupe de P ,
donc de M . Ona G".oH.G" = oH , c'est-a-dire G"=oH , et la remarque est éta-
blie.

Vérifions maintenant que M(G) est un gerbier complémenté, et pour cela considé-
rons deux homomorphismes

* N .
g 2 XN Mo ooh o i=1,2 et Ml,Mzem(G).

Soit R 1'ensemble des parties de Ml x M2 . Pour m eV, m, € M2 et

r={(mi,j’mé,j); jEJr}ER’
on pose

m.rom, = {(m mi’j s m2',j m) 5 J €J}€ER,

et, e; étant 1'élément neutre de M, , or définit une multiplication associative
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sur M; x R x M, en posant, pour toute paire d'éléments de ce produit direct d'en-

sembles :
(ml ,r,mz)(mi , 7' ,m2') =(1nlmi ,m]_r'ezuel rmé,mzmz') .

Enfin on définit 1'homomorphisme g de X* sur un monoide P contenu dans

Ml x R x M2 en posant, pour tout f e x* .

Bf = (0’1 £, {(011 £, Ay ") 5 £ = £}, ) £) .

. -1
I1 est clair que si les sous-ensembles Ai de X* satisfont o oy Ai = Ai ’

(i=1,2), ona aussi B:a-l gB pour

B:AluA B:Al\.‘\2 ou B=A1A2.

2 ’

N

I1 ne nous reste & vérifier que P e M(G) . Soit G = {(ml,j Ty mz’j) ;5 Jed}
un sous-groupe de P . Les sous-emsembles G, = {mi,j ;5 jed} de M, (i=1,2)
sont des images homomorphes de G ; ce sont donc des sous-groupes. Soit uy 1'i-
dempotent contenu dans Gi et soit N 1'intersection de G avec
{(w ,r, u2) ; reR} . N estun sous-groupe normal de G et le groupe quo-
tient G/N est isomorphe & un sous-groupe du produit direct G, x G2 . I1 suffit
donc de vérifier que N se réduit & 1'idempotent u = (w, , r, u2) contenu dans

G . Pour cela, prenons deux éléments

(W , %, u)

g=(y ,5,u) et g
de N inverses 1'un de 1l'autre. La relation u = u:2 donne

ulruruz

r

1]

et la relation u = gg donne
r=u Tu su, .
On a donc
u r=u vy su,
et, puisque w rcr, ceci entraine
u su, cr.

Maintenant, on déduit de g = ugu la relation
s=u ruwy su, ury,

c'est-d-dire s =r v u su, et enfin s = r ce qui montre que g=u, N={u} ;
G est donc isomorphe & un sous-groupe de G; x 2 et P e M(B) est vérifié.
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On peut noter que, de fait, P est un sous-monoide du produit semi-direct de
M, x M, par le produit direct de Card(Ml) x Card(Mz) copies du monoide {0 , 1}
4 deux éléments booldens (0 =0L =10=00; 1 =11) .

2. Vérification de la propriété 3.

Soit TI'(n) 1la famille des homomorphismes de X dans des monoides ayant au plus
n éléments et dont tous les sous-groupes sont triviaux. Il est clair que pour cha-
que partie X' de X , on peut trouver un vy € I'(3) tel que y-l vX' = X' . Te-
nant compte de la propriété 1, ceci montre que i*(Go) contient § , le gerbier

complémenté des parties de x* qui est engendré par tous les X' cX .

Réciproquement, si vy e ['(2) et si A = y_l YA ,ona A=¢ ou A={e} ou
A=x* , et par conséquent, A € § . Pour établir la propriété, il suffit donc de
prendre y e I'(n) fixe et de vérifier que y-l vA = A entraine Ae § sous l'hy-
pothése d'induction que A' e § pour tous les A' tels que '\('-1 y'A' =A' pour
au moins un v' e T'(n-1) . De fait, corme M = v&*  est fini, il suffit méme de Vé-

rifier ce résultat pour chaque sous-ensemble A de la forme Y-l n (med .

On a :
(1) y'l me§ sile résiduel Wo={n' €¥; m £Mn'M} de m a deux é1é-

ments ou plus.

En effet, il existe un homomorphisme p de M sur un monoide M' tel que pwm
soit un zéro de M' et que la restrictionde p & M\W = soit bijective. On a
y-l m = (py)-l m et py el(n-1) , et par conséquent, (pY)-l me § résulte de
1'hypothése d'induction.

(ii) Quel que soit me M, y"l (MoM) € F .

Soit f e y_l (MmM) . Le mot f possdde au moins un facteur g de longueur mini-
male tel que vyg appartienne & la mlme @-classe que m . Si g & {e} uX , on
peut éecrire g =xg'x' ou x, x' €X et g'e€ x* . Comme M est un monoide fini,
la théorie de Green et 1l'hypothése qu'aucun des facteurs propres de g n'appartient
& la @-classe de vyg impliquent que +vxg' , vg'x' et yg appartiennent au rési-
duel de vg' et qu'au moins deux de ces trois éléments sont distincts. D'aprés ce
que 1l'on vient de voir, y-l g' appartient donc & § . Il en résulte que y_l MmM
est une union finie 4'ensembles de la forme X*}(1 x y-l g' xX X ou X, et X

2

2
sont des parties de X et ou y-l g' € § pour chacun des g' .

sss . -1 -
(iii) Quel que soit me M, v~ (mM) et vy l(Mm) appartiennent & § .

-1
Soit encore f ey  (mM) , et soit g le facteur gauche de longueur minimale de
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f tel que yg et m appartiennent & la méme R-classe. On peut écrire g = g'x
on xeX et g'e x* , et tenant compte de ce que M est fini, on voit que,
comme plus haut, la O-classe de m appartient au résiduel de yg' . Utilisant
encore (i), on en conclut que y']' g' € §F quand la ®-classe de m contient deux
éléments ou plus (si cette ®O-classe ne contenait qu'un seul élément, et si le ré-
siduel de m ne contenait pas deux éléments, on aurait mM = MmM ). Le mlme rai-

sonnement que dans (ii) achéve la vérification de (iii).

Ceci termine aussi la vérification de la propriété 3, car l'hypothése que tous

les sous-groupes de M sont triviaux équivaut & 1'identité

{m} = (md an)\wm pour tout m €M .
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ALGEBRE. — Sur une question concernant certains sous-monoides libres.
Note (*) de M. MarceL PauvrL ScuirzeEnsereer, présentée par M. Paul
Montel.

On répond a une question posée par Golomb et Gordon (3), p. 370.

Soient X* le monoide libre engendré par un ensemble fixe fini X > 0
et Xj= X"\ {f**": fe XX*; neN}. Pour tout A € X*, on note A* le sous-
monoide engendré par A et si f€ X* onpose o, f={aa’: a,d’ €A*;f=d'a}.
On considére les conditions suivantes sur A ou p<<o<<p’ [c¢f. (*) et (?)] :
Us(p, p'). St les f,€XX* (p<j<j+1<p’) sont tels que f;f..€A*
identiquement, alors f, € A*.

U,. Pour tout f€X*, exfNA*=3,[.
U,. Pour tout fe X*\ A", {{I"NA*"NXX*= 0.

Sip<petp'=p onaUyp, p')=>Us(p, p')=>U, &U,. Si ay=(%1),en
ou o,,, = Card (A NX"**), U, & U’ impliquent a,="P,(a,), ou, d’apres (?),
nP,(«,) est la fonction des n—r1 premiers termes de @, exprimant &
l'aide de la formule de Moreau [(*) p. 501-503] le nombre des f€ XN X"
tels que pxfNA?A*= (. La propriété suivante répond & une question
de (*). La méme construction, inspirée de SirSov (*) et Lazard (*), donne
aussi les codes de W. L. Eastman cités dans (*).

ProprIETE. — - Soient o' = (o, ),ex une suite d’entiers telle que
o~ a, = P,(¢') identiquement et q:Z(Pn(a')~~a'ﬂ). Il existe un AcCX*
n>o

satisfaisant @, = o’ et U;(—q, 1) (et, par conséquent, AXX*NA)= 0.

Vérification. — Etant donnée une suite (e, Bi)ey (2i====1, B;CX*)
on pose A,= X et, inductivement,
A= (AinB)* . (ANB)  ou = (ANB).(AnBy)*
selon que ¢=:——1 ou 1. Les A; forment une suite non croissante,
et en posant A:limﬂAi», on a A*=limA;.
re i>o

Considérons les énoncés suivants ou, sans perte de généralité, on suppo-

sera g,=—1 et O #B;=B;NA;=#A; (o= 1< k).
I. Ay satisfait U,(pi, pi), o0 pitpr=k-+2 et pit p'k-—-:Zai.

i<k
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C2)

I1. Pour tout f € XX*, un et un seul des sous-monoides B;,B}, ..., B;_,, A;
a une intersection non vide avec oyf.

IIL A" X*nX* A7 'CA;.

Les énoncés sont triviaux pour j==0,1 car ff'€A,A]x>f€AA].
Done A, satisfait U, & U’ et I'on peut trouver un ensemble X, des sous-
ensembles B, A;C X* et un monomorphisme § : X*-> X* tels que ¢ B;= B, ,;
$A;= A;,, identiquement.

Supposons I, IT et III établis pour k <<i>\2 et soit k==1.

Pour I. Pour p;4-1<j<j+41<p,, on a f;€A] et il existe donc
des f,€X* tels que ¢f;=f; et fifi.i€A;,. Lhypothése d’induction
donne f,€A;, ce qui établit fo={f, €A;.

Pour II. Comme A, ACX*\B;, ou bien g, fNB,# @ et

oxfAA; CoxfNA[ =0, ou bien gepxfNA]/ G,

Dans ce dernier cas g=:{g, ol g€ X* et I’énoncé résulte de I’hypothése
d’induction.

Pour IIL. Soit g=af=fa’, o a€A}"',fE€X*, f€X* A, d €A,
Comme f, f €A}, on a g={¢g ou g=af=fa avec a€A’ ', f, feX*
et a€A”]. Donc g€A; ,, d’aprés 'hypothése d’induction, et g=:{g€A;.

Supposons maintenant que les mots b,, by, ..., by € XX\ X" X*
soient tels qu’en posant B;=:{b;} (0="i<<m) on ait «,=:Card (A, NX")
pour n<"k. Si f€X* et g€pxfNB;# D (o7t <m), on a g=b;"" et
donc f&X]. Donc, d’aprés I, f€X nX' entraine pxfNA, T et
d’apres U, si pxfNA A, =@, oxfNA; se réduit & un élément unique
de A,.. Ceci montre que Card (A, N X**!) = P,,(¢’) et qu’on peut prendre
d="Pi.(¢)—0a, >0 éléments distincts b,, bui1, ..., buie dans
Amn Xk, PosantB,, = { bm' }’ (m —1I ém,< m+ d), onaCard (Am-ul*i N X") = O(’n
pour n<"k -1, ce qui établit la propriété par induction sur k et passage
4 la limite en observant que tous les ¢; peuvent étre pris égaux & ~-1.

On notera que si g<<x on a la relation 1= Y, (CardX)™Card(ANX")
n>0
qui se vérifie facilement par induction sur les A; (i€N) en observant

que A=A, .(A;nB))* ou (A;nB)*. A/, selon le signe de z,.

(*) Séance du 20 septembre 1965.

(') S. W. GorLomB, B. GorpoN et L. R. WELcH, Canadian J. Math., 10, 1958, p. 202-20q.

(2) S. W. GoLoMmB et B. GorpoN, Information and Control, 8, 1965, p. 355-372.

(*) E. Lucas, Théorie des Nombres, Paris, 1891.

(*) A. L SirSov, Mat. Sbornik, 33, (75), 1953, p. 441-452.

(5) M. LAzARD, Istituto Mat. dell’ Universita, Roma, 1960.
(Institut Blaise Pascal,
23, rue du Maroc, Paris.)
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On Finite Monoids Having Only Trivial Subgroups

M. P. SCHUTZENBERGER

An alternative definition is given for a family of subsets of a free
monoid that has been considered by Trahtenbrot and by
MecNaughton.

I. INTRODUCTION

Let X™ be the free monoid generated by a fixed set X and let Q be
the least family of subsets of X* that satisfies the following conditions
(K1) and (K2):

(K1). X* € Q; {e} € Q (e is the neutral element of X*); X' € Q
for any X' c X.

(K2). If A; and A. belong to Q, then A, u A,,

ANA: (= {f € A1 :f € As})

and Ay-As (= {ff € X*:f € A;; f € As}) belong to Q.

With different notations, Q has been studied in Trahtenbrot (1958)
and, within a wider context, in McNaughton (1960). According to
Eggan (1963), Q contains, for suitable X, sets of arbitrarily large star-
height (cf. Section IV below).

For each natural number 7, let T'(n) denote the family of all epi-
morphisms y of X* such that Card yX* < n and that yX™ has only
trivial subgroups (i.e., yf* = /"™ for all f € X*, cf. Miller and Clifford
(1956)).

Ma1N ProPERTY. Q s identical with the union Q' over all n of the families

Q'(n) ={AcCX":v'yA = A;y € T(n)}
(= {v'M' : M c +X* v € T(n)}).
As an application, if 4, A" € X™ are such that for at least one triple
5,7, 7" € X* both {n € N:ff'f" € A} and {n € N :fff" € A’} are

infinite sets of integers, we can conclude that no B € Q satisfies A € B
and A" € X*\B.
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II. VERIFICATION OF Q c Q'

The next two remarks are reproduced from Petrone and Schiitzen-
berger (1963) for the sake of completeness.

REeMARK 1. Q' satisfies (K1).

Verification. Let the monoid M = {¢, z’, 0} and the map
v :X* — M be defined as follows: ye = ¢ = &”; for each z € X,
ve = 2 = €2’ = a'é’; for each f € X*\({e} uX'),vf = 0 = ¢0 =
0¢' = 2" = 2’0 = 02" = O

It is clear that v € I'(3) and, since X* = +y7'M; {e}] = ~'¢;
X’ = 7%, the remark is verified.

REMARK 2. Q' satisfies (K2).

Verification. For j = 1, 2 let v; : X* — M, and M; < M; satisfy
v;i € T'(n;) and A; = ~;'M;. We consider the family R of all sets of
pairs (my, me) € My X M, and for my € My, mas € Mz, v = {(mys,
me,i) i1 € I}, we let myr = {(mmm,:, ma;) 12 € I} and rmy =
{(my,i, ma,smg) : ¢ € I,}. Finally, letting M denote the direct product of
sets M; X R X M, , we define an associative product on M and an epi-
morphism v of X* onto a subset M of M by setting for all (my, 7, ms),
(m), 7', my) € Mandfée X*:

’ ’ ’ !’ 4 ’ ’
(ng, v, me)(my,r,me) = (mumy, myr U rme, mems );

v = (nfy (Ol vaf ") ' 57 € X577 = 11 mh).
It is clear thatA; u A, A)\A.and A;- A, are images by v~ of suitable
subsets of M. Since M is finite, the remark will follow from the fact that
any subgroup G = {(m1,;,7: ,ms,) : ¢ € Ig} of M isisomorphic to a direct
product G; X G, where G; is a suitable subgroup of M; (j = 1, 2).
Indeed, by construction {m;; : ¢ € I¢} is a homomorphic image of G,
hence a subgroup G, of M;. Let e; denote the neutral element of
G; (j = 1, 2) and let N be the intersection of G with the subset
{(e1, 7, €) :7 € R} of M. Since @ is finite N is a normal subgroup of G
and G/N is isomorphic to a subgroup of G; X G . Therefore it suffices to
show that N reduces to the neutral element ¢ = (e;, r, €;) of G. To see
this, let ¢ = (e1, s, ¢2) and b = (e1, t, e:) be elements of N inverse of
each other. The relations e’ = ¢” ¢’ = gh, and g = €'ge’ give, respectively,
r=erure,r = eluse,ands = eru ese U re . From the second and
the first of these equations we get eif U e;se; = eyr C r. Thus, using the
third equation, s = 7 U e;se. where, as we have just seen, e;se; C 7. This
gives s = r; hence ¢ = g = h, concluding the verification of the Remark
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and of Q < Q' since Q is defined as the least family to satisfy (K1) and
(K2).

III. VERIFICATION OF Q' < Q

The family Q'(1) consists of X * and of the empty set. Thus Q'(1) < Q
and it will suffice to consider an arbitrary fixed ¥ € I'(n) and to show
vM' € Q for all M © M = yX* under the induction hypothesis
Q'(n—1) cqQ.

REMARK 3. If Wy = {m € M :MmM n M’ = 8} contains two ele-
ments or more, then v "M’ € Q.

Verification. Let 8 be a map of M onto a set M that has the following
two properties: 8 sends Wy on a distinguished element 0 of M ; the re-
striction of 8 to M\W - is a bijection onto M\{0}.

Taking into account that, by definition, Wy = M-Wy-M, a struc-
ture of monoid is defined on M by letting (8m)(8m’) = B(mm') for all
m, m’ € M. Then, if Card W, = 2, we have 8y € I'(n — 1) and, since
~vM' = (By)'8M’, the Remark is verified.

REMARK 4. If M’ is an ideal (i.e., if M = M'M or = MM’), then
v M € Q.

Verification. Because of left-right symmetry and of the finiteness of
M, it suffices to consider the two cases of M’ = mM = MmM and of
M' = MmM s M where m is an arbitrary fixed element of M.

Let A = v '(mM)(vesp. = v (MmM)) and B = A\A-X-X* (resp.
= A\(X*X-AuA-X-X*uX*X-4-X-X%)). By construction B is
the least subset of X* such that A = B-X™ (resp. = X*-B-X*) and
the hypothesis M’ # M is equivalent to e ¢ B. Further, Iet
M = {m' EM:v'm'-XnB = 0} (resp. = {m' € M :X-v'm'-X n
B # 0}). Since yB € M’ = M'M (resp. = MM'M) and e ¢ B, we can
find X, € X and, for each m’ € M”, one subset X,,» of X (resp. two
subsets X, and X, of X) in such a way that A = Xo-X* U {y7'm’-

Xo - X*:m' € M"}(resp. = X*Xo-X* U {(X*Xpoy'm X+
X*:m' € M"}) and we have only to check Card W, = 2 for all
m/ € M”.

First, let us recall the following consequence of Green (1951). If P s
a finite monoid and if u, ' € P satisfy w' € wP and either u' P % uP or
Pu'P s PuP, then Pu'P C W .

Indeed, assume u € 4P and Pu'P ¢ W,,,, that is, assume " = ua”
and u = au'a’ for some a,a’, a” € P. Wehave u = a"u(a”"a’)" forn = 1,
hence for alln = 1. Since P is finite there exist two positive integers 7 and
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¢ such that @’/ = a%’% It follows that u = a"u(a"a’)® = a%a u-

(a"a’)™® = a% from which we deduce v = a"u(a”a’ )" = u(a"d’ ) =

uw'd' (a"a’ )" showing u € 'P, ie., uP < u'P. Since by hypothesis
WP C uP this gives the desired relations «'P = uP and Pu'P = PuP.
(For later reference we note that if P has only trivial subgroups, i.e., if
¢ = 1, the same hypothesis give ¥ = au hence au’ = aua” = ua” = u’
and, finally, u = aw'a’ = v'd’).

Consider now m’ € M” and take f € y'm’ and z € X such that
fx € B (resp. z'fz € B for some 2’ € X). We have vfz = m'yz € m'M -
(vesp. vfz € m'M and ~vz'fz € (yz'-m')-M). Because of the minimal
character of B, yfz-M (=M’ = M’'-M) is not equal to m'M (resp. M -
va'fe-M (=M" = M-M'-M) is not equal to M -yz'f-M, a fact which
implies that, also, vfz-M = m'M). Thus M-M'-M < W, and
Card W, = 2 because of the hypothesis M’ s M-M'-M (resp M-
vfz-M C Wimy and M-yz'fz-M C Wiyry, , hence, using symmetry,
v&'fx, ¥&'f, vfr € Wim with va'fz = v2'f).

REMARK 5. For all m € M, the set (mM n Mm)\W (my reduces to {m}.

Verification. The hypothesism’ ¢ Wm ,m’ € mM n Mm is equivalent
to the existence of a, a’, a1”, a” € M such that m = am'a’;m’ = ma,”;
m’ = a"m. As mentioned above the first two relations imply m = m'a’
and m’ = am’. Thus, by symmetry, m = am’ and m’ = m'a’ showing
m = m’. This concludes the verification of Remark 5 and, in view of
Remark 4, it also concludes the verification of Q = Q’.

IV. AN EXAMPLE OF EGGAN

Let X = {z.}ncnw and for each k € N let N, be the endomorphism of
X* that sends each z, € X onto Z,4n wheren’ = 2° — 1if n < 2* and
n’ = 0, otherwise. Setting B; = {x:}, we define inductively for &k > 1,
B, = Bf,- ()\kBk_l)*~)\kx0 where for any A € X *, A™ denotes the sub-
monoid generated by 4. In Eggan (1963), p. 389, it is shown that B,*
(denoted by | 8 |) has exactly star-height k.

It is clear that B; € Q and, to verify Biy1 € Q, it suffices to verify
B.* € Q under the induction hypothesis that v yB; = B for some
epimorphism v of X™* onto a finite monoid having only trivial subgroups.
Consider any element f € X*-B, . Induction on the number of times
Mezo appears in f shows that either f€ B,*B, or fEV, =
{f € X*:f'X* n B* = 0}. Thus B.* = {e} u X*-B,\V, and since
Vi = v "M’ where M = {m € vX* :m-vX* n yB, = @} the result
follows from the induction hypothesis.
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It may not be too irrelevant to recall the following example which
shows that sets of star-height one can have associated arbitrarily com-
plex groups. Let z and y be two distinct elements of X and, for n > 3,
let C, = {a", " "yx, 2"y, yz" '} u {z'y2z" " :1 £ 4 < n — 3}. Apply-
ing the theorem of Teissier (1951) shows that if p is a homomorphism of
X*into a finite monoid such that the sets pC,* and pC,*- pz are disjoint,
then pX™* contains at least one subgroup which admits the symmetric
group &, as a quotient group.

RECEIVED: March 20, 1964
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A Remark on Incompletely Specified Automata

M. P. SCHUTZENBERGER

Institut Blaise Pascal, Paris, France

A remark is proved concerning certain groups associated with any
finite automaton which satisfies a givenincompletely specified auto-m
aton.

INTRODUCTION

Let X (resp. Y*) denote the free monoid generated by a fixed input
aiphabet X (resp. output alphabet Y) and let § be an extra symbol not
contained in Y. An incompletely specified automaton can be characterized
formally by a map 8:X* — Y U {7} where for each input word f € Xx,
Bf = y if the output at the end of fisy € Y, and Bf = ¢ if the output
at the end of f is not specified. A map 8’ : X% — Y U {5} will be said to
satisfy B iff Bf = B'f for every f € Xx such that gf = j. The study of
the automata such that their associated map satisfies a given 8 seems to
be a standard topic in automata theory. The Property below is a side
remark having its motivation in the point of view taken in (McNaugh-
ton, 1960) and in the theory developed in (Krohn and Rhodes, 1963).
Further results along the present line have been obtained by L. Verbeek
(to appear).

Let 8 be a fixed map of X* into ¥ U {3} and, following (Teissier,
1951), let the quotient monoid Mg of X* and the homomorphism
v:X* — Mg be defined by the following two conditions:

(i) For any f, ' € Xx, if Bf # Bf then vf = ~f .

(ii) If ¥ is another homomorphism of Xx that fulfils condition i,
then Mp is a homomorphic image of 7X x.

If 8’ is another map of X into ¥ U {7}, we let the quotient monoid
Mg and the homomorphism v': X% — Mj. be defined in similar manner.

PROPERTY. Assume that 8 satisfies 8 and that any submonoid of Mg
admits minimal quasi-ideals. To each subgroup G of Mg (Miller and
Clifford, 1956) there correspond a subgroup G' of Mg and a normal sub-
group H of G that satisfy the following two conditions: G/H s a homo-
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morphic image of G'; for all f, ', fu, fo € Xx, the relations ~f, nf' ¢ H
and Bfiff. € Y imply that fif fo = § or = Bfiffe.

The last condition above has been studied in (Elgot and Rutledge,
1962). Following these authors, we shall say that it expresses the state-
ment that H is “B-compatible.”

VERIFICATION OF THE PROPERTY

We keep the notation and hypothesis already introduced and we let
p denote the map v’y of B(Mp) into B(Mp) which sends each A M 8
onto pA = {yf:f € X*;yf € A} C Mg . Thus, for any 4, B < M we
have

pd-pB = {(yIf:f,f € Xu;of € A;of € B} (1)
Civfif € Xx;vf € AB} = p(AB).

If G is a subgroup of Mz, we have GG = G and (1) gives pG-pG C
p(GQ@) = pG showing that the union of pG with the neutral element of
Mg is a submonoid of Mg . By hypothesis this submonoid contains at
least one subgroup @' which is a minimal quasi-ideal, i.e. which satisfies

@ = (G'-pQ) N (pG-G) = @ -pG-C. (2)

@ is the desired group and, letting 54 = @ 1N p4 for any 4 C G, we
show first that p{g} = @ for any g € G. Indeed, there is at least one
element of G, say g: , such that p{gi} contains at least one element of &,
say gi'. Let g be the inverse of g; in G. We have gig.ggag1 = ¢. Using (1),
this shows that p{g} contains the set A" = g’ -p{gsggs} - g1, which, be-
cause of g, € G’ and (2), is a subset of G'. Since p{gsggs} # @ this proves
plg} # O and the equivalent statement G C vy 'G'(= {vf:f € Xx;
¥f € @}). \

Let H = vy g/} N G and H = p{go} where gy = g0 € G and
g = go € G. It is well-known that H is a normal subgroup of G, H "a
normal subgroup of @ and that the quotient groups G/H and G'/H' are
isomorphic. We recall the proof for the sake of completeness. Indeed,
from go = g0, @-@ = @ and (1) we deduce that H'-H < H'. Since
the union of @ with the neutral element of M3 admits minimal quasi-
ideals, this shows that H is a subgroup of @', hence that g, € H'. Take
an arbitrary element ¢; € G. From gigo = gog1 = g1 and (1) we deduce
that both p{g:} - H' and H'-p{gy} are contained in {g,} and, since g" € H !
implies that each of these sets contains 5{g:}, we can conclude that s{gi} =
plgi} -H' = H'-p{g:}. Now, if ¢, is the inverse of g in G, applying (1) to
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9192 = ¢o shows that plgi} -plgs} is contained in H'. It follows that if
h, b € pigi} and h” € pigs}, we have hh”, K'h" € H’ showing that 5{gy}
is conta,lned in a single rlght coset of H'. Usmor symmetry and p{gi} -H =
H'-plgy}, it follows that H’ is a normal subgroup of G". Further, for any
two elements g; , gs € @, relation (1) gives p{gi} - plgs} € plgigs} showing
that the restriction of 5 to the one-element subsets of G can be considered
as a homomorphism of G onto G'/H' and our partial result is proved
since, by definition, H = vy'7i{gy} N G is the kernel of this homomor-
phism.

To conclude the verification it only remains to show that H is 8-com-
patible. However, H is a subset of vy {go’} and we have only to check
that for any f, f, f1, f2 € Xx the relations~f, vf € vy’ g0 } and ﬁfofz
Y imply 8fif f2 € {8fiffs} U {g}. The first relation gives Y 'f = 'f, hence
8'fiffs = B'fif f according to the definition of Mg and ~'. Thus Bfiffe =
8'f.f'f. € Y since Bfyff. € Y and since we have postulated that 8’ satisfies
B. For the same reason we must have gfif » = {81/ 7} U {} and the
verification of our property is completed.

EXAMPLES

1. The property is vacuous if it imposes no restriction upon the sub-
groups of the monoid My, . Assuming that My is finite we show that a
necessary condition for this is the existence of a natural number p such
that for all f, /', f* € X« the set {8ff " :n = p} contains at most one
letter from Y. Indeed, since My is assumed to be finite, there corresponds
to each m € Mp a natural number p,, such that {m”:n = p,} is a cyclic
subgroup of My . Taking p = max {p,:m € Mg}, it follows that for each
J € X« theset {yf":n = p} is a cyclic group and in order that the prop-
erty be vacuous each of these groups must be g-compatible, which is
precisely the condition given above.

2. Let ; and 2 (resp. y1 and y.) be two distinet elements of X (resp.
of Y) and let n be a fixed integer at least equal to 5. Further, let 8 'y,
be the submonoid of X generated by the set -

-1 —2 - ] —1 .
(0", 21wy, a7 @, warr ) U {2l 0 < 4 < — 2}

and 8y, = (B7'y1) 2. Computing the syntactic monoid Mz shows
that it contains a subgroup G isomorphic to the symmetric group on n
objects and that the subgroup of G corresponding to the alternatmg
subgroup is not B-compatible. Thus, by our property, any 8 with Mg
finite which satisfies 8 must contain a subgroup G’ which is isomorphie
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with G (since for n = 5 the symmetric group admits no proper non-
trivial normal subgroup except the alternating group). This implies,
for instance, that noneof the sets 8" y: (¢ = 1, 2) canbe described within
the “L.-language” of (McNaughton, 1960) since, as it is known, this
last requirement would imply that all the subgroups of Mg- are abelian
(for a formulation in the so called ‘‘algebraic terminology’ of the rele-
vant part of McNaughton’s theory see (Petrone et Schiitzenberger,

1963)).
REecerveDp: October 19, 1964
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ON A FACTORISATION OF FREE MONOIDS
M. P. SCHUTZENBERGER

A property is given which relates two results of Spitzer [6]; it also
relates two results of Chen, Fox and Lyndon [1]; the same remark
applies to work of Meyer-Wunderli [5] and M. Hall [3] and to its
generalisation by Lazard [4]. These connections are indicated more
fully below.

In what follows, F is the free monoid generated by a fixed set X
and F* denotes the set of all words of positive length of F. If the
words f and f’ of F belong to a submonoid F’ of F, the words ff’ and
f'f are said to be F’-conjugate. We consider the following conditions,
I, I’ and II, on a family {Y;: EJ} of subsets of F* indexed by a
totally ordered set J.

(I) (resp. (I’)). Each f&E F+* has at most (resp. at least) one repre-
sentation in the form f=fif; - - - fa, >0, where each f;€Y;, and
J1ZJZ - Zn

(IT) Each F-conjugate class C has nonempty intersection with the
submonoid F; generated by Y; for exactly one j&J; further, CN\F;
is an Fj;-conjugate class.

PROPOSITION 1. Any two of the three conditions 1, 1’ and 11 imply
the third one.

Proor. Let % be the large algebra of F over the real field R. If U
is a subset of F, we write U= Y, {f: fE€ U} €. Since (1-U)!
=1+ Y, {Um m>0}, it follows that (1—U)"'=G iff G is a sub-
monoid freely generated by U.

Let us assume first that I and I’ are satisfied; it follows that each
F;, jE T, is freely generated by ¥;and that (1—X)~'= [[{(1—-¥,)
jeJ } where the product is taken according to the given ordering of J.
Further, Log(1—X)!= Y {m1X™ m>0} = Z{()\f)“’f: f€F+}
and Log(1—¥;)"'= > { \f)~Yf: fE F*NF;}, where \f (resp. \;f) de-
notes the length of the word f with respect to the free basis X (resp. V).

For each F-conjugate class C, let m¢ denote the linear map of %
onto R that satisfies m¢f =1 if fFEC and wef=0 if fEF\C. Since m¢
is constant on conjugate classes, for all f/, f/&F we have wc(ff")
=wc(f"f'); it follows that if @C¥ is the large Lie algebra over R
generated by F, then m¢® =0 for € = [&, ]. According to our hy-

Received by the editors April 22, 1963 and, in revised form, June 13, 1963 and
September 3, 1963.
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pothesis, Log(1—X)~1=Log [[(1 — ¥;)~! whence, by the Campbell-
Hausdorff formula Log(1—X)~!'= > {Log(1— Y,-)“‘: jEJ} +K
where K&g'. Consequently, |

1) meLog(1 — X)~1 = ), {7rc Log(1 — Y;):j EJ}-

If f&C has the form f=g? with maximal positive p, it follows that
p Card C=XC where \C is the common length of all fEC; in par-
ticular, p is independent of the choice of f&C. Now m¢ Log(1 —X)—!
=> { ()\f)“:fEC} =(QC)! Card C=p~L From (1) we conclude that

) pt =2 {(0(CNF))tCard (CNFy):jE T}.

If p=1, the sum in (2) can have only one nonzero term and II is
verified for C. If p>1, we conclude from the case p =1 that g has an
F-conjugate g’ © Fj, for some j,&J. It follows that f'=g’?& CNF;,
that CN\F;, is an Fj-conjugate class and that (\;,(CN\F;,))~! Card
(CNF;,) =p1. It now follows from (2) that CN\F; = & iff j=3j,, and
the implication I & I’=11 is verified.

Let us assume now that II is satisfied; it follows that for each jEJ
one has

(3) foraHYf)f,€F7 ifff,7f,f€Fi) thenf)flepi'

Consequently (cf., e.g., [2]), each F; is freely generated by ¥; and
(2), whence (1), holds for every F-conjugate class C. Let a be the
natural homomorphism of ¥ into the large algebra over R of the
free commutative monoid generated by X. We deduce from (1) that
aLog(1—X)'= > {aLog(l—Y¥,)"':jEJ}, or, in equivalent fashion
thata(1—X)'=a [ { (1—Y;)"1:j&J}. Now, I (resp. I) is equiva-
lent to S+ [J(1 = Y;)~'=(1—X)~! where S (resp. —S) is an element
of A in which every f& F has non-negative coefficient. Since a.S=0
implies S=0, the implication I & II=1" (resp. I’ & 1I=1) is verified.

ExaAMPLE 1. Let o be a homomorphism of F into the additive group
of R and identify J with R. For rER, let Y, be the set of all f&E Ft+
such that of =rAf and that gf’ <r\f’ for every factorisation f=f'f"
(f’ # 1, f). The fact that {Y,: rER} satisfies I and I’ (resp. II) is
proved by Spitzer in [6, p. 327] (resp. p. 324).

ExAMPLE 2. Let < denote a lexicographic order on F and let J be
the set H of all f& F+ such that f=f'f" for f/, f'"& F* implies f <f'f’.
Let V3= {h}, for each & H. The fact that I, I’ and II are satisfied is
due to Chen, Fox and Lyndon [1] (cf. also [7]). A similar result
holds when H is replaced by the set obtained by “removing the
brackets” from Hall’s basic commutators ([5] and [3, Chapter 11]).

We conclude with the following application of the “elimination
method” of Lazard [4].
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PROPOSITION 2. Let F be a free monoid, and Py and P, two subsets of
F such that F*=Py+P,. Then there exists a unique pair of subsets
Y1CP1and Y.CP; such that

(@) F=(1—Y)(1— Yy

ProoOF. Let X be a free set of generators of F and let X; ,=XNP;
(=1, 2). Then Wo=(1—X,0)"1X;,0X1,0(1 — X1,0)~! is the sum of all
f=faft where fi is a nontrivial word in the elements of X1, and f; in
those of X;,. It follows that F= (1 —X;,0)"1(1 — Wy)~!(1 — X,,0) % If
we let ¥;,0=X;, (i=1, 2) this establishes for k=0 the inductive hy-
pothesis that

(5) X.',k C Y;,k C P; (l = 1, 2) and F = F]_,k(l b Wk)_le,);
where

F;,k = (1 b Y;‘k)—l (t = 1, 2) and Wk = Fg,kX2,kX1_kF1,k.

Suppose (5) is satisfied for some £=0. We construct inductively a
sequence of subsets Wi, of W, for all =0. First we take Wi ,o= &.
Supposing Wi, given we define Wi, ,41 to be the union of Wy, with
the set of all words of minimal length in the complement of
(Wie,a\Py) Fy j\J Fy (W ,»NP3) in Wi. We now define

Xigp1 = U0 (Wkaa M Py); Yier1=Yir U X011 (i=1,2).
nz

Thus, X 11C Y x1CP; (3=1, 2). To complete the verification that
(5) holds for 2+1, we need to show first

6 Wi = XippiF1rpe + FouXo ki1,

Indeed, by the inductive hypothesis each f& W} has a unique repre-
sentation in the form f=f,fi, where fi€X,,F1x and fo € F2uXo.
Taking Wi= F, Wi F1, into account, it follows that there exist two
sets Tl and Tz such that T1 = Xl,k+1F1,1,, Tz = Fz,kXZ,k+ly and
Wi=T1\UT,. Thus the proof of (6) needs only the verification that
T;f\T2= Q’

Let f&T;. By definition f=g.fafi, where g€ Foi, fo© FaxXon,
HEX 1k Fip, and fofy © Wi oM Py for some 7 2 0. The definition of Wy,
implies that fofi & X1, k41F1,6. Thus, for each #’ =0 and for each left
factor f{ €EX1:F1.x of fi, we have fof! € Wi o NPy It follows that for
each such f{ we have f,f{ €T, hence gifof{ €T, and finally gfsf!
&WinN\Py for all n”=0. This shows that f=g.fificE Ty and
ThN\T,= &, hence (6) is proved.

For the rest, we compute as follows:
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(Fl,k+1(1 — Wit1) WFopp)?

= (1—Yeit1) (1 — (1= Y1) "X et 1 X1 e41(1 = Yiog) ) (A = Yy k1)

=1-Yort1— Y1+ Yo rr1Yip— Xop 1 X an

=1—(You+Xopr1) — (Y1t X10) + (Yot Xo 1) (Yo + X kr1)
—Xo 111X 541

=1-Yo— Y+ Yor Vir—(1—Yoi) X1 p01— X 1(1— Yii)

= (1-Yor) (1= X16n1(1 = Y1) ' — (1= Y21) ' X2 k1) (1 — Y1)

= Fox(1—Wy)Fix=F

Finally, since W C FXXF and Wy C FW,W,F, each W, (k=0) con-
tains no word of length less than 2%+, It follows that the same is true
for the set complement of (1—Y;,)~'(1—Y2:)~'in F. Thus, letting
Yi=Uizo Yix (=1, 2), we have proved the existence of at least one
pair of sets satisfying the conditions stated in Proposition 2.

To verify the uniqueness, let us consider any other pair of subsets
Y{ and Y of F* that satisfies F=(1—Y{)"}(1—Y4)~".. We define
the subsets U,, V, V! (1=1, 2) of F* by the relations U;=Y/NY/;
V,'= Y,‘— Ui; V,’ = Y," - U,; (’L‘—_ 1, 2). From F-'= (1 - Yz)(l — Yl)
=(1-Y7)(1—-Y{) we deduce

(7) -V,— WV + Ule + VzUl = - Vll - VZI + UZVII + V2, Ul-

Now, either V1= Y{ and Y,=Y/ (i.e., ViUV,UV{UV{ =) or else
ViU V,U V{UV{ contains some element f of minimal length. By con-
struction ViN\V{ =VoNV{ =&. Thus (7) shows that f&(ViNVy)
U(V2N\VY). Since this last set is empty if Y{ CP; and Y4 CP,, the
verification of Proposition 2 is concluded.

Acknowledgment. I gratefully acknowledge the help of the referee
in improving the proofs.
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1. Cette note répond & une question posée par R. Mcliaughton a la
fin de son memoire "Symbolic Logic and Automata" [4]. Dans ce travail
McNaughton définit deux langages "L" et "Ln" wour décrire le
“"comportement" ("behaviour") d'une certaine famille d'automates
(synchrones, déterministces, discrets, finis) et propose ([4] p. 28)
le probléme de construire explicitement un tel automate dont 1le
“"comportement" ne puisse pas &tre décrit dans "Ln" o L'automate B
ceci nous remplagons les définitions de McNaughton par la
Définition 1 ci-dessous qui n'a d'autre but que de contenir tous les
automates (du type considéré par McKaughton) dont 1le "comportement"
peut &tre décrit dans LrI

La Remarque 1 met en évidence que tous les automates visés par la
Définition 1 ont une certaine proprieté abstraite et la vérification
que B n'a pas cette propriété est entiérement triviale.

Toutefois la propriété utilisée est trop grossiére pour
permettre d'établir le méme résultat en ce qui concerne l'automate

donné par McNaughton a la page 29 de [4].

20 Comme les notations algébriquesne donnent pas la possibilité
de réaliser l'économie conceptuelle et la simplicité de notations
obtenues par les méthodes logiques de McNaughton, il n'y aurait

aucun avantage ici & ne pas prendre pour l'"alphabet d'entrée" Xi
(input_alphsbet) et pour 1'"alphabet de sortie" X, (output alphabet)

deux ensembles guelcongues. Soit N l'ensemble des entiers
naturels positifs; {J} (resp. {V}), l'ensemble des applications
de N, dans XY (resp. dans X-;-).

Le "comportement" d'un automate Jt du type considéré peut
étre identifié & une application p: {J}=»{V} telle que pour chague
J € {J} et neN 1la restriction (uJ)?+1 de la "séquence de sortie"
pJ & l'intervalle [1,n] soit une fonction (d'une nature parti-
culiére discutée plus bas) de la restriction correspondante J?+1
de la "séquence d'entrée" J € {J} . Introduis~ons selon la Théorie
de A. Burks [1] l'ensemble X = Xi)c Xu. et considérons le mo-

noide libre F engendré per X .
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I1 existe deux épimorphismes Py et Py de F sur les monoides
libres Fi et Fu s, engendrés par Xi et )gl respectivement, qui sont
tels que pour tout x = (x',x") eX (x'exi R ;'"exu) on ait

p;¥ = x!' et Px = x" . Ces conditions définissent s ct Pa

sans ambiguité.

Pour p: {J} =+ {V} , €{J} et n,n" €]}y, donnés, nous dési-
gnerons par lu, Jnn+n'l le mot feF tel que pif et puf soient
respectivement i1es images dans Fi et dans Fu des restrictions a
1tintervalle [n, n+n'-1] de J et de ud.

Selon Burks [1], un automate c)(,, d'application associée p ,
pourra donc &tre caractérisé par 1l'ensemble JUF) des "éléments
de_son_comportement" c'est & dire par 1'élément JL(F) € P(F)
aérini par J(F) = {feF : = |p, 37|, Je@) ; ney} de v
Par abus de notation et en vertu de l'hypothése sur p impliquée
par la notion d'automate séquentielle, JG(F) = {rerF : Pf = kP ry
D'autre part si P(F) (resp. @Q(F)) est l'ensemble des partie de F
(resp. de P(F)) et si P,P' e ®(F) , on écrira comme d'habitude
P\P' = {feF : f€P, £ ¢ P'} , PP' = {f€F : £ = £'f" : f'€P, f"€P)
P = {e} ol e est 1'élément neutre de F . Si Qe@2(F) on
aésignera par Q' 1le plus petit Q'c P°(F) qui satisfasse les
conditions suivantes.

(i) Qcg' ; FeQ ; si X'CX alors X'e®

(ii) si P,P'e Q' alors PUP' , P\P' , PP'eQ

En particulier Qg = {F}t et, aésignant par x(nt1)* ¢ ®(r)
le sous-monoide de F engendré par Xn+1 (neli) , on définira
. ® }
Q comme Q"ﬁ ot Qf=U{x n+1)e neN} e P2(F) .

30 Dans la famille {Jﬁ} des automates considérés par Mcilaughton
1'application p: {J‘?M} - {V?”} (neN) satisfait des conditions
trés spéciales a la discussion desquelles McNaughton consacre

de trop nombreuses pages pour que nous puissions songer a les
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reproduire ici in extenso. La Définition 1 ci-dessous est donc

a la fois une traduction algébrique et un résumé¢ de la Théorie
élaborée dans [L4]. Par définition, pour tout ne¥ au moins égal
% un certain "Gélai" d i rfixe (éventuellement égal & 1), la _
"ut1idue lettre" du "uct de sortie" (c'est i aire, p, lu, J?+1|
est une certaine fonction VY' de la '"n+iiéue lettrc" du '"mot
d'entrée" (pi lu, J2+1| ), des n-preumiércs lettres de "la séruen—
ce d'entrée" et de la "séquence de sortie" (c'est % ¢iis, en
défrinitive, ce !p, J?l

Dans la Théorie de licNaughton la Fonctica W' ne dénend
cue Ges valeurs de vérité de Csrd ¥ prédicats incompatibles
Ll AAAAAN 11
ceux a deux et dont la disjoiiction ect toujours vraie. vhacun de
ces prédicots est lui-m@ne exprimable comme une "formule" du

1, il

langage "L'" (ou "L") . A lear tour ces "fornules" de L et de

L sont des formules particuliéres du calcul des prédicats du
premier ordre avec Ces cuantificateurs tornés ("restricted
gusntifiers").

Elles sont obtenues en compo rar ¢es opérations booléennes
un nombre fini de prédicats spécifigues des types ci-dessous
(1), (2), (3), () et (5)e ( [ 1e6 ). Comme il s'agit toujours
A'une spplication p={J} = {V} et d'un J € {J} donnés, nous
pouvons utiliser pour la tracduction les conventions faites en

nt
éci
b
4

—
-
—

ur l'ensenble des éléuents ¢u comvortement de JC.

(i) Le "teups" nell est (au moins) égal (au plus égal) i une

valeur fixe nel

=1

Ceci se traduit par feFXP1 (feF\FX , fex1),

(2) La_"n-iime lettre du mot d'entrée (de sortie)" est une lettre

déterninée x'eX; . (exu).

Ceci se traduit par rex™ X' ob X' = {xeX : pyx = x'}
({xex' : px = x'} ).
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(3) Pour n1el\f fixe, neN supérieur a n et arbitraire ,

1

x'eX; (resp. eXu) fixe, la (n-—n1+1)—iéme lettre du mot

d'entrée (de sortie) est x' .

Ceci se traduit par reFx'x™ ™1 avee X! comme ci-dessuse.

(4) Pour le langage L]I s le "temps" neX est congruent a n,

modulo n,+1 (n1,n26N).

La traduction est JE‘EX(n1 +1)s x12

Plus générslement nous associerons a I 1la famille Qoe.@2(F)
et 2 LY 1a famille QneﬁPZ(F) et il résulte de Gb = Gg et de
QH = Q11:I que toutes les fonctions booléennes d'un nombre fini
de formules des types qui viennent d'&tre décrits (c'est & dire toutes
celles dont on aura besoin) peuvent &tre associés sans ambiguité
a4 des prédicats de la forme "feP" ol les P sont des éléments

particuliers de QO ou de QII selon le langage considéré.

Le dernier prédicat spécifique ([1] po € ) utilisé par
McKaughton est défini par induction & 1'aide des prédicats
précédents.

Si ces derniers sont dits avoir "nauteur zéro" un prédicat de
hauteur au plus k+1 est caractérisé par k' (k'e€Nl) prédicats
N (i=1425e40,k') de hauteur au plus k et exprime pour n
arbitraire la propriété suivante:

(5) 11 existe une séquence croissante de k'+1 entiers

n, =1 < n, <...<nk,+1 =n tels gue les k' restrictions

(Jni+1

n,
n. ’ (HJ)n:_LH) (i=1,2,040,k') satisfassent chacune le
i i

prédicat )‘i correspondant.

Ceci se traduit par feP,'.Pz.....Pk, ol les Pi sont les
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éléments de @P(F) qui traduisent les prédicats A, - Donc,
d'aprés la définition méme de l'opération de fermeture 'r, on

a sncore feP avec Pe&n (ou Per).

Enfin, puisque McNaughton ne considére que des alphabets
finis la fonction V' ne &épend que d'un systéme fini de prédicats
de "L" ou de "Ln". Il n'y a donc pas de perte de généralité du
point de vue de la discussion de 1'Exemple 1 & utiliser désormais
la définition suivante ou les alphabets Xi et Xu sont supposés
donnés et ol Q:-Qo ou QII"

Défainition 1: Un Q-automate de lcllaughton eut us 5-tuple
dl= (dép.: ),X,¥) od d,meN, p' est une application de

<A+
FiNF &5
une partition de F en m éléments P1, P2,...,Pme at ;s ¥ est une
application de [4,m] xX, dans X .

dans Fu\Fu Xﬁ” préservant la longuer des mots; X est

Tar Géfinition: J6(¥) = F\(E'VEMF ot I' = {rerwx®!

Pt Zu! P f} et ol, en posant pour m'€ [1,m] et X;€X, ,
)_(m, = {xe&X : RS 2 ¥(m' , Py x)} , on a

M =

A
o
o)
r

G 7
£ =f'x, f'eFX 1(\Pm. , xeX_,

Puisque m est supposé fini, ceci implique donc que JG6(®)cqQt
pour tout Q-automate.

Cette définition de 1l'ensemble JC(F) des "éléiments du conporte-—
ment" de J6 traduit la condition aue pour les mots d'entrée de long-
gueur au plus de 1l'application p est identique & une application pu'
srvitraire (qui constitue la condition iaitizle de Kelauchton) et
¢ue pour les sutres mots, la n+i-iéme lettre de sortie est
Tonction de la n+i lettre d'entrée et a'un prédicet du type voulu

surr les n-premiéires lettres des mots 1'entrée et Ce sowties
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Lo Nous introduisons encore guelgques notations. Pour chaque

P € P(F), on sait [Teissier 1951] qu'il existe unlomomorphisme
unique <PP de F dans un monoide quotient cpPF tel que (p';qDP PcP
(c'est a dire, P ={feF : opf ¢p P}) et que pour tout homomor-
phisme ¢: F2oF tel que ¢ oPcP , *p F soit une image homo-
morphe de @P o

D'autre part, pour chague monoide M , on peut définir 1l'ensemble
Q(M) des sous—groupes abstraits de ¥ c'est 4 dire l'ensemble des

groupes abstraits G tel qu'il existe au moins un sous-ensenble
Ku'cM (M' £ @) ayant la propriété que M' M' = MN' et que la
restriction & M' de la structure de monoide de } soit isomorrhe
a la structure de morioide de Go. L'ensemble stable ' lui-méme est
un sous-groupe de li et la Théorie de ces objets a été établie
par A.A. Niller et A.H. Clifford dans [5].

Soit maintenant une famille guelcongue dGe groupes
abstraits et +) la plus petite famille G' de groupes abstraits
telle que t?tc‘q‘, GOG_% (od G, désigne le groupe abstrait d'ordre
un) et G €‘% pour toute image homomorphe G3 de tout sous-groupe
de tout prodult direct GXG, ol G, et G, sont deux

éléments quelconques de G' . Nous définissons Q(ﬁ)e? (F) comne
la famille de tous les P & P (F) tels cue pour tout ensemble

fini X'CX 1'image par ¢p du sous-monoide F., de F ,

engendré par X' , soit un monoide fini satisfalsant

gw(<pP FX,)eG .

Trois cas particuliers sont utilisés daans la Théorie de
EcNaughton:

(i) Pour P
G(op ¥)

F, (P P se redult a un élément neutre. Doic
{co} € {% }
(ii) Pour P =X'¢cX , P # ¢ ; la relation FXrOD = g montre

gue pour tout TreFX on a qu 2 = u = u2 et cue, par
conséguent, ‘gﬂ(tp : F) {G } ()

n

i

ll
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jii) Pour P = X(n+1)* (n€N), ¢, F est isomorphe au groupe
P

additif des entiers rationnels modulc() )n+1 et, par conséquent

= = t S ~ o
G(og(n+1)e F) 8 0 O %ab (= ‘;’ab ) est la famille des
groupes abéliens.

La remarque suivante est une application trivisle de résultats
de (Clifford et Miller [5]) & un cas particulier du Théoréme de
Kleene sur les "événements répguliers" [3]. La vérification en est
cependant donnée par souci d'€tre complet.

Remarcue 1: §,CQ({6.} () et Cr <(g,).

Vérification: Soient P,,P.€ (% ). D'aprés 1a aéfinition
méne des opérations de fermeture T et (T) et les cas particuliers
(i) et (ii) ci-dessus il suffit de vérifier d'abord que pour

- » - -—
P—P1U;2 ’ _P1\P2 ou..P1 P2 L
de F sur un monoide N tel que ¢ ¢PCP et que les conditions

il existe unhomomorphisme ¢

sont satisfaites. Ensuite on montrera que ces conditions sont
encore satisfaites pour toute image homomorphe H' de ¥ (donc
en particulier pour <pPF)°

Yous construisons d'abord M . Soient Mi = 9p F (i=1,2).

i
Pour my €M, , mEN, , T = {(m , M JGJP} e@(M,'xmz) nous

2 15J 2,3') :
écrivons m,r ={(m1 my o5 m2,j) : JGJr} et rm, = {(1111,j ) My m2) :
. s€ . 1 [ ' (1
t 3 Jr}, pour (m,t , D, m2) » (my , 2!, mz)em1 X J(M1XM2)xMz

B L 1 1 - 1 1 - t
nous posons (m,i s Ty m2)(m1 , ', m2) = (m1 my , m r'Urmn, n, m2)
ce gui munit cet ensemble d'un produit associatif et permet de definir
un homomorphisine ¢ de F sur MCM1X ?(M1x }flz)xma en posant pour tout

feF of = (¢p £, {(op £', @, £") : £',f%F , £'f" = £}, o, ).
P1 P1 P2 P2

Il est immédiat que ¢ 'PCP pour P = P,UP,,= PNP,, = P, P,.

Soit K= {(m,“g s T, I ) ¢ gGG} un sous—-groupe de M o

g 2,8
Cette hypothése impligque que, pour i=1,2, {mi g : geG} est un
?
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sous-groupe de Mi (isomorphe au groupe abstrait Gi) dont

1'élément neutre est m; e

1'élément neutre u = (m

avec m; défini par la donnée de

s€

1,6 * Te ? mz’e) de X . Pour €iablir

que K est isomorphe & un sous—groupe de (}1><G2 il suffit de

. . N -
vérifier que si a (m1,8, » Ty mz’g) et
t 1 1 1 ] - - ]
a! = (m1.g. s Tgr mz,g,) (aya'€ K) sont tels que LR
— At ' s s ~ ot -
et m‘?’g = mz’g ona a=a' , c'est & dire rg = rg. o En

considérant les produits a @ et a'a ol @ekK est défini par
a'@ = u on peut se ramener au cas de a = u . Soient donc

] ] 3 =3 t = -
= (m r m s V.= \nm m v',VEK).
v ( 1,e ? » 1,6) H ( 1,e ? r o, 2,6) ( > I\)
R s 2 — -
Les identités u = u™ = u3 s uvu = Vv ; uvu =V donnent les
ation r m m m ;o=
relations m1’e e "2,e C 1,e r, V) re 2,e ’
m rm ; T =1 m T me i
reu i,e o,e } eu ‘1,e m2,e « Comme il résulte de
V¥V = Vv =uque r_ =nmn TUrm =m ruT m. or en
q e 1,e v 2,e 1,e TYUT N o '
coaclut qgue r_ =m r n r nm. r n in rm
4 e 1,6 eV My, e Te My e UTg My o Ly e 2,e
m T n d'oll m »UT)m, et, enfin =r =7
i€ 2,e 1,e(' UT) 2,e ©Te » enf Pe =T =T

ce gui achéve la vérification de ce point.

Finalement, il résulte immédiatement des définitions gue
q;Fx, et, par conséquent, wcp’E‘X, sont finis pour tout sous-monoide
Fys CF engendré par un sous-ensemble fini X'CX et tout homomor-
vhisme {: MoF'

Il reste seulement a vérifier que tout sous-grouve ' de
w(pr. est 1'image honomorrhe d'au moins un sous-grourve de oF..,

Soit A = {9e} U (neoFy, : \leeK'} . Fous prenons un
élément arbitraire he€A tel que Csrd(h A h) < Cord(m' a m')
pour tout m'€A . Comme hm' hAhmn'hCh A h , on a nécessai-
rement m' Am' =h A h pour tout m'€é h Ah . En particulier
P an’ =han pour tout p€l , ce qui montre (puiscue A est
fini) que 1'on peut choisir h tel que h2 = h et gue, par con-
séquent, heh 4 h.. Maintenant, si m'eh Ah ona m' =hm"h
pour un certain m"e€A donc m'h =hn' et m' Am' =
n'(h A h)m' . Il en résulte que pour chague m'eh A h on a:
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Gara(h A h) = Gard(m! A m')< Gard(n' h A h)< Gaxd(n' Am' h A h) =
gard(h A h A h)< Card(h A h) ce qui montre que m'h Ah=hAhn'
pour tout m*eh A h , donc gue h A h est isomorphe & un groure,
et ce qui achéve la vérification de la Remargue 1.

: — L} 1 . - " n o
5. soient X; ={x} , x}}; X, _{x1 , x" et B un automate
défini par ua ensemble S ={s : (1<k<5)} a'états et la table de
transition suivante (dans les notations de Gill [2] )

x; xé x,‘I xé
5 5, S, xg x}l'
S, 33 8, x!I' s,‘;
Sy Sh. su x;‘ x}"
sb, 35 85 x!l' x;’
55 8, 33 xl" x}l'
L'état initial est 8, o

Soient X = x.’j. s J,i' = 1,2} ol pour abréger xj’j. =
(xg ’ x'af.)exixxu et B = ®(F) dans les notations de 3.

Considérons S' ={sk : O<k<5} et la représentation § de F

par des applications de S' dans lui-m@me qui est définie par le
tableau suivant ol pour chague ligne k et chaque colonne j,J!
1'entrée (k,(J,J')) dénote 1'élément Sy VX4 j,eas'

t

X141 *1,2] *2,1| *2,2
S | %o o) 80 o
81 So 81 82 Bo
5, 8y 85 5, 55
53 s'4 s)_L SL[. SO
Su 55 85 85 So
85 82 32 83 So
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Par construction [1] » @, F est isomorphe & VF . On vérifie
facilerent que si F' est le sous-monoide de F engendré par

et JF'C YF est isomorphe au groupe

1,1 1,1 %21 %20
symétrigue Ty cui n'est pas abélien. Donc oy F ¢Q(§ab) et

psr consécuent Bn'est pas un QH -autoate de McNaughton.

(6]
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L5]

i6]
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I) Introduction.-—

Les codes & longueur variable ont été considérés des
les premiers travaux de Shannon sur la théorie des communi-
cations. Cependant nous n'en savons guéere plus & leur sujet
maintenant qu'il y a dix ans. Ceci est d'autant plus remar-—
quable que 1l'étude des codes équivaut & celle d'un objet: mathé-
matique assez naturel (les sous monoides libres d'un monoide
libre) et que 1'on peut formuler & ce propos des conjectures
précises et d'un contenu apparemment élémentaire.

Le but de ccs notes est de présenter quelques définitions
et quelques arguments de plausibilité concernant l'une de
ces conjectures. Dans ce qui suit, X dénote un ensemble
(1"alphabet") d'éléments appelés lettres. X¥ est le monoide
libre engendré par X cl'est-a-dire 1l'énsemble de tous les mots
en les lettres de X muni de 1l'opération de concaténation ;
e désigne 1'élément neutre de X+ (c'est-d-dire le mot vide).
Définition 1.~

Un sous ensemble non vide A de X° est un code s.s.1
tout mot de X© a au plus une factorisation comme produit

de mots de A . Par cxemple, pour ¥ =.x ,y}- 1'ensenmble
A= { XX , YyXX , YYX , ¥X , yy} est un code (la vérification
est laissée au lecteur); par contre A' = {:xy, X, 3{? n'est

pas un code parce que par exemple le mot yxy a deux fac-
torisations distinctes (y)(xy) et (yx)(y) comme produit

de mots de A .

78



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 6 page #385 7-7-2009

Année 1965 1965-8. Codes a longueur variable

2.

Si A est un code, soit Y wun alphabet et ;\ : YA
une bijection; X g'étend en un homomorphisme dans X®
un monoide libre ¥* engendré par Y . I'hypothése que A
est un code équivaut & 1'hypotheése que X est un monomor-
phisme etpar définition le sous monoide A® ge X®
engendré par A est isomorphe & v¥ . A¥® oest donc un
sous-monoide libre de X~ . Réciproquement, soit B® wun
sous~monofde libre de ; B*¥ est librement engendré par
l'ensemble B = (BK\\£§§)\\(BE\\{§})2 qui est donc un code
s'il est non vide. Ceci montre 1l'équivalence des notions
de code et de sous monoide libre d'un monoide libre.

I1 existe une catégorie de codeg faciles a construire:

les codes préfixcs dont la définition est la suivante:

LE

Définition 2.~
Un sous ensemble non vide A de X© est un code pré-
fixe s.s.i aucun des mots de 4 n'est facteur gauche
propre d'un autre mot de A . (en symboles: AXXEEQA =@ ).
On vérifie sans peine qu'un code préfixe est un code.

¥ non vide

On appellera code préfixe gauche tout ACS
satisfaisant la condition symétrique X*XAf}A =@ et

bi préfixe tout code qui est & la fois préfixe et préfixe

gauche.

Un exemple de code préfixe est:{x Yy VXX LYXY ,yy}—
(de code préfixe gauche: X ,XXY JVXY LYY ). v

On doit & B. Mandelbrot l'observation que 4 est un
code préfixe s.s.i A peut &tre cansidéré ccame 1'ensem-—
ble des suites de lettres définissant la premiére réalisation
d'un événement récurrent au sens de Feller. Aucune inter-~

prétation simple n'est connue pour les codes quelcongues

et de fait, il n'existe aucune méthode non triviale permet-
tent de construire tous les codes ayant un nonbrc donné de
mots. Cependant c'est un fait remarquable que tous les codes
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(fini ou infini) que l'on connait peuvent &tre transformés
en des codes préfixes par permutation des lettres de leurs

mots.,
Par exemple le code A= {XX y VXX L,YYyX ,¥X ,yyf} n'est
ni préfixe ni préfixe gauche, mais il se raméne au code
préfixe L' = { XX 3XYX HXYY 2YX ,¥¥ par permutation des
lettres des mots yxx et yyx . L'essentiel de ces notes
consistera en la discussion de certaines propriétés se
rattachant & la conjecture que la constatation empirique
que 1l'on vient d'énoncer est vraie pour tous les codecs.,
Pour terminer cette introduction, il faut encore

introduire la notion de paire synchronisante.

Définition 3.-
Soit A wun code. Une paire (f ,f')& X* x x¥

est une paire synchronisante s.s.i quels que soient
g ,8' €X® 1la relation g f ! g'€ A¥ entraine
gf ,f'g'e L¥E

Le contenu intuitif de cette définition est simple-
ment que le mot ff' détermine sans ambiguité une factorisa-
tionr du message quel que soit le contexte dans lequel elle
se trouve puisque la fin du mot f est nécessairement la
fin 41 mot de A . Il est cleir qu'il existe de nombreux
codes n'ayant aucune pairc synchronisante: par cxemple
(pour X ={x ,y}) le code A = {XX Zy XY L,¥X ,yy})
I1 semble cependant que les codes n'ayant pas de paire syn-
chronisante aient des propriétés trés spéciales et 1'étude
de ces propriétés se rattache étroitement & la conjecture

précédente.

II) Propriétés élémentaircs des codes généraux.-—

On garde les notationg X ,A ,A* setc... intro-
duites jusqu'ici et on rappelle qu'un sous ensemble B de
X*¥ est dit stable si et seulement si B2(:B .
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Propriété 1.-

Deux conditions nécessaires et suffisantes équi-
valentes pour qu'un sous ensemble stable A¥ de X® soit
un sous=-monoide libre sont
(1) 4¥ satisfait la condition U

Uy ¢ A% = { fEX* ¢ AFEN fﬂg‘n Figl.

(2) 1I1 existe une représentation [4 de x¥ par des matri-
ces & éléments O ou 1 telle que f:{f€x§ : ('.Lf)1 1= 1}.
De plus, A¥® est engendré par un code préfixe si et seule-
ment s i1 satisfait 1l'une des deux conditions suivantes:
(3) U, AF= {fex* . AFrma® 4 ¢}
(4) La représentation A peut &tre choisie de telle sorte
que pour tout fEXEE , /,{,f ait au plus un élément non nul

dans chaque ligne.

Vérification,-
I1 est commode de noter d'abord qu'étant donné un sous

ensemble stable A% de x* , un mot f satisfait

AEFN AN 4¥ £ § s.s.i il satisfait AFFMNAF £ @ et

£4¥Na® £ ¢ . Bn effet, si & ,a, o c 1¥ sont tels (1)

que a,f = fa, = as on a certainement ﬁ*ff}&*:}{a3} £ @ .

Réciproquement, si a1 125 48, 52 G;AK sont tels que

2

a,f =a et fa, =a. , ona a alf = apa, = fa,a. et
% *® * 2 54 N 2 ®2 *®
£ fATN A D{a5a4} 4 @ Ad'sprés lthypothise AT AT .

A
Montrons maintenant:

() Uﬁ.%> A¥ 1ibre; supposons que A* est un sous ensemble

stable non vide de X+ satisfaisent U, . Comme

1¥e = er®* = 0® , ona egcA® . Posons A = A*‘\{e}f\\\

(AK\\{e})Z . Si A® 4 {eg , ce gque nous supposerons désor-

mais, A est non vide et chaque mot gE:A*\\ié} a au moins

une factorisation g = 2y 85 «e. @ comme produit de mots

m
8y 38y seeey amE;A . Pour montrer que A est un code, il

suffit de vérifier que cette factorisation est unique et,

) et fA¥r1A§:){ai} # ¢
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procédant par induction sur la longueur de¢ g , on peut
supposer que ceci est déjh établi pour tous les mots de AF
qui sont strictement plus courtsque g . Soit donc

g=2a'y a,...al (a'y sa'y seeey a'm,€'ﬁ) une autre

]
factorisation de mg . D'aprés 1l'hypothése d'induction,
cette factorisation cst la mdme que la précédente si et
seulemcnt si a, = a'1 . Si a4 était différent de a'1
on pourrait supposer sang perte de généralité que 2y
est plus court que a'1 . On aurait donc a'1 = a1f pour
un certain mot fEX* et 1l'on aurait fg;&* d'apreés la
définition de 4 . De plus, on aurait aussi
=8y 8z ... Bp clest-a-dire 4¥%f ﬂA* 4 ¢

! 1] t
fa2a3...am

et fAEN:F £ ¢ avec fngE ce qui est impossible
d'aprés 1'hypothdse quc AT satisfait Uy - L'implication
" U= A% libre" est éteblie.
B) 2% 1ibre =3

Soit O = {hé_'}(EE : hXXEMN A £ Qﬁ}: 1'ensemble des
facteurs gauches propres des mots de A . DNous prenons H
comme ensemble d'indices et nous définissons comnme la
H x H matrice unité . Pour chaque f€XK\{r3
définissons la H x H mnatrice par la condition que pour
chaque h ,h'€H on ait : ( f)h g’ =1 si hf =h' ou
s5'il existe a€AMMXI® et AEA™ tels que hf = aah'

([Ji)h pt = 0 dans 'Lous le s
autres czs. Par définition e €H , L% =4 f€X® QLf)e o 1%
et tous les éléments des matrices lA-f son 0 ou
I1 suffit maintenant de vérifier sous 1l'hypothése que A*
est libre que [ cst bien une représentation de x*
'es‘b—a-—dlre que ‘u.fld_f' = ff' identiquement pour

f ,f'€X® . Procédant par induction, on peut se limiter
au cas ou f! = x€X et la vérification découlc de la défi-

nous

nition de fA. en considérant successivement les différents
cas possibles. Je ne la rcproduis pas ici.
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(x) fb=§Ua . Supposons maintenant que b poss&de une
représentation fL par des matrices & ¢léments O ou 1
et, prenant un indicc gquelconque, disons 1 , posons

Fedrer®: (), = 1} . Tl est clair que .
est un” sous monoTde de. X% . “Soient a ,alEl i et feX*
tels que af ,fa' € 4® . Dlaprés la définition de 4i¥

*®

ceci égquivaut & l'existence d'indices 1 et j tels que

¢4a)1,i = Q*f)i,1 = q‘f)1,j = QHa')j,1 =1 . Comme

= ; a '
gLa)1’1 = gLa')1’1 , on voit en calculant Q&afa )1,1 que

cette dernieére quantité ne peut &tre &€1 que si 1 = j =1
c'est-a-dire que si fEL® , ce qui montre quc AT setis-
fait Ud et acheve la vérification de la premidre partie
de la propriété.

La vérification de la deuxieme partie est tres simple.
D'apres la définition des codes préfixes, &4 est un tel code
si ¢t seulement si AMH=¢ ou A ot H sont définis
comme ci-dessus, c'ecst-a-dire encore, utilisant le représen~
tation décrite dans (P) si et seulement si pour chaque x&X
et hg H on a soit hx €H soit hx & LA mais jamais
les deux & la fois, c'est-a-dire enfin si et seulement si
chaque matrice PLX (x€X) a au plus une entrie non nulle
par ligne, ce qui équivaut & la méme condition pour chaque
pt (fe;X* . Dans ce cas si a ,afe;ﬂ&* (ctest-a-dire
y‘a)e,e = f)e,e =1) , on a certainement ?4f)c,e = 1
donc fe;jﬁx , ce qui montre que Ur est satisfaite pour
tout code préfixe et pour tout code correspondant & une rc-
présentation par des matrices ayant au plus une entrdée posi-
tive par ligne. Finalement, d'aprés la définition de 4 ,
on voit que Ur entraine en particulier que aXXX[\ L=0
pour tout ag€h , ce qui achéve la vérification de la

propriété.
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L'intérét de la condition U, est que son énoncé ne
fait pas intervenir 1'hypothése que ¥*¥ est un monoide libre.
Ainsi étant donné un monoide guelconque I , nous pouvons
considérer la famille de tous lcs sous monoides M'!' de M
tels que l'cn ait
Uy - M! = {meM : M'm O\mM! Y Mt # @ -}e‘b 1'on voit
facilement que cette famille est un treillis complet.

En particulier, si M est un groupe, un sous cnscmble stable
non vide M'¢{ M satisfait Ud si et seulemcnt s'il est

un sous groupe. En effet, Ud entraine d'abord que egM!
ot e est 1'élément neutre de M ; ensuite m étant 1'in-
verse d'un élément quelconque m€EM' , on a {e% € o' MyM'mOM!
ce qui montre que m&M' implique m g M' .

Ceci permet trés facilement de construire des exemples de
sous monoides libres de X* car, étent donné un épimorphisme
Cf’ de X® gsur M, l'image j.nvcrsecﬁ Ty = {f ex® :(ffEM'
de M' satisfait Ud dens X¥ quand M' satisfait: Ud
dans M .
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CODES A ILONGUEUR VARIABLE (suite)

M,P, Schiitzenberger

La Proprieté 1 est purement formelle et n'implique aucune
restriction sur la cardinalité des ensembles (X ou &)
consgidérés, Nous introduisons maintenant la définition suivante:

Définitione~ Le code A sera dit €lémentaire =r.s.i il
existe un homomorphisme Q‘ de x* compatible avec AE

i
4

(c'est-2~dire tel que A = ;;,"1(( A% = [ £XF : oAy ) tel

que le monoide q x* ait des quasi-idéaux minimaux (ctest=-
d~dire tel qu'il existe au moins un Uz x* satisfaisant
UsUaIa "ﬁ"Xﬁ N x®m.u. pour tout m.‘gifX*) .
Ceci est certainement le cas quand A® = .,“;.'1@ ol W x*

i

est un groupe, Un cas moins limité est le suivant :

Remarque : Une condition suffisante pour que A soit élémen-
$aire est qu'il existe au moins un mot b & X* qui n'est
facteur d'aucun mot de A (x®px®n A = @) ,é ce qui est certai-
nement le cas quand la longueur des mots de A est bornde ) .

Vérification .-~ Définissons en effet un homomorphisme L;‘v de X%

sur un monoide quotient § ¥ ge X® par la condition
suivante :

pour tout  £,f'EXT ,  yf = 4f!

S.9.1 quelques soient g, 8" - x* la relation gfg! ~ A
équivaut a gf'g' - A%,

_a__/insi
On sait (M. Teissier) que 1l'homomorphisme v défini est compatible
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®) et que ? x*
?

avec A% (puisque efee ¥ s.s.i fe4i
est une image homomorphe de tout monoide 1x* ol
est compatible avec A® . Nous appellerons ?Xx le monoide

syntactique de AE

Si 1'ensemble W= {:t‘(X§E : X’EfXﬁﬁA55 = ¢} est vide, on
voit facilement que XTWXT = W& et que q W est un élément
uniqué u du monoide syntactique satisfaisant

uEum(fXii Q?X*mu pour tout me‘i’X;E .

On peut donc supposer désormais que W=¢ . Pour chaque

o GX* s 11 existe donc au moins une paire 8,6° QX;E telle
que gbcbg? ¢A® et tapres 1l'hypothdse Xxbxﬁn A=¢ il
existe deux factorisations b = b;Eb2 et b = b3b4 de b
telles que gb, , b20b3 ’ b4g'£A . Comme b n'a
qu'un nombre fini de factorisations, on déduit facilement de la
définition de @ que l'image par ¢ de 1'ensemble bxEp* = Q

n'a qu'un nombre fini d'éléments et co-mme x¥® cQ il en
résulte que 1'!'ensemble (PQ contient un sous-ensemble G 3 0]
satisfaisant Ge (PXE.G =G . D'apreés la théorie classique

des monozdes, ceci signifie que G est un quasi-idéal minimal
de @XK ’ ou comme l'on dit aussi, un sous-groupe de
SUSCHKEWITSCH de x* La remarque est établie et l'on
a méme véri-fié le résultat plus fort que l'existence de b
entraine que les sous-groupes de Suschkewitsch du monoide

syn tactique soient finis,

Réciproquement, il est possible de vérifier que si A est un
code tel que le monoide syn tactique associé soit fini, il existe
au moins un béX* qui ntest facteur d'aucun mot de A,

(Geci résulte de théordmes dus & Shannon et & Feller, dont nous
utiliserons par la suite d'autres cas particuliers) .
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D'un point de vue technigie, il est intéressant de
noter que si A est élémentaire la condition T entraine
la propriété caractéristique suivante de son monoide syn-
tactigque: quels que soient m , m!' Eg()X;E ona m=mn'
S. S.1 unm = um!' et mu = m'u pour chagque u apparte-
nant & 1'idéal bilatére minimal de ;ex* . Nous n'utilise-
rons pas cette observation ici,

Propriété 2.-

Une condition nécessaire pour que le code A soit
maximal est

Ng : xXF=lrex® X exfpat 44}
cette condition étant aussi suffisante quand A est é1é-
mentaire.

Quand A est un code préfixe, une condition nécessaire
et suffisente pour qu'il soit maximal en tant que code pré-
fixe est

Nt XF = [rexX™ i £Xn A% £ 0} .

Enfin, quand A est un code élémentaire maximal,

Nr est une condition nécessaire et suffisante pour gu'il
soit un code préfixe.

Vérification.- Cye renvoie au cours de Nivat ( ] pour
la preuve que si fEX® est tel que x¥® r Xxn A® = @
1'on peut adjoindre &4 A un mot de la forme o (xggX}
de telle sorte que A Uifxm} soit encore un code [

qui montre que A n'est maximal que quand H‘ est satis-
faite.

81 A est un code élémentaire satisfaisant Iy
soit D 1'idéal bilatdére minimal du monoide syntactique
M= qu introduit plus haut. Ta condition Ny exprime
que D! = D[$¢A§ 4 @ . DPrenons 5.5?71D' et supposons
que A ne soit pas maximal, c'est-a-dire qu'il existe
un g €XF tel que {g}UA = B # A soit un code.
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Ceci implique égégéAx car autrement ce mot aurait deux
factorisations en produit de mots de B . Cependant, comme
975 €D, q35g5 appartient au sous groupe @(3X*a) de M
et il existe un mot g'€ & X* & tel que ¢ (g' a g a) =
P(agag') =¥a, cequientraine g'aga,

2 giag' € AcB® ot g'€B® puisque par hypothése BF
satisfait Uy .

Le mot g' a donc au nmoins une factorisation comne
produit de mots de B et par conséquent g' a g a aduet
au moins une factorisation en produit de mots de B dans
lagquelle un au moins des facteurs est g . Comme d'autre
part on a vu que g' & g & € AT , tout ceci implique que
g'aga ait deunx factorisations distinctes en contradic-
tion avec 1l'hypothd®se initiale que B était un code;.

On a donc établi que Ny est une condition suffisante pour
la maximalité de A quand A est élémentaire.

Considérons maintenant un code préfixe A .

Si b (#e) n'est pas un mot de A et si A satisfait N,
il existe au moins un f&X* tel que bfel‘fé donc b est
facteur gauche d'un mot de A ou admet un mot de A comme
facteur gauche. Ceci montre que A est maximal en tant que
code préfixe s'il satisfait N, .

Réciproquement, si F = {f ex* : £XENA¥ = ¢ } n'est
pas l'ensemble vide, on peut écrire F = F! % o P! = F\X x®
(= 1'ensemble des mots de F n'ayant aucun facteur gauche
propre dans F ) et l'on vérifie sans peine que AUF!' est
un code préfixe satisfaisant N .

Pour achever la vérification de la propriété 2 il reste
seulement & vérifier 1'équivalence de U, et de N, sous
les hypothéses indiquées, ce qui est un sinple exercice sur
les monoides ayant des quasi-idéaux minimaux et est laissé

au lecteur.
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On notera que la Propriété 2 entraine gqu'un code préfixe
elémentaire maximal soit bi-préfixe si et seulement s'il
satisfait M : X*={12.X": XFrar X aa" 49},

La condition restrictive que A soit élémentaire peut sembler
extrémement artificielle et n'est pas la meilleure possible.
I1 est cependant impossible de se dispeunser entiérement

d'une hypothése de cette nature et ceci suggdre le:

Probléme.- Trouver des conditions intéressantes définissant
des familles de codes pour lesquelles Nd est équivalent

4 la maximalité du code, pour lesguelles Ud&N &> Ur &Nd
ou pour lesquelles Ur&Ne <=> U£ &Nr .

De fagon plus restreinte et plus précise, il semble
possible de proposer la conjecture suivante dont la preuve
permettrait celle de la conjecture 1 pour les codes finis.

Comme plus haut, &K désigne l'homomorphisme naturel de

x¥ dans le monofde abélien libre engendré par X .
Conjecture 2.=- n n n

Soit &b = x11 Xy eee xrr un mot fixe d
monoide abélien xX* et soit K un code tel que pour
chaque a€ZX ,oxa soit un facteur de &b . Posant pour

chaque ac€Xk : $a =(E(ni-mi) ) ! (Tf(ni—mi) 1) o
1 i

les entiers positifs mi_éni sont définis par

% M2 Ty
Xa = x, X5" eee X0, ON 2 1'inégalité:
S7da £ (Tonp) t (o, 07N (=80 .
agi i i

L'énoncé est trivial quand L& est un code préfixe.
En effet dans ce cas, Ya. = Card -éa x* N 6(1 bg et le nom~
bre des :("E'XiE tels que oxf =&¢ qui admcttent a comme
facteur gauche et é‘e = Card (5(1 b} .

Donc pour A préfixe T Oa = f?e est une condition

a 61”;
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nécessaire et suffisante pour que A& soit 1l'intersection
avec 6?b d'un code préfixe maximal. Cependant méme pour
K préfixe satisfaisant 2?5; = é% , je suis incapable de
prouver sans hypotheéses supplémentaires que si c?éﬁ est tel
que ¢ cst un facteur de b , 1l'ensemble KL}E&? n'est
pas un code., n <

L'une de ces hypotheéses est Xb = x11 x, et il me
parait intéressant de signaler qu'un des obstacles prélimi-
naires pour passer au cas de mots b moins spéciaux est
l'absence d'énoncés concernant la factorisation des groupes
cycliques. FEn effet, étant donné un groupe cyclique G
d'ordre n on ne connait pas sauf pour des classes treés
particulitres d'entiers n la forme générale des sous ensem-
bles H , H'C G tels que chaque g€G ait une et une
seule factorisation g = h h' avec h€H , hi€H' ,

Une autre hypothése est que & est bi-préfixe comme le

montre l'exemple suivant:

Exemple.-
Soit A4 wun code préfixe satisfaisant N, et

l-aX ) un mect tel

b=DB =X X, e0u X (x1 » Xy 5 ene 5 X

n

qu'aucun de ses mots conjugués b, = Xy X

i eoe X X1 X2...X.

i+1 n i-1
(i =1, 2, ... n) ne soit facteur de mots de A ,
(x* by *Aar=¢ pour i=1, 2, ...n). Un tel mot b
existe toujours s'il existe au moins un fg{Xx tel que
x¥ ¢ X§{1A =@ car bn peut prendre alors b = ff .

La condition Nr implique que quel que soit jE;[E, @]
il existe au moins un FEXT pour lequel ijj+4 e Xy bf & A®
et comme X¥ bj NN =@ , il existe un indice J tel que

ajEEA avec ay = x} X541 .-«(X%- fii*42?355§n) ou
=XJ Xj+1 se XﬂX1 ses X-jﬂ S1 =] J .
L'hypothése que A est un cod g préfixe inplique que

aj est déterminé de fagon unique donc gque la correspondance
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j=>3 est une application de [], nj dans %Fiﬂéme ¢t 1l'en-
semble K des mots ay (j =1, 2, +.. n) constitue la ’
totalité des mots de 4L qui sont facteurs d'un mot du monoide
1 engendré par b ou d'un mot quelcongue des monoides
ébi} E

Maintenant deux cas sont possibles:
1) i=>73F n'est pas une bijection, c'est-a~dire qu'il

existe au moins deux indices différents J et j' tels que

7 =3' . Dans ce cas l'un des deux mots a. et a.,, est
facteur droit de 1l'autre et K (donc A) n'est pas bi préfixe.
De plus, il existe au moins un indice, disons jiE tel que

¥ £3 pour tout je:ﬁ, n];. I1 en résulte que

b Ty Ky eee x¢ﬁ = g n'a aucun facteur droit dans" E donc dans
A, ce qui préuve X g r)AK # @ et enfin que L* ne satis-

fait pas Ny (X = {fé;'xEE D G ¢}) .

2) j—>3 est une bijection. Il cst clair que maintenant
Kk est bi_préfixe et que chaque bi a un facteur droit

2 eh oh i-1 =73 . Comme bj__1 = 25 o5 ol c. 2 =b; ,

il en résulte par induction que pour tout facteur g d'un mot
du monoide -b} = oma X*g n‘EX # ¢ . Dans ce cas I peut
donc &tre cohsidéré aussi comme un sous ensemble d'un code
préfixe gauche fini satisfaisant N .

Montrons pour finir que X [l ne'pout pas &tre un code
quand c@ X est un facteur de {é} ., ansidérons la suite
o j;, 4 = J; identiquement.
Comme Jj —%» est une bijectionm, il existe un q tel que
jq = ji ce gqui montre gque pour 8mgque jE 51, nJ il existe
un entier positif q! tel que b, ‘e E* . Prenons le plus

r o -
on a b_;efs.F pour

whe o ogeadrslitd, sup-
s20) et .n a évidemment

j1 9j2,j§’ LR ,jq, ° o 0

J
petit commun multiple o des qy

tout j . Maintenant on peut

poser que c =.b$ Xy Xy e X
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.8.
cbvt =bvle ce qui montre que ce mot a ceux factorisa-

et achéve

Propriété 3.-

Soit A wun code satisfaisant N, . TUne condition
nécessaire pour qu'il admetie des paires synchronisantes
est W, : X®= frex® : AT riFaat A4},

Si A est élémentaire, la condition Ns est suffi-
sante et elle équivaut & la condition que si {? est un
homomorphisme compatible avec AF tel que (yXﬁ ait des
quasi-idéaux minimaux} et A% contienne au moins 1'un des
derniers.

Soit (g , g') une paire synchronisanse. Quecls que
soient g » g'1 e:Xx', (g1 g 5, g g‘1) est aussi une
paire synchronisante car f g g g’ g'1 f' & A% implique
f g &> g! g'1 f'E;'Aﬁ . Donc, quand A satisfait Nd ,
on peut toujours supposer que ¢, g! = 1* . En vertu de
Nd on peut trouver pour chaque h & X* au moins une
paire (f , f') +telle que f g g' h g g' < AT et puisque
(g ,8') est une paire synchronisante, il en résulte que les
mots f g, g'hgg'f', fgg'hg et g' f' appar-
tiennent & A® ., Observant que g' h g g!' f* T g g' h g e:A*
on voit que 4A¥* g' h g Asg' heg A® r;AX £ @ et enfin,
d'apres Uy » que g' h ge& 4 ce qui établit la nécessité de
Ns .

Supposons maintenant que gf est un homomoxrphisme
compatible avec A® tel que Q’XK admette des quasi-idéaux
minimaux. En vertu de Nd , L'un de ceuX:ci, discns G ,

a une intersection G' mnon vide avec BAT et utilisant
Ud on montre que G' est un sous groupe de G . Soient

’
f €{91 G et a, a'e i¥ tels que afa’e AF
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Prenant a<«k tel que CPE =@ aa = 1'idem-potent contenu
dans G , ona agf a' a€h m:?f::?(éfg) donc

(2 afa'a)s= i@(’:’ia?ﬁfé’.a’ a) =@(a aa). pr .?53.'
& G' avec ?(5 a a) , 53(5 a' 2) g G’ et enfin, puisque
G' est un sous groupe, Qféﬁ G', ce qui entraine f € 1¥

o1

puisque % est compatible avec A¥ | Ceci établit que
l\Ts entraine G' =G .
Réciproquement, si G = G', l'intersection de 5%

avec 1'idéal bilatére minimal D de X© est le quasi
idéal R'M) L' oh R' =D @Ai¥ =fm =D :n.gx* ) A% £ g}
et I!' = @AK D :{mé:D : f" X*.m nff[iﬁ # ¢}.
Prenons & ¢ AT p c?D . Si faafga® le mot f a
appartient & la fois 2 ¢1§-1L’ (puisque ?5 e?fxxn D)
et & ¢_1R' puisque (;af aE€DbD et ?f 5.(?.5 f e 4¥ .
Done f & & A¥® et de facon symétrique & £ & A® , ce qui
prouve que (@&, &) est une paire synchronisante et achéve
la vérification.

On peut noter gque la condition G = G' , c'est-a-dire
Ny équivaut & l'hypothése que les guasi-idéaux minimaux
du monoide syntactique sont triviaux.

ITI) Quelques gquestions particulieres concernant les codes

maximaux finis .

Afin de simplifier la discussion (et surtout les nota-
tions), nous supposons désormais que 1l'alphabet X est
fini, ce qui n'a que peu d'importance pour les questions
discutées ici. Par contrc, lthypothése qu'un code maximal
A est fini entraine qu?il ait des propriétés algébrigues
gue ne possédent pas les codes maximaux satisfaisant seu-
lement la condition plus faible mais encore trés restrictive
d'avoir un monoide syntactique associé fini. Par exemple,
il n'y a aucun code maximal fini A ( # X) pour lequel
on puisse trouver un entier fini m tel que toutes les
paires (a™, a™) (a&h) soient synchronisantes alors que
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ceci est vrai (avec m = 1) pour le cas tres simple de

X =}x, V¥ et de A = Xnyn' ¢oon . n’;>0‘} = un code maxi=-
mal infini dont le mono%de syntactique associé & & éléments!
(dont un systéme représentatif dans XE  est e , X, ¥V ,
Xy , ¥yX , Xyx ) .

Ceci pose donc le probléme de trouver une méthode de
construction pour ces codes.

I1 sera commodc de désigner désormais par & 1l'homo-
morphisme naturel de X* dans 1l'anneau % [X] des polynomes
4 coefficients entiers en les variables =z &X et pour toul
sous-ensemble fini FcX® de poser &F =of (€72 ,;[Xj ).
Donc, si F! est un autre ensemble ae motngc(F =HF! signi-
fie que F et TF' sont éguivalents & des permutations prés
des lettres de leurs mots.

I1 est facile de construire systématiquement la famille
C, des codes préfixes maximeux fihis, En effet, quelque
soit A C, (AL #¢ ), il existe au moins un
h €{fsX" : £XX NL#P, tel que h XCA et l'on voit que
(A‘\hX)L){h} = A' appartient aussi & C, . Par conséquent,
tenant compte de X &C, , tous les membres de C, peuvent;
&tre obtenus par itération de la construction A'~>(A‘\{a'} )
Ua'X (a'€A') dinverse de la précédente.

Ricen de semblable n'existe pour les codes maximaux finis
non préfixes. Par contre, tous ceux que je connails peuvent
8tre obtenus & partir des codes préfixes et préfixes gauches

par itération de la construction suivante:

Construction 1.-
Soientt B wun code sur X; ¥ un ...lphabet;

@ ¢ ¥->B une bijection et C wun code sur Y .

Btendant 9 & un homomorphisme 6O : ¥ %% , 1'hypothese

que B est un code implique que € est un omomorphisme

et que ©C* est un sous monoide libre de ¥, Donc HC = A
est un code sur X ., Quand B et C satisfont Nd il en est

de méme de A .
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ne gont triviaux, of

Q

Toutefois, quand ni P ni

n'est pas maximal en “ant cue sousg monoide libre de x*

(bien que A puisse &tre maximal en tent que code) puisque
g g xE .

De ﬁlus, comme il est facile d'assacier & tout code
préfixe gauche D un code préfixe D' +el que cxD =D' ,
on voit que tous les codes maximaux finis A obtenus par ité-
ration de cette construction sont tels que i = (xAh' pour
au moins un code préfixe maximel A! . Ceci suggére la con-—
jecture suivante qui signifie simplement que 1l'itération de
qui,

pl

la construction 1 livre tous les codes cherchés et
comme on le vérifie aisément, est rlus forte que Ia Con-
jecture 2 .

Conjecture %.-

K

Si A4® cst un sous monoide libre raximal engen-—
dré par un code Ffini 4 . alers L cest préfixe ov préfixe
gauche.

Nivat a formulé la conjecture supplfmentaire gque pour
chacun de ces codes il existe deux mots a , a'g L vels
que pour f € X* 1tune quelconguc des relationg afE 4™
ou fa'@©i¥® entrain £ a®

D'autre part, les sculs codes minimaux finis sans paire
synchronisante que je sachc construire sont les ccdes bi _pré-
fixes et tous les codes obtenus par une itdration de la cons-—
truction 1 dans laquelle apparalt au moins un codf:%%éfixe.
Ceci suggére 1l'énoncéd suivant (qui est fauz quand 4 n'est pas
fini et dont j'avais a tort aunoncé la validité il y a guel-

ques années).

Conjecture 4.-
Si A est wn zous monosid

ar un code fine non bi prifixe
PV

moins une paire synchronisante .
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Je présente maintenant quelques conséquences des Conjec-—
tures 1,2,3 et 4 et tout d'abord le théoréme suivant qui est

un cas particulier de théoreémes plus puissants dus & Shannon
et dont nous extrairons d'ailleurs plus tard un autre énonsé :

Théordme 1.~ (Shannon)

Soit A un code fini. Une condition nécessaire
et suffisante pour que A soit maximal est qu'il existe un
polyd%me TE€ Z [X} tel que 1 -®A = (1 =&X)T . Quend A
est préfixe, T =xH ol H est l'ensemble des facteurs
gauches propres des mots de A . Réciproquement, une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'un polyngme T&Z [K]
4 coefficients non négatifs soit tel que 1 ~ (1-&X)T ait
la forme ¢4 pour au moins un code préfixe maximal fini 4
est que 1 - (1-&X)T ait un terme constent nul et des cocf-

ficients non négatifs.

Soug les hypothéses de finitude des codes considérés ici,
la validité de la Conjecture 3 entrainerait celle des
Conjectures 1 et 2 et en particulier que (1-()(;'1)(’(--!:‘KX)"1 =1
soit un polynéme 3 coefficients non négatifs pour tout code ma-
ximal fini A . En effet, si A est obtenu en compocsant
B et C comme indiqué dans la construction 1 et si
1 =B = (1-%xX)S ; 1 -C = (1-xXY)V on a (avec des no-
tations évidentes) : 1 -eh = Ofi-xC] = (1 -x@Y). BV
= (1 -xB). Bv = (1 -xX). 8. V.

Réciproquement, si le code meximal fini A est tel que
1L'inégalité de la Conjecture 2 est vérifiéé pour tout oxb
ot bEX*E est assez long , un calcul simple montre que
(1--¢:>(A)(1-—0,(_1)()'"1 n'a pas de coefficients négatifs et, d'apres
le théoréme, on a €Ki = &A4L' pour au moins un code préfixe
maximal fini A' .

Maintenant, en utilisant les propriétés de réductibilité
de la représentation |~ de X¥ introduite & la fin de la
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vérification de la Propriété 1, et en observant que 1-ocA
est égal au déterminant de la matrice I - E CXX.’A.X
on peut vérifier la xeX

Propriété 4,_

Soit 4 un code maximal fini., On a
(1-e¢a) (1-axx)~! = P« B (k+ (1-%X) B,) ok P,
(resp. Pe) est un polynDiie QZ{X] se réduisant & 1 s.s. i
A est préfixe (resp. préfixe gauche), ol PSQZ X]
et ol k est un entier positif qui est égal & 1° s.s.i
A admet des paires synchronisantes.

Ainsi, par exemple pour X = {x, y%; Y =tu, v, W:E;_
B=0Y =) Bu=x; Ov=yx;: Ow= y’y} (= un code préfixe
maximal) C = iu, uv, Vv, wv, wf (= un code préfixe gauche
maximal), on trouve A = 2%, XyX, yXYX, YYVX, yyg .
1=XA = (1-%X) (14x + xy + xy2) (1="X)(1+y)(14xy) et on
a bien vA = A' ol A! :{x, VXX, YXyX, YXYY¥, V¥ est un
code préfixe. Comme T =1 + X +Xy + y2 n'a pas de facteur
de la forme k + (1-xX)P (avec kM»1), on peut noter que
tout code A" tel que ofA" =&\ posseéde des paires synchro-
nisantes.

Par contre, pour X, Y, et B comme plus haut et
D = ‘LZ = iuu, uv, uw, vu, vv, VW, Wu, WV, ww2 = un code
bjupréfixe, le code X = ED n'a pas de paire synchronisante
et 1'on trouve bien 1-xE = (1-exX).(14y) (2 =(1-aX)(1+y) ).

La Propriété 4 me parait donner un certain poids aux

our conséguance
Conjectures 2 ot 3 (qui auraient cette Propriété 1mmediante
si elles pouvaient 8tre prouvées directement). In effet,
pour les codes préfixes maximaux finis, le polyrfame T ne

semble avoir "en général" aucune propriété particuliére
de factorisation puisque la famille de tous ces polyn'31nes
est définie de la facon trés simple suivante:

¢ est la plus petite famille de polyné‘mes de Z [X] qui
contienne 1 et qui soit telle que Z_;_-x TXEC/"P pour
toute application x"’TX de X dans el %U{O;a
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(Ceci résultec immédiatement de la construction des codes
préfixes finis rappelée cu début de cette section).
Des arguments supplémentaires sont fournis por le cas parti-
culier que nous rappelons maintenent des théordmes généraux
de Shannon et de Feller.

Soit T un homomorphisme multiplicaatif de Z‘[X]
dans les réels tel que Z'ﬁr‘x =1 et 7x20 pour tout =X .
On peut interprétez‘Tf@th‘comme la mesure de l'ensemble
des séquences infinies de lettres de X commengant par le
mot f sous l'hypothése que les lettres =xgX sont produites
indépendamment avec les probabilités §Tx . Naturellement
du point de wvue algébrique, toute cette machinerie équivaut
au calcul dans le gquotient de l'anneau 7 [X] par son idéal
engendré par 1-eX . Introduisant une nouvelle variable s
et notant lfi la longueur de fe;_‘XEE , On  a:

Théoréme 2.-(Shannon, Feller) .

Soit A un code fini et Q(s) = Zz:j gﬂ.?rcxa.
Ies modules des racines de 1'équation en s a€h 4 = q(s)
sont au plus ggaux 421 et Q(1) =1 s.s.i. A est maximal.

8i cette condition est satisfaite, on a [K1—s)—1 (1—Q(s)ﬁ
=T =:ZZ: la| Freca = la longueur moyenne des mots de 4 .BS1
Enfin, qﬁgﬁd L  est maximal et quand toutes les probabilités
Fx (x€X) sont égales, on peut trouver un code préfixe A'
tel que Q(s) soit égal au polynGme en s correspondant
Q' (s) = 2 Isl Mfexa -
ag A

Ta dernidre assertion du Théoréme posséde une formula-
tion équivalente (& vrai dire assez compliquée) permettant
de généraliser 1'hypothése d'égalité des probabilités Frx .
Cette partie du Théoréme montre que pour tout code maximal
fini A , le polynsme obtenu en remplagant chaque =x&X
par la méme varicble s dans &A est dgal au polyﬁ%me

ht

correspondant relatif & un code préfixe A' .
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Comme la conjecture 1 pour les codes maximaux finis est équi-
valente & l'hypothése que le polynéme T n'a pas de coeffi-
cients négatifs , nous avons ici encore la preuve de la vali-
dité d'une conséquence particuliére de cette conjecture,

La mBme observation s'applique & la conjecture 3. En effet
d'une part, on peut démontrer directement qu'il existe toujours

deux sous-ensembles Kr ’Kﬂ de x* tels que les poly-
nénes P, et Pg de la Propriété 4 satisfassent

TP, = oK, 2 1 et TiP{ = 'TF«Kg > 1
quelque soit la distribution de probabilité TT 3

d'autre part, la conjecture 3 entraine 1l'hypothése que 1l'on
peut choisir ces deux ensembles de telle sorte que l'on ait

les relations plus foxrtes Pr = Q(Kr et PE = QK«Q .

Enfin, pour conclure cette section, il faut nentionner que la
Propriété 4 entraine la validité de la conjecture 4 sous
l'hypothése restrictive supplémentaire que 1 est le plus
grand commun divisair des longueurs des mots de A de la
forme & (xeXx) . Cette méme conjecture est établie aussi
en ce qui concerne la famille des codes préfixes satisfaisant
la relation supplémentaire L e x* plus restrictive que

Nr . Chaque code A de cette famille peut &tre obtenu en
prenant un sous-—-ensemble Fe XX et en posant

4 = X\ Frox® .

Par exemple le code eD = Gy2 construit plus haut est obtenu
ainsi avec 1l'ensemble

F={xx, XyXy XJY s YYX,WW}-
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Cette vérification partielle de la conjecture 4 se généralise
d'ailleurs au cas o A est élémentaire et ou le sous-groupe
de Suschkewitsch de monoide syntactique est abélien, une hypo-
thése dont je suis malheureusement incapable de donner une
interprétation utile en termes de codes.

/
Codes biprefixes maximaux finis

Soit A un tel code. D'aprés la propriété 4, on a
1-oxh = (1-o<X)(k+ (1-X)P,) avec PeZ [X] et d'aprés le

cas particulier des théorémes de Shannon et Feller rappelé
plus haut, 1l'entier k est la longueur moyenne des longueurs
des mots de A quelque soit la distribution de probebilité
-7 . Moyennant une extension des notations introduites ici,
il découle des théorémes évoqués plus haut que ce dernier
résultat se généralise au cas ou A est un code bipréfixe
maximal infini dont 1le monogde syntactique associé est fini.
I1 me parait assez significatif qu'il soit possible de vérifier
que pour chaque k 23 il n'éxiste qu'un nombre fini de
codes bipréfixes maximaux finis sur 1'alphabet fini X ayant
k pour longueur moyenne de leursmots alors que le contraire
est vrai quand la clause restrictive "fini" est remplacée par
la clause "de monofde syntactique associé fini". Ceci propose
le probléme de trouver une technique pour construire systé-
matiquement tous les codes bipréfixes maximaux, dont la longueur
moyenne des mots est un entier naturel n  donné.

I1 est clair que l'ensemble X de tous les mots de longueur
n est un tel code et il me parait remarquable que si
A% - 97_'G'oﬁ G' est un sous-groupe d'indice n diun
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groupe G =9.~Xx (ce qui d'aprés le théoréme 2 assure que
/

A¥ est biprefixe maximal de longueur moyenne de nots n)

le seul cas ou A¥ soit engendré par un code fini soit

précisément celui ou 4 = X (la vérification est laissée

au lecteur) .

Considérons maintenant la construction suivante :

/
Construction 2. Soient A4 un code biprefixe maximal et

h¢A un mot fixe, facteur gauche d'au moins un mot de A
et facteur droit d'au moins un autre mot de L. Posant

E - *® e
B, = éfeX : hi‘eA} y By = }'fEX : fhcA;L
et supposant que hBhf\B'hh =@ 4, 1lasemble
I = (AN (8B OB} 1)U {h} \ B' hB,

s Lo .
est un code biprefixe maximal .

—

En effet, soit A" un code préfixe satisfaisant Nr et
h un facteur propre d'un mot de A" . I1 est facile de
nontrer que l'ensemble A"1 obtenu en renplagant par h
tous les mots de A" ayant h comnne facteur gauche

est encore un code préfixe satisfaisant Nr et que la méme
chose est vraie pour 1l'ensemble A"z ’ obtenu en remplagant

dans A"1 chaque not a ay~nt h  comme facteur droit
par l'ensemble th ou Bh = ng'Xx o hfefx"} puisque
l'ensenble Bh est lui-méme un code préfixe satisfaisant

Nr' Dans le cas ou A" = A 1l'ensemble A"2 est préci-

sément 1l'ensemble L de la construction 2. Donc, A4

fons . g
est un code préfixe, et en raison de la symétrie de la construc-
tion on a établi que i est un code bipréfixe maximal .
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Quand la valeur moyenne de la longueur des mots de A est

a

finie, elle est égale & celle de L .

En effet, comme Bh (resp. B' ) est un code préfixe

(resp. prifixe gauche) maximel fini, il existe un ensemble fini
S€X®  (resp, S'€XT)  tel que  1-«By = (1-&X),ec S

(resp. 1B’y = (1-oX).e¢S') . Comne d'autre part

XD =l - G{h.G\(Bh - ochaxB'y +och  + D<'h-o<Bh-°tB'h =

= @ch +och(1-6xBy ) (FxB'y)
on a denc bien

(1=ex D) (1= oxX) ™! = (1=pc &) (1-0¢X)™" +oxh. e S.0c 5 o (1= X)

QUESTION :

Est-il possible d'obtenir tous les codes bipréfixes maximaux
finis par itération de la construction 2 & partir des codes

™ (o) 2
Une étape possible vers la reponse & cette question serait la
solution du probléne strictement algébrique suivant : (ou
comne toujours X = —\——" x ) .

£ex

Quelle est pour n entier positif donné la forme générale
des polyndmes Vez [XJ tels que O™ + (ex X—’I)2V

et 1 +exX + (r,-;v.X)‘2 ceee + (OrX)n'1 + (exX-1)V n'aient
vpas de coefficients négatifs ?
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ON THE ALGEBRAIC THEORY OF AUTOMATA

M. P. SCHUTZENBERGER

Institut Blaise Pascal
Paris, France

A serious bibliography of automata theory (even
algebraic) contains some few hundred titles which
might explain my not attempting to record all the
progress that has been accomplished; the quality of
these works either published or awaiting publication
is, as a matter of fact, an excuse to leave this task
to others better qualified than myself. 1 believe,
also, that this congress may accomplish as useful a
function by profiting from the reunion to confront
various opinions on the role of mathematical dis-
ciplines in the art of non-numeric information proc-
essing. Indeed, there is room on this wagon for the
most varied topics and, also, for the same topic in
the most diverse dress. However, in the names
cybernetics, information theory, automata theory (or
the theory of algorithms), the theory of formal lan-
guages (grammars) related to so many others in the
titles of books and conferences, one may distinguish
a common core unified, at least, by the researchers
who study its multiple facets one after another. This
core, it seems to me, is that part of mathematics
which applies to T. I. n. N. and it is of this that
I shall speak from now cn, begging pardon if I
should go beyond the prescribed frame. I know—
must one say it?— the emptiness of pompous gen-
eralities and the ridicule of prophecies, but teaching
and research forces one to adopt options which are
not individual and which it is better to state explic-
itly. If that, which the schematism imposed by time
of that which I shall attempt, provokes enough dis-
cussion, and if we learn from so many experts the
hopes which make one way preferable to another,
this exposé, as I would wish it, will not have been
just an interlude between the conferences of high
technical value enriching this congress.

Like all applications of mathematics, the theory
being considered has tasks which may be regrouped

27

as follows: to orient research by classifying the
problems, by extracting the proper concepts and by
unifying the arguments; to put to use the essential
results accumulated by the relevant branches of
mathematics; and to allow the latter to profit from
a restated problematics and from intuition born of
experience and of the thorough study of special
cases it requires.

I doubt that there would be any disagreement on
these banalities, though one may imagine many
shadings in the optimism implied by the first re-
marks and many degrees of fervor in the pursuit of
the last one. To illustrate, I shall take the theory
of Krohn and Rhodes on the simulation of a finite
automaton given by a cascade of elementary organs.
The authors have established that the basic concept
is that of the variety of monoids (more exactly, of
the subgroup of the finite monoid, the automaton
model). This has allowed them to use deep theo-
rems on simple groups to characterize the modular
elements necessary to such a synthesis and has led
them to that which is today the best adaptation to
monoids of the “set extension theorems.” No one
here will dispute the interest of this last result, but
one will ask in what way the notion of variety of
subgroups is a “good concept” and in what way this
would not hold also for more tangible notions;
one may even state that the theory of Krohn and
Rhodes is “a fine algebraic result devoid of practi-
cal significance,” since it gives no explicit detail on
this last parameter. I think there is one simple
answer to these two objections: the notion of mini-
mal number of states is not a good concept because
no one has yet been able to say something non-triv-
ial about it; the notion of variety has a practical
importance because it allows the formulation of
non-trivial relations between describable objects in
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the most naive vocabulary. What is more, it is
the algebraic concept which, it seems, leads in vital-
ity and the little we know of this minimal number
of states derives in a natural way from the consider-
ation of certain varieties. Two examples: the re-
markable study by Elgot and Rutledge on the
minimization of incompletely specified automata is
based implicitly on the discussion of Abelian sub-
groups; the theory of Trachtenbrot and McNaugh-
ton on regular expressions with no Kleene stars,
blends itself with that of finite monoids whose sub-
groups are degenerate. The detour which has led
us away from the obvious has not only revealed
the underlying unity but it has, I believe, allowed a
collection of substantial new results, illustrated by
the work of Verbeek, Beatty or Pappert. One may
ask then, if it is not rather intuitions of this sort
which should be awakened in young researchers and
if, without abandoning more concrete goals, one
should not recognize the deplorable existence of ap-
parently simple and ostensibly useful problems
which will not submit to a head-on attack with
home-made arms. True, a certain vertigo of ab-
straction seizes all too often those among us who
prefer mathematics to its applications (the others
also, as a matter of fact). Why cite those articles
in which the reader must ascend pyramids of n-
tuples to attain a few dozen “theorems” each of
which could be verified in two lines if one didn’t
have to translate and retranslate a pile of defini-
tions? It seems to me that there is, however, a
criterion to test the validity of a problem from
the point of view which concerns us here, namely,
its application: it is the one I made use of above:
to show non-trivial relations between objects de-
scribed in a reasonably simple manner by a change
of notation. For the rest, that is, the interest
claimed to be practical by some or by many, let me
recall, according to Moore, the history of chemistry
and ask in turn whether Priestly’s experiences or
Lavoisier’s would have attracted the attention of
alchemists working on the GREAT WORK?

I now come to that common mathematical core
which has been successfully applied to T. I. n. N.
Its negative characteristics keep us from the richest
provinces of analysis and arithmetic. The only
instance where classical methods could have been
used is that of correcting codes: the existence of
module structures shown by Slepian has allowed
Hocquenghem, Bose and Chaudhury to establish
through galois fields the theory we know. One must
then go toward fresher territory, algebra after
Glushkov and his school, mathematical logic with
Myhill, Wang, Medveev, Kalmar and Rabin to find

ways in which to study that which seems to us as
the main problems:

1. Establishing a hierarchy for questions
of information processing in terms of
permissible modular elements and their
rules of usage.

2. The optimization in terms of the mate-
rial, time or feasibility.

There is, therefore, no break: the first topic was
that of classical geometry. As for the second, we
should like it to encompass numerical problems
and the intermediate mode of Boolean algebra stud-
ied extensively by Kuntzmann and the Grenoble
group that, like circuit theory, I shall not embark
on here for lack of space; after all, the considerable
work of Ardeen, Rabin and Winograd leave one
with the hope that selective natural hypotheses will
be found to avoid the difficulties revealed by Shan-
non in the general instance. Therefore, if a detailed
analysis is conducted of this or that problem of
reliability by McCulloch or Cowan, or of sorting
by Schensted, Picard or Nelson, of unusual dynam-
ics by Holland or Arbib, by Eastman or by Neuman
or A. A. Markov according to Sardinas and Patter-
son, subtle Godelization by Minsky, Bohm or
Manuel Blum, of complexity measure by Hart-
manis, Stearns or Eggan, it is certainly for the merit
of the question itself but also, as Rabin has shown,
in the hope of creating from a sample case these
general principles which one suspects from the posi-
tive characteristics which our common mathemati-
cal core contains:—for want of topology, the hy-
pothesis given by usage is the finiteness of a genera-
tive or referential system. This is sufficient to escape
the dull formalism of a too universal algebra and
does not exclude (on the contrary, I would say, at
the risk of seeming old-fashioned) that as for
Buchi’s fine work, concrete reality be illuminated by
denying what seemed its most essential trait.

For want of geometry, what machines universally
propose is the finite sequence structure of discrete
elements; therefore, still, N, then free monoids.
Moreover, N is a Procrustean bed to which graphs
and tables must conform before being manipulated.
This is the interest in setting up correlations in-
telligently between the most varied structures and
the words and operations that combine them (see
Foata’s original algebras with probabilistic reso-
nances and the generating functions of Sherman,
Raney, Gross and Harrison which have us revisit-
ing, as algebraists, chapters of classical analysis and
leave us hoping to extend its methods in the manner
of Magnus Fox or Lyndon to commutative cases).
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That is stating also the value of these procedures for
cutting and retranscription of words developed by
Nivat to build a theory of compilers completing the
work of Bauer and Samelson.

Finally, if I knew how to do it, I should state a
third character, very manifestly linked to the non-
negativeness and which sustains also other close
areas of application of mathematics. Maybe there
shall be a theory compensating for our present in-
ability in spite of the works of Nerode and of Gill to

act like everyone and to use widely the apparatus of

linear methods and vector spaces. It is, however,
questions of formal languages (another name for the
parts of a free monoid) which occupy the greatest
number of people and which, owing to the attention
of Backus, Naur or Vauqois, Hayes or Ravzin,
Markus or Benzecri, confer on our small domain a
trust we should not like to fail. One must first
establish the equivalences of the definitions of a
family of formal languages. Mathematical logic has
provided the fundamental concept of recursive in-
solvability which, brandished vigorously by Bar-
Hillel, Ginsburg and their groups, mark for all time
the boundary of certain algorithmic dreams. Even
though the theorems of Markov or Lecerf have a
more classical twist, no one maintains that today

algebra would be anything better than a convenient

formalism for families of formal languages or alge-

bras as general as those of Yamada, Ritchie, Shep-

herdson and Sturgis or Kuroda; the same reason
dispenses us from speaking of automatic demonstra-
tions. It is impossible to set a precise limit but it
seems not to be so for languages and systems such
as those studied by Shamir, Fisher, Stahl, Hennie,
Cole or Evey. At this level, the typical problem

is to build an algorithm (the automaton) capable of
recognizing by sequential examination of its letters

if a word belongs to the given formal language;
owing to Gorn, Floyd, Burks and Wright, we know
how to treat similarly many other problems of am-

ON THE ALGEBRAIC THEORY OF AUTOMATA 29

biguity and transformation. Besides, and this is the
main fact, it is generally possible to compress effec-
tively the information accumulated during the read-
ing of the word, therefore to identify the states of
the automaton to classes of a regular equivalence.
As Rabin, Scott and Shepherdson were first to
show, the problem is only one of representative
monoids and one knows the advantage that authors
like Culik, Mezei, Laemmel, Deussen, Giveon or
Paz have derived from that model; more compli-
cated cases (non-deterministic or probabilistic) first
require monoids with binary relations elaborated by
Riguet, then by Sain and Zaretskii.

Thus, we find ourselves rich with formal lan-
guages; a remarkable ingenuity was necessary to
establish radical differences between procedures to
which a superficial examination would have attrib-
uted an identical power, and, to conclude, I might
refer to Rado who has demonstrated so well all the
benefits which the art of programming extracts from
such precise and difficult problems.

But, since I want to speak for theory and for
algebra, I must submit that the chance for counter
examples to remain put, like that for conjectures not
to remain riddles, is a function of a parameter other
than non-triviality, the contingency of which is
smaller than that of our efforts: the richness of their
relations with the center of mathematics. It is the
special merit of the structures discovered by Kleene
and of those discovered by Chomsky that, having
been found at so many cross-roads, they are the ob-
ject of so many theorems. If the most serious au-
thos only see the utensil virtues of finite automata
and of cell memories, I must remind you that their
definition, as we now know it, could be the same
one as for finite monoids and free groups and I
thank you for allowing me to repeat after Siger:
‘““esse autem essentiae dicit totum quod pertinet ad
entitatem eius, sive potentia, sive actus, indicatum
per definitionem.”
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Sur Certaines Chaines de Markov Nonhomogénes

J. LARISSE

CETIS-EURATOM
Ispra, Italy

et M. P. SCHUTZENBERGER

Institut Blaise Pascal
Paris, France

Considérons un ensemble {m,m,---m;} (k < ) de matrices stochastiques
I x I. Une séquence infinie arbitraire m; m;,*++ constitue une chaine de
Markov nonhomogene sur les états I. D’une maniére équivalente nous
pouvons définir cette chaine comme une représentation u du monoide libre
F[1] dans le monoide M des I x I matrices stochastiques. Soit X = {x;x,°"*
X} (k < ©) I’ensemble générateur de F, nous nous proposons dans cet
exposé d’étudier les propriétés limites de wuf= ux; *ux; - ux; pour
n — «; le cas homogene se ramenant a celui du sous-monoide engendré par
I’élément unique uf;, nousaurionsalorsa étudier les propriétés asymptotiques
de pf, pour n — .

Un résultat de J. Wolfowitz [2] montre que si {4, 4,,...,4;} est un
ensemble fini ou infini de matrices stochastiques carrées de méme ordre tel
que tout produit B de la forme A4; A;,*** A4;, est apériodique et indécom-
posable, c’est-a-dire que

lim B"= Q
n— oo

ou Q a toutes ses lignes égales, alors en définissant

8(B) = max max |b;,; — b,|

J i

nous pouvons pour e arbitrairement petit donné trouver n(e) tel que

8(B) < e dés que |B| =n> n(e) )]
239
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En d’autres termes soit M, I’ensemble des matrices stochastiques ayant
une racine simple de module un (ce qui est équivalent 4 I’hypothése
d’apériodicité et d’indécomposabilité), définissant

norme uf = ||ufll =max X |ufly
iel jel

B&f=lim pf*  pour pf e M,
Ona
lwfifo — ifall < € dés que |f>]| > n(e) et quel que soit f;

En effet, pour |f;| > n(e) on peut écrire
pr=m+E

ol m € M, a toutes ses lignes égales, E est une matrice quelconque avec
le;j| < € pour i, j € I. Dés lors,

()i — W)yl = IkZE]I @i+ eg) —m.; — €
= 12 (Fff)ikEkj - E,-jl < 2e
kel

Itz — whall < 21e

ceci étant vérifié pour uf stochastique quelconque, faisons uf=puf; et
uf=iifyona

f1f2 — Bl < lIwfifo — pholl + Ifo — Bf2l
= wf1fo — pfoll + |f2- ufa — pfall < 4le
d’ou
lim ||jufifo — pfoll =0 @
12| —> 0
Pour assurer dans la suite de I’exposé (Remarque 2) une convergence
uniforme nous imposerons a la plus petite entrée positive wx des pux, x € X
la condition suffisante qu’il existe @ >0 tel que wx > @, x € X. Nous
poserons wx = 0si les éléments positifs de ux sont tous égaux a 1. La donnée
de p déterminant d’une fagon univoque ’homomorphisme «w de F dans le
groupe additif des réels nous définirons

F,={f€eF; of >z}

ce qui entrainera en particulier que pf € P (sous-monoide des matrices
d’application de I dans I) pour tout fe F\F,. Avec ces notations (1)
s’écrit donc

) ‘zlll'g){ﬂﬂﬁfz —pfll:fi€F, f,€F}=0
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Considérons maintenant le cas ou les uf € M, (ensemble des matrices
stochastiques 7 x I ayant r classes ergodiques). La forme la plus générale de
telles matrices est (Fig. 1; [3])

gii € [1,m]: blocs indécomposables de classes ergodiques cycliques r;,
t;j € [1,p]: groupements transitoires

I1 est clair que la propriété pour une matrice uf d’avoir r classes er-
godiques ne dépend pas de la valeur particuliére des entrées mais de la

FiG. 1

distribution des éléments nuls. Nous associerons donc & chaque uf sa
matrice de support Buf définie de la maniére suivante:

Buf)y=1  si(yf);#0
=0 si(uf);=0

Avec les lois d’addition et de multiplication booléennes on voit aisément
que 8 est un homomorphisme du monoide {uf; f € F} dans le sous-monoide
des matrices de support:

B Buf2) = Blfi 1) = B(ufif2)
En remarquant, d’autre part que
La i¢me ligne de B(uf1f2) = Ui{kieme ligne de Bufs; k € Bufi}
on vérifie immédiatement que:
Si B; uf1 est un élément minimal de la famille {8; uf;; j € I}

ordonnée par inclusion, B;ufif> est un élément minimal de la famille
B wfi fasi € I},

Si Bipf1f2 N Br f1f2 = $alors, d’une part B;uf; N B uf) = $, d’autre part
Binfa NByufy=¢ pour tout jepB;uf; et j' € Brpufi. Il découle de ces
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derniéres relations que si 4(uf) est la cardinalité maximale d’un ensemble
de lignes de uf ayant leurs supports deux & deux disjoints, on a pour tout

f"fl#"fZ EM.
A(ufrf?) < {Awph), 4w}

Le sous-monoide des supports étant fini il existe un n > (Card I)! et un g
tels que

B ) = Buf )+

La propriété est alors vraie pour une infinité de 7 et nous dirons que (Buf)"
est cyclique.

En réservant la notation I*(f) (j € [1,7]) 4 la jiéme classe ergodique eten
posant I*(f)=VU{I}(f);je[l,r]} la restriction & I*(f) x I de Buf est
contenue dans un “rectangle” If(f) x I(f) et elle est égale a ce
rectangle si Buf est cyclique, parce qu’alors les sous-matrices r; (Fig. 1)
n’ont que des éléments différents de zéro.

D’autre part, le groupement cyclique g; possédant r; classes ergodiques
est isomorphe au groupe cyclique d’ordre r; [4], et r! étant divisible par
riryscr, (r=ry++--r,) il sensuit que (uf)" est apériodique et la limite
Af= lim pf*r'+1 existe.

k—>o

pf est une matrice stochastique dont toutes les lignes dans I*(f) x I
ayant méme support sont égales et dont les autres lignes sont des com-
binaisons linéaires a coefficients nonnégatifs des premiéres [3]. Il s’ensuit
que la restriction a I x I*(f) du support de uf est contenue dans Baf et
Biif est égale a la restriction a I x I*(f) du support de uf quand Buf est
cyclique.

Ces notions étant rappelées, définissons R comme la fermeture convexe du
sous-ensemble P, = P des matrices représentant une application I — I telle
que 'image I, de I ait au plus r éléments. A chaque f € F nous associons
xf€[0,1], urf € R et m € M par les relations suivantes:

wf =1 —xf)prf+ xfm
xf=min{y € [0,1]: pf=(1—x)m+ xm';me R, m’' € M}

Enfin soit F, I’ensemble des f € F tel qu’il existe au moins un g € Fy, de
support cyclique et une paire f”,f" € F satisfaisant Buf'= Buf'gf".

Remarque 1. Pour chaque f€ F, ona xf < 1 et Bugf< Bif.
Vérification. 1l est clair que PP, P < P, et que le support de tout m € M est

111



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 6 page #118 7-7-2009

1966-1. Sur certaines chaines de Markov non homogenes Année 1966

SUR CERTAINES CHAINES DE MARKOV NONHOMOGENES 243

une union de supports d’applications p’ € P. Il en résulte immédiatement
que xff’ < xf xf’ pour tout f,f" € F. En effet,

pf == x)prf+ xfm
pf =Q = xf)pef" +xf'm
pfuf =pff" =0 = x)A = xfIprf pef’ + xf' A = xf) prfm’
+xf(A = xfym prf’ + xf xf'mm’
Etudions les produits ugf*urf’, urf-m's mugf’, et mm'. La fermeture

convexe de I’ensemble P, étant égale a I’ensemble des combinaisons linéaires
convexes de P, on a

prf prf' € R
D’autre part,

n n
m'.U'Rf'=kZl oy mry mzf-m'=k21 oy rem’

M=
M=

dk=l
1

’
oy =

k=1 k

I
I

On vérifie aisément que mry, € R, et que r,m’ est une matrice stochastique
dont toutes les lignes de méme support dans I* x I sont identiques, les
autres étant des combinaisons linéaires a coefficients nonnégatives des
premiéres, donc r,m’ € R. Comme mm’ € M on peut écrire:

A =xNA = xfprfurf +xf A =x pgfm' + xf(1 = xf)m-pgf’
= —xfxfurff’  avecugff €R

W= (L= XXV rff” + xfxS "
ce qui montre que xff”" < xf-xf'-

Considérons g € F, de support cyclique. Si I’ < I a un et un seul élément
en commun avec chacune des classes ergodiques 7;*(g), le fait que pour
chaque i € I la ligne B;ug contienne au moins un J;(g) montre qu’il existe
au moins un p € P, tel que I' = Ip et Bp < Bug. Donc xg < 1 et par con-
séquent xf'gf” <1 pour tout f',f" € F. Comme la propriété ym < 1 ne
dépend en fait que de Bm, I'inégalité yf < 1 pour f € F, est établie.

Soit maintenant Bp < Buf ot p e P, et fe€ F,. Si I' = Ip, I'union des
supports des colonnes de uf d’indice i € I’ est égale 4 I, et il en est de méme
pour toute matrice de la forme uf'f. Prenant f' =f" tel que Buf"f soit
cyclique, on en conclut que I’ doit avoir un (et un seul) élément en commun
avec chacune des classes ergodiques I;*(f) et qu’en particulier I’ € I*(f).
Comme Bp < Buf et comme la restriction de Buf a I x I*(f) est contenue
dans Bpf, la remarque est entiérement vérifiée.

puis
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Il résulte de B f'< Biif que chaque classe I*(f) admet un sous-ensemble
minimal I*(f) tel que I*(f) x I;*(f) contienne la restriction & I*(f) x I}*(f)
du support de pgf. De méme, il existe un sous-ensemble maximal I]*(f)
contenant tous les i € I tels que B;ugrf< I*(f).

Exemple

>
bl

prf=

»
>
Ll
oo

»o R
>

>
>
»

X X
X X X X X

Remarque 1'. Si f,f" € F, il correspond a chaque j € [1,7] un et un seul
J € [1,r] tel que I;*(f) = I:*(f").

Veérification. Soit f € F, ona A(uf) < 4(ug) = r puisque fadmet g comme
facteur. D’autre part nous savons que pour n > (Card I)! uf™ est cyclique
donc r = A(uwf™) < A(uf), il s’ensuit que A(uf) =r.
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Considérons maintenant le cas particulier de ’énoncé ol Bufet Buf”’ sont
cycliques. La relation 4(uff") =r montre que pour chaque i € I*(f), le
support B;uf’ doit avoir une intersection nonvide avec une seule classe
I#(f). Le cas général s’en déduit immédiatement: en effet, I;*(f) < I*(f) et
les seuls i € I tels que B;uf” n’intersecte qu’une seule classe I7(f"), appar-
tiennent & 'union I"*(f") des ensembles disjoints I; *(f").

Nous écrivons désormais pour abréger lim au lieu de lim max et nous

zZ—>®

désignons par £, et f, des variables liées par la condition f,,f, € F,.

Remarque 2, Lim||uf, — pr £, = 0.

Vérification. Soit B = {Buf; f € Fy}. Si un élément b € B appartient & une
D-classe réguliere [5], il existe un élément b’ € Btelque b'2=b"et b’b = b.
Donc si B, est I'idéal de B engendré par les D-classes réguliéres, I'image
inverse de B, par B! appartient & F .

Soit 4 le nombre des P-classes de B, B étant finiona @ = ¢ et dans le
monoide B!=BUe la relation d’inclusion sur les idéaux bilatéres
principaux BlaB!< B'bB, a,b € B! induit une relation d’ordre partiel
sur les _#-classes donc sur les D-classes. Autrement dit les idéaux bilatéres
principaux forment un semi-treillis dont I’élément minimal, idéal minimum
de B, est une PD-classe réguliére (plus précisément un sous-demi-groupe
complétement simple). Or nous savons [6] que si b’,b" et b’ b” appartiennent
3 la méme D-classe celle-ci est réguliére, autrement la P-classe de b’ b” est
telle que

Dy < Dy Dy < Dye

On peut alors montrer que tout produit b, b, -+ b de ki = 2#~! éléments de B
a au moins un facteur nonvide appartenant i une P-classe réguliére de B
donc appartient lui-méme a BF ... Ceci est trivial pour 4= 1 puisque dans
ce cas B a une seule D-classe qui est nécessairement réguliére. On peut donc
supposer le résultat vérifi€ quand B a moins de & > 1 D-classes, et naturelle-
ment, on peut aussi supposer quaucun des by (k'=1,2...,h=2""1)
n’appartient lui-méme 3 une PD-classe réguliére. Le sous-monoide engendré
par les 2#=2 produits b, by, b3b,...,b;_1bj; a au plus h — 1 D-classes et le
résultat découle de ’hypothése d’induction.

Soit maintenant F’, = F,\F x F, x F. Le résultat qui vient d’étre
vérifié montre que tout f € (Fy)™ a au moins n facteurs dans F’,. Faisant
intervenir I’hypothése selon laquelle wx=0 ou wx > & >0 pour tout
x € X on voit que wf > &k, xf<1—wf<1— & pour tout fe F’, et par
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suite xf < (1 — @F)" pour tout f € (Fo)* ce qui entraine lim xf, = 0.
Soit m € M et définissons [7]
A(m) =1 — min ¥, min(m;,;,m;,;)
ivis  j

ona0<A(m)<1avec

Am)=0 si et seulement si m a toutes ses lignes égales
Am) =1 si et seulement si Bm a deux lignes disjointes

"9

0 < A(m) < 1 définiera une *“ scrambling matrix,” c’est-a-dire que quelles que
soient les deux lignes i, i, il existe une colonne j telle que m;,;,m;,; > 0.

On démontre que 8(m;m,) < 8(m;) et qu'un produit de matrices sto-
chastiques dont un facteur est “scrambling” est lui-méme scrambling.
Cette propriété est identique a celle des matrices positives ayant une
colonne d’éléments nonnuls et aux matrices uf € F .

Soit ¥ I’ensemble des I-vecteurs v & coordonnées nonnégatives tels que
2ier?i=1. Pour (v,9") € V x Vet m € M nous pouvons poser

Sy m =1 — 3 min{(vm);, (v m);’}
iel

Par définition: 8,,-m = A(m,m") ou m, est une matrice stochastique dont les
deux premiéres lignes sont identiques aux vecteurs v et v’ les autres étant,
par exemple, identique & v (ou ¢). On a donc pour tout m’ € M

0=20,,mm <8, m<1 avec 8,y m =0 (resp. = 1)

si et seulement si vm = vm’ (resp. Bom NPv'm = ¢). Quand p et u’' sont
deux applications de F dans M telles que lim|juf, — p'f;]| = 0 on a évidem-
ment lim |8, uf; — 80 pt'f3| = 0.

Nous considérons maintenant un sous-ensemble fixe K de I ayant r
éléments et nous définissons la I x I matrice e, par (e,); » = 1si i=i'€K;
=0, autrement. Pour abréger, nous écrivons m' € M’ (resp. m" € M") si
m' =m-e; (resp. m" = e;*m pour au moins un m € M) et si m’ contient r
lignes ayant des supports disjoints telles que toute autre ligne soit une
combinaison linéaire a coefficients nonnégatifs de ces derniéres (resp. et si
m” a r lignes ayant des supports disjoints nonvides).

Remarque 3. 11 existe deux applications u': F —> M’ et u": F —> M" telles
que lim|luf; — p'f; £l = 0.

Vérification. Nous utilisons les notations de la Remarque 1’. Le support
de la restriction de pgf, & I"*(f,) x I est une union de r rectangles disjoints
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I} (f,) x Ii(f,). Comme pugf, appartient & la fermeture convexe R de Pr ceci
entraine que deux lignes quelconques de cette matrice soient égales quand
leurs supports sont identiques. Il existe donc une matrice p"f, € M” dont
les lignes nonnulles sont égales aux r lignes distinctes de la restriction de
prf A 1™(f) x L.

Soit f, un autre élément de F,. D’aprés la Remarque 1’, chacun des
ensembles I;*(f) est contenu dans un et un seul ensemble I/ (f;) et pugf; est
identique a la somme de ses restrictions a I x I.*(f,)(j' € [1,r]). Donc deux
lignes quelconques nonnulles de la restriction & I x I;(f;) de ugf; - pgrf; sont
proportionnelles et I’on peut trouver une application v' = F x F — M’ telle
quel’onait ugf, urf, = v'(f,.f.) - n"f,identiquement. D’aprés la Remarque
2,

lim||uff; — prfefell =0
Par conséquent,

limljuf.f; —v'(ffI 0" £l =0

ce qui entraine la validité de la Remarque 3.

Remarque 3'. Si les applications p': F—>M'; v=FxFxF-—>M et
p": F— M" satisfont la relation lim||uf,ff, — w' f,v(fofof ) 1" fil =0, il
existe trois applications g’ =F —> M'; p: Fx Fx F>Metp": F—> M"
telles que

lim{l’ f; — @ L0 2| = Bml (£, £.12) — p(fo S
=limllex (o LD " fz — B 12l =0

et qu’en outre, d’une part la restriction de p(f,f,f>) & K x I représente une
permutation de K, d’autre part, pour tout f' € Fo, af = p'f' 3" f".

Vérification. Deux lignes de méme support de la restriction & I*(f) x Ide
af’ étant égales, les autres étant des combinaisons linéaires a coefficients
nonnégatifs des précédentes, il est clair que I’existence d’applications
g F—>M'"etp": F— M" satisfaisant pf’ = g@'f’-p"f" est triviale et que
toutes les paires d’applications satisfaisant ces conditions sont équivalentes
sur Fy & une permutation de K pres.

Désignons maintenant par A‘m la plus grande entrée de la iéme colonne
de m. 1l est bien connu que A'm’m < X'm identiquement. Donc pour tout
ielet(f,,f,f.)eFxFxFona

NBfoffe =N B folf < N ufoff

et

N fo WD 1" FAS NS 1w fAS N WS,
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Les hypothéses impliquent que
Hm|N ' £ W i) 1" f2) = N ufoff2l = 0
et comme i"f,ff, et u"f, appartiennent & M", on a
SNE M= Np fo=r
iel iel
Donc, pour chaque i € /

Bm (X @ £ ff; — NG 1 fo] = imNG(Lff) 1" f) = X' ;=0
et

lim 3, NSl f) 1w f)=r

ce qui montre I'existence de p: F x F x F — M, identique & v sur (/\K) x J
se réduisant & une permutation de K sur K x [ et satisfaisant

Lim|v(f212) — p(f A DI = O

D’aprés la premiére de ces relations on peut choisir i”: F — M" telle que

lim|leg o(f D 1"z — B"f2ff2 =0

De fagon analogue, pour tout (v,2') e ¥ x Vona

80,0‘ ﬁ"fsz; = Og,v’ ﬁ'fsz; < Su,v’ l‘fszz"

et
lim 80,0’ f"fsz; <lim Sv,v’ f"’fz

Comme D'ensemble des (v,2) € V' x V telles que 8, i'f.ff; (resp.
8,01 f;) est 0 ou 1 détermine i’ (resp. u’) & une permutation prés de K et
comme le support de la restriction de uf,ff, & I x I*(f,ff,) est contenu dans
Bif.ff 1, 1a vérification est achevée.

Propriété 1. Si u: F— M est telle que pour chaque f € F; la chaine de
Markov {uf":n € N} a exactement r classes ergodiques, il existe une
application 7 de F dans un sous-ensemble fini de M telle que

(W,)-Bmllpf ff; — afy nf- pfill =0
Si en outre toutes les chaines {uf": n € N} (f € F,) sont apériodiques, on
peut écrire
(W) -limllpfoff: — i&f.-pf 2l =0
Vérification. D’aprés la Remarque 3, il existe deux applications p':
F—>M'et p": F—> M" telle que lim||uf, — p'f;-p"f;]l = 0. Prenant une
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application vde F x F x Fsur la matrice unité e; et employant la Remarque
3" on a lim||uf~f; — 1’ f;- 1" fll = 0, ceci montre que lim||af; — uf;ll = 0. En
effet, quel que soit € petit on peut trouver z(e) tel que pour tout z > z(e) ona
Iwfe —p' fop'fll<e et lufopfi—pfon'fli<e
d’ou
Ifz Sz — Wl S Ife f — W o " foll + I foe " S — pfall < 2€

D’autre part on voit par récurrence que

lf2 ! — Pl < fell lf? — wf2 11 < 26
et en particulier,

lfE 1 — (ufofl < 2

donc en sommant

kr!
i+t — ufll < lelnf,”“ — ufP| < kr!2e
=
De plus,
I3 — Wl < Wafz — wfF P+ IfF =

et on sait que si on se donne € petit on peut trouver k(e’) tel que pour
k > k(€') on aura

\af, — pfill < 2r'ke + €

On peut donc se donner ¢, €', €”, k(') tels que pour tout z > z(e) on aura

l&f; — pf2ll < €” par suite lim||af, — ufl|=0

Il n’y aura donc aucune diminution de généralité a supposer désormais que
w'=p' et u” = p", c’est adire que ' f-u”f= if pour tout f € F.
Le premier de ces résultats donne
Hm||uf ff; — i&fy - pf 5f 2l = Giml|af ff: — fz /- @f2l =0
Comme
B i e = V(o f D) 1 S
ol maintenant v est une application quelconque de F x F x F dans M telle

que ex v(fo.fif)=p"fo-uf-p'f; on peut appliquer de nouveau la
Remarque 3’ qui montre cette fois I’existence d’une application p de

F x F x F dans M telle que ek - p soit une permutation de X et que

lim|jp”f;pf -1’ f7 — ex p(fu i f D =0
D’aprés ’hypothése faite plus haut,

Whwf=pf et pfrwfi=pf;
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On en conclut que p"f,-uf-p'f, est elle-méme, pour tout (f,f,f;) € Fx F
x Fy, une matrice ayant son support contenu dans K x K et représentant
une permutation de cet ensemble.

Puisque les matrices u'f;, uf, et u'f, ont des entrées nonnégatives, ceci
entraine p"f, - uf p'f; = u"f, mf+u'f, quelque soit 'application 7: F > M
telle que Buf= Buf. Par conséquent, sous cette hypothése faf,-uf*if, =
afynf-if, ce qui achéve la vérification de (W,) puisque le monoide
{Bwf: f € F} est fini.

Supposons maintenant que toutes les chaines {uf":n €N} soient
apériodiques, c’est-a-dire que if = jif? pour tout f € Fy, c’est-a-dire encore
(dans les notations de la Remarque 2') que I;*(f) < I/*(f) pour tout
j €[1,r]. La Remarque 1’ montre que I’on peut choisir I'indexage des classes
ergodiques des différentes chaines {uf": n € N} (f € F;) de telle sorte que
L*(f)< I'*(f') pour tout f,f"eF, et je[l,r]. Ceci entraine que
1 f. 1’ f. = ex identiquement quand f,,f, € F,. La propriété est entiére-
ment vérifiée.

Note: Cet exposé est un développement de I’article * Sur certaines chaines de Markov
non-homogénes™ par J. Larisse et M. P. Schiitzenberger, Publications de I'Institut de
Statistique de I’Université de Paris, Vol. XIII, fasc. 1, 1964.
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Le but de cet exposé est de rassembler un certain nombre d’énoncés de la
théorie des monoides finis qui semblent pouvoir présenter des applications
a I’étude des automates finis et des langages de Kleene.

Nous commencerons par rappeler le résultat suivant de Clifford et de
Miller (1956).

Théoréme 1. Soit u un élément idempotent d’un monoide M et soit
G,={me MunuM:ue Mm "mM} €))

L’ensemble G, est un sous groupe de M qui contient tous les sous groupes de M
admettant u pour élemént neutre.

Démonstration. Soit u = u? € M. Par définition un élément m € M appar-
tient & G, si et seulement si il existe mey,m,, m3,my € M satisfaisant:

m=myiu=um, U=mzm = mmy
Donc en particulier # € G,.. Les deux premiéres relations donnent
mu=muu=mu=m um = uum, =umy =m

Donc u est un élément neutre pour tous les éléments de G,,.
Soit m' = myu = um; tel que u = mym’ = m’ m; un autre élément de G,.
Ona
mm' =mm'u=umm'  mymzmm' =myum’' =mym =u
mm' mymy = mumy = mmy = u

Donc G, est un sous ensemble stable de M (c’est & dire G,G, < G,). Enfin,
d’aprés u? = u = mym et m = um, on voit que u = umsum et il n’y a donc
pas de perte de généralité & supposer désormais que ums = myu = ms.

Considérons le produit mm;. En utilisant successivement les hypothéses
msy = msu, U= mmy, M3m = U, mu = m, mmy = u on obtient:

mms = mmsu = mmsmniy = MUMy = My = U
314
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Nous avons établi que G, est un sous ensemble stable admettant un élément
neutre ¥ et ayant la propriété qu’a tout m € G, correspond un élément
m3 = umsu qui satisfait ¥ = umsu.m = mumsu.

Ceci montre d’abord que umsu € G, et que I'’ensemble G, muni du
produit de M est isomorphe & un groupe puisque chaque élément posseéde
un inverse. Enfin le groupe G, est maximal car si les éléments ms et mg de M
sont invariant par multiplication par u et satisfont u = msmg = mgms ils
appartiennent a G, d’aprés la définition méme de cet ensemble. Ceci
terminé la démonstration du théoréme.

Rappelons maintenant qu’une famille V de groupes (monoides) est une
pseudo variété de groupes (monoides) si elle contient tout sous groupe (sous
monoide) tout groupe (monoide) quotient, et tout produit direct de deux
membres quelconques de ses membres.

Par exemple, les groupes (monoides) finis forment une variété de méme
que les groupes (monoides) commutatifs; par contre les groupes cycliques
ne forment pas une variété puisque le produit direct de deux groupes
cycliques n’est plus nécessairement cyclique. On a

Proposition 1. Soit V une variété de groupes et soit V' la famille de tous les
monoides finis dont tout les sous groupes appartiennent a V. V' est une
pseudo variété de monoides que I’on appelara la pseudo variété de monoides
finis induite par la variété de groupe V.

Démonstration. Soit M un monoide fini dont tout les sous groupes
appartiennent a la variété de group V. Si M’ est un sous monoide de M et
G’ un sous groupe de M’, G’ contient un et un seul idempotent u et il
résulte immédiatement de (1) que G’ est contenu dans M’ NG,. Donc M’
appartient a la variété V' de monoide fini induite par V.

De méme, si My, M, € V', tout sous groupe de produit direct M; x M,
est le produit direct d’un sous groupe de M; et d’un sous groupe de M, et
par conséquent M; x M, eV'.

Il reste seulement a établir M’ € V' quand M € V' et quand M' = oM
ol « est un épimorphisme.

Dans ces conditions soit #’ un idempotent de M’ et soit G, le sous groupe
maximal de M’ qui contient u’. Soit P={m e M:am € G,} d’aprés
G,G,=G,#¢donaPPcP#¢.

Considérons un élément m € P tel que ’ensemble mP N Pm ait le plus
petit nombre possible d’élément. Cette hypothése a un sens puisque M est
fini. Quelque soit k > 0 m*P N Pm* = mP N Pm et en vertu de ’hypothése
de minimalité m* P N Pm* = mP N Pm.
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De plus comme M est fini ensemble m,m?,m?,...,m,... ne contient
qu’un nombre fini de termes, donc m*! = km***'t pour au moins une paire
k1, ki d’entiers positifs et par consequent toutes les paires k,, k3 ol k, > ket
k5 = kyky; donc enfin en prenant k = kq k{ on obtient m* = m?* et ’on peut
supposer désormais que m = ¥ = u2 est un idempotent.

Montrons que uP N Pu = G, est bien un sous groupe de P contenant u.
En effet la relation m € uP M Pu signifie que m = um; = myu pour au moins
une paire my,m, € M; par conséquent

m e mP NPm=um; PN\Pmyu<uP NPu

ce qui, d’aprés I’hypothése de minimalité, entraine mP N Pm = uP N Py,
donc u € mP N Pm puisque u € uP N Pu d’apres (1) ceci établit le résultat
cherché.

Maintenant la relation G, = uG, = G,u donne G, = uG,u = u(uP N Pu)u
= uPu, donc en prenant les images par « et en rappelant que «P = G’ on

obtient
oG, =ou.aP.ou=oau.G' .ou= G’

et nous avons établi que le sous groupe G’ de M’ est une image homo-
morphe du sous groupe G, de M. Ceci termine la preuve de la Proposition 2.

11 y a évidemment bien des maniéres d’affaiblir la condition de finitude
de M; il est toutefois impossible de se dispenser entiérement d’hypothéses
de ce type puisqu’un sous groupe G’ d’un monoide M’ = oM peut, pour M
infini, &tre 'imaged’unsousensemble P < M necontenantaucunsous groupe
G tel que oG = G'. Ceci est illustré par 'exemple out M est un monoide libre
puisque dans ces conditions M n’a qu’un seul sous groupe—3a savoir le
sous groupe trivial formé par I’élément neutre de M.

On se propose maintenant de définir une opération de composition entre
monoides. Pour faciliter I’écriture on considére deux monoides fixes M; et
M, et’on désigne par R la famille de tous les ensembles de paires d’éléments
(my,my)e M; x M,.Etant donnés des éléments quelconques r ={(m, ;,m, ;)
iel} e R; my € My et my € M, on définit les éléments m, r et rm, de R par
les relations

myr={(mym, ;,my;):i€l}eR
rmy ={(my ;,my,;,my):i €} €R

Définition 1. On appelera produit semi direct, booléen My ® M, I’ensemble
M = M; x R x M, muni de la loi de composition qui associe a tout m = (m;,
r,my), m' = (my,r',m;) € M ’élément

mm' = (mymy,myr' Urmy, mymy) € M
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11 est facile de voir que ’opération m x m’ — mim’ est associative.
En effect, si m” = (m},r",m;) € M, on a

(mm’Ym" = (mymimy, (mymy)r” U (myr' \Jrmy) m3, mym;ms)
= (mymymyi, mymyr” Umyr' my\Jrm,ms, mymsms)
= m(m'm")
De plus M a un élément neutre [4 savoir (e;,¢,e;) ol e et e, sont des
éléments neutres de M; et de M, et ol ¢ € R est I'ensemble vide] et par
conséquent M est un monoide.

Proposition 2. Soit V une variété de groupe. Si M, et M, appartiennent a la
pseudo variété de monoide finis induite par V il en est de méme de leur
produit semi-direct booléen M = M, ® M,.

Démonstration. Soit u = (uy,r,u;) € M un idempotent de M et soit G,
le sous groupe maximal de M qui le contient. Il est clair que u; = u?, u, = 13,
et que lapplication qui envoie tout g=(ry,r,,m,;) € G, sur la paire
(my,m,) € My x M, est un homomorphisme y de G, dans le produit direct
G,, x G,, des sous groupes maximaux G,, € M; et G,, € M,. Par construc-
tion, le noyeau de y est ’ensemble N des éléments de M de la forme (uy, s, 1)
qui appartiennent & G,. Donc si nous pouvons prouver que N se réduit a
{u} nous aurons établi que y est un monomorphisme, c’est a dire que G,
est isomorphe a un sous groupe de G,, X G,,. Soit donc m = (uy,s,u;) € N.
Puisque m € G,, m posséde un inverse 7 (relativement & u) c’est a dire qu’il
existe un élément 7 = um = mu tel que u = mm = mm. 1l est clair que 77 a
la forme m = (u;,5,u,) pour un certain § € R. Nous avons les relations

suivantes:
r=urJriy (d’aprés u = u?)

r=u;§\YUsu, (d’aprés u = mm)
S=u rJugsu, Vu, (d’aprés m = umu)

La premiére relation montre que u;r < r; par conséquent uyr = u;u;§
Uu su, < r d’aprés la seconde relation et, a fortiori u;su,<r. Or la
troisiéme relation s’écrit aussi s = r Uu, su, et, par conséquent, on a établi
s=r, c’est & dire m = u pour tout m € N. Ceci achéve la vérification que
tous les sous groupes du produit semi direct M appartiennent 3 V.

Afin de rattacher les sonsidérations précédentes a la théorie des langages
formels nous considérons maintenant un ensemble fixe X et le monoide
libre X* engendré par cet ensemble. Les éléments de X* sont appelés
“mots” et nous appelerons *“ langages formels sur X’ tout sous ensemble de
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X*. Enfin étant donnée une pseudo variété V' de monoides finis induites par
une variété de group V nous dirons qu’un langage formel F< X* est un V'-
langage si et seulement si il existe un monoide quotient M € V' et un

homomorphisme o: X* — M tel que I’ensemble F soit précisément égal &
-1
I'image inverse aaF de son image «F dans M par «. Formellement,

F={f"e X*:pf:0f" = of }

Proposition 3. Si F, et F, sont deux V'-langages sur X il en est de méme de
leur union F; U F,, du complément relatif F\\ F, et du produit F, F,

FiE,={ff' € X*:fe F\.f' € F,}.

Démonstration. Soient oy : X* —> Myetoy: X* — Mytelsque M, M, € V'
-1 -1
oy Fy =Fy; ayopFy,=F,. Nous considérerons le produit semi-direct

M= M; @ M, et nous définissons une application «: X* — M en posant
ae = (a6, {(xe,ar€)},aze) et pour tout f € X*

of = (e fi{(orf's o f"): [, 1" € X*; [ f" = [}, aaf)
11 est clair que « est un homomorphisme de X * sur un certain sous monoide
M de M. De plus si f€ X* on peut savoir en connaissant seulement son

image af € M si f € F; UF, ou f € F;\F, ou f € F| F,. Donc oclocF= F pour
F=FUF,=F\F, ou =F,F, et la validité I'énoncé résulte de la
Proposition 4.

Si la variété de groupe V est la variété V, des groupes triviaux (c’est a dire
des groupes réduits a leurs éléments neutres) la famille correspondantes de
langage a été étudiée par McNaughton et Trachtenbrot et c’est la plus
petite famille fermée par les opérations d’union de complémtement relatif
et de produit qui contienne tous les sous ensembles de X. On sait aussi
que quand V contient tous les groupes abeliens et que F est un V langage
il en est de méme du sous monoide de X* engendré par le langage
F'= X*F\ X*FXX*formédetous les mots de 'idéal X * Fquin’ont aucun
facteur propre gauche dans X* F. Cette deuxiéme forme de langage a aussi
été étudiée par McNaughton (1960). Nous ne reproduirons par les démon-
strations ici et nous terminerons en proposant le probléme de prouver (ou de
refuter) ’hypothése selon laquelle les opérations d’union, complémentation
produits et la formation de sous monoides du type qui vient d’étre décrit
permet d’engendrer tout les ¥, ,-langages (& partir des X' < X) ol ¥, est
la pseudo variété de monoides finis induite par la variété des groupes
abéliens.
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I. Introduction

Let Fbe the free monoid generated by a fixed set X containing at least two
elements and let Q; be the least family Q of subsets of F that satisfies the
conditions (K1) and (K2) below where, as always in this paper, e denotes the
neutral element of F.

(K1). Fe Q;{e} € Q; X' € Q for any subset X' of X.

(K2). If Q contains A4; and A,, it also contains A; U4, 4;\4,
(={feF:fed,fed})and A4, (={ff' e F:f € A1,f" € A;}).

The study of Q, is motivated by the fact (discussed in [5]) that Q; is
closely related to the family of the subsets of F that can be described within
the “ L-language”’ of McNaughton ([3)]. The object of the present paper is to
verify the main property below, which gives for certain subsets of F the
possibility of deciding if they belong to Q,. Finally, as a direct application
of Eggan’s theory ([1]), we show that for suitable X, Q; contains sets of
arbitrarily large “star height.”

For each positive natural number n, let M;(n) denote the family of all
monoids having at most n elements and admitting only trivial subgroups
([4]); that is, let the monoid M belong to M,(n) if and only if it has n’ <n
elements and if m" = m"*+! for each m € M. Further, for A< F, let A< Q]
if and only if there exist a monoid M € U M;(n), a subset M’ of M and a
homomorphism y of Finto M that satisfy 4 ={f € F:yf € M'}. We have

MAIN PROPERTY

The families Q; and Qf of subsets of F are identical.

As an illustration, let us consider two disjoint subsets 4; and A4, of F
and assume that we know three elements f, f’, and f” of F for which both
A N{f' f*f":ne N} and A, N{f'f"f":n € N} are infinite sets. Using the

320
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relation Q; < Q}, we can conclude that it is impossible to find a set B € Q,
satisfying 4; < B and A, < F\B. Indeed, according to the definition of
01, B € Q7 would imply the existence of a finite integer n such that the set
{f'f"f":n' € N,n' > n} is entirely contained in B or in F\ B.

IL. Verification of Q; < Q;

Since Q; is defined as the least family which satisfies (K1) and (K2),
0, < Qi follows instantly from the following two remarks from ([5]),
which are reproduced here for the sake of completeness.

Remark 1. Q] satisfies condition (K1).
Verification. Let the monoid M ={e¢’,x’,0} € M (3)and themapy:F —~ M
be defined as follows:

oo = {for eachxe X,yx=x"=ée'x'=x"¢
Y6=€ =€ \for each fe \{&UX),yf=0=e0=0¢=x2=x'0
=0x' =02,

Thus F=y~'M, X' =y~ X', {e} =y~ '€ It is clear that y is a homo-
morphism and Remark 1 is verified.

Remark 2. Q] satisfies condition (K2).
Verification. Let for j = 1,2 the homomorphism y;: F — M;, the monoid
M;, and the subset M, of M; satisfy M; € My(n;) and A;={f € F;y;f € M}}.
We consider the family R of all sets of pairs (my,m,) € M; x M, and for
my € My, my € My, r ={(my,;,my,;):i € I,} € R, we let
myr={(mymy;;my):i €L}  rmy={(my ;,my ;my):i €L}

Further, denoting by M the direct product (of sets) M; x R x M,, we
define the product for any two elements (i,,r,m,) and (my,r’,m3) of M by
the formula

(mhra mZ)(m;’r"m;) = (ml m;’ml r, Urm£9 m2mé) € M
Finally for f € F, we let
W= LS v f ) S S €F f=f [}y f)eM

The verification that we have defined an associative product and a
homomorphism y of F onto a finite monoid M < M is straightforward and
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it is omitted. The same applies to the verification that 4; U 4, A1\ 4, and
A+ A, are images by y~! of suitable subsets of M. Thus the remark will
follow from the fact that any subgroup G ={(m, ;,r;,m, ;):i € I} of M is
isomorphic to a direct product G; x G,, where G; is a subgroup of M;
(G=12).

Indeed, by construction, {m; ;:i € Is} = M;is a homomorphic image of G,
hence a group G;. Let ¢; be its neutral element and let N be the intersection
of G with the subset {(e;, 7, e,):r € R} of M; N is a normal subgroup of G and
G/N is isomorphic to a submonoid of Gy % G,

Therefore, for verifying M €l J,-o M,(n), it suffices to show that N
reduces to the neutral element e'(=(e;,r,e;)) of G. To see this, let
g(=(e1,s,€5)) and g( = (e, 5,e,)) be inverse elements of N. The equation
e’ =e'? gives r=e;r Ure, and the equation e’ =gg gives r = e, § U se,.
Therefore, e; r = e, § U ey se, and, since e; ¥ < r, we have e; se, < r. However,
the equation g = e’ ge’ gives s = e;r Ue;se, Ure,; that is, s = r Ue; se, and
therefore, s = r. This shows that ¢’ = g, hence that N ={e}’, and the verifi-
cation is concluded.

III. Verification of Q] < Q,

For each positive natural number » let Q,(n) denote the least family of
subsets of F that satisfies the conditions (K1) and (K2) and that contains
every set of theformy~! M'if M’ < yFandify:F —> yFisahomomorphism
of F onto a member of M;(n). Thus Q;(1) = Q,, since for M’ < yF and
yF € M(1), we have either y"' M’ =¢ or y~! M’ = F. Thus the relation
Q1< Q, will follow instantly from Remarks 3, 5, and 6, which show that
for each n > 0 one has Q(n + 1) = Q,(n) and, therefore, that Q7 = | J,~00;
(n) is a subfamily of Q. The cores of the arguments below are elementary
special cases of well-known theorems of Green ([2]) and of Miller and
Clifford ([4]) concerning the D-classes and the £ -classes of monoids.

To simplify notations, we assume henceforth that M = yF e M (n+ 1).

Remark 3. To show y~! M’ € Q,(n) for all subsets M’ of M, it suffices to
verify the same property for M'= MmM, M' = Mm, and M'=mM,
where m is an arbitrary element of M.

Verification. Consider a,,a,,as,a4,b,b’ € M and assume that b = a;b’a,,
b’ = a3b. This implies b’ = aza, b’ a, = (asa,)"b’ aj for all positive n. Since
M has only trivial subgroups we can take n so large that a% = a2*!. Then
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b =(a;a)"b’ at = (a3a,)"b’ "' = b’a,. From this we conclude that
b=a,b"a, =a,b'. Assume further that b’ = ba,. By a symmetric argument
we obtain b’ = a, b’ (and b = b’ a,), showing that b = b’ under this supple-
mentary condition.

For any meM, let W,={m e M:me M\Mm' M} and H,=
(mM\W,) " (Mm\ W,). Itis clear that W,, is a finite union of sets having
the form Mm" M and that y ! H,, € Q,(n) if the same is true for Mm, mM,
and W,,. We show that in fact H,, = {m}. Indeed, let m’ € H,,. We must have
m=aym’ a, (since m' ¢ W,,), m' = aym, and m’ = ma, for some elements
a; € M. The computations made above show that m = m’, and Remark 3 is
verified.

Remark 4. If m € M is such that W,, has two elements or more, then
A =y~ 'm belongs to Q(n).

Verification. Let B: M — M be a surjection of M onto a set M that has
the following properties: for each m’ € W,,, Bm’ is a distinguished element
0, of M the restriction of 8 to M\ W,, is a bijection of this set onto A \{0}.
Since M.W,,.M = W,,, we can define a structure of monoid on M by
letting (Bm')(Bm") = B(m'm") if m'm" €e M\ W,, and =0 if m'm" € W,,.
Itis clear that M has only trivial subgroups and M € M;(n) follows from the
hypothesis that W,, has two elements or more. Since A ={f € F:Byf = Bm}
the remark is verified.

Remark 5. If me M, M’ = MmM, and A =y~ ' M’, then 4 € Q,(n).

Verification. Since ye € M' implies M’ = M and 4 = F, we can assume
ye¢ M'. Let X'=XNy 'm. Wehave F.X'.F< Aand F.X'.F € Q(1).
Thus, either y~!m< F. X' .F and the result is already proved, or there
exists at least one f< y~!m\ F. X. F. We consider this last case. The element
fadmits at least one minimal factor f” such that M.yf". M = MmM, that is,
f=gxf'x'g" (g.f.8 €F;,x,x' € X;f"=xf'x"), where letting m,;=x,
m' =f', my=x', we have Mmym'myM = MmM, MmM # Mmym' M,
MmM # Mm'm, M. Thus A contains F. X;.A’. X,.F, where X = X Ny~!
my, A =y~ 'm', X,= XNy~ 'm,, and, since M is finite, it is clear that
A\F.X'.Fis a finite union of such sets. Therefore, using Remark 4, the
result will follow from the verification that W, contains at least two distinct
elements.

To see this, assume for the sake of contradiction that m;m’ does not
belong to W,,, that is, assume that m’ = a;m;m’ a, for some a;,a, € M.
According to the computations made at the beginning of the verification of
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Remark 3, this implies m’ = a;m;m’, hence Mm'my = Ma,m;m'm,M <
Mmym'm, M = MmM. Since by construction Mm;m' my M < Mm' m, M,
this relation is excluded by the hypothesis MmM # Mm'm, M. Thus
mym’' < W,,, and by a symmetric argument, m'm, < W, are proved. This
implies m;m’'m, < w,,. Since it is clear that mym'my=mym’' =m'm, is
impossible, the verification is concluded.

Remark 6. 1f m e M, M’ = Mmor =mMand A=y~ ! M’, then A < Q,(n).

Verification. It suffices to consider the case of M’ = Mm. Moreover,
because of Remark 5, we can assume Mm # MmM, that is Mm # F and
my < MmM\ Mm for at least one m, € M.

Let f € y~!m. As above, f has a minimal right factor f” = xf" € 4 (x € X,
f' € F), that is, letting m; = yx, m' = yf', Mm = Mm;m' and Mm # Mm'.
We have F.(X Ny~ 'm,) .y 'm’' < A and A4 is a finite union of such sets.
As above, we have only to show that W,, contains at least two elements.
That m € W, follows from the argument developed in the verification of
the last remark, and if m, € W,, we conclude that W, contains m and m,.
Ifmy ¢ W,,, wehavem € Mmy M, hence MmM = Mmy M (since mye MmM)
and therefore also my € W,,. This concludes the verification.
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ALGEBRE. — Une condition de finitude des monoides finiment engendrés.

Note (*) de MM. Micuer Coupraiy et Marcer Paul ScHUTZENBERGER,
présentée par M. Henri Villat.

On donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un monoide soit fini,
ce qui permet, en particulier, de simplifier certains raisonnements de (!).

Rappelons qu’un bi-idéal principal d’un monoide M est une partie de
celui-ci ayant la forme aM a, ou a est un élément quelconque de M.

Proprifité. — Un monoide M est fint si (et seulement si) il satisfait les
trots conditions suivantes :

(1) M est engendré par un ensemble fini;

(2) Toutes les chaines strictement décroissantes de bi-idéaux principaux
de M ont une longueur finie;

(3) Tous les sous-groupes de M sont fints.

Deux quelconques de ces conditions ne suffisent pas pour assurer la
finitude de M ainsi que le montrent les exemples suivants :

(2) et (3) : M formé d’un élément neutre, e, d’un zéro, o, et d’un ensemble
infini M’ tel que M= {o};

(1) et (3) : M = le monoide additif des entiers naturels;

(1) et (2) : M = le groupe additif des entiers rationnels.

Notons (2’) [resp. (2”)] la condition obtenue en remplagant dans (2)
le terme « bi-idéal » par « idéal bilatére » (resp. « idéal & droite ») et disons
que M est un monoide de Green si et seulement si [cf. (*)] :

(G) Pour tout a, b€M, {a, b}CM anbM implique {a, b} CaMnNMb.

On sait que (2) entraine (G). Comme réciproquement (G) et (2)
entrainent (2), la propriété équivaut & 'assertion que tout monoide de
Green satisfaisant (1), (2) et (3) est fini. Par contre, le probléme reste
posé de savoir s’1l existe ou non des monoides infinis satisfaisant (1), (2”)
et (3).

Pour établir la Propriété il suffit de considérer un monoide infini M,
image homomorphe par p. du monoide libre X* engendré par un ensemble
fint X et, supposant que M satisfait (2), de montrer qu’il contient un
sous-groupe infini.

Soit X* I’ensemble des mots généralisés, ¢’est-a-dire des suites s = (s,), e
de mots s, € X* telles que so== e et s,.1 €5, X pour tout nE€N. Si F, désigne
Pensemble des f&€X" tels que wf’ 4 uf pour tout '€ X*\ X"X*, I’hypo-

thése que M est infini entraine qu’il en soit de méme de F = U F,.. Comme
0Ln

chacun des ensembles X" est fini et comme F contient les facteurs gauches
de tous ses membres, on peut trouver un élément s de X* pour
lequel { s, },exn soit contenu dans F, ce que nous noterons s€ F. Soit s le
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(2)
translaté de s, c’est-a-dire le mot généralisé s’ tel qu'on ait identiquement
Si.n= 88, Puisque F contient tous les facteurs droits de chacun de

ses membres, on a encore Ts€E€ F.
Désignons maintenant par K I'ensemble des suites k = (k»),ex de mots

de X* tels qu'on ait k,€X et, pour tout n > o, kuy€X* \X*X*
ou ¢;=1 + CardX et inductivement, c,.i=: ¢,(1 + (Card X)™). A une
telle suite k nous attachons une autre suite k= (k,),ey en posant ko= e,
ky= k. et, inductivement, Fonia = Fenknis bn.

Si s€ X* nous écrivons s€ k, X* si k,=: s, pour 'un des mots s, de s
et s=: & si s€ k, X* pour tout n€N. Nous montrons qu’il existe au moins
un k€K tel que keF.

Pour cela observons d’abord que, d’aprés la définition de cup,
tout fe X“+ factorise en un produit de 1-- (GardX)™ mots de X*
et que, par conséquent, deux au moins de ces mots sont identiques. Donc
f="rsgg'ef’,ou f, freX*, geX’, ge X"\ X *%X* Par induction
sur n, on eh déduit :

Quel que soit le mot, f€ X+ X* on peut trouver au moins une suite k€ K

telle que kn.y soit un facteur de f.
Puisque F est non vide et fermée par translation, ceci assure qu’a
tout n€N correspondent au moins un k€K et une suite s €F tels

que s € k?X*. Comme chacun des ensembles | k, : k€ K | est fini, d’aprés
la définition méme de K, on peut donc trouver un k€K tel que pour

chaque n€N il existe au moins une suite s™ € F satisfaisant s &€ &, X*
et puisque la famille {s™},CF converge en un sens évident, la

suite & == lims™ appartient encore a F.
n>wo

Considérons maintenant les bi-idéaux principaux B,= pk,.M.pk, de M.
Par construction on a identiquement B,., €B,. La condition (2), affirme
Pexistence d’un entier naturel ¢ tel que pour tout n > ¢ on ait B,= B,,

donc en particulier p.l?qH.y-fch €B,, cest-a-dire, enfin,
pRysr phga=: pEp.ma p &y
pour au moins un m,€M. Il en résulte que
‘ul?qﬂe;zl?n.MnM.p/?n
et comme pk,€pk, . MAM.pk, de par la définition méme des K

on a vérifié que tous les p.lzn(n > ¢) appartiennent a la méme ¥C-classe H
de M qui est donc infinie puisque H€ pF.M étant un monoide de Green,
ceci suffit pour prouver qu’il posséde un sous-groupe infini [cf. (*), (*)]
Plus directement, la relation

V'/“"qH:" Pj‘:ﬁl Mg PRy
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(3)
montre que u == ;Ll’;qﬂ.mqﬂ est un idempotent appartenant a la méme
@-classe que k. et la #-classe de u est donc un sous-groupe équipotent
avec H, ce qui achéve la vérification de la propriété.
Remarque. — La suite (cn).ex utilisée ici n’est pas la meilleure possible.
Par exemple, dans le cas oit Gard X == 2, on peut prendre ¢;= 13 (et non 27
comme plus haut).

(*) Séance du 16 mai 1966.

(1) J. A. GreEeN et D. REEs, Proc. Camb. Phil. Soc., 48, 1952, p. 35-40.

™ J. A. GREEN, Ann. Motk 54, 1951, p. 163 172,

(*) D. D. MiLLEr et A. H. CLiFrorD, Trans. Amer. Math. Soc.; 82, 1956, p. 270-280

(Institut de Programmation, 23, rue du Maroc, Paris, 19¢.)
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ALGEBRE. — Sur les produits semi-directs droits de monoides. Note (*)

de MM. Mavurice Nivat et Marce. Pavl ScHUTZENBERGER, présentée par
M. Henri Villat.

d On([;récise deux propriétés des produits directs droits de monoides utilisées
ans (%).

Dans cette Note, C désigne un produit semi-direct droit fixe de deux
monoides A et B, c’est-a-dire que C est isomorphe i I’ensemble BXA
muni de la loi de composition (b, a) (b’, ') = (bb', aa’), ou °b désigne
une application A XB — B satisfaisant les identités A b= b; “(°b) =“b;
“ep=ey; °(bb')=1b"b'. Pour T=&, R, £ ou A, on note I(m)
la &-classe d’un élément m (*).

Proreriftt 1. — Tout sous-groupe maximal 3 (w) de C est extension
d’un sous-groupe de B par un sous-groupe de A.

Preuve. — Soit w = (v, u) I'idempotent de JC(w). La relation w = w*
donne ¢ = ¢." et u=u?, “v=="p."% et en posant w'= ("¢, u) on trouve
w=w"=ww; w=ww'. Cela montre que w €L (w) et que, par
conséquent, les sous-groupes #(w) et #(w') sont isomorphes. On pourra
donc supposer désormais que w=w’, c’est-a-dire que ¢ = ¢’ ="p,

Pour chaque a€A, soit K,={b€B : (b,a)€d(w)] et soit
H'={a€A:K,#0)}. Prenant un élément c¢= (b, a) €I (w) et son
inverse ¢= (b, a) dans (w), les relations ¢ =wec=cw et w=cc=cc
donnent d’abord a = ua = au et u = aa = aa, ce qui montre que H' est un
sous-groupe de #¢(u). La relation b= ¢"b donne “b="¢."b=v¢."b=1>
et les relations b=¢.b; ¢v=b.“b établissent b€ R (¢). Enfin, la rela-
tion ¢=b.“b implique “¢=<b.“b=2b.b et, comme b=b.% d’apreés
¢=cw, on conclut que 9w € £(b), donc w€®(v) et H' est donc un sous-
groupe de H={a€#(u) : v€®(¢)}. De méme,

K. CK,={beB:b=4b;beR(») N L (%)}

et, en particulier, K, est contenu dans le sous-groupe K, de #(v).

Choisissons pour chaque a€H un élément b.€K,.. La correspondance
associant & chaque paire (k, a) € K. X H 1’élément k.b. € R(v) N\ £(°0) est
une surjection K,xH>U{K, : a€H}. Comme “b,€R(“0)N (")
identiquement et comme chaque ensemble R (%)N2(v) contient un et
un seul élément b, tel que b..b,= ¢, 'ensemble K,X H muni de la loi
de composition (k, a) (K, a’) = (kbo.’k’ .%by . buay @a’) est un groupe
d’élément neutre (¢, u) qui est une extension de K, par H et qui est
isomorphe & la partie G = { (b, a) : b€ K,; a€ H} de C. Par construction,
¢(w) est contenu dans G et, par conséquent, ¥ (w) = G.
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La propriété est vérifiée. Disons maintenant qu’un monoide M est
un R, (resp. R,) monoide si aucune de ses R-classes réguliéres ne contient
plus d’un seul idempotent (resp. élément), c’est-a-dire si pour tout p, €M
les relations

(1) p=p'=4qp; q=¢*=pq (resp.p=pqp; 4=49p9)
impliquent
(2) P =pq, donc p=q (resp.donc p=p*=pq; q=q*=qp).

PropritTE 2. — Si A et B sont des R, (resp. R,) monoides, il en est de
méme de C.

Preuve. — Supposons que les éléments p = (b, a) et ¢=(y, z) de C
satisfont (1). Les éléments a et x de A satisfont les mémes relations, donc
les relations (2) puisque A est un R, (resp. R,) monoide. De plus,
b=b.b=y."b; y=y."y=>b."y (resp. b=1>."y.“b; y=1y."b.").
Compte tenu de a=az==a? cela entraine que °b et °y satisfassent (1),
donc (2) puisque B est un R, (resp. R,) monoide. Par conséquent, b = b.%y
et 'on a bien

p=(b,a)= (b, %y, az) = (b, a) (y, ) = pg,

ce qui achéve la vérification.

ReMArRQUE. — Soit M un monoide dont tous les éléments sont d’ordre
fini. St M est un R, (resp. R,) monoide il en est de méme de chaque monoide
qui le divise (c’est-a-dire qui est image homomorphe d’une partie stable de M).

Preuve. — 11 suffit de vérifier que si les parties non vides P et Q de M
satisfont P?UQPcP; Q*UPQcQ (resp. PQPcP; QPQcQ), on peut
trouver p€P et g€ Q satisfaisant (1).

Prenons p’€P et ¢"€Q quelconques. Comme tous les éléments de M
sont d’ordre fini on peut déterminer des entiers positifs n”, n’ et n et des
éléments ¢', g€Q et p€P par les conditions

"=q'=4q"  (¢P)"=p=p%
(pg)"=q=q* (resp.p=p'(¢"'P")"; 9=q"(p'q¢")"; pap=p'(q

ool

P )3n+2:P)
et on peut vérifier facilement que

P=qp; qg=pq (resp.q=gqpq).

(*) Séance du 2 novembre 1966.

(*) K. KrouN et J. RHODES, Trans. Amer. Math. Soc., 116, 1965, p. 450-464.

() A. H. Cuirrorp et G. R. PREsTON, The algebraic theory of semi-groups, 1; Math.
Survey n° 7, American Math. Soc., Providence, R. 1., 1962.

(Institut de Programmation, 23, rue du Maroe, Paris, 19¢.)
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INFORMATION AND CONTROL 9, 23-25 (1966)

On a Question of Eggan

F. DejeaN AND M. P. SCHUTZENBERGER

Laboratoire de Cacul Numérique, 23, Rue du Maroc, Paris 19¢, France

An elementary answer is given to a question raised by Eggan

In (Eggan, 1963), it is asked among other questions whether a free
monoid X* generated by a set X consisting of two distinct elements
and y contains subsets of arbitrary star height. McNaughton (unpub-
lished Lecture Notes M.I.T., 1963-1964) has proved, as an application
of very powerful and general methods, that it is so. The present note is
devoted to the following more elementary example which answers di-
rectly Eggan’s question.

ExampLE. Let g be any fixed positive natural number and lel v be a
homomorphism of X* into the additive group {0, 1, --- , 27 — 1} of the
integers modulo 2° that satisfies yx = —vyy = 1. The set

YO (= {feX*:qf = 0})
has star height q.

It is clear that v'0 is a submonoid of X™ that is freely generated by
K = (7ONXX)N (v0NXX*)’ (= (fEXX*:19f = 0; f¢
(v'0 N XX*)XX™). For ¢ = 1, one has K = X?, v '0(= K*) =
(X*)* and the example is trivial. Thus we can assume henceforth that
g > 1. For each natural number m we set:

Ly = {f € XX* 1 of = 22"

Ln = (L N2X*) N\ (L.XX* UKXX™);

L, = (L, NyX*)\_ (L.XX*UKXX");

K, = K\ L.XX".
Thus, e.g., Lo = {2°}; L = {y}; Ko = {ey Uya}; L = 2*(ay U yz)*’;
L' = ¢’y Uy)™’; K = K/ U2’ (ay Uyz)*’ Uyi(ay U ya)*’;
coiLyy = y0ONXX* K,y = K.

Let P, denote any of the sets Ly, Ln or K,' \_ K_; where m €

[1,¢ — 2] andlet f € P,,.Considering the left factor f; (resp. fifs) of mini-
mal degree (or “length’”) (resp. of maximal degree) of f that satisfies

23

It
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vf1 (resp. vfif;) = 2" shows that f has one and only one factorization
of the form f = fifofs where, on the one hand, f; € K,-; and on the
other hand:

if P,, = Ly (vesp. Ly ), both f; and f; belong t0 Ly (resp. t0 Ly_1);
if P, = Kn \ Kn_1, either f; € Ly and f; € Lny or fy € Ly,
and f3 € Ly .

Accordingly, one has the recurrence relations:

L, = Lm—lK:n*—1Lm—1 5 Lm’ = L;-1K:,;*—1L:n—1 H
K, = Kny ULy, KoLy U Ly Ko Ly

which show that P, has star height at most m. Thus K = K, , has
star height at most ¢ — 1.

This concludes the verification that v™'0 = K™ has star height at
most ¢ and we proceed to the verification that y~'0 has star height at

least g.
Consider for each natural number » > 1 the sequence of words wy,, ,
Wim, Woen, ***, We1n €7 'O defined recursively by the equations:

Won = TY; Wi = T (Y)Y (2Y)"; -+

k k
zt (wk—m)"lf (We—a,m)™5 -
2¢—1
T

Wk ,n

-1
wq—l.n - (wq—Z.n) ”yﬂ (wq—‘z.n) n.

Fork =0,1, ---, ¢ — 1, let W denote the family of all subsets F
of X™ of minimal star height that satisfy the following two conditions:

(v). v = +f for any two f, f’ € F.

(wi). There exist infinitely many values of n such that (we,n)" is a factor
of at least one word of F.

If ki is the common value of the star height of the members of L,
it is clear that

O0<h=hs- - Zh=gq

the first (resp. last) of these inequalities resulting trivially from the
fact that any member of L, contains an infinity of words (resp. that
v'0 itself satisfies (v) and (wg1)). Thus, to prove that y~’0 has ex-
actly star height g we have only to show that hxy < h for k& = 1, 2,
.., g — 1. To do this, consider any F € & . By definition, the hy-
pothesis that F has star height at most h is equivalent to the hypothesis
that F is the union of a finite number of sets F; each of which is a finite
product of the form A;A;*AsAS -+ Ao ASi -+ AsmiAtn where
all the As (41 = 1,2, --+, 2m) are subsets of X™ having star height
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at most by — 1 (A:» may be empty). The hypothesis that F satisfies
(v) and (wx) implies that all the F’s satisfy (y) and that at least one
of them satisfies (w:). Thus we can assume henceforth that F itself is
the finite product A;4,* - -+ Asm_1A2, . Now for each ¢ € [1, 2m], there
exist at least two words f;, fo € X* such that fiffy € F for all f € 4;
(or, even, € A;* when 7 is even). Thus the hypothesis that F satisfies
(v) implies that each of the A,’s satisfies the same condition and in fact,
since any submonoid of X* contains the neutral element of X*, we know
that 4; € v7'0 when ¢ is even. Owing to the hypothesis that F has
minimal star height, this remark implies in turn that none of the sets
A; (1 €[1, 2m]) satisfies (ox).

However, since X is finite and since F has finite star height, Kleene’s
theorem asserts the existence of a homomorphism p of X * into a finite
monoid M and of a subset M’ of M such that F = {f € X* : uf € M'}.
Because of the finiteness of M, there exists a natural number p such
that 4" = w* *? for all ' = p and all w € M, and accordingly, the
hypothesis that F satisfies (wx) implies here the formally stronger
condition that there exist infinitely many values of #» such that for in-
finitely many values of n/, (wi..)" is a factor o. at least one word of
F. Since none of the A/’s satisfies (wy), this shows that at least one of
the submonoids 45,/ (' = 1,2, -+, m), say A%, , satisfies (w:). From
this remark let us deduce that A,;, satisfies (wi-1) (which, together with
the fact that A,;, © 70 hasstar height at most k; — 1, will show that
he — 1 = hey).

To see this, write ('wk,n)2 in the form zwzw.2zswszsws where w; =
(Wi—,n)" for7 = 1,2, 3, 4, and 2; = 2 or yzk depending upon 7z = 1, 3
or 2, 4. Taking into account that yf (resp. —vf) is contained in {0, 1,
.+« , 2% — 1} for any left (resp. right) factor f of (wi1,.)", direct ex-
amination shows that any factor a € K of (w.,)? which is not a factor
of one of the w/’s (7 = 1, 2, 3, 4) has the form 2/ wziy where ¢ = 1, 2,
3, v2{ = —xzin and where 2, (resp. ziy) is a nonempty right (resp.
left) factor of z; (resp. of z;4;). Since Ay,  ¥0 = K*, it follows that
for infinitely many values of n, A,;, contains at least one word admitting
a factor of the form 2, (wk_1,n)"2i+1. The verification that 47'0 has
exactly star height ¢ is concluded.

RECEIVED: March 30, 1965
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On a Question Concerning Certain Free Submonoids*

M. P. SCHUTZENBERGER

Faculté des Sciences,
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ABSTRACT

A negative answer is given to a question of Gilbert and Moore concerning the
existence of certain type of free submonoids of a free monoid.

Let X* denote the free monoid (with neutral element e¢) generated
by a fixed set X + @ and, for F< X*, let F* denote the submonoid of
X* generated by F. We intend to verify the following property which
answers negatively a question raised by Gilbert and Moore in [2, p. 966,
line 28] (see [3] for a more complete discussion of this issue).

PROPERTY. Let A be a subset of X* that satisfies the following three
conditions:

U,(d). There exists a natural number d such that if a € A* and
a,, a' € A, one has a,aX* N a/A* + 0 only if a, = a,.
N''(d). A is maximal among the subsets of X* that satisfy U,(d).

F". There is no infinite sequence a,, @, ..., Qy,, ... of elements of
A such that each term is a proper left factor of the next one
and for each f € XX* there exists a natural number m such
that S"X* N A =0 where S=: {f'€ XX*: fe X*'}.

* This research was supported in part by the Air Force Office of Scientific Research
[AF 61(052)-945].
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Then, no a € A is a proper left factor of another element of A; i.e., A
satisfies U,(0).

Letay, ay, ..., ap, a4, ...;a'y, € Abe such thataa, ... a, = a,/a, ... a' .
Multiplying on the right by any a € A% and using repeatedly U,(d)
shows that a, = a,/, a, = a,/, ..., m =m' and a,, = da',,,. Thus U,(d)
implies that A freely generates A*; i.e., that 4 is an “encoding” in the
terminology of [2]. For d = 0, the condition becomes a; X* N a,/A* + 0
only if @, = a,’ since A° = {e}, as usual. Because e € 4%, it is equivalent
to the hypothesis that A4 has the so called “prefix property,” i.e., that for
all @y, a,' € 4 one has a,’ € a, X* only if a, = a,'. If there exists a natural
number n such that 4 N X"X* =@, U,(d) becomes equivalent to the
“finite delay property” of [2]; if, further, X = {x, y}, F"' is trivially
satisfied and N'/(d) is just another way of expressing the condition (9)
of [2], that is,

1 =3 2™ Card(An X™).
m>0

Thus, in this set-up we can state that no encoding satisfying (9) has the
finite delay property without having the prefix property. However, for
positive d, the set A; = {x} U (x4X*\ X*Xx4X*) satifies U,(d) and
N'(d) but not U,(d — 1) nor F". The set {x, xyx} satisfies U,(1) and
F’’ but not U,(0) nor N''(1). The set {x, xy, yy} does not satisfy U,(d)
for any finite d but it satisfies F'/ and it is maximal among the sets which
freely generate a submonoid of X*. Finally, letting F denote the set of
all left factors of the infinite sequence xyx2y%x3ys ... x™" ..., the set
FX\F satisfies U,(0), N"/(0) and F".

VERIFICATION OF THE PROPERTY. We assume henceforth that 4 is a
non-empty subset of X* that satisfies U,(d), N''(d), and F''.

REMARK 1. Consider the two sets:

P = the set of all ge X* such that for each f’'€ X* one has
A*gf' N A* + 0 only if gf' € A*;

P’ = the set of all g’ € X* such that g'f'X*N A* + @ for each
fleXx*

One has A%< P = PX* = P'.

PROOF. Let g € 4% a € A*, and f' € X* satisfy agf' € A* and show
that it implies gf’' € 4*. Indeed, a, agf’' € A* imply a = a,a, ... a,;
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agf' = a/ay ...ad',, where aa,, ..., an, @y, ..., @'y € A; since g € 49,
the relation a,a,...a,gf' = a/'a, ...a',,, gives successively a; = a,/,
a, = a, ..., a, = a,’ by repeated application of U,(d). Thusgf’ =
Qp1lmss - Gy € A* and A%< P is proved. The fact that P = PX*
follows instantly from the very definition of P because for g € P, a € 4*,
and f' = fif"" € X* the relations agf’' € A* and gf' € A* are equiva-
lent, respectively, to ag,f’' € A* and g,f'' € A*, where g, = gf}’.

Keeping the same notations, assume that P’ +@ and g' e P'. It
implies the existence of at least one g’’ € X* such that g'g’’ € 4* and,
for each f' € X*, of at least one f'' € X* such that g'g''gf'f"' € A*,;
however, because of g€ P and g'g"’ € A*, this last relation implies
gf'f'" € A* and we have proved P < P’ (under the hypothesis P’ + 0).
Assume now that a € 4 and f' € X* satisfy ag'f’ € A*. Because of
ge€Pc P' we can find he X* such that gh € A* and, because of
P = PX* we know that gh € P. Because of g’ € P’ we can find A’ € X*
such that g'f'ghh’ € A*. Thus ag'f'ghh’ € A*, where ag'f' € A* and
gh € P, from which we conclude that, in fact, ghh' € 4*. Bringing to-
gether these results we see that A*g'f'N A* + @ (since ag'f’' € A*)
and g'f'A*N A* + @ (since g'f'ghh’ € A*). Owing to the fact that
A freely generates A*, it is known [1] that these two relations imply
g'f' € A*, and P’ = P is proved under the hypothesis P’ + 0.

To end the proof, we assume that A satisfies U,(d) only and we show
that if 4% ¢ P’ we can find an element u € A%X* such that B = AU {u}
+ A satisfies U,(d) in contradiction with N''(d).

Let u € A%X* be such that uX* N A* = @; since u = au’ for a € A*
implies ¥'X* N A* = 0, we can also assume that u ¢ a?+*1X*, Suppose
that b, b, € B, b€ B? and f' € X* satisfy b,bf' N b,/B* + 0 (i.e.,
bbf' = b,'b’ for some b’ € B*) and show that b, = b,’ by considering
successively the two cases of b; = u and b; + u.

In the first case, uX* N A* = @ shows that b,’b' € 4* is not possible.
Let &' = b,/'by’ ... b' s (b, b3, ..., b, € B) and let j be the least index
such that b/ = u. If j =1 we have already the desired conclusion
by = b,. If j> 1, the hypothesis u € 4°X* implies that b,'d, ... b;
has a left factor @’ € A%1; however, a' cannot be a left factor of u since
u & A%1X* nor can it have u as a left factor since uX* N A* = 0.
Thus j > 1 is impossible and b, = u only if b, = b,.

In the second case, b, € 4 and, as above, b,b has a left factor a € A%,
Thus b; = b," follows from U,(d) if b,/d’ € A*. If not, using the same
notation and the same reasoning as in the first case, we can exclude
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b,’ = u because a cannot have u as a left factor nor be one of its left
factors. Finally, for j > 1, b,'d’ has a left factor a’ € 4%+, Since one of
a and a' is a left factor of the other, b; = b;’ follows from U,(d) and
the verification of Remark 1 is concluded.

REMARK 2. Let Q = P\PXX* (= {f€ P; f¢ PXX*}) and, taking
afixed elementr € A% let H'= {fe€ X* : rf € A*}and H= H'\ H'AA4*.
One has fX* N HQX* + @ for each f€ X* and, for h, i’ € H and
g, ' € O, one has hgqX*N W'qg’X* =0 only if h="Hh and q=q'.

ProOF. The condition U,(0) is equivalent to P = X*, that is, O = {e},
and also to H' = {e} and, in this case, the remark is trivially true. Thus
we can assume that d >0 and Q + {e}.

Let f€ X*. Because of the hypothesis r € 4% and of 4%< P =P’
there exists at least one f' € X such that rff’ € A* and we can write
ff' = ha' with h € H' and a' € A*; in fact if h = h''a’’ where h'' € H'
and a'' € A* we have ff' = h''a’’a’ € H'A* and, consequently, we can
assume henceforth that 4 € H. Now, because of A%< P, ff'r = ha'r = hr'
where ' € P and, by the very definition of Q, we have ff'r = hqf;
for some g € Q and f; € X*. This proves that every f€ X* is a left
factor of at least one element of HQX*.

Keeping the same notation, assume now that ff'r is equal to #'q'f,
where h' € H, q' € Q, and f, € X*. Without loss of generality we can
also assume that A4’ is a left factor of A, i.e., A = h'f;. By construction,
rhqf, = rh'q'f, € A* where, on the one hand, rh’' € A* because of
W € H and, on the other, ¢’ € P. Thus, ¢'f; € A* and f; satisfies
A*fy N A* * 0 (since rh = rh'f;) and f4* N A* = @ (since q'f, = f3q11).
As above it implies f; € 4* but, since & and 4’ belong to H = H'\ H'AA¥,
this is possible only if f; & AA*, i.e., if f; = e and, accordingly, h = A’
and gf; = q'f;. Since Q = P\ PXX* satisfies Q N QXX* = 0, we con-
clude that ¢ = ¢’, and Remark 2 is verified. In fact, what we have shown
is that H X Q — HQ is a bijection and that HQ satisfies U,(0) and
N"(0).

We now come to the verification of the property itself. Letting r and
H as above, let Ay, h,, ..., h, ... be an infinite sequence of (not necessarily
distinct) elements of H such that each term is a left factor of the next
one. By the definition of H, there corresponds to each A, a right factor
k, of r such that k,h, € A. Thus only finitely many of the k,’s are
different and, because of the first part of F'/, we deduce that the same
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is true for the A,’s. It follows that we can select a fixed £ € H such that
hWXX*NH=0. Let S={feXX*:he X*} and Q= {fe X*:
fXX*N Q =+ 0}. If and only if A4 satisfies U,(0), we have Q = H = {e},
that is, S = Q = 0. We show that 0 =+ @ leads to a contradiction with
the second part of F'' by proving first that for any f€ Q there exists
at least one s € S such that sfe Q.

Indeed, let f€ Q. Because of Q = P\ PXX* and P = P’ we have
f & P’ and, accordingly, there exists at least one f' € X* such that
ff'X*N A* = 0; since Q < P’', we have, a fortiori, ff' X* N QX* = 0.
However, by Remark 2 we know that Aff'X* N HQX* + @ and, more
accurately that there ex istsone and only one pair (%', ¢') € H X Q such
that hff'X* N h'q’'X* =+ (. Because of our choice of A, &’ is a left factor
of h, ie. h=~h's and s + e because otherwise we would have
fF'X*N q'Q + 0 in contradiction with our choice of f'. Thus we have
S X*N qg'X* + @ where s € S. Now ¢’ cannot be a left factor of sf
because, taking any f'' € X* such that ff'"' € Q, it would imply that
hff'" € HQ has a second factor h'q’ + hff'"" in HQ. Thus sf is a proper
left factor of ¢’ and sf € Q is proved.

Now, since Q< QX*, A%c QX*, and AN Q0 =0, any fe 0 is
a proper left factor of at least one a € 4% and we have proved that if
QO + 0 one has 42N S™X* + @ for every natural number m. Recalling
that S consists of all the right factors =+ e of A, we see that any factor
of any s € S™ belongs itself to S*X*. Since S is a finite set it follows
that the relation 42N S™X* + @ for all m implies that 4 N S™X* + @
for all m. Since this is excluded by the second part of F'/, we must have
Q =0, that is, Q = {e}, that is, P = X*, and we have established the
conclusion that A satisfies U,(0).

OBSERVATION. Using published results on the theory of free monoids
ope can give to our proposition the following weaker alternative form:

Let A* be any submonoid of X* that satisfies the following two con-
ditions:
Uz {fe X*:fA* N A* N 4* = 0} = 4*
Ng: {fe X*: X*¥X*N 4A* + 0} = X*
If there exists a natural number n such that
X"X* N (A* | (4* N XX*)?)
= X"X*N {fe X*\4* : fA* N X* N A* + 0} =0,
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then A* satisfies:
U,: {feX* AN A* =0} = A* and
N,: {feX* : fX*N 4* =0} = X*.

Indeed, U; is a necessary and sufficient condition that A* be freely
generated by

A = (4% N XX*)\ (4* N XX*)2

and, if X?X*N A = @ for large enough n, N; is a necessary and suffi-
cient condition that A be a maximal set among the subsets of X* which
freely generate a submonoid of X* (see [3]). Let us assume

Ud, Ny, X”X*OA={D, and X"X*N C’—_ﬂ,
where
C= {fe X*|A* : AN fX*N A* + 0}

and let F denote the set of all the left factors of the elements of A*.
Suppose that F X2"X* contains a f such that aff’ € 4* and ff' ¢ A*
for at least one pair (a, ') € A*xX*. Because of 4N X"X* =0 and
fe X*X*, we can find g € X""X* and g’ € X* such that f= gg’,
ag = a, € A*, and g'f’ € A*. Because of ff' = gg'f’' € A* we know
that g & A* and, because of g€ F we can find f'' € X* such that
gf" = a, € A*. Thus a,ag = gf'''a; = a,a, € A*, i.e., g € C in contra-
diction with X"X* N C = @, and we can conclude that FN X*X* < P
in the notations of Remark 1. It follows that 4%* < P, and we have proved
that A satisfies U,(2n). Since 4 is maximal among the subsets of X*
that freely generate a submonoid of X*, it is a fortiori maximal among
the subsets of X* that satisfy U,(2n) and, since 4 N X"X* =0, the
condition F'’ is trivially verified. Now we can apply our proposition.
U, is obviously equivalent to U,(0) and N, is satisfied because it expres-
ses that P’ = X*,
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Que deviendra alors le programmeur profession-
nel ? Il y a quelques années, les usagers le consi-
déraient généralement comme I’intermédiaire
nécessaire entre eux-mémes et la machine. Ils lui
expliquaient leur probléme ou plutét, ils s’y
efforcaient avec plus ou moins de bonheur, et
s’en remettaient a lui pour I’écriture des program-
mes. Cette conception n’était pas viable car elle
exigeait beaucoup trop du programmeur : qui
done, §’il est capable de comprendre le langage
d’un ingénieur, celui d’un chimiste, d’un physi-
cien ou d’un médecin, se contenterait d’un role
considéré comme subalterne ?

M. YANOWSKI.

M. SCHUTZENBERGER

Et d’ailleurs, seul le praticien qui connait ses
propres problémes est en mesure de les résoudre.
Le nouveau syst¢tme d’accés aux ordinateurs, en
levant les ohstacles majeurs qui décourageaient
jusqu’ici certains usagers d’écrire eux-mémes
leurs programmes ameénera ceux-ci a une vision
plus saine des choses. Bien siir, ils seront embar-
rassés de temps a autre, soit par des questions de
méthode mathématique, soit par des problemes
relevant de la programmation pure. Il leur fau-
dra alors faire appel a des spécialistes et c’est
vers de telles spécialisations que doit évoluer la
profession de programmeur.

Monsieur Schutzenberger voudra-t-il revenir & ce qui était un des principaux thémes
de ce débat: «la place de la machine et I'obligation faite & 'homme de mathématiser
de plus en plus un grand nombre de données et d'épurer de ses automatismes les

composantes de la décision ».

M. SCHUTZENBERGER, Professeur a la Faculté des Sciences de Paris.

I1 me reste a exprimer les réflexions que me sug-
gérent les discussions précédentes.

Il faut, en somme, distinguer deux plans.

1°) Un plan abstrait sur lequel on avance deux
affirmations nullement contradictoires :

La premiére c’est que les machines a calculer
peuvent faire énormément pour aider les expéri-
mentateurs dans les sciences naturelles et les
gestionnaires dans les domaines de la décision et
du calcul. Au point de vue du mathématicien,

des calculs sont maintenant possibles qui au-
raient pris, il y a seulement 50 ans, des centaines
d’années a des équipes de centaines d’hommes.

La seconde proposition affirmée en méme temps,
peut-étre un peu moins fortement, c’est que
toutes ces réalisations extraordinaires de la ma-
chine sont relativement peu importantes par rap-
port au sujet dont il s’agit. Dans les sciences
naturelles, il existe mille et un domaines qui ne
sont pas concernés par ce qui peut résulter de
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I’enregistrement électrique tant réel que poten-
tiel. Les processus de décision dépassent, trans-
cendent les détails de la gestion, nous a-t-on dit
de facon trés éloquente; j’y souscris. En mathé-
matiques, je ne crois pas trahir ’'opinion de mes
collégues en soutenant que les découvertes par le
calcul sont préliminaires et que les mathémati-
ques commencent la ou le calcul finit.

Tel est le plan abstrait.

2°) D’autres orateurs se sont exprimés sur un
autre plan, et en se fondant soit sur 'une soit
sur Pautre des deux assertions précédentes. Sait-
on ce qui se passera ? Il pourrait se passer que
les ordinateurs soient effectivement utilisés pour
diminuer la peine des hommes, qu’ils jouent en
quelque sorte le rdle des microscopes dans les
sciences naturelles et qu’ils rendent aux mathé-
matiques les mémes services que I'invention de
la numération arabe. C’est trés important mais
cela n’a pas bouleversé la pensée mathématique.
De méme dans le domaine de la gestion, on con-
coit parfaitement que les ordinateurs rendent des
services émérites. C’est une possibilité. Il en est
une autre, et il me semble qu’un certain nombre
des interventions du début de cette table ronde
en ont exprimé la crainte : bien que ces machi-
nes ne puissent rien faire d’essentiel ou d’impor-
tant, la vogue dont elles jouissent, le fait qu'on
y voit une nouvelle révolution technologique, le
fait qu’on parle de dialoguer avec elles, leur at-

_-
tribuent des pouvoirs qu’elles n’ont pas et per-
mettent a d’autres pouvoirs d’agir derriére elles.
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CLASSIFICATION OF CHOMSKY LANGUAGES*

M. P.SCHUTZENBERGER
France

Since our friend Dr. Ginsburg has already succeeded in defining our
present knowledge of Chomsky languages (or context-free languages), I am
dispensed from giving detailed exposition of the motives justifying several
remarks I should like to develop in this paper on the classification of these
languages.

We know that all languages L of the Chomsky type are languages that
are accepted by a nondeterministic pushdown automaton. Formally, this
means that if L is a Chomsky language on the alphabet X, another alphabet
Y (X and Y are, of course, finite) and the following objects can be associ-
ated with L:

1. A homomorphism ¢ of the free monoid Y* generated by Y in the free
monoid X* of which L is a subset.

2. A homomorphism p of Y* in a finite monoid M, and a proper, distin-
guished subset M' of M.

3. A homomorphism y of Y*in a free group G, and a finite, proper,
distinguished subset G' of G.

By definition, L= {pg €X* : g e Y; ug e M ; y g € G'} and the ambi-
guity of a word f on X* is the cardinal number of the set of g's, g € Y* n
u-1M' ny-1G', that are mapped on f by ¢.

The proof that this construction is possible results simply from the
rewriting of the grammar producing L in a canonic form (with the help of
the homomorphism ¢); the proof that, conversely, every language defined
in this manner is in fact a Chomsky language is a trivial consequence of
elementary properties of these languages. In an intuitive way, p symbolizes
the finite part of the pushdown automaton, y its pushdown store, and the
homomorphism ¢ in a certain sense represents the ''nondeterministic"
character of the automaton.

Given a language L, it is clear that there generally exists an infinity of
ways to find ¢, &4, and y that will satisfy the desired conditions, even when
we fix the degree of ambiguity of every word. Nevertheless - and this is
the point on which I should like to insist - a specific L imposes certain
rather strong restrictions on each element of the triple (¢, 1, y), which,
in turn, implies the possibility of using these properties as classificatory
principles for Chomsky languages.

* Dr. Zemanek was kind enough to furnish a translation of my original french text.
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1. CLASSIFICATION BASED ON THE HOMOMORPHISM ¢

In cases where ¢ is a monomorphism, every word of L. has ambiguity
one, i.e. according to the usual terminology L is '"without ambiguity'. Well-
known counterexamples show that there are Chomsky languages possessing
an essential ambiguity (for instance, {x”ymz } withn, m, and p positive
integers and n=m or m=p) and that, consequently, there is a subfamily of
Chomsky languages for which ¢ cannot be a monomorphism. On the other
hand, I do not know any example of a language such that the minimum ambi-
guity increases exponentially with the word length, altough, in an intuitive
way, it seems that this would constitute the general case. If one has such a
counterexample, one could also separate the languages having an essential
ambiguity from those which are the union of a finite number of languages
corresponding to the monomorphisms, and those whose ambiguity increases
like a polynomial in the word length.

Whenever ¢ is a monomorphism, it is possible to introduce new dis-
tinctions. Let us suppose that the set of words of the form ¢y (» €Y) con-
stitutes a prefix code. In this case, one can find for every word f € X*,
read from left to right, the unique wordg € Y* of which it is the image by
¢; with the help of a finite automaton one can verify whether g belongs to
Kleene language u'lM '. Using these finite devices, which either write
sequentially or write just one symbol (marking the membership to M'), it
is possible to verify the membership in L of a word f € X* with a deter-
ministic pushdown automaton only. To verify that these conditions define a
proper subclass of Chomsky languages without amb1gulty, it suffices to
consider the counterexample of L = {pgg : g € Y*}, where {gg: g ¢ Y*}.is,
the set of ""reflected words, and where ¢ is a monomorphism, such that
{(p y iy € Y} is a generic code (i. e., with an unlimited delay). Another
counterexample would be given by the reflected image of a generic language
if it were accepted by a deterministic pushdown automaton.

2. CLASSIFICATION BASED ON THE HOMOMORPHISM L

Classification by p is, in fact, the most frequently utilized. One
knows that it is always possible to choose u and M' in such a way that the
Kleene language u~IM' has the very particular form M' = Y1 Y*\r*v v*,
where Y'j is a subset of Y, and V a subset of YY. Under these conditions,
the metalinear Chomsky languages are characterized by the fact that M'
has the form Y* Y% ... Y%, where the ¥;'s are disjoint subsets of ¥ and
where, in addition, one supposes that the homomorphism y is a mono-
morphism. If one does not make this last restriction, but supposes that
each one of the Yj's is reduced to a unique letter, one obtains languages
that are very close to the "bounded' languages of Ginsburg. It is clear
that a Chomsky language is generally neither metalinear nmor !"bounded',
the simplest counterexample being, obviously, the reflected image by % o?:)p
a finite subset of the free group G. =

1
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In fact, the specification of V is equivalent to the specification of a
relation on the alphabet Y, and it would be interesting to use the numerous
results of the theory of relations to make the classification of Chomsky
languages precise. As far as I know, not very much has been done in this
direction, except for Ginsburg's theory of sequential languages.

3. CLASSIFICATION BASED ON THE HOMOMORPHISM ¥

It is not difficult to show that, given L, one can choose (¢, 1, y) in
such a way that Y is an alphabet of four letters (i.e., G is a free group
with two generators, because every generator of G corresponds to a pair
of letters of Y). It seems interesting to me to emphasize that, in general,
it is not possible to reduce Y and y in such a way that F is a free group
with a single generator. The counterexample is given by the language
{x™ x™g x™3 x4} (With n and m two arbitrary integers) on an alphabet X
formed by four letters x;. The verification that this language (even with
arbitrary ambiguities) cannot be produced by a triple (¢, 1, y), where y is
a homomorphism in a free group with a single generator, does not present
any difficulty at all. As usual, however, it implies the discussion of a con-
siderable number of particular special cases. On the other hand, although
it seems to be evident a priori, I have not succeeded in verifying the same
result concerning the language constituted by the inverse image of a finite
subset of a free group with several generators.

Intuitively, the hypothesis that G has a single generator is equivalent
to the hypothesis that the pushdown store of the automaton is an (unlimited)
counter, since G is isomorphic to the additive group of the integers. The
"write'" and "clear' operations now correspond to addition and subtraction.
With the additional hypothesis that L is accepted by a nondeterministic
pushdown automaton, it is easy to use ordinary considerations about the
quantity of stored information to discuss the possibility of reducing the
pushdown store to a counter. In the case where this additional hypothesis
is not made, the nondeterministic character of the automaton is equivalent,
in a certain sense, to the possibility of storing a quantity of an information
that increases linearly with the length of the examined word under these
conditions, however, it is no longer possible to use this shorter procedure
to verify that the language has the desired properties. It seems, therefore,
that the fact of admitting or not admitting a language into a group with a
single generator is a rather profound property of a given Chomsky language,
and I believe that this question deserves closer study.

DISCUSSION

DIJKSTRA
I gather that you are talking about finite alphabets defining words in terms of concate-
nation of characters of this alphabet, asking yourself whether there exist algorithms
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to determine whether a given word is part of this language. Now, what I am thinking
of is a very simple language, but here the decidability question poses great problems.
The alphabet consists of a finite set of characters and the only words I should like to
admit are words consisting of a single character. Clear? There are 26 letters, and
my language consists of 26 words, a, b, ¢, etc. Do you consider a language of this
nature as one where I can decide whether a given sequence of characters represents
the word in the language or not? Do you regard this as decidable - or can we conceive
an algorithm that does it?

SCHUTZENBERGER

Insofar as the question is a catch, I will answer that I cannot answer it. I mean I am
not dealing with interpretation and I don't understand it. The only problem with inter-
pretation is that you give up on the words. If I ask you if it is decidable what is the
value of the integer nearest to the value of the Bessel function of the square of 2 to
the 2 to the 2, is this number odd or even? Is it decidable on that question? If I an-
swer you '"No'' you tell me it can be done by a Turing machine. If I answer you "Yes'"
you will tell me do it and of course it will not be finished before you are all dead.
[Laughter] So I suppose this is the same type of question, and I will very carefully
say that I was entirely incompetent for dealing with interpretation.

DIJKSTRA
I think you misunderstood my question. You're talking about certain sequences of

characters.

SCHUTZENBERGER
No.

DIJKSTRA

People are talking about algorithms which can inspect a given sequence of elements
of the alphabet, etc. You talk about scanning in sequence, thereby describing the way
you are allowed to have access to the given sequence. I I give a sequence as I give a
word, is it (at its expense) implied or not? I am trying to use your terminology; I
gather that people talk about finite alphabets - alphabets of, let's say, 26 distinguish-
able characters.

DUNCAN
For example, the letters, a, b, 0, d, e, f, g, h, i, j, k, 1, m, n, 0,p,q, 1, s, t,
u, Vv, W, X, ¥, z, that is an example. Is this a set?

SCHUTZENBERGER

Well, I'm no logician. I think that all these are interesting questions. The only thing
is, I am entirely incompetent to answer them. I admit it frankly. I also admit that as
a mathematician I have no involvement with objects that appeal to the intuition. I am

involved with mathematics. The definition of mathematics is a matter of ideology.

GORN

Maybe I can help Dr. Dijkstra on this. If somebody gives an abstract theory and
somebody else says "I think I have a fine application of your theory, don't you agree'?
The theorist has to be very careful in answering because there may be considera-
tions outside his theory that may arise in his answer. [Schiitzenberger] did not want
to commit himself as to whether the alphabet, for instance, was a concrete applica-
tion of a base of his monoid, because he didn't know how you were going to use the
alphabet. So I think he was justifiably careful. I think it very likely that the alphabet
of distinguishable letters would be an application of a base of a monoid. But there
are things you might do. For instance, suppose the alphabet you chose was already
a composite language over another alphabet.

ELGOT

I would like to have the question clarified. I think there is a serious question here
for which he would like an answer. I'm not sure that everyone is clear on what the
question is.

1
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DIJKSTRA

I thought that one of the major concerns of people interested in the subject for today -
I may be completely wrong - was that given a finite alphabet of distinguishable marks,
and given rules about how to build up sequences of such marks, you can ask the in-
verse question about whether a given sequence of marks belongs to the set of se-
quences which can be constructed by the rules mentioned half a minute earlier. That's
all. We take a very simple alphabet of 26 letters and the only sequences we wish to
consider are those consisting of single letters. So I have a finite alphabet and even a
finite number of words. Now I give you the sequence "ab'. You can react to this in
two ways. You can say '"Now, this ab is not one of the basic characters, so it is not
an element of the language'. On the other hand, if I have a machine which can recog-
nize the 26 letters, I give it the sequence "ab", so it looks at the first one and sees
"a' and says '""Well, it's a word". For instance, when you talk about a given sequence,
is its length implied in what you give? If so, then you have apparently two other dis-
tinguishable marks you haven't said a word about, indicating where it begins and
where it stops. Then I say what a curious restriction it is that you allow these marks
only at the beginning and the end. Is my question now clear?

SCHUTZENBERGER

I suppose I can answer that, in a sense. [Laughter] I very carefully said at the be-
ginning that what you people were dealing with were mostly sequences and that I would
be dealing with an almost equivalent concept, namely the elements of a free monoid.
Now, insofar as you are dealing with sequences that you have any standard definition
for, you are given the length. Insofar as you are dealing with elements of a free mo-
noid you construe your hypotheses and assertions in such a way that this question is
not a question. That is to say, this is a valid question but only at the level of the in-
terpretation. When you study arithmetic you may ask all sorts of questions, such as
"Are three apples the same as three Elgot's", or "Do four letters in this word have
the same meaning as four letters in another word". Now when you do arithmetic you
have certain definitions, which means that these questions are irrelevant. What I
said mathematically does not pertain to the type of question you are raising. What-
ever I say about a free monoid, it does not matter if it has a beginning or an end. It
has a left factor, a right factor, and an intermediate factor which may be the empty
word. By definition, there is something which we call the empty word which you can
eventually interpret as the empty sequence, but it is not the same thing as the empty
sequence; it's another concept entirely. Itried to go at a rarified level where these
questions don't bother me anymore.
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(Comptes rendus du 7 novembre 1966.)

Note présentée le 2 novembre 1966, de MM. Maurice Nivat et Marcel
Paul Schiitzenberger, Sur les produits semi-directs droits de monoides :

Page 659, 20¢ ligne, au lieu de K, # O, lire K, = 9.
» » 39¢e ligne, au lieude U { K,: aeH}, lire U { K,: ae H} (symbole de réunion).

Page 660, 1re ligne, 2¢ phrase, au lieu de Disons maintenant qu’un monoide M est un
R, (resp. R,) monoide si aucune de ses R-classes réguliéres ne contient plus d’un seul
idempotent (resp. élément), c’est-a-dire si pour tout p, geM les relations, lire Disons
maintenant qu’un monoide M est un R, (resp. (Ro) monoide si aucune de ses R-classes
(resp. dC-classes) régulieres ne contient plus d’un seul idempotent (resp. élément), c’est-a-
dire si pour tout p, g€ M les relations...

17¢ ligne, au lieu de (b, a) = (b, “y, ax), lire (b, a) = (b "y, ax).
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Reprinted from MATHEMATICAL CHALLENGES TO THE
NEO-DARWINIAN INTERPRETATION OF EVOLUTION
The Wistar Symposium Monograph No. 5, June, 1967

PRELIMINARY WORKING PAPER

Algorithms and the Neo-Darwinian

Theory of Evolution

Dr. MARCEL P. SCHUTZENBERGER
University of Paris, France

According to the “dogma” the whole of
genetic information should consist of a
rather limited set of words in an alphabet
of 20-odd letters. Then the only evolutive
mechanisms which are ever mentioned -are
what might be called “typographic changes,”
i.e., suppression, duplication, transposition,
and substitution of letters or blocks of let-
ters, subject to short-range and eventually
periodic constraints. Thus there is a striking
similarity between these assumed blue-
prints of living organisms and the formal
systems which underlie both programming
languages and the simplest non-trivial mod-
els of natural ones. It must be emphasized
that this framework implies an extremely
special net of proximity (of derivability)
relations on the set of all words considered.
This we may call the “syntactic topology.”

From another point of view, organisms
are related by another topology which
simply results from their being physical
objects in space-time. Although this second
topology is far harder to formalize, it is the
basis of systematics, and it is objectively
studied when observing the developmental
effects of variations in the milieu. We call it
“phenotypic topology.”

In my view, we are faced in biology with
the same crucial difficulties as in theoretical
programming:

1) With respect to the problem of origins,
the impossibility of sifting (within less
than 1019 cycles, say, for non-trivial
cases) from mere typographic variants
the ones which are syntactically correct,
except by using algorithms in which the
very concept of syntactic correctness has
been incorporated.

2) Granted such a syntactic device, the

present lack of a conceivable mechanism

which would insure within an interesting
range thefaintest amount of matching
between the two above mentioned topolo-
gies (this is said notwithstanding claims
to the contrary of some “artificial intelli-

gence”’ teams) .

In other words, I believe that an entirely
new set of rules is needed to obtain the sort
of correspondence which is assumed to hold
(one way—Darwin, or the other—Lamarck)
between neighboring phenotypes and which
is needed in similar theories of evolutions.
If these new principles, or deductions from
old ones, were to be postulated, it would
seem then a subsidiary point to discuss how
much of random mutations and selections
are at work in conjunction with them.
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Algorithms and the Neo-Darwinian

Theory of Evolution

Dr. MARCEL P. SCHUTZENBERGER

University of Paris, France

DR. MARCEL SCHUTZENBERGER: Our thesis
is that neo-Darwinism cannot explain the
main phenomena of evolution on the basis
of standard physico-chemistry. Here we
stress two points. First that the physical
concepts used by biologists are generally
more classical (or less imaginative) than
the ones occurring in such domains as, say,
cosmology. Second that we are not trying to
smuggle in extra scientific principles. Thus
if we claim that radically new principles are
needed we also believe that these have
to be found within physics. The nature of
the inability of biology to provide a co-
herent explanation of evolution is best seen
when contrasting it with geology. It is cer-
tain that no one can work out mathemati-
cally every detail of the geological history
of the earth. However, for each of the most
important phenomena, there exists a simpli-
fied model which accounts for it, without
mysterious forces, and there is no doubt
that this chain of models could be refined
ad infinitum without gaps and without re-
quiring the verbal argument so often met
here that new qualitative effects arise be-
cause of the enormous number of small
quantitative variations. At no point does
geology need to use such phrases as “cre-
ation of information”, “increase of effi-
ciency”, “self-organization”, and the like.
(My examples are chosen so as to offend
no one here, I hope). I intend to restrict
my argument to show the existence of a
serious gap in the current theory of evolu-
tion. The next question (which I will not
discuss here) would be to ask how much
random mutation and selection would be
needed once this gap is filled.

My colleagues this morning have been
doing their share of sand reckoning in the
manner of Archimedes. From their talks

it is clear that even on the most schematic
models the number of cycles involved is
truly enormous. Thus, when we reach the
level of 1010 whether or not we take a few
square roots makes little difference in this
cosmos. A second point to which I would
like to draw your attention is the fact that
nowadays computers are operating within a
range which is not entirely incommensurate
with that dealt with in actual evolution
theories. If a species breeds once a year, the
number of cycles in a million years is about
the same as that which one would obtain in
a ten day computation which iterates a pro-
gram whose duration is a hundredth of a
second. Our ability to play with iteration
of this magnitude is quite a new thing, and
we can begin to develop some concrete ex-
perience with this type of process. It was
not so in the time of Fisher and mon bon
Maitre Haldane, and now we have less ex-
cuse for explaining away difficulties by in-
voking the unobservable effect of astronomi-
cal numbers of small variations.

To present my argument I need to intro-
duce a schematization of current ideas based
on the introduction of three spaces, each
endowed with a specific net of proximity
relations, or as I shall say for short, a top-
ology—if you forgive my using mathematical
jargon.

According to the “dogma” of molecular
biology the first level we start with is,
ideally, something like a big book written
in an alphabet of 20 odd letters. This is
the blueprint of an individual, a genotype.
Further we have a genic pool, i.e., a collec-
tion of such books which are variants of
each other. For many clusters of species
this collection is not much bigger than the
Widener Library; for others, it is at most
millions or billions of times larger. I shall
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take those hooks as the elements of the first
space, and, since we are not in any way
Lamarckian, we have to admit that the
proximity relations in this space are of a
strictly typographic nature: omission, addi-
tion, duplication, transposition, or change
of letters, pages, or of chapters—but irrespec-
tive of context, or if you allow me, of mean-
ing. This topology, insofar as molecular
biology is concerned, is of the same nature
as the one which would represent the re-
lations between several copies of the same
manuscript typed and bound by a very care-
ful assistant totally ignorant of the language
in which it was written. Typically, in the
typographic topology, two editions of the
same textbook of botany differing only in
the fact that one contains the common
name of species wherever the other has the
Latin name, would be further apart than
two editions differing by replacement (or
deletion, or duplication . . . etc . ..) by
another word or jumble of letters perpe-
trated in a systematically random manner,
of one or two words in each page.

At the opposite end we have the individu-
als who react to the environment in ac-
cordance with their being physico-chemical
systems with a given size and configuration.
Admittedly, it may be hard to give an ab-
stract formulation of the fact that two trees
(or two winged animals, or two protozoa)
are “closer” to each other in the topology
of phenotypes than are, say, a bush and a
bird. However, this system of closeness re-
lations is the one on which we base most of
our taxonomy and physiology. It is with
reference to this topology that one tries to
account for the similarity of the selective
effects of the milien when discussing phe-
nomena of convergence.

In the middle, neo-Darwinism introduces
a third space consisting of vectors (i.e. finite
sets of numerical parameters) with its usual
topology. The coordinates of these vectors
are such things as mutation rates, coefficients
of viability, etc. Because this is a theoretical
object, it is not dramatically surprising that
one can predict or simulate Darwinian ef-
fects within it. One might question the
adequacy of using the parameter space as a
model for the phenotypic space and the
validity of the reasonings based on it be-

cause in almost every case, both the param-
eters and the relations between them are
strictly hypothetical constructs for which no
conceivable direct or indirect cross measure
exists. We shall not do it here because we
believe that the crucial difficulty is not in
relating this theoretical parameter space to
the real phenotypic space but in providing
a link, however tenuous, between either of
them and the space of the chains of amino
acids (or the space of genic pools, it does
not make much difference) endowed with
its specific typographic topology.

Indeed, what we have at each of the two
extremes is not even chaos out of which one
might believe that a certain regularity could
emerge, as it may do in thermodynamic
processes, but two systems having structures
(topologies) which a priori are not more
in agreement than in conflict. Now some
modicum of agreement is needed if one
wants the selection pressure to have the nice
effects we are told it has. Otherwise. there
is no reasonable probability (say more than
10-1900) that variations in the milieu oper-
ate without the genotype having entered a
cul-de-sac out of which no evolution is pos-
sible.

I apologize for being so assertive but here
is the point where experience with com-
puters (more seriously, of course, a few
mathematical results) comes in. According
to molecular biology, we have a space of
objects (genotypes) endowed with nothing
more than typographic topology. These ob-
jects correspond (by individual develop-
ment) with the members of a second space
having another topology (that of concrete
physico-chemical systems in the real world) .
Neo-Darwinism asserts that it is conceivable
that without anything further, selection
based upon the structure of the second
space brings a statistically adapted drift
when random changes are performed in the
first space in accordance with its own struc-
ture.

We believe that it is not conceivable. In
fact if we try to simulate such a situation by
making changes randomly at the typo-
graphic level (by letters or by blocks, the size
of the unit does not really matter) , on com-
puter programs we find that we have no
chance (i.e. less than 1/10190%) even to see
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what the modified program would compute:
it just jams. We can specify what it would
take to have the random modifications in-
troduced so that a sizable fraction of all pro-
grams start working: It is a self-correcting
mechanism which must incorporate some-
thing like a symbolic formulation of what
“computing” means. Thus no selection ef-
fected on the final output (if any!) would
induce a drift, however slow, of the system
toward the production of this mechanism if
it were not already present in some form.
Further, there is no chance (<101*") to see
this mechanism appear spontaneously and,
if it did, even less for it to remain. Finally,
we can predict what would happen if such a
mechanisin had been installed: for almost
all the mutations the computation per-
formed would have no relationship to the
ones executed before: hence, no relationship
to the selective pressure exercized on the
output. All this, I repeat, is a simple conse-
quence of the lack of matching between the
space of the outputs and the space of the
programs. This, of course, does not apply to
the relationship between the space of param-

eters and adequate simplified models of
the space of genotypes: They are theoret-
ical constructs which have been specifically
designed to fit. However, the question
remains with respect to the relationships be-
tween the space of the chains of amino acids
and the space of the organisms (or just as
much, the parameter space studied by
Sewall Wright). We do not know any gen-
eral principle which would explain how to
match blueprints viewed as typographic ob-
jects and the things they are supposed to
control. The only example we have of such
a situation (apart from the evolution of life
itself) is the attempt to build self-adapting
programs by workers in the field of arti-
ficial intelligence. Their experience is quite
conclusive to most of the observers: with-
out some built-in matching, nothing inter-
esting can occur.

Thus, to conclude, we believe that there is
a considerable gap in the neo-Darwinian
theory of evolution, and we believe this gap
to be of such a nature that it cannot be
bridged within the current conception of
biology.

Discussion

PAPER BY DR. SCHUTZENBERGER

Dr. Uray: My impression is that what
vou have said so far is that one does not un-
derstand now how the blueprint determines
the existing physical objects. That, of
course, the Darwinians or neo-Darwinians
would readily admit. Now, the assertion that
such blueprints exist and are important is
made much clearer through the discovery
of the genetic chains as codes. Nobody in
the 19th century or even now would profess
to understand the details of how, from the
code, an actual organism is produced.

Dr. SCHUTZENBERGER: We are not worried
with the details. The only thing is that I
would need an example where such a cor-
respondence would exist or could exist, even
in the simpler case.

The Chairman, Dr. WabpbINGTON: You
have confronted us again, you have made

the gap because you have left out the middle
space, the epigenetic space.

Dr. Warp: What is epigenetics?> What
does the word mean?

The Chairman, Dr. \WADDINGTON: It is a
derivative of an old Aristotelian word and
means the study of the causal mechanisms
of development. “Epigenesis” was used by
Aristotle to mean that new things appear
during development. Epigenetics is the
name for the study of the causal interactions
between the genes in the blueprint and the
way they work together to produce first
proteins, and then cells and membranes,
myosin fibrils and God knows what. It is
the causal study of the way the genotype
space is translated into the phenotype and
if you leave it out, of course there is a gap.
Unfortunately, however, we can’t yet put it
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on computers! We really have got no analog
of development. This is why the whole ap-
plication of information theory to biology
breaks down; because what biological organ-
isms do is to treat information as axioms
and then develop theorems from them, and
this is something which isn’t included in
information theory, as it is normally under-
stood. Information theory is a conservative
theory, in which information can’t be in-
creased. But biology, as it were, starts with
Euclidian axioms and proceeds to write a
five-volume treatise on Euclidian geometry,
and it is that process which goes on in this
middle space of epigenetics and leads you
into the space of phenotypes. But nobody
has yet found how to do it on computers
and therefore, it tends to get left out.

Dr. SchuTzENBERGER: I repeat, in order
to mediate between the space of chains of
amino acids and the real world of organ-
isms, some new construct has to be intro-
duced. and principles have to be stated ex-
plicitly explaining how this mediation is
conceivable.

At the level of molecular biology, we are
told that we have a reasonably complete
description of the mechanisms. Also, physi-
ology is providing us with an understanding
of organs. However, everybody seems to
take for granted that there is no gap in
between. I am not discussing the adequacy
of each of the two extremes. I just point out
that nobody seems to be able to give reasons
why they have anything to do with each
other. If there were explicit general prin-
ciples relating them, then we should be able
to simulate something analogous, and we
would have a lot of fun studying mathe-
matical models showing the passage from
disorder to order.

Dr. Uray: What you are saying, it seems
to me, is that the Darwinian and neo-Dar-
winian theories are not complete, and every-
body agrees with that; but it is not an ob-
jection to the scheme of things, which is
sort of lost sight of.

Dr. RicHarp C. LEwoNTIN: Can we give
you a practical experience where there is
no gap? Will that suffice? Suppose I tell you
that I know exactly the typographical
change involved in a mutation of the en-
zyme tryptophane synthetase. I know what

that change is and I know many such
changes cause an inactive enzyme to be
formed.

1 know that an organism which is not fed
tryptophane, if it is an organism that re-
quires tryptophane in its proteins, will
not succeed in dividing and reproducing if
it has that typographic change. Therefore,
the frequency of such organisms will de-
crease in the population and be replaced by
those that can synthesize tryptophane.

Excuse me, but what step is missing in
this argument?

DR. SCHUTZENBERGER: It is missing the
decisive step. Maybe I have too ambitious
a goal with respect to evolution theory; but
it seems to me that if its principles were
valid, we should then obtain on simplified
models the same type of correlation which
you claim to obtain. However, what we
know is that when we make changes of a
typographic nature, most of them are mean-
ingless from any respect, and when I say
“most of them,” I mean less than one out
of 101,

Dr. LewoxTIN: No, that is not true.

Dr. Uras: Tell him, Dr. Schutzenberger,
where his model fails.

Dr. Lerxer: Would yvou answer Dr.
Lewontin’s question?

DR. SCHUTZENBERGER: It is very intriguing.
but if you tell me that the coding is such
that this type of change induces meaningful
changes—what I mean by “meaningful” is
that they are related in one way or another
to external individual characteristics—vou
already express a very strong hypothesis on
the living system. I say this is not included
in molecular biology as it is described now.

Dr. LewoxTiN: If the speaker objects to
a case in which the enzyme has been de-
stroyed in its action, then I can give him
known cases where the enzyme, far from
being destroved, is changed in its pH opti-
mum, changed in its isoelectric points,
changed in a number of aspects of its physio-
logical function by single substitutions of
single amino acids. We know exactly where
in the phenotypic topology of the protein
these amino acids have been substituted,
and we can specify exactly in what way they
change the physiology of the organism,
changing its fitness in the write-in space.
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If you want. I can give vou reference after
reference.

Dr. ScuurzENBERGER: Yes, I can also give
you references.

Dr. LewoxTiN: As in hemoglobin.

Dr. ScHurzeNserGeR: I can also give you
a lot of anecdotes on typographic changes
of books which transform some perfectly
decent sentences into ones which are very
funny to read in French.

Dr. LEwoxTIN: But, sir, I have said that
they are not meaningless changes; they are
changes that change the organism in its
phenotypic optimum from one sct of en-
vironments to another one.

Dr. Wensskorr: I think the point Dr.
Schutzenberger makes is the following: Dr.
Lewontin is talking about changes in the
enzyme by faults of reproduction; but Dr.
Schutzenberger says that this is only a very,
very small part of the typographic space and
most of the changes seem to take place some-
where else in this space.

DR. ScHUTZENBERGER: [ want to say that
it is an chserved fact that life works.

Dr. WEisskorr: No, no, let’s speak to the
tryptophane!

DRr. ScHUTZENBERGER: I want to know
how I can build, on computers, programs in
which —

The Chairman, Dr. WabppincTON: We
are not interested in your computers!

DR. SCHUTZENBERGER: I am!

Dr. Bossert: Perhaps I misunderstood,
but I thought yvesterday there was some dis-
cussion about a point quite in line with
what you are saying. You have mentioned
variation several times, and you require that
a small variation at one level translate into
a small, meaningful variation at the other.
In fact, I think it came up several times
yesterday that those instances where a small
variation in the program space translates
into a large variation in the phenotype
space or output space, are usually of no
interest.

DRr. SnanuN: My understanding is that the
problem involved is how you get from a
lower organism to a higher organism; or at
a different level, perhaps, what is it about
the genetic material which is going to dif-
ferentiate a horse from a pig; not how one

bacterial strain will die due to the deficiency
of one enzyme.

However, the argument as it is presented,
I think. could probably be leveled against
all of biology in that, insofar as I know,
there is not one mechanism which is com-
pletely understood. Any time there is a dif-
ficulty in getting from one step to another,
an enzyme is introduced which often can be
isolated, its properties in many ways ex-
pounded: but the mechanism is still left in
a “black box”. Using this terminology, one
might be tempted to say that organisms
have built in a “selectase,” perhaps a “fit-
nessase,” and these are part of an operon
which is governed by “evolutionase.” This
now reduces all of evolution to the samz2
state that most of molecular biology has
been reduced to, and since molecular bi-
ology is today fashionable, I might claim to
have solved all of evolution at the same
level. I just have to isolate the enzymes.

Dr. ScHUTZENBFRGFR: I want to make
clear that my point is methodological.
strictly methodological, and now we are just
discussing facts. I am asking the question,
Hosw can you devise a program (or a book)
such that typographic changes are meaning-
ful? You are not interested in computers:
I'm sorry. I am not very much interested in
computers either, but here is an instance of
a problem of order-disorder, and I am speak-
ing of computers just to follow the Zeit-
Geist.

How come that a system, which is not the
type of system imbedded in the usual space-
time topology, has the property that small
changes within this typographic topology
are meaningful?> I could be specific here; I
could document it with theorems.

Dr. LEwonTIN: I gave you an example.

DR. ScHUTZENBERGER: I am not asking for
examples. I believe you! But, I say, How
come these changes are meaningful?

The Chairman, Dr. WabppINGTON: He
asked a methodological question. You have
to answer it as a methodological question.
He has asked, How do you arrange that
typographical errors, changing letters and
so on, have meaning when translated into
this space? Surely, the way you do it is to
have the typographic script set up as para-
graphs with logical structure in the para-
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graph. Most tvpographical errors will then
be absorbed by the logic. You will see that
there is a misprint and go on reading,
understanding perfectly well what is hap-
pening. Occasionally, a misprint will change
a key word into some other key word, and
actually change the logical structure, but
very rarely.

The main point is that your typographic
space contains meaningful blocks. It is not
a set of isolated individual words. It has
meaningful blocks of connected connota-
tions and this can absorb a great deal of
typographical error but can occasionally
have its meaning changed.

The very simplest case is where the epi-
genetic space is very reduced and you are
just producing an enzyme: Dick Lewontin
has pointed this out. In more complicated
cases, like the mouse, where the develop-
ment from the genes to a front leg is much
more complicated, you have much longer
blocks.

DRr. SCHUTZENBERGER: I am sorry, I want
to challenge vou somewhat. I am sorry to
disagree flatly with the Chair. This is not
an explanation but a postulate.

When vou have said that there are mean-
ingful paragraphs, you have already postu-
lated the simplest thing, which is to make a
computer program work at the paragraph
level. For the time being there is no such
possibility except by introducing before-
hand the concept of meaning into it. There
is dramatic change at the algorithmic level
(that is the first time I have used the word
but let it come now) between typographic
errors of any sort and the ones which would
preserve meaning. Taking paragraphs in-
stead of letters is immaterial; it makes the
case worse, that is all. So, what you say is
all right except that what you propose is
exactly the mechanism for which I am
asking.

Dr. BarricerLr: The speakers seemed to
stress very much the point that every step
from one genetic pattern to another should
be meaningful, but I think there is abso-
lutely no requirement that every step should
be meaningful. First,-you have many ex-
amples of changes indicating that often a
large part of a protein molecule can be
unimportant or play no role in its function.

You can lose a piece, vou can add a picce.
vou can shift the reading frame in a segment
of the RN.:A-molecule coding for the pro-
teins, and so forth, and still leave the wild
type function intact. That is one part of it.

Secondly, evervbody can tell that by typo-
graphic change of the various types which
have been mentioned today, you can change
“Hamlet” of Shakespeare into Dante’s “Di-
vine Comedy,” just by adding and subtract-
ing pieces and changing one letter to
another. So, if you don’t require that everv
step in every place should be meaningful.
vou can make any large change vou want.

Dr. ScHurzENBERGER: I think there are
two points here. First, it seems to me that
this reckoning activity has some merit in
that it shows that the matter is not that all
changes must be meaningful. Only a reason-
able proportion has to be. By “reasonable
proportion,” 1 would mean 1 1010, Tt is
not the case. We have a conflicting experi-
ence. You can quote me experiences where
things work in life, but we have a conflicting
experience in the computer. Although our
processes are based on the same principles
as the ones vou state explicitly and the
probability of a meaningful change is not
one in 1019, jt is entirely negligible.

The second point has no relationship to
the present discussion, but it has a more
general bearing on these two days’ discus-
sion. It seems to me that it is a nice intel-
lectual game to try to find that there is some
path from A to B, but the problem is not to
discover if there is at least one path. The
problem is to decide if there is any reason-
able chance of finding such a path; it is an
entirely different question.

Dr. LewoxtiN: [ think I understand
finally what Dr. Schutzenberger is getting
at, and that is that the difficulty (and I
agree entirely) is that most of the changes
in a given environment would seem to alter
the function in a way which is not, as yvou
put it, meaningful. I think the thing that
has been left out is the fact that we agree
with this point, and it certainly is true, but
that in a new environment the old messages,
which had meaning in the old environment,
now can no longer be called “correct” and
changes can no longer be called “errors.”
On the contrary, as environment changes,
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the present messages are no longer in a
meaningful language and, therefore, new
changes that occur are more likely to pro-
duce a real meaning in the new context.

That is the one point which I think all
evolutionists are agreed upon, that it is
virtually impossible to do a better job than
an organism is doing in its given environ-
ment.

DRr. ScHUTZENBERGER: I suppose we are
getting nearer to an exchange of messages,
but I was making a stronger point. When
I said “meaningful,” I was meaning mean-
ingful in sort of an absolute sense. I say that
all systems, similar systems that I know
about, become meaningless in a radical
fashion, when I make these sorts of changes.

Dr. WEIsskopF: In any environment?

DRr. SCHUTZENBERGER: Yes, in any environ-
ment.

The Chairman, Dr. WabppixcToN: This
is not the case with the biological aspects.

Dr. ScHuTzENBERGER: O.K. I have also
the idea that something more must exist in
biological systems, but the problem is to
find the recipe so that we can simulate it
on a different material.

Dr. LEwoxTiN: I think the answer is that
yvou have over-estimated the number of
absolutely meaningless changes that occur
when you change a single nucleotide. If we
list all single nucleotide changes and the
known translation vocabulary between
nucleotide triplets and insertion of amino
acids, and then we list for a given protein
all the results on that protein of changing
amino acids all over the molecule, we will
find, in fact, that a very large proportion
of those do not render the molecule mean-
ingless in an absolute context.

DR. SCHUTZENBERGER: You tell me it is
factually all right. I ask you, What is the
mechanism which makes it so, or what sort
of conceptual mechanism could make it so?
I don’t know of any general principle or of
any trick which in any other circumstances
could produce this effect.

The Chairman, DR. WADDINGTON: Before
we go any further, I think that, first of all,
we should agree how we are using the word
“meaningful.” I think Schutzenberger means
that when he changes something in program
space, nothing comes out at all.

Dr. ScHUTZENBERGER: It doesn’t give sup-
port to any epigenetic effects.

The Chairman, Dr. WabppINGTON: But
actually when we change something, some
protein does come out; it may not be a very
good protein, but some protein comes out.
All proteins do something, so all changes in
the program level have meaning, in the
sense that they produce a protein, except
for some full stop marks, and so on.

DRr. Mayr: Are you basically asking, why
do molecules have such-and-such proper-
ties> Why are molecules the way they are?
Is that really, basically, what you are asking?

DRr. ScHUTZENBERGER: That’s a good ques-
tion. I don’t think I have time to answer it
now.

Dr. Levixs: I think the missing ingredi-
ent in this analysis is that you have left out
evolution. The error of the reductionist
methodology is to start out with a lower
level and attempt to derive a higher level
from it without considering the reciprocal
relation. In fact, its topology is, itself, a
product of evolution and we can start out
with a given topology and describe how
natural selection will modify this without
knowing about the original underpinnings,
especially as vou get further and further
away from the site of gene action to the
interactions of these gene products. This is
something which, in your library, would
have to be described by 101° simultaneous
partial differential equations.

On an evolutionary level, in terms of
some epigenetic parameters involving elas-
ticity, the rigidness of the terrain and other
things can tell us how the evolution is going
to change it, the direction of homeostasis,
of epistatic interactions, so that, in fact, the
topology is the result of evolution.

DRr. ScHuTzZENBERGER: O.K., This is far
easier to answer. You are falling into what
I might call the Ashby trap. You only make
the case worse by supposing that the mecha-
nism which induces an agreement between
the topologies has been produced also by
random changes. That is to say, this sort of
fallacy has been used a lot of times in
“artificial intelligence” to pretend that one
could write programs by machines which
would learn how to tell themselves how to
improve programs.
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Still, then, at this level, the probability
of meaningfulness is still slimmer by orders
of magnitude which are 1010,

If I had had more time, I could have dis-
sected the typographic changes into three
levels, each corresponding to a type of algo-
rithm; each of them is practically irre-
ducible to the previous one.

The Chairman, Dr. \WWapbINGTON: Your
argument is simply that life must have come
about by special creation.

DR. SCHUTZENBERGER: No!

Voices: No!

DRr. Fraser: Can I contrast one computer
with another? You have a computer pro-
grammed to examine the statement, “All I
am allowed to do is change letters and I
hope I produce a program. Any kind of
program will do.” This doesn’t work. We
now turn around and set up another com-
puter, and we tell it a basic genetic system
of plus-minus alleles in which we are say-
ing, “Can it produce information?” The
decision on whether the information is use-
ful will be a selective one of “survive or not
survive.” This is the same kind of decision-
making; the programs look very similar to
those which are being constructed to try to
produce information-containing programs.
The principles are very similar.

However, in the genetic one, the system
is that there are multiplicities of pathways
to suitable answers. The machine can gradu-
ally, step by step, get there; each step takes
it toward the answers, and it produces them
when all we have fed into the machine is a
genetic system of essentially complete sim-
plicity. What is surprising is how fast
rational information is produced by the
machine within the meaning of the original
context.

So, if you are going to take a program
space and say, “We cannot transform it,”
but leave out of it the means of combination
and recombination in between and of evo-
lution by selection, I am certain that your
program will not produce sense; but if you
put it in there the machine gets there so
fast it is surprising.

Dr. ScHUTZENBERGER: What I have said
is that insofar as principles have been ex-
plicitly stated. I have to deal with the whole
space. To answer your question, one might
believe that. in fact, life is using only ex-
tremely restricted subspaces of hoth spaces.
What I am asking you, in all humility, is to
provide me with a formal principle which
would define those spaces, or to provide me
with conceptual examples in which such
spaces could be defined, even at the very
modest level where they would have all the
nice properties of matching. This has been
done in a sense, at the Sewall Wright level:
that is, on the space of parameters which by
construction is correlated with the real
world space. What I say is that such a type
of restriction needs new conceptual tools,
or principle, or what-have-vou.

The Chairman, Dr. WappiNGroN: T want
Dr. Weisskopf to speak, but may I recom-
mend that you have a talk in private with
Alex Comfort; you can do it on his com-
puter.

Dr. WEisskopF: I want to analyze the
difference of opinion between Schutzen-
berger and the rest of the world. This is, I
think, the following: Schutzenberger says
that in the typographical space, the over-
whelming number of changes that can be
done at random have absolutely no mean-
ing, and he puts in support of it the fact
that if you have a computer, and you change
the program at random, it always is de-
stroyed.

The other side says that that isn’t so. The
kind of program which genetics has pro-
duced with the 3-letter code is such that it
isn’t so. I think that is what Lewontin says,
that a lot of changes, maybe not an over-
whelming number but a large percentage,
do make sense in the biochemical sense of
the word, and here I think is the discrep-
ancy.

DRr. ScHUTZENBERGER: There is no dis-
crepancy. I am asking for you to tell me
what principle to use.

The Chairman, Dr. \WADDINGTON: I re-
gret we will have to leave this discussion at
the moment; I think Dick Lewontin’s is the
next paper.
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ON PRODUCTS OF FINITE DIMENSIONAL
STOCHASTIC MATRICES!

M. P. SCHUTZENBERGER

1. In what follows, P is the monoid of all p X p stochastic matrices
where p is a fixed natural number. For a, a’ €P, we let fa denote the
“type” of a [1],i.e. the set of all pairs of indices (j, /) such that the ele-
ment a;,;» of a is positive and we set ||a —a'|| =Max; Y, laj.p—a,].
Letting e and w be two fixed positive quantities and P (w) be the subset
of all e € P having no positive element less than w, we intend to verify
the following partial generalization of a theorem of Wolfowitz [1].

PROPERTY. There exists a natural number vy such that any product of
more than vy matrices of P(w) admits at least one nontrivial subproduct
a which satisfies

Ba = Ba* and  Sup [a**" — at|| < e
nw €N

Our number »x is quite extravagant and examples such as
lim,., [Josica(x™y) where the integers m; grow fast enough,

L1 9 11 1
2 2 4 4 2
x=10 1 O/ and y= 1} % 0],
0 0 1 0 0 1

indicate that little information on an infinite product of stochastic
matrices is gained when knowing that for each positive € it admits
an infinity of subproducts a (=x™) satisfying the relations stated in
the Property (cf. [2]).

I'am most indebted to Professor J. Wolfowitz for many suggestions
and advice which have led to the writing of this note.

2. Verification of the property. We say that two products x1xz - - - %
and %%/ - - - x, of matrices x;, x! are B-equivalent iff n=n' and
Bx;=Px! fori=1, 2, - - -, n. They are nontrivial iff n>0.

Let ¢g=(27—1)» (=Card BP) and define inductively a map

Received by the editors September 9, 1966.

! Any views expressed in this paper are those of the author. They should not be
interpreted as reflecting the views of the RAND Corporation or the official opinion
or policy of any of its governmental or private research sponsors.

This paper has been sponsored in part by the U. S. Air Force under contract
AF61(052)-945.
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v: N—>N and a sequence (n,, 71, - - -, #,) of natural numbers by the
following conditions:

v(0)=1; for each nEN, v(n+1)=1+g™) -v(n).

no=1; for each 1€EN, n;y1=1+4n;+the least positive number m
such that 1 —w’®9 to the power 2" —1 is <¢/20.

REMARK 1. Any product of ve« =v(n,) matrices of P(w) admits a sub-
product a="hhy'hshs'hs - - - hog By, where

(i) all the 2541 subproducts h; are [(-equivalent products of s’
matrices of P(w) and (1 —w*)*<¢/20;

(i1) Bhi=PBa-Bhi and Ba=Pal.

Proor. Call 0-sesquipower any nontrivial product and, inductively,
say that a product is a (n+41)-sesquipower iff it has the form hh'h"’
where ' is arbitrary and where % and %’ are $-equivalent n-sesqui-
powers.

We verify first that any product of »(») matrices admits at least
one n-sesquipower as a subproduct.

Indeed, it is trivial for =0 since »(0) =1. If it is true for » and if
f is a product of »(n+41) matrices, the definition of » implies that
f=fifs - -« fa (§=14¢™) where each f; is a product of »(n) matrices.
Since ¢*™ is precisely the number of classes of 8-equivalent product of
v(n) matrices, at least two of these subproducts (say f; and f;/) are
B-equivalent. By the induction hypothesis we have f;=g;hg/;
fir=g;h''gy where b and k'’ are B-equivalent n-sesquipower and the
statement is verified since f admits the subproduct kk'A" where
W =gffifive - - - fyr-ag)

In particular, if f is a product of »« matrices it admits a n,-sesqui-
power %, as a subproduct and for j=¢—1,¢—2, - - -, 0; k, admits a
n;-sesquipower &; as a right subproduct. Again because of ¢ = Card 8P,
at least two of these products (say k;; and k;) have the same type.
We can write ky=hih{ hy - + - hyg 1hje1k; where 2542 =2%j"-"j and
where all the subproducts k; are 3-equivalent to k;. The conditions
(i) of the Remark are automatically satisfied because of our choice
of the subsequence (n;) when we take a="hih{ ks - - - hasyibihe,, and
we have Sk =Ba-Bh; since ki, k; and kj =ak; have the same image by
B. The equation Ba =pa? follows instantly from Bk; =pk;=Bh when
multiplying on the right &;; =ak; by ki he - - - hyeyyhie, ;. The remark
is verified.

REMARK 2. For each given natural number n there exist a nonnegative
quantity € <e/10 and two matrices d, d' € P that satisfy a'tr=(1—¢')-d
+€ -d’' and d=dad where G=lim, .., a™

Proor. We identify the indices 1, 2, - - -, p with the states of the
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Markov chain defined by the matrix ¢ and we suppose that it has 7
ergodic classes Ey, Eg, + * -, E,. .
For each xEP, let

xz = Inf{n € [0, 1] = (1 — n)-2, + 72,520, € Ppya, € P}

where P, (resp. P,) denotes the convex closure of the set P, (resp. P,)
of all matrices y &P having entries 0 or 1 only and at most 7 (resp. p)
nonzero columns. Thus, unless mx=1, we have 1—xx>the least
positive entry of x. Further, 7(xx") Swx-wx’ for any x, x' P since
P=P, and P,CP,P,P, (cf. [3]).

In particular, ma <1 because the relation Sz =fa? implies that the
type of any row of a contains at least one of the r ergodic classes.
Taking Bkjy =Pk;=pPa-Bk; into account, we deduce wk;<1, hence

wh; <1l—w* (i=1, 2, .-, 2541) since each k; is a product of s’
matrices of P(w) that is 8-equivalent to k;. .
Let us now define b=a"hih{ - - - hh); c=heprhiy - - - Bagyrhal,y;

d=b,c, (by, ¢,EP,); € =mb+mc—mb-mwc. Because of the submultiplica-
tive character of the map 7 and (1 —w”)*<¢/20, we have 7b, mc <¢/20,
hence ¢ <¢/10 and a't"=(1—¢)-d+¢€-d’ for a suitable d’'EP.
Further, BdCpa'**=Ba and B(dad) SPa because of BaCBa. Since d
and dadd are stochastic matrices, this shows that they have at least:»
characteristic roots equal to 1. To verify d=ddd we have only to
check that the dimension of the null space of d has its maximal value
p—r, since then it will follow that d and ddd are two commuting
idempotent matrices having the same rank.

Consider any index ¢ belonging to some ergodic class E,. (157’ <r).
Since B(b.¢,) &Pa and since E, is precisely the type of the 7th row of a,
we see that the type of the ith row of b, must be contained in the set
E!. of the indices 4’ such that the type of the i'th row of ¢, is con-
tained in E,.. The r sets E}, are pairwise disjoint. Thus, since 4,, ¢, EP,,
on the one hand the index of any nonzero column of b, belongs to
U { El: 1=y §r} and, on the other hand, the type of any nonzero
column of each yE P, satisfying ByC e, contains one (and only one)
of the sets E;..

Let ¢/» be the diagonal matrix such that for any j, 7/=1,2, - - -, p,
its (j, ') entry is equal to 1 or to 0 depending upon j=j' € E}: or not
and ¢’ =ef +ed + - - - +e/. The first statement above implies that
d =b,c,=b,e'c, while the second one shows that all the nonzero rows of
each matrix e.c, are equal, hence that the null space of ¢’c, has dimen-
sion at least p —r. Remark 2 is verified.

Substituting (1—¢)-d+€ -d’ for a'*» in the right member of
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al+n—g=q*n—q*rgal+ and recalling that ||x|| =1 for any xEP, we
obtain

latt — @|| = ¢-||(1 — ¢)(d — dad’ — d'ad) + &' — €¢-d'ad'||
< 5¢ = ¢/2.

In view of the triangular inequality, this concludes the verification
of the Property.
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On Synchronizing Prefix Codes

MarceL PAUL SCHUTZENBERGER

Faculté de Sciences, Paris

A study is made of the possible distribution of the word lengths
in a synchronizing prefix code.

INTRODUCTION

Let X* be the free monoid generated by a fixed finite alphabet X of
k > 1 elements. A non-empty subset A4 of XX is a prefix code iff every
word of X* has at most oneleft factor in 4, ie. iff A NAXX* = 0. It
is synchronizing iff X*a < A™ for some G e A* where A* denotes the
submonoid generated by A. (See references). ,

Consider the enumerating sequence ¢ = (a, = Card (A N X™))nen
of a prefix code A andseto, = k™ — 2 ocmgn k™ " = onosk — a,. We
have ap = 0 and oo = 1 because of 4 € XX*. Further, X" is the dis-
joint union of the sets S N X" and (4 N X™)X" ™(m = 1,2, ---,n)
where 8= X"\AX*. It follows that Card (S N X*) = Card (X™)

— D oemzn Card (A N X™). Card (X™™) = o, showing

oan = 0 foralln € N. (1)

Assume that A is synchronizing and @ € X”. S contains the left
factors of its members and no word having @ as a right factor. Thus
8 N X™*? is a subset of (S N X™)(X"\{a}) and

Ontp = on . (k¥ —1) for some fixed positive p and alln € N.  (2)

Finally, let d be the greatest common divisor of the elements of
No=in€N:a, #0}, ie, let 4 c (X)* Since 4* c (X%
fd © A*(f € X*) is possible only if f € (X?)*. Thus

1 4s the g.c.d. of the elements of N, . (3)

We intend to verify the following converse property.
PrROPERTY. Let @ = (an)nex be a sequence of non-negative integers that

396
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satisfies ag = 0, (1), (2) and (3). It is the enumerating sequence of at least
one synchronizing prefix code.

It may be observed that when A is finite, i.e. when o, = 0 for all n
larger than some finite value 72, Condition (2) is equivalent to o7 = 0.
Indeed, from o, = 0, (n > @), and 6443 = gk — as.y; we deduce
oi+p = k'os. This implies 0z = 0 in view of sy, < 0a. (K* — 1).
Reciprocally, if oz = 0, the hypothesis 0 = 6,41 = .k — @, shows that
o, = o, = Oforalln > 7 and one has 6,47 < 0. . (k" —1) identically.

We also recall the known fact that ap = 0 and Condition (1) suffice to
insure that a sequence e« of non-negative integers is the enumerating
sequenceof atleastoneprefix code A. Indeed, let A¢ = Qand inductively,
let A, be the union of A,_; with an arbltrary set of a, = Minlay,
Card (X™\A4,1X") } words from X™\A4,..X* Each A, and 4 =U (g,
A, is a prefix code. Suppose an = am and o, = Card (X™\A,X*) is
already verified for m < n. We have X™\4,,X* = (X" \4,,X")X
since 4,1 N X" = @ and = < onak = Card ( (X" \A4.1X)X) since
0 < 0s = onk — on. Thus &, = @, and o, = Card (X"\4,X™) and
the observation is proved. :

Finally, to simplify our later discussion, we establish the following re-
mark in which z is any fixed letter of X.

Remark 1. Let a satisfy ap = 0, (1) and (2). It is the enumeratmg
sequence of a prefix code A4 such that S z** N 8§ = @. Thus the Property
is true when, further, o = 1. |

Proof. Let 7 be any fixed integer and, for n = #, let the «, words
of A, \A._1 be successively chosen so that fz" € A\A, 1, (f € X*)
only if every word of X™\A4,,X* of the form 2, e x™ v > r)
is already taken in A, . Then to prove sz*” ¢ S foreach s € S N X”
it suffices to verify that Condition (2) implies on < D 0<m<2p Onim -
Now, by definition

0 é On4p = o'nkp - ZO <mgp an+mkp—m ‘ (4)
Hence, by (2), | | |
Gn S Y Cnymk® ™ N (5)

0<m<p ’

Replacing n by n + p in (5) and using (4) we get

» r—m __ = —m
O',JC - 2 : an+mk = On+p é Z an+p+mlc
<m< p 0<m<p
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that is,
on = Z Cnimk "+ Z Cnipimk " = Z Xntm
o<msp 0<ms< p 0<ms=2p

and the first ‘part of the Remark is proved. When a; = 1, we can take
# = 0 and then, x € 4. Letting & = 2°® we have 8@ © A™. Hence
X*q c ‘A" because A is a prefix code and therefore every word of X*
has oneand only one factorisation in the form as (a € 4% s € 8),
ile. because X* = 4*S.

CONSTRUCTION OF THE PREFIX CODE A

“'We consider a fixed sequence a satisfying ay = a; = 0, (1), (2), (3)
and:’we let = and ¥ be two distinet letters of X. We set the following:
g = the least member of N . such that 1 is the g.c.d. of the elements
-of N, ,lessorequal to (2 < § < o).
. = the supremum of the elements of N.(§ < 7 and 7 = oo iff
di >0foralln € N).

Define induetively a sequence (7,)new by 70 = 0 and 7, = Max{0,
1+ 7,4 — ay}. We have o, > 7, for all n < 7. Indeed, this is true for
n'= 0; forn < 7 it follows from ¢, > 0 and the induction hypothesis
since o, — 7, is equal to g, Or to gpakb — 1 — 70 = (On—g — 7o) +
ona(k — 1) — 1, dependinguponr, = 0or=14+ 7,31 — a, .

Remark 2. Let 1 + 7,1 — a, = 0for all n = §. The Property is true
for a. ¢ .

- Proof. We first show that the hypothesis entails k¥ = 2 and o, =
a, = lforalln = §, hence 7 = . Indeed forn = § we have

On. — Tn — 1= o'n—-lk —an—~1—rmata —1

(6)
= (0'7.._.1 - Tp-1 — 1)]{3 —'— Tn_l(k - 1) + ]C - 2

It follows that o, — 7, — 1 is identically zero because, otherwise, we
would have for every m = 0 the inequality cuimp — Tngmp — 1 = k™7

in contradiction with Condition (2) which iImposes onimg < on(k? — 1)™.
Thus, for n = ¢, we must have successively k¥ = 2, 7,4y = 0, 00y = 1
and o, = 1 which follow from1 = o, = o1k — atn = 2 — an .

Using the construction described in, Remark 1, we choose the words
of the sets 4,\A,_s in such a way that for n = §, A.\dn.y = {2"'y}.
Then 8 consists of words of lengths <g and of ¥, Let ¢ = z'y where
r = 2¢. If s € S has theform 2" ), we have s¢ = ¢ 7y € 4; if not, s
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has lentrth <{§, sa does not belong to S and, accordmgly, sa™ a"fc"'y
wherea’ € A andz” y € A. The Remark is verified. e
Thus we can now define

g = the least integer = § such that 1 + 7~ — a; < 0.

Remark 3. Let a satisfy ag = o1 = 0, (1), (2), (3) and ¢. < 0. It i8
the enumerating sequence of a prefix code 4 such that:

z? € A, (7)
B = A N z*y2* consists of ¢ words b; = z'ya™ ™ (8)

(¢=0,1,---,q— 1) where \; =2 7 — 1;

< ¢ identically with equality for¢ = ¢ — 7,0 — 1;  (8.1)
11is the g.e.d. of {Ae, M, -+, Aga}; (8: 2)
Sz4N S = () where rq = 2p. (9>

Proof We again use the construction of Remark 1. We can take
2% € A\A,_; sinee «, # 0 and o, > 0 for n < g because ¢'€ Ny

Let (forn < ¢q)

Vo= {zgyz"™", 4i=0,1,---,n—1},
By, = B, = { and, inductively,
B, = the union of B,_; with the 8, = Min {a. , Card (Yn\B,,_lx 1)
words b; = =z ™ of Y \Bn_iz" for which ¢ has its least
- values.
Setting T, = Y \B.xz® = ({z" %y} U Tn_lx)\(Bn\Bn_l) and 7, ‘=
Card T, , we have 8, = Mm {an, 1 4 7no} and 7,/ = Max 0,1+
Tu1 — Bu} = Max {0,1 + 7n_, — a,}. Thus, by induction, 7" = 7, and
74 = 0 follows from our choice of ¢. This proves (8.1), and (8.2) follows
from ¢ = § and the fact that by construction 8, > 0 for eachn € N,
less or equal to g.

Finally, (9) results from the same reasons as in Remark 1.

It only remains to venfy that A is synchronizing. In' view of (7) and
(9) and of X* = A™S it suffices to show that the -submonoid ' of 4*
generated by C = {z% U B contains at least one word & such that

¢ € 4™ for every m in the interval I = {0, 1, --- , ¢ = 1}."To do this
we first verify the following Remark in which, for any'z € Z, [¢],- de-
notes the least non‘negative integer congruent of z modulo ¢’ and for
d € N7Id‘= {q— 1 _d!q—d7q+1 —d, - ’q_.‘l}’i'
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- Remark 4. Let t be a positive integer less than ¢ and define two maps
wu and v of I into itself by letting for each ¢ € I

iwu=[+4+1,andiv =[ — A + 1],

where, identically, 1 4 ¢ £ X\, £ gand \; = qiff £ € I, . If the g.c.d. of
the numbers {A¢, A1, -+, Ay} is 1, the monoid M generated by » and
v contains an element sending I onto 0. i

Proof. For d € N, let M, denote the subsemigroup of M consisting of
all m € M such that im € Iy fors € T and 2m = 7 for7 € I;. By
definition 7.0u®" = ¢ — (A, — 4) = an element strictly greater than
itself if 7 € I\I, and = an element of I, if 7 € I,. Thus some large
enough power of »u®" belongs to M, .

Letd = Min {d:My 5 @}. If d = 1 and m € M, the proof is com-

plete because mu sends I onto 0. Thus from now on we can assume
d > 1 and we verify the following statement: M, consists of a single
map m sending each ¢ — 7 € I onto ¢ — [ils .
.. Indeed, by the definition of M4 we have (¢ — 7)-m = ¢ ~— [z for
every m € Myand ¢ € I;. For the sake of contradiction, let j > d be the
least value for which (¢ — j)'m # ¢ — [jla, (m € M,). Consider the
map u *'m. It sends I onto I, and its restriction to I4 is a permuta-
tion. Thus one of its positive powers, say m’, belongs to M, and
(g—d—1)m =q—d # q— 1Dbecause of (¢ — j)-m # q — [jla.
It follows that we can assume m = m, thatisj = d 4 1.

Under this supplementary hypothesis mu %" has the following proper-

ties:
(a) sends [ onto the interval{qg — 1 —d,¢g —d,qg+1 —d, ---,
qg — 2})
(b) reduces to a permutation on J' = {¢ — 1 —d, ¢ — d, -+,
q — 1- d,}y

(e) sends every ¢ € Is, ontoz — 1.
Thus one of its positive powers, say m”, sends I onto J' and reduces to
the identity on J ', Multiplying m” on the left and on the right by suit-
able powers of u, we obtain a map which' belongs to M4 where
d + 1 — d < d by construction. Since this contradicts the minimal
character of d, the statement is verified.

Consider now vu®'m where {m} ¢ M, . Since‘vu"~1 reduces to the
identity on I, and ¢ 2 d, this map also belongs to M4 . However, m =
vu'm is possible only if for each ¢ € I one has 7-vu®" = [¢ls, that is,
according to the definition of u and of », only if all the numbers A; are
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congruent to 0 modulo d. This shows d = 1 when the g.c.d. of the \;
is 1 and it establishes the Remark.

To conclude, the proof to each m € M of the form m = z2 - - - 2.,
where z; = u or v, we associate the word um obtained by replacing in m
every z; = u by x and every-z; = v by yz% (/¢ = 1,2,---, r). By
oyz € A, z% € A and our definition of the maps u and », we have
identically 7-m = 4 iff zum = az’ wherea € A* Thusz*u(mu) C A*
where {m} = M; # @ and the Property is entirely proved.

i—i-1

Recrrven: Jury 25, 1967
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A Remark on Acceptable Sets of Numbers

MARCEL PAUL SCHUTZENBERGER ¥

The RAND Corporation, Santa Monica, California

ABsTRACT. Two negative results concerning the so-called acceptable sets of numbers are
extended to the case of arbitrary context-free languages with the help of conventional analytic
techniques.

KEY WORDS AND PHRASES: acceptable sets, automata, context-free languages, regular sets,
finite automata

CR CATEGORIES: 5.22, 5.23, 5.29

Introduction

In what follows, X* denotes the free monoid with neutral element e that is generated
by a fixed finite nonempty set X, N denotes the nonnegative integers, and L is the
family of all context-free languages on X [4, 7]. We consider a fixed crossed homo-
morphism p of X* into the ring Z of rational integers; p is defined by its restriction
to X and by the identity

of’ = of-of + of", ff € X%, 1)

where « is a homomorphism of X* into the multiplicative structure of Z. Thus
pe = 0 by definition. We make the assumption that | e | > 1 for all z € X. This
condition is satisfied when X = {0, 1}, o0 = al = 2, p0 = 0, and pl = 1, in
which case pf is the number whose binary expansion is f.

The problem of showing that certain remarkable subsets of Z cannot have the
form pL = {pf:f € L} for L € L, or for L in some given subfamily of L, was first
attacked by Elgot [6] using metamathematical methods. Recently, Minsky and
Papert [8] have considerably generalized these results by a delicate analysis of the
asymptotic properties of the function Card {f € L:|pf| < n} of the nonnegative
integer n. Being concerned with the subfamily of the so-called “‘regular sets,” they
indicated the possibility of extending their method to arbitrary languages L € L.
(See also [2, 5, 10].) We show here two applications of the techniques of classical
analysis to examples already discussed by other authors.

We rely on the following result [1]:

TreoreM [Bar-Hillel, Shamir, and Perles|. Let L € L. Except for the members
of a finite subset Lo of L, every word f € L admits at least one factorization f = ¢"h'g’hg
such that b’ # e and that H = {h, = ¢"h'"¢’h"g:n € N} s contained in L.

This work was supported in part by contract with the US Air Force, AF 61(052)945. Any views
expressed in this paper are those of the author. They should not be interpreted as reflecting the
views of the RAND Corporation or the official opinion or policy of any of its governmental or
private research sponsors.
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Without loss of generality we always assume ¢ = e when h = e. A straightforward
computation gives

pha = b + b (ah)™ + b(ahh’)" 2)
where, setting 8f = pf (1 — of)™" when f # e, and Be = 0, we have

b = pg + Bh-ag;

b = Bh-ag’g + py’-ag — Bh-ayg;

b = pg"-ag'g — Bh -ag'y.
In particular, b” = 0 when h = e. Further, pH is finite if and only if it reduces to
{pho} = {pg"g'g}.

First Example

Let L € Land k € N be such that no member of pL has more than k different prime
divisors. Then the set Proa(pL) of all prime divisors of the members of pL 1is a finite
set contained in Prm(pLy U oX).

Let f € L\Lo and assume that Prm(pf’) € Prm(pL, U aX) is already verified
for every f’ € L strictly shorter than f. Since f ¢ Lo, we can write f = hy = ¢”h/g’hg
as indicated in the Introduction; and the result is still true for f if pH is finite since
then we know that of = pho where hy = ¢”g’g is strictly shorter than f. Thus we
can assume that pH is infinite. According to (2), ph, is the coeflicient of " in the

Taylor series expansion of the rational function
@) =b"-1 -84+ b1 — tahyt +b-(1 — t-ahh’)?

of the variable . Noting that r(¢) has a zero for { = «, a well-known theorem of
Polya [9, p. 14, Satz II] indicates that Prm(pH) is infinite unless 7(¢) has the form
E citt- (1 — 0.‘t'")_l
0<i<m
for some finite m. Now this condition is satisfied only if 8” = b’b = 0, and then pH
has the form

{b'-(ak)~:n € N} or {b-(ahh’)*:n € N}.

Furthermore, phy = b’ or b; and since o is a homomorphism, Prm(ah) and
Prm(ahh’) are contained in Prm(aX). Thus Prm(aH) is contained in Prm(pho) U
Prm(aX) and the verification is concluded.

Second Example

Let L € L and the polynomial w be such that Card pL = « and pL. C #Z(= {=2:z €
7)) C Z. Then 7 is a trinomial, i.e., wt = c(t + 8)° + ¢’ (t + s)¥ + ¢” for some
constant s.

We can assume nt = 205 i<d ¢4 where the degree d of = is at least 3, since
otherwise = is automatically a trinomial. Since pL is infinite, L must contain a
subset H of the type described in the introduction for which pH is infinite. We set
a = ah, a = ahh'.
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The hypothesis pL. © 7Z implies the existence of a map, denoted by ¢, , of N
into Z such that 7, = phaa = ba"® + b’ (a’)™ + b” identically.
Let ¢,/ satisfy cofs’ = phna — b” = ba™ + b'a’™. We have

g_n; = an (ro + o}(:r.-(a'd"/ad")l)

where ro = (bep™)"?. Thus letting » = ¢’ (1 + '), it follows from ¢» = phna that
T+ ea)+ 2 FF0+a) e’ = 1+ 0707

0<i<d
showing that e/ = 7't0 ™ + e” . where 7' is a constant and ,” has bounded
modulus. Accordingly, if | a’ | < a7t | we can write ¢, = ra” + 1’ + ¢, where
| e | tends to zero at least as fast asmax { | @™ |, | " a™® ™ | }.If | 0| > | a** |
there exists a finite integer k such that | a**/a* ™" | > 1 > | ™*%/a****™"|, and
then we can write ¢, = ra” + 20<i5k ra’™@ g 4 4 ¢, where | e |
tends to zero at least as fast as | o/ ®1O" g~kdtdntn |

In the first case, we have {,11 — afn = (@ — 1) + (eay1 — @en). Since the

left member of this relation is an integer and since | e,41 — ae, | tends to zero for
n — o we have in fact that, for all large enough n € N, €1 — ae, is equal to
some fixed 7” € Z. Thus, for all large enough n, ¢, satisfies a linear recurrence
relation ¢y — afn = (@ — 1) 4+ 7”; hence {» = sa” + s’ where s and s’ are
constant rational numbers. Bringing this expression into the relation #{, = phua
and identifying terms, we see instantly that = must have the form ¢(t + s”)* +
¢{t + s”)¥ + ¢”, and further that ¢’ and d’ must be such that ¢’ = a¢. This
concludes the verification in this case.

If {a?/a™ | > 12> |d*/a™"] (ie.,if k = 1), we have
ta=r0" +1a”" a4+ e

Thus ad_lg’,,+2 - (a.d -+ a’d) Canr + aa” ¢ is equal to a constant, plus a term whose
modulus tends to zero when n — «. As above we conclude that ¢, satisfies a linear
recurrence for all large enough n and, in fact, that {, = sa” + s'a’a™"*" + §”.
More generally, for arbitrary & > 1, we replace the polynomial w, = o'

(@* + &’*)t + aa’® used above by the polynomial wy of degree k + 1 whose roots
are {a, a’a™*", /M0 o™~} and whose coefficient of #*** is the product
o® 7’ .. @, Substituting ¢, for £ in w, we obtain an expression which is
equal to a constant plus a term whose modulus tends to zero for n — «, and we

conclude that in all cases {» can be expressed as a finite sum

Soan + ZSi(a,id/aid_l)n + Sk41 -
0<i<k

IR

We now show that this is incompatible with the hypothesis #{, = ph.a . Indeed,
bringing the expression of {, which has been obtained into the equation #{, = phnq,
we can identify terms. Noting that ba™ + b'a’™ is equal to the sum of the first
two terms in the expansion of cog',.d, we find that all the other nonconstant terms of
w{, must cancel between themselves. Let j be the largest index less than d such
that ¢; = 0, and let 7 be the largest index less than & + 1 such that s; > 0. The
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term (a'*/a™*)" si5i (or the term (a’**/a™ )™ if s11 = 0) in §,’ cannot cancel
with any other term. Thus the equation #{, = phsq with integral ¢, is impossible
when k£ > 1, and the verification is concluded.
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On an Enumeration Problem*
M. P. SCHUTZENBERGER

University of Paris and Department of Electrical Engineering,
University of California, Berkeley, California

Communicated by Gian-Carlo Rota

ABSTRACT

We present an answer to a question raised by J. Riordan on the relationship between
two families of maps of finite sets.

The following problem has been kindly communicated to me by
Dr. J. Riordan.

Let [n] = {1, 2,..., n} and define B, as the set of all maps B : [n] — [n]
such that there exists a permutation 8* of [r] satisfying the condition:

For j = 1, 2,..., n, B%j is the least integer > Bj not already contained
in {ﬁ*l, 3*2""’ B*(] - 1)}

For instance B, consists of the three maps (81 = B2 = 1), (Bl = 1;
B2 = 2), (Bl = 2; B2 = 1), the associated B* being the identity map for
the first two and the inversion (8*1 = 2, 8*2 = 1) for the last one. More
generally one finds that

Card B, = (n + 1)*1.

As it is well known (n 4 1)*~! is also the cardinality of the set 4, of all
acyclic maps a: [n] — [n] (i.e., of the a: [n] — [n] such that a1 = a®),
and it is asked to exhibit a 1-1 correspondence B — j3 between B, and 4, .
This we do by induction on n, starting with n = 2, where we associate,
respectively, the three members of B, listed above with the following
three maps of 4, :

@ =02=1), (d=a2=2), (al=1;a2=2)

* This research was jointly sponsored under Air Force Office Scientific Research,
Office of Aerospace Research, United States Air Force, AFOSR Grants AF-AFOSR-
639-65 and AF-61(052)965.

219

182



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 6 page #189 7-7-2009

Année 1968 1968-2. On an enumeration problem

220 SCHUTZENBERGER

For n > 2 we distinguish cases depending upon B*n =n, =1,
or = any other member of [n].

CaSE 1:
B*n = n.

Assuming B € B, , the value of B*n is the only remaining member of
[n] once B*j has been constructed for je 1, 2,..,n — 1. Thus B*n =n
implies Bj < n for every je [n — 1]. Reciprocally, if this condition is
met by some map B: [n] — [n] we can always define the permutation B*
and we shall have B*n = n whatever the value of Bn. Thus our hypothesis
amounts to the single requirement that the restriction B, of B to [n — 1]
is a member of B,_; and by the induction hypothesis we have a well-
defined B, € A4,_, associated with B; .

SuBCASE 1.1:
Bn = n.
We set
Bn = n;
Bi=n if jeln—11 and pr¥ =prYy;
Bji = P,j otherwise.

SUBCASE 1.2:
, pn=m <n.
We set ‘
Bn = m;
Bi=n if jeln—11 and Br% =Bl Brim:

Bi = B.j otherwise.

It is clear that B e 4, because, for every je [n], BrY = B = n in
Subcase 1.1 and Br-Yj = B% = B"m in Subcase 1.2.

Further, the correspondence B — B is a 1-1 application of the maps
B € B, satisfying B*n = n onto the maps B € 4,, having a single fixed point.

CASE 2:
B*n = 1.

This implies fn = 1 and Bj > 1 for every je [n — 1]. In fact a map
B: [n] — [n] belongs to B, and satisfies B*n = 1 iff f1 = 1 and there
exists a map B, € B,_, such that 8(j+ 1) = 1 + B,jfor every je [n — 1].
Then clearly B*(j + 1) = 1 + B35
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As above, we derive B from B, by setting simply fn = n and Bj = B,j
for je[n — 1]. Thus B € 4, because the restrictions of B to [n — 1] and
to {n} are two acyclic maps of these sets onto themselves and the cor-
respondence B — B is a 1-1 application of the maps B e B, satisfying
B*1 = n onto the maps B € 4, such that B~n = {n}.

Case 3:
I <B*n=m<n.

We define:

5, ={jeln —1]: B% < m},
I, ={jeln —1}: 8% > m}.

By hypothesis the restriction of 8* to I; U I, = [n — 1] is a bijection
onto [n]\{m} and it implies Bj << m (resp. > m) for every j € I, (resp. I,).
More accurately the present hypothesis is equivalent to the existence
of th feollowing objects:

(i) a map B, € B,,_; and a non-decreasing surjection A; : [m — 1] — I,
such that B,j = BA,j for each je [m — 1] (then Bfj = B*Aj).

(ii)) a map BB, (p =n —m) and a non-decreasing surjection
A : [p] — I, such that m + B,j = BA,j for each j e [p] (then m + BFj =
B*s)).

Reciprocally, if this is the case, we have B € B, (with B*n = m, auto-
matically) iff Bn € [m].

Thus letting I; = I, U {n},A{j = A;jor = mdepending uponje [m -- 1]
or = mand B;j = B,jor = Bm depending on the same condition, we have
B: € B, satisfying B;*m = m and we can combine the two constructions
already introduced in the definition of B € 4, :

BXj=MAB;j  foreach je([m];
B)‘z.f = Azlgzj for each je[p].

By construction the restriction of B to I, (resp. ) is a map of this set
into itself and this map is acyclic by the induction hypothesis. Further
by the discussion of Case 1, we know that this restriction has a single
fixed point, hence that I; can be retrieved from B as being the set of all
j € [n] for which B7j = Brn. This shows the 1-1 character of our application
B — B and it ends the verification of the validity of the construction.

PRINTED IN BRUGES, BELGIUM, BY THE ST. CATHERINE PRESS, LTD.
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Sur certains semi-groupes de matrices non negatives

MARCEL PAUL SCHUTZENBERGER
Recu 1 Juillet 1966

Introduction

On se propose de vérifier '’énoncé suivant qui constitue I'une des généralisations
possibles d’un théoréme de Worrowrrz ([1], cf. [2]).

Propriété. Soit A un semigroupe finiment engendré de matrices de dimension
finie & élémenis non négatifs satisfaisant les deux conditions susvantes:

(D) I nexiste aucune paire d’indices telle que U'élément correspondant de toutes
les matrices de A soit nul;

(I1) T'outes les mairices a € A ont le méme nombre positif g de racines caractéristi-
ques de module unité et satisfont imsup ||a” || < oo.

On a alors 0 = limsup {H a— limaH”q‘“: acAm).

m—ro0 n—roco
En raison de (IT), 'existence des matrices limite lim a*+"¢' résulte immédiate-
n—>o0
ment du théoréme de PERRON et FROBENIUS qui établit que pour chaque a € 4
les g racines caractéristiques qui ne sont pas de module strictement inférieur & 1
sont de fait des racines ¢!-iémes de 1'unité.

Comme d’usage, on appelera «monoide» tout semi groupe possédant un
élément neutre (noté e) et, & ceci prés, la terminologie sera celle de [3]. On utilisera
le cas particulier suivant de théorémes bien connus (cf. [3]).

Soit A* un monoide possédant des idéaux & droite minimaux B; (v € I) et des
idéaux & gauche minimaux L; (jeJ). On a \J{Ri: ie I} =\J{Ls: jeJ}.
Les quasi idéauz minimaux Ry N Ly = R;A*L; = RiL; (i € I, j € J) sont deux o
deux disjoints et sont tous tsomorphes & un méme group abstrait. Pour chaque a € A¥*,
la translation (B; N Ly) a (resp. a(R; N Ly)) est une bijection de R; N Ly sur un
quasi-idéal minimal R; N Ly (resp. Ry N Ly).

Il est commode de noter quun élément b d’un monoide B* appartient & des
idéaux minimaux & gauche et & droite de ce dernier si et seulement si

bebb' B¥* N B*b'b

pour tout b’ € B*, Cette condition est satisfaite si pour chaque b’ € B¥* il existe
un entier naturel p tel que b = (bd'b)P.

Yeérification de la Propriété
Elle se réduit & celle des cing remarques suivantes.
Remarque 1. Soit 4 = {h’m al*"':qe A\. Le monoide A* engendré par

n—r 0o
A U A admet des idéauzx minimauz ¢ droite et & gauche doné Uunion contient A.

19 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 9
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Preuve. Par définition tout élément de A* est égal & un produit ¢ =ayay - az
(0 < k < o0) dont chacun des facteurs appartient 3 4 ou & 4. Comme
hmsup ” qltnal _ al+n’q!” =0
7,n"—>c0
pour tout a € 4, on peut écrire ¢ = limc™ ot1 ¢™ est le produit de facteurs a;
(1 £4 £ k) de la forme a; ou al?'*! avec a; € A. Pour chaque valeur finie de
n, ¢(® appartient & 4 et posséde donc ¢ racines caractéristiques de module unité.
On peut choisir les vecteurs propres associés & ces racines de telle facon qu’ils
convergent quand n tend vers I'infini et par conséquent ¢ posséde au moins ¢
racines caractéristiques de module unité.
Supposons maintenant que ¢ € A* A A*, ¢’est & dire qu’au moins un des facteurs

’ .
a; a la forme a?'+1, L’espace nul du facteur correspondant a; = lima?¢'*! de
n—>oo

¢ a codimension ¢ et par conséquent I’espace nul de ¢ a codimension = ¢. Compte
tenu de ce que ¢ a au moins ¢ racines caractéristiques de module unité, ceci établit
que ¢ a exactement g semblables racines et que ¢ est aussi la codimension de son
espace nul. Utilisant le théoréme de Perron et Frobenius, on en conclut que
¢ = ¢t et c?!' = ¢®! pour tout ¢ € A* 4 A*. Maintenant, quelque soit ¢’ € 4*
le produit cc’c appartient & A* A A* et satisfait donc (cc’c)?' = (cc'c)2. Les
espaces nuls & droite et & gauche de (cc’c)? contiennent les espaces nuls cor-
respondant de ¢?' et plus précisément leur sont égaux puisqu’ils ont la méme
codimension q. Comme ¢?' et (c¢’ ¢)?' sont idempotents, il en résulte que ¢! = (c¢’c)?,
done comme on I’a rappelé dans I'Introduction que ¢? appartient & des idéaux
minimaux & droite et & gauche. Il en est de méme pour ¢ puisque ¢ € ¢! A* N A4 * 2!
en vertu de ¢ = ¢?'*1 et la vérification de la Remarque est achevée. On montrerait
sans peine que 4 est exactement 'union de tous les idéaux minimaux de 4*.

Remarque 2. Il existe un homomorphisme y de A* dans un monoide fini qui est
tel que sa restriction & chacun des quasiidéaux mintmaux de A* est injective et que
tous les idemptotents de pA*, sauf pe, sont contenu dans Punion de ses idéaux

Preuve. Utilisant les notations rappelées dans 'Introduction, on choisit un
quasi-idéal minimal Ry N L; et des bases fixes R{ CcRjet Li c L; des modules sur
R engendrés respectivement par les matrices de R; et de Lj.

Pour a,a’ € A* on pose

[a,a'] = [@/,a] = Sup{|bac —ba'c|: be Ry, ce Li}.

La relation [, ] = 0 sur 4* X A* est une équivalence n’ayant qu’un nombre-
fini de classes. En effet, d’une part les ensembles R; et L, sont finis puisque la
dimension commune des matrices de 4 * est finie; d’autre part ’ensemble Ry A* L
est fini puisqu’il est contenu dans R14*L; = (R14*) (A* L) = R Ly = Rinl,
et que ce dernier ensemble lui méme est fini en tant que groupe de matrices de
dimension finie dont I’ordre des éléments est borné (par ¢!).

Cette méme relation est une congruence car [@, a’] = 0 entraine

Sup{|bac —ba'c|: be Ry, celi} =0

puisque R; et L; sont des bases de R; et de L; respectivement, done, pour tout
d,d’ € A*, Sup{|bdad’'c —bda'd'c]: be R1,ce L1} =0 puisque R; et L
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satisfont identiquement Rid c R; et d'Lj c L1 en tant qu’idéaux a droite et &
gauche respectiviment, done enfin [dad’, da’d'] = 0.

Soit 4 I’homomorphisme naturel de A* sur son monoide quotient défini par la
congruence [,]=0. L’ensemble u(R; N L;) est contenu dans un quasi-idéal
nwinimal de u A* puisque R; N L; est un quasi idéal minimal de 4* et la restriction
de u & Ry N Ly est injective puisque par construction la restriction de [,] =0
3 cet ensemble se réduit & la relation d’identité. Maintenant, pour n’importe quel
élément d € Ry N Ly et chaque quasi-idéal R; N L; (€1, jeJ) lapplication
R; n Lj — d(R; N Ly)d est une bijection sur Ry N L; et comme cette application
commute avec y on a vérifié que la restriction de x & chacun des quasi-idéaux
minimaux de A* est injective.

Finalement si @ € A* est tel que ya = ua?, on a [a, a%] = 0, donc [a,d] =0
et ua = ud ol @ = lima'*"%', Par conséquent si @ + ¢ I’élément ya appartient &

n—>0o
P'union des ideaux minimaux de u4* puisqu’il est égal & 4d ott, comme on I'a vu
dans la Remarque précedente, @ appartient & 'union des idéaux minimaux de 4*.
Ceci conclut la vérification de la Remarque.

Remarque 3. Soit B* (respectivement D) le monoide (resp. Vidéal bilatére de B*)
formé de toutes les matrices b & éléments non négatifs de la forme

b=riay -+ reas 4 Frrax (O<k<oo)
ow les r; sont des quantités réelles de somme 1 et les a; des maitrices de A* (resp. de

A* A A*) ayant méme image par u. Le monoide B* admet des idéaux minimauz &
droite et & gauche dont 'union est égale ¢ D2. De plus

w=S8up{|b]:beB*} < oo.
def

Preuve. Comme la restriction de y 3 chacun des quasi-idéaux minimaux de 4*
est injective, tout b € D a la forme b = Z 47047 oil chaque ay; appartient & R; N Ly

i
et ol ¢§ parcourt ’ensemble d’indices I X J. On pose

Pi=2m; q;=2m
7 1

et on note D’ I'ensemble des b € D tels que ry = p;q; pour tout ¢j e I'XJ.
Soient

b= z’rijaij et b = Zr,f,-a;f
i i

deux élements de D. Pour chaque paire ¢j' € IXJ tous les produits ayaj;
(j € J, i’ € I) sont contenus dans R; N Ly et ont la méme image par u. En raison
du caractére injectif de u, ils sont done tous égaux & un méme lément a;;> € RyN Ly
et on a bb' =b" = Zpiq}a;-} ce qui montre d’abord que D2 c D', ensuite que si

%’
beD' (resp. b’ € D') les coefficients p; (resp. q;') de b sont les méme que les
coefficients correspondant de b (resp. de b’) et qu’ils sont donc indépendants de
I'autre facteur du produit.
Yitendant de facon naturelle 4 & un homomorphisme de B* dans uA*, on en
conclut immédiatement que pour b, b’ € D', I’ensemble b.D’b’ est isomorphe au

19+
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groupe Ri N L; et qu’en particulier b5”b = (bb"'5)?'*1 quelques soient b D’
et b” ¢ D, done, quelque soit "’ € B*, puisque I’on peut écrire bb’’b = bb?'b”' b2'b
ou b2'b”"b% € D et b = bb?'. Ceci achéve d’établir D2 = D’ et le fait que D2? est
contenu dans I'union des idéaux minimaux de B*.

Pour vérifier @ << oo, notons d’abord que la condition (I) sur A équivaut &
Pexistence d’une quantité positive telle que pour chaque paire d’indices une au
moins des matrices de 4 ait son élément correspondant supérieur & cette quantité.
Comme A est un idéal & droite et & gauche et que toutes les matrices de la forme
a?' (@ € A) ont trace q et une dimension finie, la méme condition est satisfaite par 4.
Comme pour chaque b € B* et a € 4 la matrice aba € D? est d’ordre fini et que
par conséquent aucun de ses éléments diagonaux ne peut étre supérieur 4 1, on en
conclut que ’ensemble de tous les éléments des matrices b € B* est borné supérieure-
ment et la Remarque est entiérement vérifiée puisque les matrices de B* sont de
dimension finie.

Remarque 4. L’application 7w de B* dans Uintervalle [0, 1] définie pour tout
b e B* par

b =1Inf{se[0,1]: b= (1 — s)by+ sba; byeD; boc B*; ub; = ubs}
est submultiplicative et pour tout b, b’ € B* on a
by —lm (b)) < 5w (nb 4 ab' —xwb - ab).

n—> 00

Preuve. Soient b = (1 — 8)b1 -+ sbg; b = (1 — 8 )b{ + 8'by olt s = mh;
8 =mb’; bl, b1 eD; bz, by e B*; ub; — /,tbz, uby —ybz On peut écrire bb’
= (1 — ss')b; +ss bzb, o la matrlce b, est égale & (1 — ss')~1((1 — s)b1b;
+ (L — 8)8'biby + s(1 — s )bgbl) et appartlent & D puisque ses coefficients ont
somme 1 et que les matrices blbl, blbz et 6261 appartiennent & D et ont la méme
image par . Ceci établit 7 (bd') < =b - =b’.

D’autre part on peut écrire bd’ = (1 — t)d + td’ ou t = zb ++ nb" — 7b - nb;
d = bib;e D2 et d’' € B*. Si ¢ = lim(b')*"'~1 on a uded = ud car d’une part

n—o0

ud = u(bb’) par construction, et, d’autre part ud = pd"?'*+! pour tous les entiers
n puisque d € D2, Comme dcd et d appartiennent au méme quasi-idéal minimal de
B* ainsi qu’on 14 vu dans la Remarque 3, on en conclut que de fait ded = d.
Tenant compte de cette égalité et substituant (1 — ¢)d + td’ 4 bb’ dans’expression
bb' — bb’chbb’ de bb’ — lim (bb')*2'+1) on trouve que cette différence est égale &

n—>o0
t(d — (1 —¢t) (ded + ded’ + d'cd) — td'cd’) ce qui livre 'inégalité cherchée.

Remarque 5. A chaque & positif il correspond un entier naturel m; tel des matrices
de A™ € 4* soit égale & un produit a’a’’ on o', o' € A* salisfont na’, wa' < e.

Preuve. L’hypothése que A est finiment engendré implique que
U{4r:0<p <p}

soit un ensemble fini pour tout entier naturel p et, en raison du caractére sub-
multiplicatif de s, il suffit de vérifier I’existence d’un p < oo tel que ma < 1
pour tout a € 42,
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Soit f I’homomorphisme de B* dans le monoide de relations binaires qui
envoye chaque b € B* sur ’ensemble des paires d’indices pour lesquelles ’élément
correspondant de b est positif ([1]). § B* est un monoide fini. Il en est de méme
du produit direct 4z B* X 8 B* et on peut donc trouver un entier naturel p tel que
chacune des matrices de AP soit égale & un produit ajaas ou a1, az € A* et olt
ac AA* satisfait ya = ua? et fa = Ba2 (cf.[1]). Posant @ = lima™?'*, ces

n—>co
équations impliquent ud = ua et fac fa. Cette derniére relation entraine
Pexistence d’une quantité non négative r << 1 pour laquelle r-1(@¢ — (1 — r)@)=a’
est une matrice & éléments non négatifs. On a a’ € B* puisque d’une part r—1
— r~1(1 — r) = 1 et, d’autre part, ud = pa. Par conséquent wa <r <1 et la
vérification de la Propriété est achevée.
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N. CHOMSKY ET M. P. SCHUTZENBERGER

THEORIE ALGEBRIQUE DES LANGAGES
« CONTEXT-FREE » *

4. Motivation linguistique.

Nous nous intéresserons ici a4 plusieurs classes de processus généra-
teurs de phrases qui sont liés de prés, 4 beaucoup d’égards, aux gram-
maires des langues naturelles et de divers langages artificiels. Par lan-
gage, nous entendons simplement un ensemble de séquences sur un
ensemble fini quelconque V de symboles, appelé vocabulaire du langage.
Une grammaire sera un ensemble de régles énumérant récursivement les
séquences appartenant au langage. Nous dirons que la grammaire engendre
ces séquences. (En pensant aux langues naturelles nous appellerions les
séquences engendrées, des phrases; en termes algébriques on les appelle-
rait habituellement des mols, et le vocabulaire serait appelé un alphabel;
en considérant la grammaire comme déterminant un langage de pro-
grammation, on appellerait les séquences des programmes; en général
nous emploierons le terme neutre de séquence.)

Pour qu’une classe de grammaires soit linguistiquement intéressante,
il doit exister un procédé qui fasse correspondre a n’importe quel couple
(o, G), ou ¢ est une séquence et G une grammaire de cette classe, une
description structurale satisfaisante de la séquence o, par rapport a la
grammaire G. En particulier la description structurale devrait indi-
quer, s’il en est ainsi, que la séquence ¢ est une phrase bien formée du
langage L(G) engendré par G. Dans ce cas, la description structurale
doit contenir des renseignements grammaticaux servant de base a I'ex-
plication de la maniére dont ¢ est interprétée par des «locuteurs » qui
ont assimilé la grammaire G; sinon, il serait bon que la description struc-
turale indique en quoi ¢ différe d’une séquence bien formée.

Nous ne nous intéresserons ici qu’a un aspect de la description struc-

* Ce travail a été financé en partie par : U. S. Army Signal Corps, Air Force
Office of Scientific Research, Office of Naval Research, et en partie par National Science
Foundation et par un don du Commonwealth Fund. Il a été publié en anglais dans :
Computer Programming and Formal Systems, P. Brafford et D. Hirschberg Eds, North
Holland, Amsterdam, 1963.
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turale d’une phrase, 4 savoir sa subdivision en syntagmes appartenant
a différentes catégories. Ainsi, par exemple, une description structurale
de la phrase anglaise « those torn books are completely worthless » devrait
indiquer que those est un Démonstratif, torn et worthless des Adjeclifs,
books un Nom, completely un Adverbe, those torn books un Syntagme Nomi-
nal, completely worthless un Syntagme Adjectival, are completely worthless
un Syntagme Verbal, que la séquence tout entiére est une Phrase, ainsi
que des détails supplémentaires quant & la sous-classification. Ces ren-
seignements peuvent étre représentés par un schéma du type (1) :

|
| |
¥ ‘lr
R
v ¥ v 1 ¥
DTm Aldj IT are ‘—-—~ SA ———l
¥ + ¥ v +
those torn books D Adj
i ;

completely worthless

ou, d’'une maniére équivalente, par un parenthésage étiqueté de la
séquence, comme dans (2) :

[plsn[Demthose][ agstorn][xbooks]][svare
[salpcompletely][ 5 qsworthless]]]].

Une préoccupation essentielle de la théorie générale des langues
naturelles est de définir la classe des séquences possibles (en fixant un
alphabet phonétique universel); la classe des grammaires possibles; la
classe des descriptions structurales possibles; un procédé permettant
d’attribuer des descriptions structurales aux phrases, étant donnée une
grammaire; et de faire tout ceci de telle fagon que la description structu-
rale attribuée 4 une phrase par la grammaire d’une langue naturelle soit
une base pour expliquer comment une personne qui parle cette langue
comprend cette phrase (en supposant I’absence de limitations dues a la
mémoire, P'attention, etc.). Alors, la grammaire représentera certains
aspects de la compétence linguistique de celui qui parle la langue.

Nous ne nous intéresserons pas ici 4 la question empirique de I'adé-
quation & la réalité des descriptions structurales ou des grammaires que
nous étudierons. D’ailleurs les classes de grammaires que nous envisa-
gerons et les genres de descriptions structurales qu’elles engendrent, sont
sans aucun doute trop pauvres, pour étre a la hauteur de la véritable
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compétence linguistique de ’homme. Néanmoins, les systémes que nous
considérons (qui, effectivement, formalisent des notions traditionnelles
de l'analyse logique et de ’analyse en constituants immédiats) sont a
rapprocher des types de systémes qui semblent empiriquement adéquats,
et sont jusqu'a présent, trop complexes pour étre soumis & une étude
abstraite 1.

Dans la représentation (2), nous avons, en plus des parenthéses,
deux sortes de symboles :

(i) des symboles delaséquence engendrée (i.e. les six symboles those,
torn, books, are, completely, worthless) %;

(ii) les symboles P, SA, Dem., Adj, N, SV, SA, D, représentant des
catégories syntaxiques. Nous appellerons les symboles du type (i) ter-
minaux, ceux du type (ii) non terminaux.

Nous supposerons, ci-aprés, qu’il existe une collection déterminée
de symboles terminaux et non terminaux a partir desquels les grammaires
de toutes les langues sont construites. On peut considérer que I’ensemble
des terminaux constitue un vocabulaire potentiel commun & toutes les
langues. Par analogie avec le langage parlé, on peut considérer que
I’ensemble des terminaux est défini par un alphabet phonétique universel
(en supposant, comme il est naturel de le faire que la longueur des mor-
phémes est bornée supérieurement). En examinant de nouveau le langage
naturel, on peut considérer I’ensemble fixe des non-terminaux comme un
ensemble universel de catégories dans lequel on prend les divers types
de syntagmes du langage. Une question traditionnelle importante de la
linguistique générale touche a la possibilité de donner une interprétation
concréte des non-terminaux a l'aide desquels sont construites les gram-
maires. Est-il possible, autrement dit, de trouver une définition générale,
indépendante de toute langue particuliére, de catégories telles que Nom,
Verbe, etc..., en termes de contenu sémantique ou de propriétés formelles
des grammaires? Le probléme d’une interprétation concréte a donner a
Pensemble des terminaux et non-terminaux est évidemment le méme
que le probléme qui consiste & rendre empiriquement adéquates certaines
catégories des grammaires, un point capital dans la science du langage;
mais il va au-dela de nos préoccupations immédiates.

Nous pouvons engendrer la phrase : « those torn books are completely
worthless » avec la description structurale (2), au moyen de I'’ensemble
des régles de réécriture :

1. Pour une discussion plus poussée de ces questions, voir Chomsky [10].

2. Dans une grammaire linguistiquement adéquate, on n’engendrerait pas ces,
symboles, mais plutét une représentation plus abstraite, utilisant les symboles the,
démonstratif, pluriel, tear, participe, book, pluriel, be, pluriel, complete, by, worth, less,
dans cet ordre. La représentation au moyen de ces symboles (appelés morphémes)
serait transformée en une représentation phonétique par un ensemble de régles phono-
logiques auxquelles nous ne nous intéresserons pas ici. Voir Chomsky et Miller [15].
Nous n’utiliserons des phrases véritables comme (2) que pour des exemples descriptifs,
et par conséquent nous laisserons de coté des raffinements de ce genre.
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®3) P —>SNSV

SN —Det Adj N
Dem — those

Adj — torn

Adj — worthless
N — books

SV — are SA

SA — D Adj

D  — completely

par une dérivation construite de la maniére suivante.

On écrit d’abord le symbole initial # comme premiére ligne de la
dérivation. On forme la (n - 1)¢ ligne de la dérivation en choisissant
n’importe quelle occurrence d’un « non terminal dans la ne ligne (ou
cette occurrence de a n’étiquette pas une parenthése), et en la rempla-
cant par la séquence : [¢p], ol & — ¢ est une des régles de (3). On conti-
nue jusqu’a ce que les seuls non-terminaux qui apparaissent soient ceux
qui étiquétent des parenthéses; la dérivation est alors ferminée. En
supprimant les parenthéses d’une dérivation terminée avec leurs
étiquettes, on a une séquence qui ne contient que des terminaux. Appe-
lons ceci une séquence terminale. Quatre séquences terminales différentes
peuvent étre engendrées par la grammaire (3). 11 est possible de construire
une grammaire qui engendre une infinité de séquences terminales, cha-
cune avec une description structurale, en autorisant des récurrences, par
exemple en ajoutant a (3) les reégles :

C)) SN — that P
SV —>is SA
SA — obvious

auquel cas on peut engendrer par exemple « that those torn books are
completely worthless is obvious », etc. 3, Chacune des phrases engendrées
aura encore une description structurale du type voulu.

Des grammaires du type (3)-(4) seront appelées « context-free »
((N. d. T.) C-grammaires). Elles sont caractérisées par le fait qu’il appa-
rait exactement un symbole non terminal dans le membre gauche de
chaque régle de réécriture.

Si cette restriction n’est pas exigée les systémes obtenus ont alors
des propriétés formelles entiérement différentes.

Il semble que les grammaires des langues naturelles doivent contenir

3. Dans ce cas, une infinité de phrases non anglaises seront également engendrées,
par exemple « that those torn books is obvious are completely worthless », etc. Donc
la grammaire ((3), (4)) est inacceptable. La difficulté qu’il y a & éviter de telles insuffi-
sances empiriques peut étre facilement sous-estimée. Soulignons & nouveau que c’est 1a
le point déterminant, aussi bien pour la linguistique que pour la psychologie, bien qu’il
ne soit pas abordé directement ici. Pour une discussion, voir Chomsky [13].
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au moins quelques régles de réécriture de ce type plus général, et certaines
régles qui ne sont pas du tout des régles de réécriture. Cf. Chomsky [8] [10]
et [12], Chomsky et Miller [15] pour une discussion abstraite plus poussée
de tels systémes que nous n’examinerons pas plus en détail ici. Un ensemble
de séquences terminales qui peut étre engendré par une certaine C-gram-
maire sera appelé un C-langage.

Une C-grammaire peut engendrer une séquence terminale (sans
parenthéses) ¢ avec plusieurs descriptions structurales différentes. Dans
ce cas, si la grammaire est empiriquement adéquate, la séquence ¢ est
structuralement ambigué. Considérons par exemple la C-grammaire,
ayant les régles :

®) P —»SNSV
SN —> they; SN— Adj N; SN—> N
SV - are SN; SV — Verbe SN
Verbe — are flying
Adj - flying
N  — planes

Avec cette grammaire on peut engendrer aussi bien (6) que (7) :

(6) [ plsnthey] [svlverseare flying] [sn[nplanes]]]].
™ [plsnthey] [svare[snlaq;flying] [nplanes]]]].

Corrélativement, la séquence terminale « they are flying planes »
est structuralement ambigué; elle peut vouloir dire : « my friends who are
pilots are flying planes » : (mes amis, qui sont pilotes, sont en train de
piloter des avions), ou : « those spots on the horizon are flying planes »
(ces taches sur I'horizon sont des avions qui volent). L’étude de I'ambi-
guité structurale est une des facons les plus instructives de déterminer
si une grammaire est empiriquement adéquate ou non.

Nous verrons plus loin que 'ambiguité de certains C-langages est
inhérente, dans la mesure ol toute C-grammaire qui les engendre attribue
plusieurs descriptions structurales & certaines de leurs phrases.

De plus, nous verrons que le probléme de savoir si une C-grammaire
est ambigué est récursivement indécidable ¢, méme pour des types de
C-grammaires extrémement simples.

Bien que les C-grammaires soient loin d’étre suffisantes pour les
langues naturelles, elles sont sans aucun doute satisfaisantes pour la des-
cription des langages artificiels usuels, et apparemment pour la description
de certains (peut-étre tous) langages de programmation. En particulier

4. En d’autres termes, il n’y a pas de procédure mécanique (d’algorithme) permet-
tant de savoir si une C-grammaire quelconque attribue plus d’une description structu-
rale a une séquence qu’elle engendre.
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on peut donner une C-grammaire pour I’'Algol [18] et chaque programme
en Algol sera une des séquences terminales engendrées par cette gram-
maire.

11 est clair qu’un langage de programmation ne doit pas étre ambigii.
Par conséquent, il est important de pouvoir s’assurer qu’un langage de
programmation particulier satisfait effectivement cette condition, ou
encore que dans un certain ensemble infini de programmes, chacun d’eux
est sans ambiguité, certaines techniques utilisées pour les construire
étant données (par exemple des techniques qu’on peut représenter comme
des régles de construction de dérivations dans une C-grammaire). Comme
on I'a signalé dans le précédent paragraphe, ces questions peuvent étre
assez difficiles.

Supposons que G, et G, soient des systémes générateurs qui spécifient
certaines techniques de construction de programmes de calculateurs;
supposons, en fait, que G; et G, soient des grammaires engendrant les
langages de programmation L, et L,, consistant chacun en un nombre
infini de séquences, chaque séquence étant un programme possible. Il est
souvent intéressant d’étudier les puissances relatives des langages de
programmation.

Nous verrons que si G; et G, sont des C-grammaires (comme par
exemple pour 1’Algol), la plupart des problémes touchant aux rapports
entre L, et L, sont récursivement indécidables, ceci est vrai en particulier
pour le probléme de savoir si L, et L, ont une intersection vide, ou infinie,
ou si L, est contenu dans L, [2], ou s’il existe un transducteur fini (un
compilateur) qui applique L, sur L, (Ginsburg et Rose, communication
personnelle).

Par conséquent, il est possible que des questions générales sur les
propriétés formelles des C-systémes et de leurs relations formelles aient
une interprétation concréte dans I'étude des systémes de traitement de
Iinformation aussi bien que dans celle des langues naturelles. Cette pos-
sibilité a été montrée en particulier par Ginsburg et Rice [18], Ginsburg
et Rose [19].

Lorsqu’on considére une grammaire comme un processus générateur,
on peut s’intéresser au langage (& I'ensemble des séquences terminales)
qu’elle engendre, ou bien 4 I’ensemble des descriptions structurales qu’elle
engendre (N. B. : chaque description structurale détermine une séquence
terminale de maniére unique, comme dans (2)). Cette derniére question
est évidemment de loin la plus intéressante. De la méme facon, dans
Pétude de la capacité génératrice d’une classe de grammaires (ou de la
capacité relative de plusieurs de ces classes, comme dans 1’évaluation de
théories linguistiques (soumises & un choix), on peut s’intéresser ou bien
a I'ensemble des langages qu’on peut engendrer, ou bien a ’ensemble
des systémes de descriptions structurales qu’on peut engendrer. Ici encore,
le dernier aspect est plus intéressant, mais beaucoup plus difficile. Ces
questions ont toutes été abordées trés récemment et on s’est limité presque
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exclusivement & engendrer des langages plutét que des systémes de
descriptions structurales.

Nous envisagerons la génération d’'un point de vue intermédiaire
entre les deux précédents. Nous considérerons une représentation d’un
langage qui ne sera ni un ensemble de séquences ni non plus un ensemble
de descriptions structurales, mais un ensemble de couples (s, n), ol ¢ est
une séquence, et n son degré d’ambiguité, c’est-a-dire le nombre des
descriptions structurales différentes attribuées a ¢ par la grammaire G qui
engendre le langage auquel ¢ appartient.

2. Les grammaires en tant que générateurs de séries formelles
de puissances.

2.1. Supposons donné un vocabulaire fini V, ou les ensembles Vg
(= vocabulaire terminal) et Vy (= vocabulaire non terminal) forment
une partition.

Considérons maintenant des langages sur le vocabulaire V1, et des
grammaires ayant leurs symboles non terminaux dans Vy. Soit F(Vy) le
monoide libre engendré par Vo, i. e. I’ensemble de toutes les séquences
sur le vocabulaire V1. Un langage est alors un sous-ensemble de F(Vy).

Considérons une application r qui fasse correspondre & chaque
séquence fe F(V7) un certain entier < r, f >. Une telle application peut
étre représentée par une série formelle de puissances (notée également r)
sur les variables  non-commutatives de V. Ainsi :

® "z}t:<"9fi>fi=<"’f1>f1+<"’f§>fz+---,

ol fi, fo, ... est une énumération de toutes les séquences de V. Le sup-
port de r (= Supp. (1)) est défini comme I’ensemble des séquences & coeffi-
cients non nuls dans r. Ainsi :

9) Supp. () = | fieF(Vy) | <r, fi> # 0].

Il n’est pas exigé que les coefficients < r, f; > de la série formelle de
puissance r soient positifs. S’ils le sont (pour touti, <r, f; > > 0), nous
dirons que r est une série formelle de puissances posITIVE. Si pour chaque
fie F(V7), le coefficient est 0 ou 1, nous dirons que r est la série formelle
de puissances caractéristique de son support.

2.2. Sir est une série formelle de puissances et n un entier, le pro-
duit nr est par définition la série formelle de puissances de coefficients
<nr,f>=n<r,f,> ol <r, f > est le coefficient de f dans r. Sir et
r' sont des séries formelles de puissances, r + r’ est par définition, la série
formelle de puissances de coefficients : <r + ', f > = <r, >
+ <r,f>ou <r f> et <r, f> sont respectivement les coefficients
de f dans r et r'. rr' sera définie comme la série formelle de puissances de
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coefficients < rr', f> = lZ <r fi> <r, f;>, avec fif; = f. Ainsi
»]

I’ensemble des séries formelles de puissances est un anneau fermé pour
les opérations : multiplication par un entier, addition, multiplication.

Remarquons que si r et r’ sont des séries formelles de puissances le
support de r + r' est exactement la réunion des supports de r et r’, et le
support de rr' est exactement I'ensemble produit des supports de r et r’
(i. e., 'ensemble de toutes les séquences fif; telles que f; soit dans le sup-
port de r et f; dans le support de r). Nous discuterons ci-dessous I'in-
terprétation d’autres opérations théoriques simples sur ces ensembles.

On dira que deux séries formelles de puissances r et r' sont équiva-
lentes mod. degré n (i. e., r =r' (mod. deg. n))si <r, f> = <r',f>
pour chaque séquence f de longueur (« degré ») < n. Supposons alors que
nous ayons une suite infinie de séries formelles de puissances r, ry ...,
telles que pour chaque n et chaque n’ > n, r, = r,,(mod. deg. n). Dans
ce cas la limite r de la suite ry, r,, ..., est bien définie comme étant :

r = lim m,r,
n— oo

ou, pour chaque n, xt, r, est le polyndme formé & partirde r, en remplacant
tous les coeflicients des séquences de longueur > n par zéro. L’anneau des
séries formelles de puissances devient donc ultramétrique, donc topologique.

Ces notions étant définies, abordons le probléme du lien entre la
représentation des langages en termes de série formelle de puissances
et la représentation des langages par des processus générateurs tels que
les C-grammaires.

2.3. Soit G un proccessus générateur engendrant le langage L(G). A
chaque séquence fe F(Vy), G associe un certain nombre N(G, f) de des-
criptions structurales; N(G, f) > 0 seulement si fe L(G). N(G, f) exprime
le degré d’ambiguité structurale de f par rapport a G. Il est naturel
d’associer & G la série formelle de puissances r(G) telles que < r(G), f>
= N(G, f), < r(G), f> étant le coeflicient de f dans r(G). Ainsi r(G)
exprime ambiguité de toutes les séquences terminales vis-a-vis de la
grammaire G. Le coefficient < r(G), f > n’est égal a zéroque si fn’est pas
engendrée par G; il n’est égal & 1 que si f est engendrée sans ambiguité
(d’une maniére et d’une seule) par G; il est égal a 2 s’il existe deux des-
criptions structurales différentes pour f, en termes de G; etc...

Un r(G) associé & une grammaire G sera évidemment toujours positif;
et son support Supp. (r(G)) sera exactement le langage L(G) engendré
par G. Nous pouvons considérer qu’'une série formelle de puissances r qui
a des coefficients positifs et négatifs est associée & deux processus généra-
teurs G; et G,. On peut prendre pour coefficient < r, f> de f dansrla
différence entre les nombres de fois ou f est engendrée par G, et Gy;
c’est-a-dire, dans ce cas,

<nf>= N(Glsf)’—N(Gz’ f)-
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Supposons que G soit une C-grammaire d’éléments non terminaux
0y, Oy, ... Gp, OU &, est le symbole initial désigné (i. e., o; = P dans
Pexemple (1), ci-dessus).

Nous pouvons construire la série formelle de puissances r(G) associée
4 G par une méthode d’itération directe. Pour cela nous procéderons de la
facon suivante :

Remarquons d’abord que G peut s’écrire sous la forme d’un systéme
d’équations par rapport aux variables oy, ..., an. Soient @y;.. ., @sm, les
séquences telles que a; —> @;; (I < j < m;) soient des régles de G.
Associons alors & «; I'expression polyndmiale o;,

11) G = @iy + Pig + o + Piymy

Associons maintenant & la grammaire G le systéme d’équations :

(12) o = 073 +.. Oy = Ops

Supposons que la grammaire G ne contienne pas de régles de la forme :

13) o —>e
o —> o

11 est clair que ces suppositions n’affectent en rien la capacité génératrice
[2]. C’est-a-dire que pour chaque C-grammaire comportant de telles régles,
il en existe une autre sans aucune régle de cette sorte et qui engendre le
méme langage. Nous exigerons explicitement encore, que si G est une
C-grammaire, « un non-terminal de G, il existe des séquences terminales
dérivables de o« — i. e. si G’ contient les régles de G et posséde « comme
symbole initial, le langage engendré par G’ doit étre non vide. Il est évi-
dent que cette exigeance n’affecte pas non plus la capacité génératrice.

Revenons maintenant au probléme de la construction de la série de
puissances associée & G, et qui représente le degré d’ambiguité que G
attribue & chaque séquence; remarquons que chaque équation «; = o; de
(12) peut étre considérée comme définissant une application ¢; qui
applique un n-uple (ry, ..., r,) de séries de puissances sur la série de puis-
sances obtenue en remplagant «; par r; dans o;. Ceci est 1égitime du fait
des propriétés de cloture de 'anneau des séries de puissances, indiquées
ci-dessus au § 2.2.

Ainsi I'ensemble d’équations (12) définit une application ¢,

14 Y@y oo ) =y .. r'pdoury = ¢;(r, ..., rp).

Considérons maintenant la suite infinie de n-uples de séries de puis-
Sances g, P, -+ .» OU :

Po = ("o,p cees Top) = o, ..., 0
pl = (1'1,1, ceey I‘l,n)
92 = (I‘2,1, ceoey rz,n)
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et ol pour chaque i, j (j > 0)
(16) ri,i = q}i (r]'.l,I’ coey ri—l.ﬂ)’

et olt 0 est la série de puissances qui a tous ses coefficients nuls. Chaque
rj,; de (15) n’a qu’un nombre fini de coefficients non nuls; autrement dit,
c’est un polynéme. De plus, on peut montrer que pour tout i, j, j' tels
quej,'>j> 0,1<1i< n,onabien:

17 rj; =1y ; (mod. deg. j).

Par la suite, comme on I'a vu au § 2.2, la limite r ; de la suite infinie
Iyis g ..., st bien définie pour tout i (ce n’est évidemment pas en
général un polynéme). Nous appellerons le n — uple (rooys - - -5 I',con) ainsi
défini, la solution du systéme d’équations (12). En effet, le n — uple
(Too’ss « - +5 Toon) €5t le seul n — uple & satisfaire, dans notre cadre, le sys-
téme d’équations (12). Pour cette raison, nous dirons qu’une série de
puissances est algébrique [42] si elle est un des termes d’une solution d’un
systéme d’équations tels que (12), sans restriction sur le signe des coeffi-
cients numériques. Nous dirons qu’une série de puissances est « context-
free » si les coefficients des équations de définitions sont tous positifs.

En particulier ro, ;, que nous appellerons désormais, la série de puis-
sances engendrée par la grammaire G de (12) de symbole initial «;, est la
série de puissances associée 4 G, de la maniére décrite au début du § 2.3.
Son support est le langage L(G) engendré par G, etle coefficient < reo;, f>
d’une séquence fe F(Vy) détermine 'ambiguité de ce f par rapport & G,
de la maniére décrite ci-dessus.

Remarquons que si une série algébrique de puissances est « context-
free », elle est positive, mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie.
C’est ainsi qu'une série de puissances pourra étre un terme d’une solution
d’un systéme d’équations, et n’avoir que des coefficients positifs, mais ne
pas étre un terme d’une solution de n’importe quel systéme d’équations a
coefficients tous positifs®.

2.4. Comme exemple du procédé ci-dessus, considérons les deux
grammaires (18) et (19) :

(18) P bPP; P> a
19) P — PbP; P> a,

Chacune de ces grammaires n’a qu’un non-terminal, donc le systéme
d’équations correspondant, consistera, dans les deux cas, en une équation
unique. A (18) correspond (20) et a (19), (21) :

(20) P =bPP +a

5. Par exemple, en utilisant les notions qui seront définies plus bas § 3.1, le carré
d’Hadamard s @ s, pour selo n’a que des coefficients positifs (et a le méme support
que s), mais en général, n’est pas engendré par un ensemble d’équations & coefficients
seulement positifs.
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1) P = PbP + a.

Les équations (19) et (20) correspondent a (12) ci-dessus, avec n = 1. Elles
remplissent toutes deux la condition (13).
Envisageons d’abord la grammaire (18) représentée sous la forme (20).
En procédant comme dans I’alinéa précédent, on considére que (20) définit
une application ¢ telle que §(r) = a -} brr, ot r est une série de puissances.
On forme alors (comme en (15)) la suite infinie py, p;, pgr - .., de la
facon suivante :

(22) pp =1, =10
pp =TI = a4 bryr,
pg = Iy = a + bnyny
p3 = Iy = a + bryry

a-+ b00 = a

a + baa

a + b(a + baa) (a + baa)

a + baa 4 babaa -+ bbaaa -}- bbaabaa

o

Pa =Ty = a + brgry

11 est clair que pour tout j, j', tels que j' > j > 0, onar; =r;, (mod.
deg. j). Par suite la limite ro, est bien définie. Cette série de puissances
est la solution de I'équation (20), et son support est le langage engendré
par la C-grammaire (18). Remarquons que la série de puissances roo est,
dans ce cas, caractéristique, et que son support, est I’ensemble des for-
mules bien formées du « calcul des implications » 4 une variable, dans la
notation sans parenthéses (notation polonaise) (le symbole a jouant le
role de variable propositionnelle et b le réle de I'opérateur « condi-
tionnel »).

Considérons maintenant la grammaire (19) représentée sous la forme
(21). Nous regarderons (21), comme définissant une application ¢ telle
que ¢ (r) = a + rbr, ou r est une série de puissances. Formons la suite

infinie py, py, g - -+ ¢

@3) p=ro=0
p=n=a-+rbry=a- 00 =a
=TIy =a - rbr, = a 4 aba
p =r3=a -+ rybry = a 4+ (a + aba)b(a 4 aba)
= a + aba + 2ababa -}- abababa
p =TI, =a -+ rghry
= a -+ aba ¢(ab)® a + 5(ad)® a + 6(ad)* a + 6(ad)® a +
4(ab)® a + (ab)’ a

.....

Ici encore pour tout j, j’ tels que j' > j > 0, on ar; =ry, (mod. deg j)
et la limite 1, est définie comme étant la série des puissances :
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(24) ro = % [22 nw—i—i (ab)"a = a -+ aba 4- 2(ab)?a + 5(ab)®a -+ 14(ab)*a

+ 42(abya + .....

oit 2n| _2nx2n—1x...xn+1
n I1X2X...Xn )

La série de puissances roo de (24) est la solution de I’équation (21) et
son support est le langage engendré par la grammaire (19). Ce n’est pas,
dans ce cas, une série de puissances caractéristique. En prenant encore
le symbole a comme variable propositionnelle et b comme signe pour
« conditionnel », la grammaire (19) est I'ensemble de régles qui engendre
les formules bien formées du calcul des implications 4 une variable, en
notations ordinaires mais sans parenthéses. Les descriptions structurales
engendrées par (19), de la maniére décrite dans le premier alinéa (cf. (3))
sont évidemment sans ambiguité, puisqu’on conserve les parenthéses,
mais les séquences terminales formées en supprimant les parenthéses sont
ambigués et le degré d’ambiguité de chaque séquence terminale engendrée
est exactement son coefficient dans ro; ainsi on peut interpréter ababa
de deux facons, soit comme (ab(aba)), soit comme ((aba)ba), etc. Un cas
plus général a été traité par Raney [38] au moyen de la formule d’inver-
sion de Lagrange.

Dans (20) et (21) tous les coefficients sont positifs et la solution est
donc une série de puissances positive. Considérons, toutefois, le systéme
d’équations constitué par I'équation unique :

(25) S = a— SbS.

Nous avons alors la suite :

(26) Po=To =10
pp =1 =a—rebro=a—0b0 = a
pp =Ty = a—nb, = a— aba
p3 = I3 = a — rybr, = a — (a — aba) b(a — aba)
= a@ — aba +2 ababa — abababa.

Les coefficients de p; dans (26) sont précisément les mémes que ceux
de p; dans (23) sauf pour le signe —, le coefficient de f dans p; de (26) n’est
positif que si f comporte un nombre pair de b.

La série de puissances r.o, solution de (25), n’est pas positive et
donc n’est pas « context-free » (bien qu’il se trouve que son support soit
ici un langage « context-free »; c’est d’ailleurs un langage dont (19) est
une grammaire). Nous pouvons cependant considérer r, comme la dif-
férence entre les deux séries de puissances « context-free » r* et r;;
et corrélativement nous pouvons considérer que son support est I'en-
semble des séquences qui ne sont pas engendrées le méme nombre de
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fois par un couple de C-grammaires G+ et G~ qui engendrent roo + et reo—
respectivement. Posons § = S+ — S— de telle facon que (25) devienne :

27) S+ — 8§ =a—(§+ —S)b (S+—S)
=aqa—(S+bS+ — S+ bS—— S—bS+ + S— bS-)
=a-4 S+bS+ 4 S—bS+ —(S+bS+ + S— bS—).

Considérons alors ’ensemble des équations :

28) () S+ =a -+ S+bS— 4 S—bS+
(ii) S— = S+bS+ + S—bS—.

C’est un ensemble d’équations positives 4 deux variables S+ et S—
admettant comme solution (reo +, I'eo—), Ol To+ est la limite de la suite
I+, r;— ..., et roo— la limite de la suite r,+, n,—, ... de (29) :

(29 Po = (Fo+> T,—) = (0, 0)
pr = (n+, i) = (a, 0)
pe = (rp+, r;—) = (a, aba).

Il est clair que lorsque 7o est la solution de (25), f'oo = Fo™ — Too™.
Mais de plus, I est la série de puissances engendrée par la C-grammaire
G * de symbole initial S* et de grammaire (28 i) et ro— est la série de
puissances engendrée par la C-grammaire G— de symbole initial S~ et
de grammaire (28 ii).

D’une maniére analogue toute série algébrique de puissances peut
étre représentée (d’une infinité de facons différentes) par la différence
de deux séries de puissances « context-free », et son support peut donc
étre considéré comme 1’ensemble des séquences qui ne sont pas engendrées
le méme nombre de fois par deux C-grammaires. C’est ce que nous pou-
vons donner de plus concret comme interprétation d’une série algébrique
de puissances.

Plus généralement, la méme construction pourrait se faire pour un
anneau quelconque de coefficients, au lieu de Panneau des nombres
naturels utilisés ci-dessus. Ce domaine reste inexploré. Par exemple si les
coefficients sont pris modulo un nombre premier (i. e. si on considére
comme « non produites » les séquences produites un nombre de fois égal

n
4 un multiple de p), la série formelle de puissances Zn > 0’ & un seul
terminal z est algébrique [27] alors que son support ne peut étre aucune
des séries de puissances introduites plus haut.

3. Autres opérations sur les séries formelles de puissances.

3.1. Au § 2.2 nous avons vu qu'un ensemble de séries de puissances
est fermé pour les opérations d’addition, produit, et multiplication par
un entier. Nous avons signalé que le support de r 4 r’ est la réunion des
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supports de r et 1’ et que le support de rr’ est 'ensemble produit des
supports de r et r’, pourvu que les coefficients ne soient pas négatifs.

Considérons maintenant deux autres opérations pour lesquelles I’en-
semble des séries de puissances est fermé, et considérons I'interprétation
correspondante en théorie des ensembles pour leurs supports.

11 est classique de dire que r est quasi régulier si < r, e > = 0.
Alors r = 0 (mod deg n) pour 0 <n < n' et 'élément r* = lim 500
2, <nl<ﬂ‘5’ est bien défini. De plus r* vérifie I'identité

30) r+r*r =r-+ rr* =r*

qui le détermine de fagon unique. C’est pourquoi on appelle habituelle-
ment r* le quasi-inverse de r. Cette notion est en rapport direct avec la
notion plus familiére d’inverse grace a la remarque suivante:sir’' = e—r
etr"=e4+r5r'r" =(e—r)(et+r*)=e—r+r¥—rr*x=e=r'r,
c’est-a-direr” = r' ~1L

Inversement, étant donné r' tel que < r', e > = 1, on peut I'écrire :
r' = e — r, ol r est quasi régulier, si bien que e 4 r* est linverse
der’.

Remarquons que, par définition méme de r*, cette série de puis-
sances n'a que des coefficients non négatifs si c’est le cas pour r, et que
supp. r* = (supp. r)* ol au deuxi¢éme membre, I’étoile représente I'opé-
ration étoile de Kleene [21].

En particulier, si V est un ensemble arbitraire de lettres et si la série
de puissances vest définie par <v,z> =Isize V,<v,x> =0siz & V
(i. e. si v est la fonction caractéristique de V), e 4+ V* (au sens de Kleene)
est 'ensemble de tous les mots engendrés par les lettres de V et e -+ v*
= (e — v) 1 est la fonction caractéristique de cet ensemble. Ceci résulte
du fait que tout mot f € V* apparait une fois et une seule dans la somme
infinie X ;~, V™. Par la suite, quand on connait la fonction caractéris-
tique r d’'un ensemble de séquences, on peut aussi écrire la fonction
caractéristique (1 — V) =1 — r de son complément.

11 est inutile de remarquer que dans ce cas, cette derniére a des
coefficients non négatifs et, bien qu’algébrique au sens défini plus haut,
elle n’est pas pour autant obligatoirement « context-free ».

La deuxié¢me opération que nous définissons est le produit d’Hada-
mard, ce qui généralise de I'une des maniéres possibles, la notion habi-
tuelle de I'analyse classique. La définition que nous donnons différe des
extensions diverses au cas de plusieurs variables que I'on trouve dans la
littérature, mais parait étre ’extension la plus naturelle pour les séries
de puissances non commutatives.

Si r et r’ sont deux séries de puissances, leur produit d’Hadamard
r O r' sera la série de puissances dont les coefficients sont :

31 <ror,f>=<nf><r,f>

identiquement pour toutes les séquences f.
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D’ou supp. (r © r') = (supp. r) N (supp. r') et r O r' est une fonction
caractéristique si r et r’ le sont.
Enfin, nous introduisons la notation suivante : étant donnée une

séquence T;, Ty, ... &y, , %, =[ (xiie V) nous définissons f(I'image miroir

de f) comme la séquence :
32) f=a,

1l est clair que f = f et la relation ff* = f” implique f* = f’ f. For-
mellement, cette application est un antiautomorphisme involutif de’anneau
des séries de puissances, et on peut démontrer qu’il est caractérisé de
facon unique par cette propriété (2 une permutation prés des éléments
de V).

3.2. La notation qui vient d’étre introduite sera utilisée plus loin
pour simplifier la description des grammaires de la maniére suivante.
Supposons que la grammaire G contienne les régles :

33) oy = Ty + Ty + Ty
Oy = g7, + Ty

oil les m; sont des expressions polyndmiales sur V — { o } Alors la seconde
régle entraine :

(X xn
34) @ = (2,7
et on peut remplacer les régles (33) par la régle plus simple :
(35) o = m(l —m) 1 7wy, + .

On peut, d’ailleurs, donner une interprétation linguistique de cette forme
simplifiée de description. Ainsi, par exemple, un couple de régles de la
forme oy —> fiotfy, op —> ooty c’est-a-dire un couple que I'on peut désormais
écrire : oy > fi(1 — o) —1f,\ peut étre considéré comme constituant en
fait un schéma de régle : a; - fiwnf,(n = (1, 2, . ..)). Avec cette nouvelle
interprétation, la grammaire, bien qu’encore déterminée par un nombre
fini de schémas de régle, contient une infinité de régles. Rappelons alors
la facon dont une description structurale (un parenthésage étiqueté) est
attribuée 4 une séquence terminale engendrée par une C-grammaire
(voir ci-dessus, § 1). Une grammaire déterminée par le schéma de régle
ci-dessus peut engendrer une description structurale de la forme :

(36) oo Lyl LggPal - L polfil -

pour chaque n, ou chaque py est dérivé de a,. Dans la phrase (séquence
terminale) ayant cette description, chaque p; est un syntagme du type a,,
ou p; est formé par « déparenthésage » de p;. Les syntagmes successifs
P1s - - -» Dns constituent une « coordination », qui, prise avec les séquences
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finales provenant de f; et f;, est une construction de type «;. Ceci est la
maniére naturelle d’étendre les C-grammaires pour rendre compte de la
véritable coordination, comme par exemple lorsqu’une séquence d’ad-
jectifs de longueur arbitraire et sans structure interne peut apparaitre
en position d’attribut. Cf. Chomsky [10].

3.3. Essayons de rattacher ce qui a été fait jusqu’a présent, a I'ana-
lyse classique en écrivant ¢f = ¢f’, pour deux séquences quelconques f
et f’, si elles contiennent exactement le méme nombre de chacune des
lettres (qu’elles soient terminales ou non).

11 est clair que ¢ se prolonge en une application de nos séries de puis-
sances non commutatives sur ’anneau des séries formelles de puissances
ordinaires (commutatives) & coefficients entiers et il est facile de voir
que ¢ est un homomorphisme. Par exemple, si « = a 4 bax, on a :
pa = @a + @bpapa, et gu est la série de puissances ordinaire

= ni1 n|2n -,L

@7 9o = I (p9) +@m[ﬂ]n+,

par rapport aux variables ordinaires @a, ¢b. (Ici, avec o' = a + a'ba’,
on aurait aussi g’ = ¢o.)

De plus, on peut montrer directement, a partir de la facon dont on
obtient nos séries de puissances que les coefficients n’augmentent pas
plus vite qu’une fonction exponentielle du degré (longueur) des séquences.
Ainsi I'image ¢ de n’importe laquelle de nos séries de puissances est en
fait une série de Taylor convergente ordinaire, développement d’une
fonction algébrique.

Réciproquement, si on se donne des variables (ordinaires) ,, %, ...,
T,, une fonction algébrique (ordinaire) de cette quantité y est définie
par un polynéme en y et les Z ; et si J admet un développementen série
de Taylor (a coefficients entiers) au voisinage de zéro, par rapport aux I;,
on peut lui associer une infinité de séries formelles de puissances 8 telles
que @B = 7 et B est définie par des équations formelles. Par exemple en
partant de la fonction algébrique 7 de a et pdéfiniepar y25 —y + a= 0
on obtient les deux exemples donnés plus haut, ainsi que la série formelle
de puissances :

(38) o = a + bux + we — am
ol 7 est un polynéme quelconque en a et b. Ainsi par exemple, pour © = b:

(39) % = a
o, = a + baa + ba — ab

3.4. Concluons en donnant quelques liens entre nos réflexions et la
théorie de Lyndon des équations dans un groupe libre (Lyndon, 1960).
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Soit { 2; | ( < i < n) un vocabulaire terminal, £ une lettre non terminale,
et w un produit de termes de la forme 7 —x;, (I — ;) 4,1 —&,(1 —§) L.
On définit deg (w) = d+ — d— olt d+ et d— sont les nombres de facteurs
1—Eet (I —E)—!dansw. Ainsi par exemple pourw = (I — x,) (I — x,)
I—BI—z)— (I —E) (I —1) ", on adeg(w) = 1—1=0.

11 est bien connu que les éléments 1 — x; engendrent (par multipli-
cation) un groupe libre G. La relation w = I peut étre considérée comme
une équation d’inconnue £. Avec notre terminologie, une solution de w = 1
serait une série de puissances &, en les z; telle que w = Iidentiquement,
quand &, est substituée & £ dans w; &, sera une solution de groupe si de
plus, I — &, € G; i. e., si I — &, est exprimable comme produit de termes
(i — z;) £ R. C. Lyndon a démontré le résultat trés remarquable, que
1’on peut obtenir par algorithme la folalité des solutions de groupes.

Rattachons une partie de cette question 4 nos remarques du § 2.3.
Pour cela introduisons les nouveaux symboles &; (I < i < n), et les équa-
tions :

(1) Gi=a;+ &mp =8+ Ep

de telle facon que (I —z) =1+ §et(I—8) 1 =1+ & 4 B2+ Eu
En substituant ces expressions dans w = 1, et aprés simplification,
on obtient une relation :

%) (degw))g =

oll p est un polyndme en les variables z;, &;, p, sans terme de degré infé-
rieur a 2.

Par suite si deg(w) s 0 le systéme (1), (2) a une solution et uneseule
en série de puissances (le fait que les coeflicients puissent étre éventuelle-
ment rationnels plutét qu’entiers ne change rien a la démonstration du
§ 2.3) et puisque les solutions de groupe forment un sous-ensemble des
séries de puissances solutions, nous avons vérifié directement que si
deg(w) # 0 Y'équation de groupe libre w = I a au plus une solution.

Au contraire, si deg(w) = 0 (comme par exemple pour I’équation
w=(1—E§) (I —z;) I —E) 1 —at) 1= I notre méthode n’opére plus
du tout et ne dit méme rien quant aux solutions quelconques (sans res-
triction) de w = 1.

Par exemple (I — ;) (I — &) (I — 2)® (I — £)* == 1 n’a pas de
solution pour € s — 1 et a une infinité desolutionsde groupe sie = —- 1,
viz. 1 —§& = (I — z; )" (n > 0).En effet,’équation peut alors aussi bien
s’écrire : Ex; = z,€ (qui a comme solutions, dans notre théorie, toutes les
séries de puissance en ;).

Evidemment, le cas deg(w) = 0 est justement celui dans lequel
Iinconnue I — £ disparait, quand on prend I'image commutative comme
au § 3.3 et c’est le cas non trivial du point de vue de la théorie des groupes.

207



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 6 page #214 7-7-2009

1968-4. Théorie algébrique des langages “context-free” Année 1968

94

4. Types de C-grammaires et leurs propriétés générales.

4.1. En termes de conditions sur les régles qui les constituent, on
peut définir plusieurs catégories de C-grammaires particuliérement inté-
ressantes. Dans la suite ,«,8 ... seront des symboles non terminaux;
f. 9, ... des séquences terminales (pouvant étre nulles); et ¢, ¢ des
séquences quelconques. Rappelons que nous avons exclu la possibilité des
régles de la forme « — e ou « — $ en remarquant que cette restriction ne
modifie pas la capacité génératrice. Nous décrirons les C-grammaires en
termes de régles ou d’équations, selon ce qui sera le plus commode.

Si la grammaire G ne contient pas de non-terminal « duquel on peut
dériver a la fois une séquence f’ et une séquence fug, le langage terminal
L(G) engendré par G sera fini. Dans ce cas G sera appelée une grammaire
polyndémiale.

Considérons maintenant des régles grammaticales des types suivants :

40) () a—>fB (linéaire & droite)
(ii) o—> Bf (linéaire a gauche)
(iii) o —> [Bg (linéaire)
@iv) o« —> fg (terminantes)

Une grammaire ne contenant que des régles linéaires a droite et termi-
nantes ou des régles linéaires 4 gauche et terminantes sera appelée une
grammaire linéaire unilatére.

Une grammaire ne contenant que des régles du type (40) sera dite
linéaire. Supposons que G ne contienne que des regles du type (40) et du
type «; —> ¢ oll &, est le symbole initial de G; et que, de plus, elle ne
contienne aucune régle 8 —> ga ; ¢. Ainsi, 'équation de définition de o,
sera a; = T, oll 7; est un polyndme qui ne fait pas intervenir o,. Une telle
grammaire sera dite méta-linéaire.

Etant donnée une grammaire G (i. e. un ensemble d’équations posi-
tives) polynOmiale, linéaire unilatére, linéaire, méta-linéaire ou« context-
free », on dira que la série de puissances r, terme principal de sa solution
(i. e. qu’elle engendre, au sens du § 2.3) et le langage Supp. (r) qu’elle
engendre, sont respectivement polyndmiaux, linéaires unilatéres, linéaires,
méta-linéaires, ou « context-free ». Ces familles de séries de puissances
seront désignées respectivement par P+,L¥,L+, L, C+;et pour chaque
famille F la famille des supports de F sera notée Supp. (F).

Remarquons que Supp. (P +) est simplement la famille des ensembles
finis, et que Supp. (L,+) est la famille des événementsréguliers, au sens
de Kleene [21] (cf. Chomsky [7]. Remarquons que la classe des événements
réguliers est fermée par réflexion).

Considérons maintenant quelques propriétés élémentaires de ces
familles de langages.
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Il est d’abord immédiat que I'on a les relations d’inclusion suivantes
pour ces familles :

(41) Supp.(P+) c Supp. (L,+)c Supp.(L+)c Supp. (L, +)C Supp.
(C+). De plus, dans chacun de ces cas I'inclusion est stricte. D’ou :

PropPrIETE 1.
Supp. (P+) & Supp.(L,+) & Supp.(L.+) & Supp.(Ln+) & Supp. (C+).

L’exemple le plus simple d’'un langage de Supp. (L+) mais non de
Supp. (L,*) est I'ensemble de toutes les séquences {a"ba"; (a,beVyp).1l
est engendré par la grammaire : « = ana + b, et il est facile de montrer
que ce n’est pas un événement régulier. Le produit des langages dans
Supp. (L*) est toujours dans Supp.(L,*), mais n’est généralement pas
dans Supp. (L*). Le langage L;c de notre exemple (18) ci-dessus, avec
la grammaire

(42) = a + boa

qui est formé des formules du calcul des implications & une variable libre
en notation polonaise, est dans Supp. (C*)mais non dans Supp. (L, +).
Ceci résulte du fait que L; contient toutes les séquences de la forme:

43) bm,gm, pm.qm, ... bM, a™ya,

pour tout k > 1, m; > 1. Mais chaque séquence de Lj. contient n occur-
rences de b et n 4+ I occurrences de a, pour un n > I. Par suite un entier
k étant fixé pour engendrer toutes les séquences de la forme (43), on doit
pouvoir dériver du symbole initial de la grammaire de L. une séquence¢
contenant k occurrences de non-terminaux. Par suite cette grammaire ne
peut étre métalinéaire.

Dans une interprétation empirique des C-grammaires, la relation
entre Supp. (C*) et Supp. (L,*) est particuli¢rement importante, du fait
qu'un procédé fini, out sont incorporées les instructions d’une C-gram-
maire G engendrant L(G) comme représentation de sa compétence intrin-
séque, ne pourra interpréter que les phrases d’un sous-ensemble fixe
R e Supp. (L,*) de L(G) € Supp. (C*) au moyen de mécanismes supplé-
mentaires fixés). Cette relation peut justement se décrire grace a certains
traits formels des descriptions structurales (parenthésages étiquetés)
engendrées par les C-grammaires. Cf. § 1.

Disons que G est une grammaire aufo-imbriquée si elle engendre une
description structurale de la forme :

“4) [aCP[oc ‘“x] sees

olt g et x contiennent des terminaux non nuls et ol ¢ est une expression
bien parenthésée. Nous avons le résultat suivant :

209



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 6 page #216 7-7-2009

1968-4. Théorie algébrique des langages “context-free” Année 1968

96

THEOREME la.
L g Lo+ si et seulement si toute C-grammaire engendrant L est aulo-

imbriquée. Chomsky [9].

Ce résultat peut s’étendre de la maniére suivante. Définissons le degré
d’auto-imbrication d’une description structurale D comme le plus grand N
telle que D contienne une sous-configuration :

laPilaal - - -[apnN 11]Oon 2] - - JPan 41l

ou chaque ¢ contient des terminaux non-nuls. Alors il existe une bijection
effective @ de } (G, n); G est une C-grammaire, n > 1| dans I'ensemble
des grammaires linéaires unilatéres et une bijection effective ¥ de I’en-
semble A des descriptions structurales dans A telles que :

THEOREME 1b.

Pour tout L € Supp. (C+), il y a une C-grammaire qui engendre L, telle
que pour chaque N, ®(G, N) engendre f avec la description structurale D si
et seulement si G engendre la séquence terminale £ avec la description struc-
turale ('D) oit (¥'D) a un degré d’auto-imbrication < N. Chomsky [8].

Ainsi, intuitivement, on peut, étant donnée G, construire un procédé
fini ®( G, N) qui reconnaisse la structure d’une séquence f engendrée par
G pourvu que le degré d’auto-imbrication d’'une description structurale
particuli¢re de f ne dépasse pas N. Ceci suggére plusieurs conséquences
d’ordre empirique. Pour une discussion, cf. Chomsky [10], Miller et
Chomsky [29].

4.2. Considérons maintenant diverses propriétés de cloture de ces
familles de langages.

On peut caractériser algébriquement les familles de séries de puis-
sances ci-dessus de la maniére suivante : P+ est un demi-anneau %, L+
est le plus petit demi-anneau contenant P+ et fermé par quasi-inversion
des éléments quasi-réguliers.

L+ est un module, et L,,* estle plus petit demi-anneau le contenant.
L’ensemble C+ est un demi-anneau fermé par quasi-inversion des élé-
ments quasi-réguliers.

Corrélativement, on a les propriétés suivantes des supports : Supp.
(P) est fermé pour la réunion ensembliste, et le produit ensembliste;
Supp. (L,*) est le plus petit ensemble contenant les ensembles finis et
fermé pour les opérations : union ensembliste, produit ensembliste, et
Popération étoile décrite au § 3.1 [21]; Supp. (L*) est fermé pour I'union
ensembliste, mais non pour le produit ensembliste, Supp. (L,*) est le

6. La notion de demi-anneau généralise celle d’anneau par le fait que la structure
d’addition n’est qu’une structure de monoide (et non nécessairement de groupe). Un
demi-anneau typique, est « ’anneau Booléen » & deux éléments 0 et 1 et avec les régles

0=04+0=00=01=10;1=0+1=1+0=1+1=1I).
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plus petit ensemble contenant les ensembles de Supp. (L*) et fermé
pour le produit ensembliste (c’est évidemment la raison de la construction
de L,,*); 'ensemble Supp. (C*) est fermé pour I'union, le produit, et
Popération étoile.

Ces propriétés sont immédiates et il est naturel d’examiner la cloture
par rapport aux autres opérations ensemblistes élémentaires, & savoir
I'intersection et la complémentation.

11 est évident que Supp. (P*) est fermé pour lintersection, et il est
bien connu que la classe Supp. (L,*) des événements réguliers est fermée
pour l'intersection et la complémentation.

Pour les autres familles, on a les résultats suivants : la famille Supp.
(Ct) de tous les C-langages n’est pas fermée pour I'intersection et donc
(puisqu’elle est fermée pour la réunion) n’est pas fermée pour la complé-
mentation [40], [2]. L’exemple donné dans chacune de ces références est
un couple de langages métalinéaires dont I'intersection n’est pas « context-
free ». Il s’ensuit donc que Supp. (L,,*) n’est pas non plus fermé pour
Pintersection, donc pour la complémentation. On peut obtenir un résultat
plus fort qui couvre les grammaires linéaires, et d’ailleurs (pour linter-
section) méme les grammaires linéaires & un seul non-terminal.

Pour cela, considérons les grammaires G, et G, définies respecti-
vement par (45) et (46) :

“45) o = aaxc -+ bac -+ be
(46) = ancc -} anb -+ ab.

G, et G, sont chacune linéaires & un seul non-terminal, mais I'intersection
des langages qu’elles engendrent est I'ensemble des séquences {a2"b"a2"§
qui n’est pas « context-free ». Cet exemple (plus le fait que ces familles,
sont fermées pour la réunion) établit la /

PROPRIETE 2.

Les familles Supp. (L*), Supp. (Lp,*), Supp. (C*) ne sont fermées
ni pour I'intersection, ni pour la complémentation; I'intersection de deux
ensembles dans une de ces familles peut n’étre méme pas dans Supp. (C*),
méme quand les ensembles en question sont engendrés par des grammaires
4 un seul non-terminal.

On peut penser que le complément d’un langage de Supp. (L*) ou
de Supp. (Ly,*) n’est pas un C-langage (i. e. n’est pas un ¢élément de
Supp. (Ct)). Cependant, nous n’avons pas d’exemple qui indique ceci.

Donc, parmi les classes de langages considérés ci-dessus, seuls les évé-
nements réguliers (et les ensemble finis) sont fermés par formation d’inter-
sections. Cependant, I'intersection d’un événement régulier et d’un C-lan-
gage est encore un C-langage. Nous avons en fait le résultat suivant plus
fort et qui étend un théoréme d’analyse classique dit & R. Jungen [20].

7
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THEOREME 2.

Supposons que r; €A, . Soit U+ une des familles P+, A, *, A+, A+,
C*. Soit r; O ry le produit d’Hadamard de ry, ry (cf. § 3.1). Alors
r; O rae U, pour tout rye U™, De plus siry, rzeA,*, alorsr, O rge At

Cf. Schiitzenberger [46]. Il s’ensuit que D'intersection d’un langage
de Supp. (U*) avec un événement régulier est dans Supp. (U*) pour
tout U+. La démonstration de ce résultat, lié 4 un résultat analogue sur
la cloture par transduction, sera esquissée au § 8, ci-dessous.

4.3. La catégorie des grammaires linéaires est particuliérement inté-
ressante, comme nous le verrons directement, et nous allons maintenant
faire quelques observations préliminaires & son sujet.

Remarquons que si L est un langage engendré par une grammaire
linéaire, on peut trouver un vocabulaire V’, disjoint de V4, deux homo-
eorphismes o, o' de F(V') dans F(V 1), un événement régulier R dans V'’ et
un ensemble fini C CF(Y.T) tel que L se compose exactement des séquences

f= oc(g)ca’(&), ougeR, g est la réflexion de g et ¢ € C. Ainsi un processus
fini appliqué 4 une collection de couples de séquences ou un couple de
processus finis coordonnés peut, en général, étre rattaché 4 une gram-
maire linéaire et étudié de cette facon.

D’une maniére équivalente, on peut caractériser un langage linéaire
de la facon suivante légérement différente. Soit V' = VUV — (V+ =
fvi:0<i<n v = { vi:— n < i< —1/.8i fe F(V*), définissons
f comme le résultat de la substitution de v-; & v; dans f, partout. Alors
un langage linéaire L est déterminé par le choix d’un homomorphisme §
de F(V') dans F(Vy), un événement régulier R dans V*, et un ensemble
fini C CF(Vy). L est maintenant 'ensemble de séquences B(f)cB(f), o fe R
et ce C. Nous utiliserons cette deuxiéme caractérisation ci-dessous.

Nous pouvons maintenant déterminer des classes spéciales de lan-
gages linéaires en imposant des conditions supplémentaires a1I’événement
régulier R correspondant, aux applications «, o, et & la classe C. En par-
ticulier dans les applications ci-dessous nous nous intéresserons au cas
ol R, est simplement un monoide libre (un événement régulier défini
par un automate a un seul état) et ou C contient seulement ce Vo, oit
of) # ocd # o'(f). Nous appellerons les grammaires définies par cette
condition des grammaires linéaires minimales.

Une grammaire linéaire minimale contient un seul symbole non ter-
minal S et une seule régle terminale S — ¢, et aucune régle non terminale
S — @cy. Ainsi toute séquence du langage qu’elle engendre a le « mar-
queur central » désigné c. Ceci est ’ensemble de langages le plus simple
de notre cadre, aprés les événements réguliers et nous verrons qu’ils
différent nettement des événements réguliers par beaucoup de propriétés
formelles.

Donnons tout de suite un résultat sur les grammaires linéaires mini-
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males qui sera utilisé par la suite. Prenons V', Vy = WU { ¢} (¢ & W), «
et ' comme ci-dessus. Soit G la grammaire linéaire minimale définie par
o, o' et engendrant L(G). Ainsi G a I'équation de définition :

“n B=rc+ I |a(v)Ba'(v):ve V' }

ou «, o’ sont des applications de F(V') dans F(W). Alors on a :

THEOREME 3.

Si o est un monomorphisme (isomorphisme dans), le complémentaire
F(V7)\\L(G) de L(G) par rapport a F(V 1) est engendré par une grammaire
linéaire non-ambigueé.

Démonstration : Soit A = «(V'), F(A) = «F(V’), et pour tout
ensemble F CF(W) soit F+ = | fe F:f # e|.

11 est clair qu’il y a une partition : F(V1)\ L(G) = LUL', telle que

(43) L = fef* : fe F+(A), f* € F(W), fef' & L(G);

L' = F(W) U cF(W) U (F(W)N\ F(A))cf(W) U F(Vy)cF(V)eF(Vr).
Mais L' est un événement régulier. Il suffit donc de montrer que L est
engendré par une grammaire linéaire non ambigué.

Puisque « est un monomorphisme, il existe un isomorphisme « :
F(A)— F(V'). On étend o’ & F*+(A) en définissant a'a = o«'(x @), pour
acF*(4).

Supposons que acf’e L. Ainsi ae F* (A), f's F(W) et f’ # «'a. Par défi-
nition il n’y a que trois possibilités pour acf’ et elles s’excluent mutuelle-
ment.

@9 O feFr(Wy'a
@ii)) a'ac F*(W)f'
(iii) a = aya,a5 et f' = hwgo'a, (ol a;, aze F(A);
a,cA; weW; h, ge F(W); o’aye FH(W)g; o'age F(W)wg).
(49i) est le cas ou f’ a «’a comme facteur propre a droite.
(49ii) est le cas ol1 a’a a f’ comme facteur propre a droite.

(49iii) est le cas ol «'a et ' ont le méme facteur maximal & droite la
séquence ga'a;, qui est une sous-séquence propre de «’'a et f' a
la fois.

Les trois cas s’excluent donc deux 4 deux et sont exhaustifs; on a une
partition de L en trois sous-ensembles Ly, L,, L3, constitués respectivement
des séquences qui vérifient (i), (ii), (iii). Ce qu’il nous reste & montrer, c’est
que chacun des langages L,, L,, L; est engendré par une grammaire
linéaire non ambigué.

Pour L, et L, c’est évident. Soit A = = {a:acA}et W =2 |{w:

213



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 6 page #220 7-7-2009

1968-4. Théorie algébrique des langages “context-free” Année 1968

100

weW |. Alors L, est engendré par la grammaire (50) et L, par la gram-
maire (51) (cf. § 3.2).

(50) B=23|dBo'a:acA| 4 (I — W)?
(1) B=23|daBo'a:asA | + (I — A)'c.

Envisageons maintenant le cas de Lz Pour tout ac A, soit B(a)
I’ensemble de toutes les séquences wg (we W, g € F(W)) tellesquea’acs F*

(W) g eta'a & (W) wg. 1l est clair que B(a) est toujours un ensemble fini,

puisque g est plus court que «'a. On peut alors engendrer L; par gram-
maire linéaire non-ambigué d’équations :

(52) By =23 |ap'azacA| + = {aBb:acA,beB(a)]
Bp=c+ecd—W)l+ (I —A)c4Z|apw acAd, weW].

La vérification est sans probléme. Mais alors F(V 1)\ L(G) se trouve étre
exprimé comme la réunion de quatre ensembles disjoints L,, Ly, Lg, L',
qui ont chacun une grammaire linéaire non-ambigué. Il en résulte que
F(V)\\L(G) a lui-méme une grammaire linéaire non ambigué, ce qu'on
voulait démontrer.

Remarquons que si on avait pris pour « au départ « une transduction
sans perte d’information » [43] au lieu d’'un monomorphisme, on aurait
pu démontrer un résultat ou la seule différence avec le théoréme 3 serait
que la grammaire linéaire construite aurait une ambiguité bornée au lieu
d’étre non ambigué.

4.4. Nous avons considéré plusieurs sous-familles de la classe des
C-grammaires, en les classant d’aprés les propriétés structurales des régles
de définition. On peut envisager d’autres principes de classification. Ainsi
par exemple, il serait peut-étre utile d’isoler la classe de grammaires (lan-
gages) étoile caractérisée de la fagon suivante : G est une grammaire étoile
si & chaque non-terminal «; de G sont associés un ensemble %; de non-ter-
minaux et trois séquences terminales f;, f';, f”;, et G contient toutes les
régles suivantes & I'exclusion de toute autre : o; — f”;, oy = fiogf's (25 € Zy)s
at; —> og(ejs s o€ Xy). Ce sont, en un sens, les C-grammaires les « moins
structurées ». L’intérét de ces langages vient du fait que les équations
définissant les séries de puissances associées sont exprimables en n’utili-
sant de maniére essentielle, que le quasi-inverse et ’addition, comme nous
Pavons remarqué au § 3.2. Remarquons en particulier, que le langage
non-métalinéaire Lyc défini par (42) est un langage étoile. Nous avons
suggéré une interprétation linguistique de la notion de langage étoile
au § 3.2.

Un autre principe de classification pourrait résider dans le nombre
des non-terminaux de la grammaire définissante minimale d’une certaine
série de puissances. Cependant, il ne parait pas probable que les propriétés
intéressantes du langage puissent étre reliées & une mesure aussi peu
sensible aux traits structuraux des grammaires (sauf dans le cas particu-
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lier des langages définis par des grammaires & un seul non-terminal), car
pour les monoides différents des groupes, iln’y a pas de relation intéressante
entre les parameétres numériques grossiers, et la structure fine. Remar-
quons, d’ailleurs, que pour tout N fini, on peut construire un événement
régulier qui ne peut étre engendré par une C-grammaire a2 moins de N
symboles non-terminaux.

La considération des inter-dépendances entre les différentes parties
d’une grammaire suggére un autre principe de classification. Disons
qu'une C-grammaire est irréductible, si aucun sous-ensemble propre de
I’ensemble des équations de définition ne constitue une C-grammaire
(rappelons que des séquences terminales doivent étre dérivables de chaque
symbole non terminal non-initial d’une C-grammaire); dans le cas contraire
la grammaire sera dite réductible. Si une C-grammaire est réductible dans
ce sens, il doit y avoir des sous-ensembles propres %, de ses régles et X,
de ses non-terminaux, tels que seules des régles de X, interviennent dans
la transformation des dérivations en dérivations terminales aux points oul
des symboles de X, apparaissent dans les lignes de dérivations.

Un cas extrémement particulier de la réductibilité a été étudié par
Ginsburg et Rice [18]. Comme eux, disons qu’'une C-grammaire G est
séquentielle si ses non-terminaux peuvent étre ordonnés en une suite
%y, « .., 0 (O oy est le symbole initial) de telle fagon qu’il n’y ait aucune
régle a; — @a; ¢ pour j < i. La solution d’'une grammaire séquentielle est
particuliérement facile & déterminer par le processus itératif décrit au
§ 2.3, par élimination successive des variables.

Pour la famille S* des grammaires séquentielles et pour la famille
Supp. (S+) de leurs supports, Ginsburg et Rice établissent les résultats
suivants, analogues aux précédents. D’abord il est clair que S+, comme
C* est un demi-anneau fermé par quasi-inversion d’éléments quasi-régu-
liers. Corrélativement Supp. (S+) est fermé par réunion, produit et opé-
ration étoile. De ce fait, et du fait que P+ ¢S+ il résulte que Supp.
(L,*)c Supp. (S*). De plus, I'inclusion est stricte, comme le montre la
grammaire (42) qui, puisqu’elle ne contient qu’un seul terminal, est
séquentielle. On a donc:

(53) Supp. (L,*) & Supp. (S*) S Supp. (C*).

Ginsburg et Rice montrent qu’il n’y a pas de grammaire séquentielle pour
le langage de vocabulaire j a, b, c, d, et qui contient les séquences :

(54) a'?1d ... db"2da"1db™?q ... p"2k-2dq" k-1

(qui est symétrique par rapport a ¢) pour toute suite (k, ny, ..., Ny-;)
d’entiers positifs, bien que ce langage soit engendré par la grammaire

(55) = adfda 4+ axa 4 aca

o
B = bpb - bdudb.
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Il n’existe cependant pas de relation plus forte que (53) entre Supp. (S*)
et les familles de Propriété 1, § 4. 1. La grammaire (55) est en fait linéaire,
mais non séquentielle, si bien que Supp. (L*) ¢ Supp. (S§*); et la gram-
maire (42) est séquentielle mais non méta-linéaire, si bien que Supp.
(8%) & Supp. (Lm*)-

Les grammaires (45) et (46) étant séquentielles, on voit que la Pro-
priété2 (mais non le théoréme 2) peut se généraliser & Supp. (S*). Pour
d’autres résultats sur les langages séquentiels, voir Ginsburg and Rose[19],
Shamir [51].

5. Une autre caractérisation des familles de CG-langages.

Dans cette section, nous aborderons d’une facon assez différente la
définition des familles de langages et nous montrerons en quoi elle se
rattache a la classification présentée ci-dessus. Nous nous appuierons ici
sur deux notions fondamentales : celles d’événement réqulier standard et
de langage de Dyck, que nous définissons maintenant.

Un événement réqulier standard A est donné par un alphabet fini X,
deux sous-ensembles J; et J, de (X, X) et 1a régle que f = A si et seulement si

(56) @) feaF(X) N FX)x', ot (x, 2') e J,
(ii) f& FX)xx'F(X), ol (z, x') e J,

A est ainsi 'ensemble de toutes les séquences qui commencent et finissent
par des lettres imposées et qui ne contiennent aucun couple de lettres
consécutives appartenant a J,. C’est, plus techniquement, 'intersection
du quasi-idéal déterminé par J; avec le complémentaire de 'idéal bilatére
engendré par tous les produits zz' ((x, x') € J,). A est en particulier ce
qu'on appelle parfois un événement I-défini [21] [35].

Le langage de Dyck Ds, est défini sur les 2n lettres . ; (I < i < n)
comme I’ensemble de toutes les séquences f qui se réduisent a la suite vide
par la suppression réitérée de couples de lettres consécutives z;x—;j(— n
< j < n). Le langage de Dyck est un objet mathématique trés connu :
si ¢ est ’homomorphisme du monoide libre engendré par gx i sur le
groupe libre engendré par le sous-ensemble lz;{ : i> 0 qui satisfait
identiquement (¢z;)—! = @r—;, D,, est le noyau de ¢, c’est-a-dire I'en-
semble de séquences f telles que ¢f = 1.

En ce qui concerne ces notions, nous avons les résultats suivants.

ProrosiTiON 1.

Pour tout événement régulier BC c(Z), on peut trouver un événe-
ment régulier standard A et un homomorphisme « : F(X)— F(Z), tels
que B = aA.

Il est bon de remarquer qu’on peut choisir cette représentation de
telle facon que non seulement B = oA mais encore que chaque séquence
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fe A aitle méme degré d’ambiguité que la séquence correspondante af € B.
C’est-a-dire que si B = Supp. (8) on peut trouver y tel que A = Supp. (y)
et pour tout f, <, af > = < B, af >.

On peut généraliser la Proposition 1 aux C-langages, en utilisant la
propriété suivante de D,,.

PROPRIETE 1.

D,, est engendré par une C-grammaire non-ambigué.
Pour obtenir une grammaire non-ambigué de D,,, on introduit 2n -} 1
non-terminaux : ey ;(Z < i < n) et B. Considérons maintenant les 2n - 1
équations

G @ & = 2 (1 — o) 2.y
jni
o) B = (—a)t

(Cf. § 3.2, pour les notations.)

Intuitivement, on peut interpréter § comme la somme de toutes les
séquences qui peuvent se réduire & la séquence vide par suppression de
deux lettres consécutives x;x—; Chaque o; est la somme de tous les mots
de Supp. (B) qui commencent par z; et qui n’ont pas de facteur propre a
gauche (ou a droite) dans Supp. (B). L’équation (57i) implique que tout
f € Supp. («;) admet une factorisation et une seule

(58) f=2fifs - - frm®—i

ot chaque f; appartient 4 un ensemble bien défini Supp. (x;) (o j n’est
pas —i, car nous voulons que la lettre initiale z; ne s’annule qu’avec la
lettre finale z—;). De la méme maniére, chaque fe Supp. (8) admet une
factorisation et une seule f = f; ... fy, ol les f; appartiennent a N
Supp. ().

Nous avons maintenant le résultat suivant, analogue a la proposi-
tion 1.

PRrorosITION 2.

Tout C-langage 1. cF(Z) est donné par un entier n, un événement régqu-
lier standard A sur X,, = {x14; I <i<n{, un homomorphisme ¢ :
F(X,,)—F(Z) et 1a régle L =¢ (A N D,,). [48] [49] [11] [12].

De nouveau, comme ci-dessus, I’énoncé implique que les séquences
sont produites avec 'ambiguité convenable. D’autre part, il est possible
de choisir J, tel que (z, ') < J; si x appartient & un certain sous-ensemble
de X (cf. [48]).

On peut définir des familles particuliéres de langages comme celles
qui viennent d’étre envisagées, en imposant des conditions & I'événement
régulier standard A et 4 'homomorphisme ¢. Ainsi, supposons qu’on
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prenne I'événement régulier standard A sur l'alphabet X U Y (ot X
= 3:cii; I<i<nl, Y =lyrs1<i<m}), défini par les conditions

suivantes sur J; et J; :

(59) Jl=§(xj,xi):i> 0;
Jy = | (&}, ;) : signe (i) # signe ()} U { @y) : i < Oouj> 0{U
{@,yp):i<Oouj<0|U|(@;z):i>0ouj>0|.

Ainsi chaque séquence a la forme fgg'f’,ou f, f'e F(X); g, ¢’ F(Y); f, ¢
(respectivement f’, ¢') ne contiennent que des lettres d’indices positifs
(respectivement négatifs). Si on désigne par X+ et X les sous-ensembles
de X constitués de lettres a indices positifs et négatifs, respectivement
(de méme YT et Y—) on peut représenter les transitions permises et
exclues, par la matrice (60), ol I'entrée I (0) indique que la transition de
I’élément en téte d’une rangée & celui en téte d’une colonne est (n’est
pas) permise et ot U est une matrice de I et O une matrice de zéros.

(60) | Y+ vy— X+t X
Y+ | U U 0 0
Yy—| 0 U 0 U
X+ | U 0 U 0
Xx—| 0 0 0 U

Mais considérons alors I'ensemble A N Dxy (ot Dxy est le langage de
Dyck surl’alphabet XU Y).Sifge A (oufe F(X+tUY *), ge F(X—U Y-)),
remplit la condition supplémentaire fgeDxy , g doit étre 'image miroir
de f (au changement prés du signe des indices). C’est-3-dire, avec les
notations du deuxiéme paragraphe de 4.3, ¢ = f. Il est clair que si « est
un homomorphisme de F(X U Y) dans F(Vy), (A NDxy ) est un lan-
gage linéaire. De plus, si on ajoute la condition y; = e pour i < 0 et
y; = ¢ pour tout i > 0, ot ar; & F(Vy)cF(Vy) pour tout i, alors L
= a(A N Dxy ) est un langage linéaire minimal avec ¢ comme symbole
central désigné, et tout langage linéaire minimal est obtenu par un tel
choix de a. Ceci donne une caractérisation indépendante des langages
linéaires minimaux.

De plus, en ajoutant des couples supplémentaires a J,, on peut déli-
miter le langage canonique A défini de telle fagon que | f:fe F(Xt)etil
existe g tel quefgc A et g e F(Y)F(X) | soit un événement régulier quel-
conque (et non plus simplement le monoide libre sur X+, comme aupa-
ravant), si bien que L = a(4 N Dxy) sera unlangage linéaire quelconque.
On a ainsi une définition indépendante de la notion de « langage linéaire ».
(Remarquons que ces restrictions supplémentaires sur J,, ne jouent que

sur les transitions permises dans les matrices de la diagonale principale
de (60).)
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D’une fagon tout a fait semblable, on peut donner une définition
générale d’un « langage métalinéaire ». Ainsi, par exemple, considérons
le langage métalinéaire particulier engendré par la grammaire d’équa-
tions :

(61) LG=5&

E,=e4 S{akb:a beVyl

s = e+ Z|akb:a beVyl
Dans ce cas la matrice de I'’événement régulier standard sous-jacent
serait :

(62) Xt X Xt X
x*t| U U 0 0
X~ | o U U 0
X+t | o 0 U U
X~ | o 0 0 U

Tous les langages métalinéaires et ceux-la seulement, seront basés
sur un événement standard avec une matrice essentiellement de ce type
(avec, peut-étre, des restrictions supplémentaires sur la diagonale prin-
cipale).

Les propositions 1 et 2 fournissent ainsi la possibilité de définir trés
naturellement la classe entiére des C-langages, ainsi que différentes sous-
familles de cette classe, indépendamment de la démarche adoptée dans
les sections précédentes.

6. Indécidabilité.

6.1. Il est démontré dans Post [36] que le probléme suivant, connu
sous le nom de probléme de correspondance, est récursivement insoluble.
Si2 = (fy, ¢1)s ... (fns 9n) est une suite de couples de séquences, nous
dirons qu’une suite I = (iy, ..., i,,) d’entiers (I < i; < n) satisfait X si :

(63) fil"' fim = gi]"‘ gl'm'

Le probléme de correspondance consiste & demander si, étant donnée la
condition Z, il existe une suite d’indices qui y satisfasse. Remarquonsqu’ou
bien X n’est satisfaite par aucune suite d’indices, ou bien par une infinité,
puisque si (i;, ..., iy) satisfait X, c’est encore le cas pour (i}, ..., iy,
iy, ...» I,p). Post a montré qu’il n’existe pas d’algorithme qui détermine,
pour X quelconque s’il n’y a pas de suite d’indices satisfaisant %, ou s’il
y en a une infinité, ce qui constitue les deux seules possibilités.

On peut reformuler directement le probléme de correspondance en
termes de grammaires linéaires minimales. Etant donnée 3 = 3 (fr 905 ++ s

8
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(s Gn) }, formons G(X) avec 'unique non-terminal S et I'équation de
définition :

(64) S=a+ £S5+ ... + fuSn

ol a est un symbole qui ne figure dans aucun des f; ou des g;. Il est clair
qu'il n’y a une suite d’indices satisfaisant 3 que si G(X) engendre une
séquence faf. Ou, en d’autres termes, soit L,, le langage « image-miroir »
constitué de toutes les séquences faf, feF(Vyp) et soit L(G(X)) le langage
engendré par G. Alors, ou bien il n’y a aucune suite d’indices qui satis-
fasse 2 auquel cas L,NL(G(Z)) est vide; ou bien il y en a une infinité,
auquel cas L, N L(G(X)) est infini. Du fait que le probléme de correspon-
dance est indécidable et que L,, est engendré par une grammaire linéaire
4 un seul non-terminal, on tire aussitdt que :

THEOREME D’INDECIDABILITE 1.

Etant données deux grammaires G, et G, engendrant respectivement
L, et L, il n’existe pas d’algorithme qui détermine si L, N L, est vide ou
infini. Ceci est vrai, méme si G, et G, sont des grammaires linéaires mini-
males et si G, est une grammaire particuliére fixée de L.

On voit facilement que le probléme de savoir si I'intersection est
vide ou finie est décidable pour les grammaires linéaires unilatéres, mais
dans notre cadre, pour les grammaires les plus simples, dont la capacité
génératrice dépasse celle des événements réguliers, ces problémes ne
sont plus décidables.

Cette remarque est généralisée dans Bar-Hillel, Perles, Shamir [2],
ou I'on montre que beaucoup de problémes relatifs aux C-grammaires
sont récursivement indécidables. Leur méthode est en gros la suivante :
limitons Vr 4 I'ensemble | a, 0, 1|. SiZ = { (f;, ¢1)s - - -5 (fu» 9n) | €St un
ensemble de couples de séquences dans le vocabulaire {0, I} (i. e.,
fi» 9:e F { 0,1 f), soit L(Z) ’ensemble de toutes les séquences :

(65) 10, .. 10'1af'1. .. f,ag; - - - 9j,a0'11. .. 0711,
ou 1<ii1,..., ik,jl,...,jl<n.

Pour plus de clarté, utilisons i = 01t pour coder le nombre i. Une séquence
de L(Z) est alors formée en choisissant des suites d’indices I = (i, . . ., ix)
et J = (ji, ..., J;) et en formant :

(66) PN 70 S A M N AN

L(Z) joue a ors le méme roéle que le langage engendré par (64) dans la
démonstration précédente du Théoréme d’indécidabilité 1. C’est évidem-
ment un C-langage (engendré, d’ailleurs, par une grammaire méta-linéaire
qui est une variante évidente de (64)). Mais le Théoréme 3, § 4.3 ci-dessus

220



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 6 page #227 7-7-2009

Année 1968 1968-4. Théorie algébrique des langages “context-free”

107

entraine aussitét que le complémentaire F(V 1)\ L(Z) de L(X) par rap-
port au vocabulaire V1 est un C-langage et qu’on peut construire sa
grammaire & partir de la grammaire de L(Z). (Remarquons, en fait, qu’'on

aurait pu utiliser n’importe quel code au lieu du choix particulier i = 01,
pour définir L(X).)

Au lieu du langage image-miroir L, utilisé¢ dans la démonstration du
Théoréme d’indécidabilité 1, considérons le langage Lg,, « double image
miroir » constitué par toutes les séquences :

(67) ,a%,0%,a%;, ol T, et x, sont des séquences de { 0, 1 |.

Il n’est pas difficile de montrer que Ly, et son complémentaire par rap-
port & V1 sont tous deux des C-langages. Remarquons que

(68) L(E) n Ldm = ’_{k . ._lTlaf,-l e fikag'}ik P g}ilaf; e ik ‘
ou (iy, ..., i) satisfait I (c’est-a-dire oit fi; ... fze = i1 - - - Yt

Remarquons aussi qu’un ensemble infini de séquences de la forme (68)
ne peut constituer un C-langage (ni, a fortiori, un événement régulier).

Supposons maintenant qu’il existe une solution positive au probléeme
de correspondance pour X; c’est-a-dire qu’il y ait une suite d’indices
satisfaisant . Alors, comme nous I'avons signalé, il existe une infinité de
telles séquences. Par suite L(X) N Ly, est infini. Ce n’est donc ni un évé-
nement régulier ni un C-langage.

Supposons au contraire, qu’il n’y ait pas de suite d’indices satisfai-
sant X. Alors L(Z) N Ly, est vide; c’est donc 3 la fois un événement régu-
lier et un C-langage; et, X étant fixée, on peut construire leurs C-gram-
maires G(Z) et Gy, (qui sont, en fait, métalinéaires). Ainsi, 8’il y avait un
algorithme permettant de déterminer si I'intersection de langages engen-
drés par deux C-grammaires G, et G, est vide, finie, ou est un événement
régulier, ou un C-langage, cet algorithme fournirait aussi une solution du
probleme général de correspondance. Nous en concluons :

THEOREME D’INDECIDABILITE 2.

Etant données des C-grammaires G, et Gy, il n’y a pas d’algorithme qui
détermine si linfersection des langages qu’elles engendrent est vide, finie,
un événement régulier, oit un C-langage. Ceci reste vrai, en particulier, quand
toutes deux sont métalinéaires et quand G, est une grammaire fixée de Lgp,.

Soit ‘Ggm la C-grammaire qui entendre le complémentaire T4, (tous
les complémentaires sont désormais pris par rapport & V) de Lgp,. Et,
étant donnée X soit G(X) la C-grammaire qui entendre le complémentaire
L) de L(Z), et dont I'existence est garantie par le théoréme 3, § 4.3.
Considérons maintenant la grammaire G qui engendre le langage L(G)
= Lgm U L(Z). 1l est clair que G est une C-grammaire et peut se cons-
truire 4 partir de G, et G(X). Mais le complémentaire L( &) de L(G) est
Iensemble Lg, U L(Z) = Lg,, N L(Z) et 'on sait d’aprés le Théoréme
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d’indécidabilité 2 qu’il n’y a pas d’algorithme qui détermine, quand X est
donnée, si cet ensemble est vide, fini, un événement régulier ou un C-lan-
gage. Mais, étant donnée X, G est déterminée comme étant une C-gram-
maire. On a donc :

THEOREME D’INDECIDABILITE 3.

Il n’y a pas d’algorithme qui détermine sur la donnée d’'une C-gram-
maire G, si le complément du langage engendré par G est vide, fini, un
événement régulier ou un C-langage.

Il n’existe pas, en particulier, de procédé général pour déterminer si
la C-grammaire G engendre le langage universel F(V 1) ou si G engendre
un événement régulier (puisque le complémentaire d’un événement régu-
lier est un événement régulier).

Par suite, il n’y a pas d’algorithme qui détermine, sur la donnée de
C-langages L, et L,, s’il existe ou non un transducteur appliquant L, sur L,,
puisque tous les langages réguliers, et eux seuls, peuvent s’obtenir par
transduction & partir du C-langage F(Vr). (Ginsburg et Rose, communi-
cation personnelle).

Iln’y a, d’autre part, aucune méthode générale qui permette de savoir
si deux C-grammaires sont équivalentes, c’est-a-dire si elles engendrent le
méme langage, puisqu’une telle méthode pourrait servir a décider si une
C-grammaire G est équivalente 4 la grammaire G qui engendre F(Vr).
Il s’ensuit aussi immédiatement qu’étant données deux C-grammaires, il
n’y a pas d’algorithme permettant de décider si le langage engendré par
I'une contient le langage engendré par I'autre, puisque ceci fournirait une
solution du probléme d’équivalence.

Ces résultats ont été esquissés pour des langages construits & partir
d’un vocabulaire Vr a trois éléments, mais il est clair qu’avec un recodage
convenable ils s’appliquent encore aux langages sur un vocabulaire de
deux lettres ou plus. Ceci est explicité en détail dans Bar-Hillel, Perles,
Shamir [2].

6.2. Nous avons observé au § 4 que les processus finis faisant inter-
venir des couples de séquences pouvaient étre formulés d’une fagon
naturelle, en termes de grammaires linéaires. En particulier, comme on
vient de le voir, le probléme de correspondance peut se décrire directement
comme probléme de grammaires linéaires minimales. Il en est de méme
pour un second probléme combinatoire, également dit & Post appelé le
probléme de I’étiquette (« Tag problem »).

On peut énoncer une forme générale de ce probléme de la maniére
suivante. Soit W I’ensemble des séquences (monoide libre) sur un voca-
bulaire fini quelconque, et P un sous-ensemble fini de séquences non nulles
de W remplissant la condition qu’aucune séquence de W n’a plus d’'un
facteur & gauche dans P. C’est-3-dire qu’il n’existe pas de séquences

Pis Pes Wy, Wy, W3 (P P, w; € W) telles que p; # p, et wy = p; wy = pyiv,.
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Soit V I’ensemble des séquences de W sans facteur a gauche dans P.
C’est-a-dire, veV si et seulement s’il n’existe aucun p ¢ P tel que v = pw,
pour weW. V est manifestement un ensemble récursif, d’ailleurs régulier.
Soit « une application de P dans W(« définit donc un ensemble de couples
de séquences (p, w), o w = ap, pcP, weW). Définissons une application
T sur W, ou :

(69) Tf = f'ap si f = pf’
Tf=H sifeV (HeW).

Considérons le probléme :
(70) étant donnée une séquence f, existe-t-il un entier n tel que 7'°f = H?

En considérant que T définit le calcul d’'une machine de Turing, (70)
est le probléme de U'arrét pour cette machine.

Minsky [30] a montré que (70) est un problémerécursivement indéci-
dable.

Le probléme de I'étiquette, tel qu’il est formulé par Post, est un cas
particulier de (70), ci-dessus, ot T remplit les conditions supplémentaires
suivantes : P est I'ensemble de toutes les séquences de longueur k, pour
k > 2, fixé quelconque; ap ne dépend que du symbole le plus & gauche de
p- Méme avec cette restriction, le probléme (70) est insoluble, comme I'a
montré Minsky. Ce résultat est assez surprenant du fait du caractére déter-
ministique (monogéne) du processus générateur T'.

Un pas dans la direction d’une reformulation du probléme de I'éti-
quette généralisé en termes de grammaires linéaires minimales, est de
Iénoncer de la maniére suivante. W, P, V, «, T étant donnés comme
ci-dessus, la question (70) ne peut recevoir de réponse affirmative que si

(71) il y a des séquences p; ... p,e Pet ve V telles que
Py-+. PaV = fap; ... app.

On peut alors réénoncer le probléme de I'étiquette généralisé, sous la
forme du probléme suivant relatif aux grammaires linéaires. Etant donnés
W, P, V, a, T, définissons la grammaire G engendrant L(G) par la seule
équation

: ~
(72) S = Zvie + Zy(p;Sepy)

oitv;eV, pe P, et ¢ & W est le marqueur central distingué. Définissons le
langage M(f) = | fgcaf (ainsi M(f) = fLy; ou L, est le langage « image
miroir » défini plus haut). Alors la réponse a (71) (ou, ce qui revient au
méme, a (70)) est affirmative si et seulement si I'intersection de L(G) et
M(f) est non vide. On voit ainsi qu’il n’existe pas d’algorithme pour déter-
miner, pour f fixé, si le langage M(f) a ou non une intersection non vide
avec un langage, dont la grammaire correspond a (72) (méme dans le cas
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particulier ot P est I'ensemble de toutes les séquences de longueur k, k
fixé > 2, et ol ap ne dépend que de la lettre de P la plus & gauche).

Remarquons que le Théoréme d’Indécidabilité 1, ci-dessus, résulte
aussi directement de l'insolubilité du probléme de 'étiquette. En effet le
probléme de correspondance et celui de I'étiquette sont tous deux relatifs
a la cardinalité de I'intersection d’un langage linéaire minimal L avec les
langages M(f), oit f = e et L quelconque, dans le cas du probléme de cor-
respondance, tandis que f est quelconque et L remplit la condition (72),
ci-dessus, pour le probléme de I’étiquette.

7. Ambiguité.

7.1. Nous avons défini une série de puissances caractéristiques r,
comme ayant chaque coefficient < r, f > égal & zéro ou un. Nous dirons
qu'une C-grammaire est non ambigué, si le terme principal de sa solution
est une série de puissances caractéristiques. Dans ce cas, chaque phrase
engendrée, I’est avec une seule description structurale et le « déparenthé-
sage » n’apporte aucune ambiguité. Disons qu'un C-langage est inirinsé-
quement ambigu, si toutes ses C-grammaires sont ambigués.

11 est bien connu qu’aucun événement régulier n’est intrinséquement
ambigu : tout événement régulier est le support d’une série de puissances
caractéristiques qui est le terme principal de la solution d’une grammaire
linéaire unilatére [14], [37]. Cependant, cette remarque ne s’étend pas a la
classe entiére des C-grammaires. Parikh [34] a montré qu’il existe des
C-langages inhéremment ambigus. Un exemple de langage inhéremment
ambigu est 'ensemble :

(73) fab™cP:n =moum = p|.

Dans ce cas les séquences de la forme a™b"c® doivent avoir une ambi-
guité au moins égale & 2 dans toute C-grammaire engendrant (73) (et il
existe une C-grammaire engendrant (73) dans laquelle leur ambiguité est
exactement égale a 2).

Nous n’avons pas d’exemples qui montrent I'étendue de I'ambi-
guité inhérente dans les C-langages, ou des types particulier de C-langages.

Remarquons qu'une conséquence immédiate du Théoréme d’Indéci-
dabilité 1 du § 6, est qu’il ne peut exister d’algorithme déterminant si une
C-grammaire, ou méme une grammaire linéaire est ou non ambigué. Sup-
posons d’ailleurs, comme plus haut, que X = | (f;, 91) - - (fo» 9n) | est
une suite de couples de séquences. Choisissons n - I symboles nouveaux,
Ty, ..., X, et construisons les grammaires Gy de régles :

;> oy Sp—> 2:Sfy (I < i < n)
et G, de reégles :
Sg—>Tgy Sy—=>2:S,9; (I <1< n).
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11 est clair que G et G, sont non-ambigués et le probléme de corres-
pondance pour X a une solution affirmative, si et seulement s’il existe une
séquence engendrée a la fois par G; et G, c’est-a-dire si et seulement si la
grammaire Gy, est ambigué, G , contenant les régles de Gy, de G et les
régles S —.S;, S— S,, ou S est le symbole initial de Gy, Donc il ne peut
y avoir aucune procédure pour décider si, étant donné % quelconque, la
grammaire Gy, associ¢e ainsi & X est non ambigué.

La grammaire Gy, est linéaire, elle a trois non-terminaux et un mar-
queur central, et ’on voit que pour cette classe de grammaires, le probléme
de 'ambiguité est indécidable.

On peut penser que cette remarque s’étend aux grammaires 4 deux
non-terminaux. En revanche, la question intéressante de savoir si le pro-
bléme de I'ambiguité est encore indécidable pour les grammaires linéaires
minimales reste ouverte. Résumons la question de I'ambiguité telle qu’elle
se présente a ’heure actuelle, par les résultats suivants.

THEOREME D’AMBIGUITE 1.
11 existe des C-langages inhéremment ambigus.

THEOREME D’AMBIGUITE 2.

Il n’existe pas d’algorithme permettant de savoir si une C-grammaire
(méme linéaire, & marqueur central désigné), est, ou non, ambigué.

8. Transduction finie.

Nous voulons décrire une famille particuliérement simple de transfor-
mations d’'un langage en un autre. La premiere, et aussi la plus importante,
est ’homomorphisme.

Soit L un langage quelconque sur un vocabulaire terminal Z et sup-
posons que pour tout ze Z, on se donne unlangage L surun deuxiéme voca-
bulaire X. Notons par ®L I’ensemble de toutes les séquences (sur X)

qu’'on obtient en prenant un mot g = z %, zl-meL et en remplacant

chaque z ar un mot arbitraire de L Le nom d’ « homomorphisme »
q . P P

explique en soi la transformation. En effet si on considére les anneaux
A(Z) et A(X) des séries formelles de puissances par rapport aux variables
ze Z et e X, et si on note par ®, 'homomorphisme de A(Z) dans A(X)
induit par I'application @z = la série formelle de puissances associées a
L,, alors OL est le support de I'image par © de la série formelle de puis-
sance associée a L.

Une interprétation en rapport avec notre démarche présente peut
étre donnée si les L, sont des C-langages. Dans ce cas, supposons que L est
produit par la C-grammaire G,(de vocabulaire non-terminal Y), et que
chaque L, est produit par la C-grammaire G, (avec I’ensemble des non-
terminaux Y, et la lettre initiale y,,, ). Supposons que les ensembles Y
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soient disjoints et considérons une C-grammaire G de non-terminaux

Y U ZUUY, constituée des régles de G, des G,, et des régles z— y,,, (ze Z).
zeZ

(Plus simplement, nous identifions chaque z & y,,, ). 1l est clair que G pro-

duit exactement L.

Généralisons maintenant cette construction au type suivant de rela-
tion contextuelle : soient R;(i ¢ I) et R/(i’ € I') deux familles finies d’évé-
nements réguliers telles que chaque g € F(Z) appartient & un élément et
un seul de chaque famille. Supposons aussi que pour chaque triplet
(zeZ,ic I, i' I'), on ait un langage L,;; dans le vocabulaire X.

Alors pour tout y = z z;,... z; on remplace chaque z; par une
séquence arbitraire du langage L(z, i, i’) ou i et i’ sont déterminés par
la condition que la séquence z;,z;, ... z;, , est dans R; et que la séquence
Zj, --- %, est dans Ry'. Il est facile de voir qu'on peut, sans diminuer la
généralité, supposer que pour toute séquence g appartenant & un ensemble
quelconque R; , et pourze Z, 'ensemble R,-Z contenant gz ne dépend que
de Iindice i}, et de la lettre z. Autrement dit, on peut supposer donnés un
ensemble d’états I, une application de transition I X Z— I et un état
initial i,el, tels quez;, ... z;, R, si et seulement si i est I'état atteint
a partir de i, et aprés lecture de z;z;, ... z, .

Une construction analogue s’applique a4 R; et pour des raisons de
clarté, on écrira 'application correspondante sous la forme d’une multi-
plication 2 gauche. Etant données les deux applications I X Z— I
et Z X I'>I', on notera og, pour tout g = z;z;, ... zj € F(Z), la

ir“ie
séquence de triplets :
4) (o Zjp V) (i 2 U'ma) -+ (ko o E'miead) =+ (o Z0 £
oll, par récurrence :

B . .
(75) Ty iy = 125l = Uiy .y im = ImaZj,, ik = U2, , €t

- 2 . * *r . 2t
=z, 0 'y = 2z 0 ..0ii'm = Zjiim g

Avec ces notations on peut considérer les transformations décrites comme
se déroulant en deux étapes :

(76) (i) remplacement de chaque ge L parlaséquence 69 = (i, z; pim) .-
(ims 2j,, i') dans un alphabet U consistant en des triplets (i, z, i');
(ii) remplacement dans cg de chaque triplet (ix, 2z, i'm_x+1) par

une séquence quelconque du langage L(zj, ik, i'm_k4q)-

Puisque la deuxiéme étape n’est qu'un homomorphisme, il suffit de
discuter la premiére. Pour cela, soit U I’ensemble de tous les triplets (i, z, i")
et considérons le langage L’ obtenu a partir de L en ajoutant & sa gram-
maire toutes les régles z; — (i, z;, i') (avec i € I, i's I', quelconques).
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Il est clair qu’une séquence de L' appartient & ’ensemble ;cg 1 ge Lz
si et seulement si elle satisfait la condition (75) ci-dessus, ou encore si
elle appartient 4 I’événement régulier § défini par la condition (75) sur
I’ensemble F(U) de toutes les séquences dans ’alphabet U.

La premiére étape consiste donc seulement en un homomorphisme
de L dans ’ensemble de toutes les séquences sur U (ce qui donne L) suivi
de lintersection de L’ avec un événement régulier.

Donnons maintenant une derniére interprétation de ce que nous

avons fait : pour tout z & Z, soit pz la matrice dont les lignes et les

colonnessont indexées par des couples (i & I, i' & I'), et dont lesentrées
sont les suivantes :

T7) pzgiy iy =letriplet (i, z, i""’) sii" = iz et i’ = zi'"’ = o autre-
ment.

Si on calcule alors :

vz wyj, - .. uzj, = pg, il est facile de vérifier que 'entrée (i, i'p) (im i)
de pg est justement 6g. De 13 il s’ensuit que jog : ge} L = L' N R est
aussi un C-langage. . est effectivement un homomorphisme, on remplace
chaque non-terminal y par une matrice py dont les entrées sont de nou-
veaux non-terminaux et on vérifie que p. commute avec les substitutions
utilisées pour définir le langage comme solution d’un systéme d’équations.
Par ailleurs I'identification des entrées dans I'image p de nos équations
donne un nouveau systéme d’équations du type habituel qui définit
exactement L' N R [46]. Plus simplement encore, on peut définir p’
comme plus haut a ceci prés que pour chaque entrée non-nulle on prend
la série formelle de puissances L(zj, i, i) au lieu du triplet (i}, z;, i'). Les
deux étapes de la construction sont alors télescopées en une seule, et la
série de puissances associée au langage (sur X) obtenue par notre trans-
formation est simplement une entrée de

(78) Tipg:geL|.

Ceci est le fondement de la démonstration du Théoréme 2, § 4, plus
haut.

9. Rapports avec la théorie des automates.

Jusqu’a présent, nous avons étudié des processus générateurs, les
langages et les systémes de descriptions structurales qu’ils définissent, et
certaines applications finies sur ces langages, d’un point de vue entié-
rement abstrait. Pour relier ces remarques a la théorie des automates, il
est commode d’introduire une assymétrie temporelle dans nos considé-
rations.

Un automate M peut étre considéré comme un dispositif consistant
en un ensemble d’états X (mémoire de M) qui accepte (ou ce qui revient
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au méme produit) une suite de symboles d’un vocabulaire (alphabet) V,
selon des instructions fixées, énoncables de maniére finie (qu'on peut
donner en associant & chaque ve V une application ¢, de X dans lui-méme
(ou dans I'’ensemble des parties de X, dans le cas d’un automate « non
déterministique »). Si on prend un état initial et un ensemble d’états
final, on définit un langage M(L) constitué de séquences pouvant étre
acceptées par M, quand il fonctionne selon ses instructions de I'état
initial a I’état final, allant de S a S'=2, en acceptant v, seulement si
9,(S) = §' (ou $'e¢(S), dans le cas non déterministique).

La taille de la mémoire de M, ou sa vitesse de croissance au cours
du calcul, fournit un certain indice de richesse de langage L(}M), au moyen
duquel on peut comparer diverses familles de langages du type qui vient
d’étre envisagé.

Etant donné un ensemble de séquences L, écrivonsf~ f’, si pour tout
9, fge L si et seulement si f'ge L. Ilest clair que ~ est une équivalence. De
plus on peut manifestement prendre les classes d’équivalence définies
par ~ comme états d’'un automate M(L) qui accepte L, puisque toute
I'information sur f servant a la poursuite du calcul de M(L), f étant lue,
est donnée par la classe d’équivalence de f.

Remarquons que L est la réunion de certaines de ces classes d’équi-
valence, et que f~ f’ implique que fg ~ f'g pour tout g.

En second lieu, étant donné L, écrivons f = f’ si et seulement si
pour tout g, gf ~ gf’ il est clair que f = f' si et seulement si pour tout
g, ¢', gfg' e L siet seulementsi gf'g’ ¢ L. Ainsi = est symétrique et il estfacile
de montrer que f; = f, et f; = f, = est donc une relation de congruence et
les = —classes del’ensemble F(V) peuvent étre multipliées entre elles ce qui
donne un monoide quotient de F(V). Ce monoide quotient F'(V) = @ F(V)
est tel que L = ¢-pL et il est associé canoniquement & L, [41].

Cette remarque rattache la théorie présentée ici a celle des monoides.
L’intérét est que dans certains cas les ~ -classes (et le monoide quotient)
ont une interprétation simple traduisible en langage d’automates, et
inversement que certaines notions algébriques (en particulier, celle
d’extension), regoivent une interprétation simple.

Revenons maintenant au probléme de la caractérisation des familles
de langages en termes d’automates; il est bien connu que la sous-famille
Supp. (L,* ) des C-langages est caractérisée de facon unique par le fait
que pour chaque langage Le Supp. (L,* ), il existe un automate M(L) a
mémoire bornée, qui accepte L.

Considérons maintenant la famille Supp. (L,), ¢’est-a-dire ’ensemble
des supports des séries de puissance qui sont solutions de systémes
d’équations « linéaires unilatéres » a coefficients entiers positifs ou négatifs.

Comme nous 'avons vu Le Supp. (L,), si et seulement si L = Supp.
(ry — rp) oury, ryé (L, ). On peut alors montrer que les énoncés suivants

sont équivalents.
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(79) () Le Supp.(L,*);

(ii) il existe une correspondance biunivoque entre les ~ -classes
pour L et un espace de dimension finie de vecteurs entiers v(f)
tels que pour tout xe V, v(fx) = v(f)ux, olt px est une matrice;

(iii) F / = est isomorphe a4 un monoide de matrices enti¢res de
dimension finie (les matrices p. de (ii);

(iv) L est accepté par un automate M(L), dont la mémoire est un
espace de dimension finie de vecteurs & coordonnées entiéres,
et les transitions sont comme dans (ii), ci-dessus.

(Schiitzenberger, {44], la classe d’automates A étant celle qui est définie
par (79 iv).)

Considérons maintenant les deux restrictions suivantes sur la classe
d’automates A,

(80) (i) il existe un N tel que pour tout f= F(V), || v(f) || < N;
(i) pour tout f, f', f" € F(V) et € >0, lim e** || v(f'fof") || = O

ot || v || est la longueur du vecteur v au sens habituel.

I1 est clair que (80 i) entraine (80 ii). De plus L est manifestement
un événement régulier (L € Supp. (L,* ) seulement si (80 i) est remplie
par un automate de la classe A qui accepte L. Un automate de la classe A
qui remplit la condition (80 ii) est appelé un automate fini & compteur
dans Schiitzenberger [47] ol de tels dispositifs sont étudiés. On peut
montrer qu’en gros (80 ii) signifie que la quantité d’information (en bits)
enregistrée dans la mémoire ne croit pas plus vite qu'une fonction linéaire
du logarithme de la longueur d’un mot d’entrée.

Il est intéressant de remarquer que (comme dans le cas de la classe
totale des C-grammaires), il n’y a pas d’algorithme qui permette de
décider, étant donné M € A, s’il y a ou non un f accepté par M [28]. De
plus, on peut facilement montrer que le méme probléme pour les auto-
mates finis & compteur est indécidable, si le dixiéme probléme de Hilbert
(existence d’une solution entiére pour une équation diophantienne quel-
conque) est indécidable [47].

Considérons maintenant un automate M qui présente une structure
du type suivant : les états de M (les ~ -classes dans le langage d’entrée
de M) sont identifiés aux séquences dans un certain alphabet nouveau
(< interne ») et pour tout v e V, «I'instruction de calcul » ¢, application :
[ ~ -classe de f]—[ < -classe de fv] consiste en I’addition ou la suppression
de lettres a 'extrémité droite de la séquence interne associée a[ ~ -classe
de f]. Nous appellerons un tel automate (en accord avec la terminologie
habituelle), un automate a pile. Les automates a pile forment une sous-
classe restreinte de la classe des automates linéaires bornés étudiés par
Myhill [31], Ritchie [39].

Si M est un automate a pile, le langage L qu’il accepte est un
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C-langage et tout C-langage peut s’obtenir par un homomorphisme a
partir d’'un langage accepté par un automate a pile [48], [49]. En parti-
culier si D est un langage de Dyck et A un événement régulier standard
(cf. § 5) D N A est accepté par un automate a pile.

Un automate & pile non déterministique est un automate du type
ci-dessus, & ceci prés que ¢ applique un état dans un ensemble d’états.
Nous pouvons maintenant démontrer directement que les C-langages
(les langages de la classe Supp. (C*)) sont ceux qu’accepte un automate
a pile non déterministique [11] [12].

Traduit par G. FAUCONNIER.
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Marcel-Paul Schiitzenberger

(EUVRES COMPLETES

éditées par Jean Berstel, Alain Lascoux et Dominique Perrin

Les treize tomes de cette édition contiennent |'ensemble des ceuvres de
Marcel-Paul Schiitzenberger qui ont fait I'objet d'une publication dans une
revue scientifique ou un livre. Ses travaux couvrent une période de plus de
50 ans, depuis sa premiere note aux Comptes Rendus en 1943 jusqu'a son
dernier article, paru en 1997.

Les publications sont présentées dans I'ordre chronologique. Chaque tome
est précédé d'une courte introduction qui essaie d'éclairer certains des tra-
vaux, tant pour leur intérét scientifique intrinseéque que pour I'écho qu'ils
ont rencontré et les développements qu'ils ont suscités.

Tome 6 : 1964 — 1968

Le plus connu et le plus cité des articles de cette période est « On finite
monoids having only trivial subgroups », ot Schiitzenberger caractérise les
langages rationnels dont le monoide syntactique est apériodique, c'est-a-dire
n’a pas de groupe non trivial. C'est le résultat pionnier dans ce qui deviendra
la théorie des variétés de langages reconnaissables. Eilenberg, dans le vo-
lume B de son traité écrit : « Next to Kleenes's Theorem, Schiitzenberger’s
Theorem is probably the most important result dealing with recognizable
sets. ».

Cette période est aussi celle d’autres articles importants en théorie des codes
comme « Codes a longueur variables », un texte qui a été d'une importance
fondamentale pour ses éléves et disciples et est resté non publié. Ce sont
les notes d'un cours sur la théorie des codes, écrites pour I'école d'été de
Royan. D’autres articles sont « On the synchronizing properties of certain
prefix codes », qui contient la théorie des codes sémaphores, ou « On a
question concerning certain free submonoids » qui contient la solution d’une
conjecture proposée par Gilbert et Moore en 1959.

Dans le bref article intitulé « Classification of Chomsky Languages », Schiit-
zenberger propose une présentation particuliére des langages algébriques :
ceux-ci sont vus essentiellement comme des images, par des transductions
rationnelles de langages de Dyck.



	Introduction
	1964
	On the synchronizing properties of certain prefix codes
	Sur certaines chaînes de Markov non homogènes

	1965
	Sur certains sous-monoïdes libres
	Sur les monoïdes finis n'ayant que des sous-groupes triviaux
	Sur une question concernant certains sous-monoïdes libres
	On finite monoids having only trivial subgroups
	A remark on incompletely specified automata
	On a factorisation of free monoids
	Sur un problème de McNaughton
	Codes à longueur variable
	On the algebraic theory of automata

	1966
	Sur certaines chaînes de Markov non homogènes
	Sur certaines variétés de monoïdes finis
	On a family of sets related to McNaughton's L-language
	Une condition de finitude des monoïdes finiment engendrés
	Sur les produits semi-directs droits de monoïdes
	On a question of Eggan
	On a question concerning certain free submonoids
	Le dialogue homme-machine à l'ère de l'ordinateur
	Classification of Chomsky languages

	1967
	Errata : ``Sur les produits semi-directs droits de monoïdes''
	Algorithms and the neo-darwinian theory of evolution, Preliminary Working Paper
	Algorithms and the neo-darwinian theory of evolution
	On products of finite dimensional stochastic matrices
	On synchronizing prefix codes

	1968
	A remark on acceptable sets of numbers
	On an enumeration problem
	Sur certains semi-groupes de matrices non négatives
	Théorie algébrique des langages ``context-free''


