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Introduction

Introduction
Tome IV : 1956—1960

L’article Une théorie algébrique du codage [1956-3] est un texte fondateur.
Cet exposé au séminaire d’algébre de Paul Dubreil (suivi d’une publication
comme note aux Comptes rendus [1956-5]) contient en effet la présentation de
la problématique du codage en termes algébriques et, notamment le fait que
la propriété de décodage unique équivaut a celle d’'une base d’un sous-monoide
libre. L’article contient notamment la caractérisation des sous-monoides libres
comme des sous-monoides libérables (on dit maintenant stables et Paul Cohn
parle d’anti-idéauz [3]).

Une version en anglais est présentée a un colloque IRE au MIT On the appli-
cation of semigroup methods to some problems in coding [1956-6|. Elle contient
cette jolie illustration de la définition d’un ensemble complet a droite (on disait
alors net a droite) : « If M is the free semigroup of all phonetic sentences in
English and M’ the subset of all semantically correct sentences, M’ is neat in
M. For instance : “pri wat law chur coco feet” (obtained from King Lear, Act
III, with Tippet’s help) is fitted into a complete message in M’ by adding :
“..and this gentlemen, was, may-be, my best example of a semantically void
utterance” ».

La note Jeuz de Nim et solutions [1956-8|, avec Claude Berge, fait suite a
une premiére note [1], signée de Claude Berge seul, et qui porte elle aussi sur
les fonctions de Grundy sur les graphes infinis.

La note aux Comptes-Rendus D représentation des demi-groupes [1957-1]
contient la définition de ce que Clifford et Preston nommeront dans leur livre
[2] le groupe de Schiitzenberger d’une H-classe et les représentations de Schiit-
zenberger relatives a une D-classe. Elle fait suite & une note préliminaire Sur
une représentation des demi-groupes [1956-9] publiée 'année précédente dans la-
quelle la représentation est relative a I’idéal minimal et pour laquelle le groupe
est le groupe de Suschkevitch. Elle sera suivie d’une nouvelle note Sur la repré-
sentation monomiale des demi-groupes [1958-4] donnant une construction plus
générale.

La note Sur une propriété combinatoire des demi-groupes libres [1957-3| est
une preuve erronée de la conjecture sur ’équivalence commutative des codes
maximaux aux codes préfixes dont il sera question plus loin (tome 9).

Larticle Sur une propriété combinatoire des algébres de Lie libres pouvant
étre utilisée dans un probléme de mathématiques appliquées [1958-3] est la pre-
miére présentation des liens entre bases des algébres de Lie libres, factorisations
des monoides libres et codes comma-free (qui sont le « probléme de mathéma-
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tiques appliquées » dont il est question).

L’article A characteristic property of certain polynomials of E. F. Moore and
C. Shannon [1959-1] est publié¢ dans une revue & diffusion limitée et contient
I’énonceé de ce qui est maintenant connu comme le théoréme de Kruskal-Katona
(voir [4]).

La note Sur I’équation a®>T™ = b**™c2*P dans un groupe libre [1959-2] est
une preéfiguration de Particle publié avec Roger Lyndon [1962-5].

[1] Claude Berge. La fonction de Grundy d’un graphe infini. C. R. Acad. Sci. Paris,
242 :1404-1407, 1956.

Alfred H. Clifford and Gordon B. Preston. The Algebraic Theory of Semigroups.
Vol. I. Mathematical Surveys, No. 7. American Mathematical Society, Providence,
R.I, 1961.

Paul M. Cohn. Free Rings and Their Relations, volume 19 of London Mathematical
Society Monographs. Academic Press Inc. [Harcourt Brace Jovanovich Publishers|,
London, second edition, 1985.

Donald E. Knuth. The Art of Computer Programming. Vol. 4, Fasc. 3. Addison-
Wesley, Upper Saddle River, NJ, 2005. Generating all combinations and partitions.

[2

3

[4
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Imprimé avec le périodique
REVUE NEUROLOGIQUE
Tome 94 —- N° 3 — 1956
(pp. 269-263).

DE L’INFLUENCE RELATIVE DE L'HYPERTENSION INTRACRANIENNE ET
DE LA LOCALISATION SUR LES TROUBLES PSYCHIQUES AU COURS
DES TUMEURS CEREBRALES,

PAR MM.

P. SCHUTZENBERGER, H. HECAEN et J. de AJURIAGUERRA

Notre matériel se compose de 439 tumeurs cérébrales observées dans le service du
Pr Agrégé M. David. Les troubles mentaux ont été constatés dans 229 de ces observa-
tions. Une étude détaillée de ces observations fait I'objet d’'une monographie, actuel-
lement sous presse ; aussi cette communication n’aura-t-elle pour but que d’en dis-
cuter un aspect important au point de vue méthodologique.

L’examen psychiatrique a été conduit chez tous ces malades par deux d’entre
nous. Pour permettre 1'étude statistique, les divers troubles psychiques ont été clas-
8és sous 8 grandes rubriques : états confuso-démentiels, troubles de I’humeur et du
caractére, troubles paroxystiques.

Nous avons réuni sous la rubrique des états confuso-démentiels toute une gamme
d’états déficitaires s’étendant depuis 1’état d’obtusion & la détérioration intellec-
tuelle.

Par troubles de I’humeur et du caractére, nous entendons les modifications de la
sphére thymique et de la personnalité.

A cdté de ces états permanents, nous avons isolé les désordres paroxystiques prin-
cipalement centrés sur les manifestations hallucinatoires.

La localisation a été affirmée d’aprés les constatations autopsiques ou opératoires,
exceptionnellement par des données neuroradiologiques. En vue de I'étude statis-
tique, nous avons di procéder & un certain regroupement, sur la classification régio-
nale utilisée dans notre travail d’ensemble ; nous laissons inchangés les groupes des
tumeurs, frontales, mésodiencéphaliques et sous-tentorielles. Par contre, nous avons
réuni les tumeurs temporales et fronto-temporales, préférant adjoindre ce dernier
groupe aux tumeurs temporales qu’aux frontales. En effet, si nous modifions ainsi
trés certainement la proportion des troubles paroxystiques nous devons d’emblée
signaler que la recherche statistique n’a pour ces manifestations qu'un intérét lLi-
mité, étant donné le caractére d’évidence clinique. D’autre part, une tumeur fronto-
temporale n’atteint pas, en général, du moins de maniére importante, la région fronto-
polaire.

Un dernier groupe, étiqueté « Reste », a été constitué par les tumeurs rolandiques,
pariétales et occipitales, auxquelles nous avons joint les rares cas de tumeurs cal-
leuses (la plupart des atteintes calleuses de notre série ont été classées parmi les tu-
meurs bifrontales).

Année 1956
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Nous avons admis comme critére de I’hypertension intracranienne la stase papil-
laire, en classant comme tels les aspects ophtalmoscopiques allant du simple ce-
déme papillaire & la stase avec exsudats et hémorragies. Il nous a paru, en effet, que
les autres signes de I'hypertension intracranienne dépendaient trop de l'interpré-
tation personnelle. En outre, pour ne pas subdiviser & I’extréme nos groupes, il ne
nous a pas été possible de tenir compte des degrés de I’'cedéme papillaire ; d’ailleurs,
il nous parait difficile d’apprécier par ce seul symptoéme les degrés d’intensité de 1'ce-
déme cérébral et de I’hypertension réelle.

Nous insisterons ultérieurement sur le fait qu’aucune discontinuité nette ne peut
répondre & la notation en « stase » ou « absence de stase » et qu’il s’agit 14 essentielle-
ment d’une variable continue.

La fréquence relative des divers troubles et de leur association ne sera pas envi-
sagée ici.

On doit étudier d’abord les rapports entre les deux critéres de base retenus : la
localisation d’une part, I’hypertension intracranienne d’autre part, cette derniére
appréciée par la présence de stase papillaire identifiée opérationnellement & I’hyper-
tension.

Effectivement, le pourcentage des stases n’est pas le méme dans les différentes loca-
lisations, comme en permettent de juger les chiffres (17¢ colonne du tableau). Un
test d’homogénéité par x2 établit la réalité des différences observées. x? = 15,2
pour 4 degrés de liberté.

Notons d’emblée que le pourcentage le plus élevé se rencontre dans le groupe
frontal, suivi par le groupe sous-tentoriel, puis par le groupe temporal, puis par
le reste et enfin par le groupe mésodiencéphalique.

L’étude statistique sera réalisée groupement psychiatrique par groupement psy-
chiatrique, tels qu’ils ont été définis plus haut. La stase et la localisation étant liées,
ne peuvent donc étre traitées ensemble. Il nous faut ainsi considérer 10 groupes,
c’est-a-dire chacun de nos groupements régionaux sous I'angle stase et absence de
stase et les envisager de fagon distincte.

Cette maniére de faire est seule possible et on doit attirer ’attention des chercheurs
sur ce point puisque des travaux statistiques comme ceux de Busch repris par
Maxwell ne peuvent aboutir & des conclusions nettes en raison du fait que sont
seules accessibles d’une part la fréquence de la stase par localisation, et d’autre part
la fréquence des troubles psychiatriques par localisation sans qu’existe la possibilité
d’établir la corrélation entre eux.

I. — Lus ATATS CONFUSQ-DEMENTIELS.

Les chiffres (cf. tableau) permettent les constatations suivantes :

1° dens un groupe comme dans l'autre, 'extréme diversité des fréquences des
états confuso-démentiels selon la localisation. Par exemple, on note 63 p. 100 de
troubles confusionnels pour le groupe frontal et 28,1 p. 100 pour le groupe sous-
tentoriel ;

20 le parallélisme de ces fréquences par localisation dans le groupe présentant de
la stase et dans le groupe n’en présentant pas ; dans les deux cas, le groupe frontal
vient en téte tandis que le groupe sous-tentoriel est en fin de liste ;

8¢ pour chaque localisation, la moindre fréquence des états confusionnels pour le
groupe sans stase papillaire que pour le groupe avec stase papillaire.

Ceci indique, et un calcul plus raffiné pourrait le prouver formellement, que la
stase papillaire — en soi, si I'on peut dire, parce qu’elle dépend déja de la localisa-
tion — a un réle au moins adjuvant sur la manifestation des troubles, mais, d’autre
part, montre que, méme avec un facteur stase constant (sous réserve d’une discus-
sion ultérieure), ces localisations par elles-mémes ont une importance différente.

1956-1. De l'influence relative de 'hypertension intracranienne et . ..
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SOCIETE FRANGCAISE DE NEUROLOGIE

II. — TROUBLES DE L'HUMEUR ET DU CARACTERE ET TROUBLES PAROXYSTIQUES®

11 faut faire remarquer d’emblée que le phénoméne est beaucoup moins net
pour les troubles paroxystiques. En effet, la classification utilisée pour ces troubles
a été globale, réunissant aux désordres hallucinatoires d’autres manifestations
d’ailleurs rares. En outre, la plus grande majorité des manifestations hallucinatoires
reléve de I'atteinte temporo-occipitale.

Les troubles paroxystiques ont surtout été introduits dans ce tableau par souci
de complétude. En ce qui concerne les troubles de I’humeur et du caractére, le phé-
nomeéne est en gros le méme que pour les états confuso-démentiels, c’est-a-dire
qu’on note une fréquence inégale des troubles selon le sidge et quelle que soit la stase
—- et ceci de fagon relativement paralléle dans les deux groupes.

Cependant, on doit souligner quelques discordances assez nettes :

1° Dans le groupe frontal, tant pour les troubles de I'humeur et du caractére que
pour les troubles paroxystiques, il existe une différence entre leurs fréquences selon
la stase, différence qui est inverse de celle & laquelle on aurait pu s’attendre.

Quoique cette différence ne soit pas significative, elle prend toute sa valeur par
contraste avec 'influence générale de la stase sur les troubles mentaux.

Tout au moins pour les troubles de I’humeur et du caractére, on peut suggérer &
titre d’hypothése que cette discordance provient de ce que lorsque la stase est pré-
sente, la confusion trés fréquente dans le groupe frontal avec stase masque les
troubles de la personnalité ;

20 Dans le groupe mésodiencéphalique, & 'inverse, la présence de la stase semble
avoir un effet favorisant trés important sur I'apparition des troubles de I’humeur,
& un point tel qu’il faut faire passer du premier au dernier rang leur fréquence du
groupe avec stase au groupe sans stase. L aussi une hypothése peut étre suggérée,
avant d’admettre qu’il s’agit d’un phénoméne aléatoire ; la stase est habituelle-
ment le fait des tumeurs infiltrantes susceptibles d’atteindre plus intensément les
mécanismes hypothalamiques.

Il faut noter d’ailleurs que sur I’ensemble des 15 groupes de pourcentage examinés,
il est presque nécessaire logiquement que certains présentent des irrégularités par
rapport aux tendances générales et ainsi que notre discussion a posteriori de ces ir-
régularités ne saurait étre que difficilement concluante.

80 On notera enfin que, dans I’ensemble et pour autant que I’on puisse ’apprécier,
Iinfluence différentielle de la stase est trés nettement moins importante pour les
troubles de la personnalité que pour les troubles confusionnels considérés isolément
(les chiffres n’auraient qu’une valeur indicative x2 = 2.68) et qu’elle est presque
nulle pour les troubles paroxystiques.

40 Tl est intéressant de remarquer la décroissance réguliére de la fréquence des
troubles de I'humeur et du caractére depuis la localisation frontale jusqu’s la loca-
lisation sous-tentorielle. Le groupe mésodiencéphalique se classant correctement
avant le reste (principalement composé de tumeurs pariétales et occipitales).

DISCcUSSION GENKRALE.

Indépendamment du groupement psychiatrique étudié, deux faits se dégagent
des chiffres présentés :

10 T'effet de la stase & I'intérieur d’un méme groupe régional ;

20 Y'effet de la localisation & 'intérieur des individus présentant de I’hypertension
intracranienne telle qu’elle est jugée par le critére de stase.

Néanmoins, un examen plus attentif des chiffres montre, pour les deux premiers
groupes cliniques, un parallélisme de fréquence des troubles avec les fréquences de
la stase en fonction des localisations. Ceci avec ’exception notable du groupe sous-
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tentoriel qui présente & la fois le moins de troubles psychiatriques dans ’ensemble et
le plus de stase (& I'exception du groupe frontal).

Ce parallélisme existe dans les chiffres de Bushtable 1 de Maxwell (une estimation
trés grossiére de ce parallélisme est fournie par un coefficient de corrélation par un
rang p de Spearman = 0,75) : le seul cas nettement discordant étant celui des ménin-
giomes qui donnent d’ailleurs dans les chiffres de Bush un chiffre anormalement élevé
de « torpeur ».

En raison des données admises sur le rdle de la région sous-tentorielle, il semble
normal que sa gravité psychiatrique soit moindre que celle des autres groupes. Aussi,
nous I'écarterons désormais de la discussion.

Ceci fait, le parallélisme entre gravité psychiatrique et stase devient rigoureux
pour les états confuso-démentiels et encore trés satisfaisant pour les troubles de
I'humeur et du caractére, et on doit se demander 8’il n’y aurait pas 14 une simple
conséquence de la méthode d’observation employée. En effet, I’hypertension intra-
cranienne dont la stase n’est qu’une manifestation, varie continuellement d’un ma-
lade & l'autre sans présenter vraisemblablement la discontinuité nette que suggére
lanotation «stase» ou « non-stase ». Il est donc normal que si un groupe défini par un
autre critére présente une fréquence élevée de stase, ceci signifie en réalité que le
degré moyen d’hypertension intracranienne de ses membres soit plus élevé aussi
bien pour les sujets classés dans le groupe avec stase que parmi les sujets classés
dans le groupe sans stase. Ainsi done, il nous est impossible d’éliminer parfaitement
Iinfluence de I’hypertension intracranienne de nos statistiques, et il ne nous est
donc pas possible, sur la base des chiffres rassemblés, d’exclure entiérement 1’hypo-
thése que les différences entre localisations (& 1’exception du groupe sous-tentoriel
proviennent, tout au moins en partie, de celles-ci.

CoNCLUSIONS.

Les questions et réponses suivantes résument le plus nettement nos conclusions :

1° ]a localisation est-elle toujours sans influence ? Non, car les localisations sous-
tentorielles donnent un pourcentage de troubles psychiques trés inférieur & celni
des autres localisations, bien que le facteur stase y soit particuliérement marqué.

20 la localisation & I'intérieur des groupes définis a-t-elle toujours de I'influence ?
Tel est notre sentiment d’aprés les chiffres présentés, mais on ne peut exclure I’hypo-
thése selon laquelle ce serait I'hypertension intracranienne qui aurait le réle prédo-
minant dans le déclenchement des troubles psychiatriques au cours des tumeurs
supratentorielles.

(Travail du Centre Neuro-Chirurgical des Hépitauz psychiatriques de la Seine,
Pr agrégé Marcel David.)
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E. MARTIN, M. P. SCHUTZENBERGER et Ph. PAUMELLE.

OBSERVATION STATISTIQUE SUR LE RANG DANS LA FRATRIE
DES ALCOOLIQUES

Le 14 juin 1952 dans la « Semaine des hdpitaux de Paris », DUCHENE,
SCHUTZENBERGER, BIRO et SCHMITZ publiaient leur observation statis-
tique sur I’écart d’age des couples dont le mari est alcoolique. Une réflexion
ciinique les avait amenés a remarquer la fréquence des hommes alcooliques
chroniques ayant épousé des femmes d’'un age trés supérieur au leur. La sta-
tistique effectuée sur un échantillon de 145 hommes mariés avait confirmé
cette impression.

Une démarche analogue nous a amenés a tenter de préciser les particu-
larités du rang dans la fratrie de nos malades. De telles études ont, pour
nous, le grand mérite d’éclairer les contours de la personnalité de I'alcoo-
lique. Nous sommes, en effet, de plus en plus persuadés que l'alcoolisme
chronique est le fait de personnalités présentant une structure trés particu-
liere. La géneése des troubles fait sans doute intervenir de trés nombreux
facteurs tant organiques que psychologiques; le fait de préciser certains
aspects de leur histoire et leur situation familiale contribuera, nous semble-
t-il, a fonder d’'une maniére objective le mode d’abord thérapeutique sous
un angle psychothérapique au sens large du mot.

Pour ¢tudier le rang dans la fratrie, nous avons choisi deux échantillons :
— 206 malades dont 171 hommes j consultation du Dr PAUMELLE

et 35 femmes dans le 13¢ arrondissement.
—- 264 malades dont 221 hommesg consultation du Dr MARTIN
et 43 femmes \ au Pré-St-Gervais.

Ces deux groupes représentant tous les malades venus consulter en
1954 et 1955 pour lesquels les renseignements sur la fratrie avaient pu étre
relevés. Nous avens ¢liminé dans les deux échantillons toutes les structures
familiales complexes (enfants de plusieurs lits).

Voici leur distribution en isolant les derniers de famille (Tableau p. 110).
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L’'analyse de ces documents permet les remarques suivantes :

— Les deux échantillons sont grossiérement comparables du point de
vue proportion des sexes; les femmes représentent 16, 3 % du total du
Pré-St-Gervais et 16 % du total des malades dans le 13¢ arrondissement ;

Les familles nombreuses sont plus largement représentées a la consul-
tation du Pré-St-Gervais dans les deux sexes ;

— Si l'on calcule le nombre théorique des derniers de famille que I'on
aurait dfi rencontrer, en supposant que la prédisposition a I’alcoolisme soit
la méme quelque soit le rang de naissance, on trouve :

X1l Pré-St-Gervais
H F H F
Valeur théorique : (1) 43,54 6,92 49,04 9,25
Valeur observée : 55 17 52 12

On constate que dans les deux échantillons, un nombre trés supérieur
de derniers de famille (que le calcul révéle étre significatif dans les deux
sexes) est indiscutable. On observera :

1° que le phénomene est toujours plus net chez les femmes ;

2° que dans I'échantillon de la consultation du Pré-St-Gervais, le phé-
nomene n’apparait nettement que pour les familles nombreuses (6 enfants et
plus).

En se limitant & celles-ci, on trouve :

Pré-St-Gervais - Hommes : (familles de plus de 6 enfants)

valeur théorique : (1) 10,44

valeur observée : 15

3° que les enfants uniques dont il n’a pas été tenu compte dans les
calculs précédents, ont une fréquence différente dans les deux sexes.

Pourcentage des enfants uniques sur le total des 2 échantillons :

Hommes : 13,8 %

Femmes : 21,8 %

4° un calcul analogue, une fois éliminés les derniers-nés, ne révéle
aucune différence significative selon le rang de naissance.

On peut, cependant, &tre frappé d'une relative fréquence des avant-
derniers.

Nous devons souligner le contraste entre les recrutements des deux
consultations envisagées :

I. — CONSULTATION DU PRE-ST-GERVAIS :

Milieu culturel et social relativement pauvre avec fratries nombreuses
particulierement fréquentes. La quasi-totalité des malades est adressée par
les services sociaux et le volontariat I'exception.

Les derniers-nés sont en régle I'objet de frustrations relativement impor-
tantes : rejet favorisé par des conditions économiques difficiles. Famille sou-
vent elle-mé&me perturbée sur le plan affectif.

(1) Total des quotients du nombre des malades appartenant & chaque fratrie
sur le nombre d’enfants de ladite fratrie.
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II. — CONSULTATION DU XIll® ARRONDISSEMENT

Milieu culturel et social trés varié et prédominance des fratries de deux
ou trois enfants — 49 % des volontaires — les derniers-nés sont assez sou-
vent de familles unies et ont rarement été I'objet de frustrations matérielles,
les formes diverses d’hyperprotection dont ils ont fait 'objet de la part des
parents ne leur ayant pas permis d’acquérir une personnalité d’adulte.

Les données statistiques que nous venons d’évoquer, selon nous, doivent
étre interprétées dans le cadre des facteurs d’immaturation de la personnalité.
Leur étude détaillée montre que des évenements identiques mais profondé-
ment différents quant au vécu du sujet, peuvent intervenir dans la génése de
I"alcoolisme chronique.

Dr PAUMELLE :

Permettez-moi, avant de terminer, une réponse rapide aux interventions
sur mon rapport.

Je suis extrémement heureux de constater 'accord de M. Lereboullet sur
la majorité des points de mon rapport.

Qu’il me permette seulement de revenir sur une question particuliére-
ment importante, celle du temps consacré a chaque malade. Il pense que les
normes que je propose sont trop larges. Pour ma part, je persiste a les
considérer comme nécessaires si I'on vise une psychothérapie du malade,
en plus de 'examen somatique et du contrdle de la sobriété.

Un petit point trés particulier sur la question importante qu'a abordée
M. Lecomte : celle des rapports entre les services de police et les dispen-
saires. Il a tout a fait raison de dire qu’il ne s’agit pas d’avoir, pour le méde-
cin, une attitude démagogique. J'espere que ce n’est pas ce qu'on a tiré de
mon propos.

Professeur HEUYER (Paris).

Il est tard. Je n’ai pas 'intention de faire de trés longs commentaires.

Je remercie d’abord les rapporteurs : M. PAUMELLE et M. DUCHENE
de leurs trés remarquables rapports. Le rapport de M. PAUMELLE est un
rapport trés administratif. Le rapport de M. DUCHENE est un rapport plus
médical, dans I'étude de chaque cas.

Il y a d’abord un point indiscutable : les consultations pour alcooliques
sont utiles : elles sont méme nécessaires dans I'état actuel des choses. Les
résultats qui ont été obtenus sont, dans I’ensemble, satisfaisants. On considére
qu'il y a un quart de bons résultats. 25 % de bons résultats, c’est déja quelque
chose ! Comme le disait M. DUCHENE, un quart de bons résultats permet
de diminuer singuli¢rement la charge des finances, quand on sait ce que
cofite un internement ou la prison, pour des sujets qui, s’ils n’étaient pas
passés par la consultation, seraient certainement devenus une charge sociale
au lieu de recommencer de travailler et d’étre utiles a leurs familles. Par
conséquent, il ne peut &tre question de discuter 'utilité de ces consultations.

Dans les communications qui ont été faites, on a insisté beaucoup sur
le point de vue psychologique des causes de I’alcoolisme. Monsieur MARTIN
a trouvé la raison de ces alcoolismes individuels dans des conflits personnels,
qui remontent a I'enfance. M. PAUMELLE vient de faire une étude trés inté-
ressante, au point de vue de la statistique, sur le rang familial dans la fratrie
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Faculté des Sciences de Paris

—t—g—io 27 février 1956
Séminaire P. DUBREIL et C. PISOT Exposé n® 15

(ALGEBRE et THEORIE DS NOMBRES)
Année 1955/1256

UNE THéORIE ALGEBRIQUE DU CODAGE,
par M.P. SCHUTZENBERGER.

Introduction.
Soient donnés deux ensembles discrets (en général finis dans la pratique) :

f\o : 1'ensemble des messages élémentaires
AO : 1'ensemble des lettres ou "alphabet",

En théorie des communications, le probléme du codage consiste & représen-
ter les messages, c'est-a-dire les suites de messages élémentaires par des
suites de lettres selon une régle fixde & 1'avance (un "code" ou "dictionnaire")
de telle sorte que la retraduction soit possible et ceci en fonction d'exigen-

ces techniques de nature diverse.

Par exemple, J\D étant 1'ensemble des signes typographiques habituels
et AO un "alphabet" consistant en les trois "lettres" "point" "trait" et

"intervalle®.

Le code télégraphique morse est le systéme de convention dans lequel "a"
est représenté par ‘"point trait intervalle" , "b" par "trait point point point

intervalle™" ... etc. On-appellera respectivement "codage" et "décodage" les
deux cpérations inverses qui font passer des suites de messages aux suites de

lettres et réciproquement.

Plus généralement on pourrait voir dans tout langage, naturel ou artifi-
ciel, un code (plus souvent d'ailleurs : une série de codes superposés

P . . R . .
phonémiques, gramraticaux, sémantiques, etc.) traduisant en sons, signes ou
gestes des idées, des sentiments, etc. Une définition encore plus générale a
été étudide par J. Riguet [1], et nous désignerons ici, pour abréger, sous
le nom de "codes", certaines structures qui idéalisent les restrictions plus
ou moins explicitement ou rigoureusement admises par la quasi-totalité des

systémes utilisés dans la théorie des communications stricto sensu s

1°) Universalitd : Toute suite de messages élémentaires correspond & une

suite de lettres au moins.

13
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20) Catégoricité ¢ Cette suite de lettre est unique pour une suite de mes-

sages élémentaires donnde.

3°) Univocité du décodage : Réciproquement, si une suite de lettres corres-—

pond & une suite de messages élémentaires, cette
derniére est unique.
4°) Isomorphie : Si les messages " A" et ! w " sont codés respectivement
par " {" et "m", le message " )K" est codé par
n{ph .
Le code morse satisfait rigoureusement 3 ces quatre condibions et aussi, dans
une certaine mesure, ce code compliqué qu'est la transcription orthographique
frangaise du langage parlé
Formellement il est clair que les conditions énoncées conduisent & la
Définition s

Net 4 étant respectivement les demi-groupes.libres engendrés par J\b

et AO ,» une application {? de JAO sur une partie Ib de A sera un code,
si et seulement si 1'extension de C? a J\ détermine un isomorphisme de /\
sur le sous-demi-groupe P de A engendré par les suites de lettres consti-
tuant Po .
On appellera "mot" les suites de lettres constituant P0 et, pour abré-
ger, "message" aussi bien les éléments de P que ceux de f\ . Un code sera
défini par la donnde de ;AD s By et G s ou plus fréquemment par celle de
A et de P, puisque, & et P étant des demi-groupes, leuwr donnde imvlique

celle de leurs générateurs.

1
( )Les contre-exemples suivants illustrent la signification des conditions
précédentes :

ad 1°) : le phondme "t*" (le click dental du Bantou, utilisé en France pour

stimuler les chevaux) est intranseriptible dans 1'orthographe frangaise.

ad 2°) : le phondéme "K" est codd K (Képi) ou ch (choléra) ou ¢ (carotte) ou

qu (quei).
ad 3°) : la graphie "ent" code plusieurs phonémes distincts (vent, vient
viennent). _—" -

ad 4°) : la graphie "oi" qui se 1it "ua" et devrait s'éderire "oual,

14
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La définition précédente fait apparaitre la théorie de codage comme une
application de la théorie des demi-groupes. Il est particuliérement remarquable
que les concepts fondamentaux de cette derniére, introduits par P. Dubreil
(3], [4], [5] en 1941, et étudiés depuis par lui-méme et son école du point
de vue abstrait,aientdes interprétations immédiates et importantes sur le plan

de la réalisation concréte des machines codeuses ou transcodeuscs.

Sous un autre angle, la théorie des événements récurrents de W. Feller [6],

dans laquelle on étudie des processus stochastiques sur les suites de lettres

& partir d'autres processus définis sur les suites de messages élémentaires ,

et réciproquement se rattache étroitement & la théorie du codage, comme 1l'a
montré Mandelbrot qui a utilisé cette analogie dés 1951 [7], [8] : les pro-
cegsus récurrents sont des codes unitaires au sens que nous donnerons plus loin
& ce terme. En retour, 1l'extension par Feller lui-méme de sa théorie & des
alphabets topologiques spéciaux, ouvre la voic 3 des généralisations intéressan-

tes qui feront 1'objet d'un exposé ultérieur.

Enfin, la théorie développée ici est unc théoric "sans bruit" dans laquelle
on ne se préoccupe pas des problimes que posc au décodeur une altération d'ori-
gine aléatoire des messages & décoder. Le contraste avec les travaux actuels
sur cette question (Cf: [10]ou [11] par exemplc) est moins grand qu'il ne pa-
rait. En particulier, la notion de "code absorbant" ¥y Jjoue un réle considérable,

et ne sera ici 1'objet que de remarques incidentes.

Exemple.
L'exposé sera simolifié si un cxemple est traité qui montre la nature du
probléme :

(2)

suivant dans 1'alphabet AO = ia , by, 3 :

o > a (‘97/3 = bb (?} =c ; (G4 =ab H (5{_ = bcb
I1 n'y a aucune difficulté & réaliser le codage d'unc suite de messages
élémentaires. Par exemple : (5 (x & &€) = abebabbeb = m .,

Soit le code

Le décodage par contre n'est pas aussi dircet : en procédant de gauche a
droite, en effet, le "a" initial ost, a priori, aussi bien "o" que la
premidére lettre du mot & . Cependant cette dernidére hypothdse est prouvée
fausse, car "c" (troisiéme lettre du message) devrait 8tre lu " y" et la
séquence restante (babbeb) ne pourrait pas 8tre décodée puisqu'aucun mot ne

commence par "ba". Donc selon des notations &videntes :

(2) On prouvera plus loin qu'il s'agit bien d'un code.

15
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m = o, bcb.abbecb = oié¢abbeb = X¢{m'

La méme ambiguité se présente & nouveau : si la lettre initiale "a" ¢n messa-
ge restant m' était X on aurait nécessairement : m' =obbcb = & ficb = Afiyb
et b resterait sans pouvoir &tre décodé. Donc : m' = Sbeb = 56 et 1'on
retrouve bien G;,l = ¢ 5 E. Observons au passage qu'il se peut que 1'ambi-

guité ne soit susceptible d'dtre levée qu'avant un délai trés long :
Le message gq = a(bbe)” (a suivi de n-fois bbe) correspond & « ([SX)n,
et lo message gb = a(bbc)™ correspond a3 ST .
I1 est donc nécessaire :
1°) De systématiser les méthodes de décodage (2e section).

2°) De rendre possible leur mécanisation en les simplifiant au maximum par
1'emploi de structures moins lourdes que les demi-groupes libres A et

P : (3e section).

3°) D'étudier des codes particulidrement maniables (les codes unitaires nets)

et de montrer qu'ils forment une "classe admissible" en ce sens qu'ils

sont aussi officaces que n'importe quel autre code du point de vue de la

longueur moyenne des mots. (3e et 4e scction).

1.~ Méthodes de décodage.

Soient A un demi-groupe libre, P un sous-demi-groupe de celui-ci. Le
premier probléme sera de caractériser algébriquement les P susceptibles de

correspondrc & un code.

On posera : Py =P - ((P - ¢)2u 4) = 1'ensemble des peP - ¢ tels que
p'p"eP et p',p"¢ P impliquent p'=¢ ou p" =4 3). Gomme A est un
demi-groupe libre chaque élément posséde une "longueur" (le nombre de généra-
teurs figurant dans son expression) et par récurrence, il est clair que tout
peP est d'au moins une maniére décomposable en un produit P=DP;Pyeee Py
ou tous les p; appartiennent & P0 .

Proposition 1.1.- Une condition nécessaire et suffisante pour que PcA corres-
ponde & un code est que la décomposition en produits d'éléments p; €Py soit
unique pour tout peP .

(3) Ici, et par la suite, on désignora par 4 la suite vide comme distincte de
9 : l'ensemble vide. On conviendra en outre que la "suite vide" est un &lément
de tout demi-groupe considéré dont elle cst &videmment un élément neutre.

16
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Attachons en effet a tout p; un ) N ()—1. par une correspondance biu-
nivoque. L'extension de 6 au dem1~groupe libre J\ engendré par les ’\\i est
un homomorphisme de Nogur P puisque si A= A 1 >‘-2 >\m ,

C{\ = 6>\ G/\ . L,>> = PPy ee Py . Cet homomorphisme est un isomorphis-
me sur si et seulement si AN# X' entraine G NP b/\‘ c'est-a-dire si et

seulement si Py Py eee Py # pl p2 pm quels que soient P; pi@-Po .
Considérons, pour P quelconque, un élément a = 81 8y eoo Bp de & ou

les a, sont des lettres (aier) .

Définition. On appellera indice critique de a tout indice i tel que

) _* . '
8y 85 «v0 8y = BLE P et 85,1 By4p *o 8y = a &P Evidemmint 1'cnsemble Ja
des indices critiques de a n'est non vide que si a = ay aieP .

Proposition 1.2.- Si J est un indice critique de la sous-séquence de a

_ s s . - . . Sy
b= b )i =850 8.5 cee B4 o i,i (—,Ja il est aussi un indice critique
de a .
. X% * N
Enxeffit si N bJ =a; @ 3% oo iJEP et bJ Ay e ai,tP on a
aussi “a; bJ = aJéP et bJ i = aJC-P .

Proposition 1.3.- Une condition nécessaire ct suffisante pour que PCA corres-
ponde & un code est que, pour tout a eP et toute sous-séquence de a ’
_ s sy .
b= bii' i, 1 eJa entraine beP ,
La condition est suffisantc car si Ja = il =1, <1, <. im = nf
d'une part les sous-séquences b, N sont indécomposables d'aprés 1.2 et
sont donc des mots, kel
d'autre part il ne peut exister aucune autre décomposition de a puisque
celle-ci impliquerait 1'existence d'un indice critique i' \f-_Ja .
La condition est nécessaire : supvosons que bii'é P . I1 existe dans Ja
J et J' (éventuellement : J =1 et J'=n) tels que :
1) J<i<cite
20) in b lel s b J" s JJI&P
30) |3r -7l
soit minimum parmi les couples J et J' satisfaisant 3 10) et 20)

c = bJJ. posséde deux décompositions en mots au moins : 1'une avec :

| - -
Py Py e pml_in, et pml+1 pm‘bi'J'

[ (- - '
P] Py «e. pmy = by et pmi+1... Pyt = B; 14 (pie PO)

1'autre avec

17
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Ces deux décompositions sont distinctes, car si par exemple on avait
py = pi =a; 8, «v agy le couple (J",J') satisferait & 1°) et 2°) et on
aurait [g' =g < |J' -J\| en contradiction avec 3°). Une conséquence de la
proposition précédente est le
Théoréme 1.4.- Unc condition nécessaire ot suffisante pour que le sous-demi-
groupe P du demi-groupe librc A corresponde & un groupe cst que :
(1.4) p(-Up npp-tep (4
En effet la condition indiquée signifie simplement que ¢ p,p', Pa, qp'e P

implique q ¢P et il suffit d'appliquer la proposition en prenant

a=pqp'cP.

Si PCA, oi A n'est pas nécessairement un demi-groupe libre, satisfait
1.4, on dira que P eost "libérable" dans A& . Un autre corollaire intéressant

est obtenu en remarquant que PCA correspond & un code si et seulement si P

est isomorphe & un demi-groupe libre. Soit [JA 1'ensemble des sous-demi-groupe

de A qui satisfont & cette propriété et soit & le "demi-groupe libre vide"

(PO = f) que 1l'on supposera appartenir 2 f’A :
Proposition 1.5.- @A est un treillis.

" . ~

Comme A ¢& LA , i1 suffit de montrer que Pc }"A et P'c LA entraine
PAP'= & ol PAP' =Pz, .O0rsi p, Py P1d s AP eP", qeP ot
q&P' puisque P et P' satisfont & la relation 1.4 , done qeP" et P"
satisfait aussi 1.4.

(-1)

Définition. Un code sera dit unitaire 3 gauche si P PcP (unitaire & droite

si PPV ep)

(4)Les conventions d'écritures suivantes seront systématiquement employées :
(& droite ou & gauche).

iy oy x ={“:V‘Xx xzc—.Y}
(-1) o e o \
X =A- (A - . = s

Y =A-(A-Y) X K B xzeth

si X est un é1ément, les symboles x[_l:l et x(—l) ont le méme sens. On
observera que les "parenthéses" satisfont & une série d'identité paralldle &
celle qui est bien connue pour les "crochets" . Notamment :

X(—l)(Y(—l)Z) - (YX)(_I) z X(-l)(ZY(_l)) - (X(-l)Z) Y(—l);
X _1)(XY) DY otc. Toutefois :

o)z = xD 7 0vt D o qonl-1z = (135011, , cte.

on éerira XMz powr VDD gy 2 @D g
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On a évidemment :

Proposition 1.6.- Tout sous-demi-groupe unitaire P d'un demi-groupe libre

correspond & un code.

La définition précédente est cxactement cclle de P. Dubreil[3]. Elle corduit
4 un décodage trés simple : soit cn effet a = ayee. B € P une suite de
lettres. Procédant de gauche a droite, soit 1 # 1 1le plus petit indice tel
que *aié P . Par hypothése, puisque P est unitaire, aicP et ieJa .

Donc blit‘z’ PO et il suffit de recommencer sur la suite a' = a.

-
i+l n

pour aboutir au décodage de a .

Exemple : Soit le code "opposé" de celui donné en cxemple dans 1'introduction :

> 2 -
Gux=a 5 Gp=wb 3 Gy=c ; (5=ba ; (5e=bed

On vérifie (Cf. plus bas) que P ost unitaire ot que le décodage de
m = bcbbabcba s'effectuc directement sans essais ot crreurs :

m= ébabeba = cbbeba = £hca = &5 cw,

Le probléme consistant & déterminer pratiquement si un ensemble PO de
mots correspond ou non & un code avait été résolu par Sardinas et Patterson
[ 12] par des considérations purement combinatoires sans faire appel & la notion

de demi-groupe. Leurs résultats pcuvent &tre améliorés de la fagon suivante :

supposons que ﬂ;_PO ot que Py N Pg =g

Proposition 1.7.- Si 1'on pose P1 = Pé—l) PO et par récurrence :
- - - ' 1]
1) POU P(g 1) Pn alors : P = U P (n)Pn .

_ .l
F - Pn n_ n'+n"=n "0 0

n+l

Par définition P, = 1l'ensemble des q¢A tels qu'il existe p, p'ePo

avec pq = p'. Supposons établi que pour n < ny on ait montré que :

Pn = 1'ensemble des gq tels qu'il existe Py » Py =os Py s pi pé pr'x"6P

0
(n' + 0" = n) avec
Py Py +ee Pid = P] Py «ve Pl (1)
Tout élément q' P 41 ©st défini par :
soit pq' = q (2)
soit qq' = p (3)

avec: pel’O s ann
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Dans le premier cas, multiplions (2) & gauche par Py Py e Ppv il vient:

. —(n+1) n"
Py Py ++- Py pq' = Py Py eer Pped soit ¢ q' P P
Dans le second cas, multiplions (1) & droite par q' , il vient :
. N - -n") _n'+l
Py Py oo P A’ =Dy Py e ppo q' soit d'aprés (3) : q P( )P .
Proposition 1.8.- Unc condition nécessaire et suffisante pour que Py soit
1'ensemble des mots d'un code est que, pour tout n » 1, Pn N PO =0 .

En effet, on aura ou non affaire & un code selon que pour tout acl

& =Py Py +ee Py = PPy ocoe Ppi@ (p; sP]€ Py 5 Py # P])

entrainera ou non qé€P .

L'intérét de cettc proposition est que, si le code est borné c'est-a-dire
si la longueur dc tous ses mots est bornée, les q ePn sont des diviseurs a

gauche ou & droite des séquences composant P0 , donc sont bornés eux-mémes et

en nombre fini s'il en est dc méme de la puissance de 1l'alphabet.Dans ces con-

ditions il existe un n < oo tel que

soit Pn = f et par conséquent Pn' =@ pour tout n' >n

soit Pn =P et par conséquent P

n+r n+J+kr Pn+J pour tout Jsr
et tout k .

On a donc * Nans un code borné

Proposition 1.9.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une
valeur fixe L < o telle que la connaissance des m + L premiéres lettres
(& gauche) du message permette quel que soit m de décoder les m premiéres

lettres sans ambiguité est qu'il existe un n ¢ @ tel que Pn =g .

Zn particulier une condition nécessaire ot suffisante pour que le code

soit unitaire & gauche est quec P, = [

En effet si un tel n n'existe pas, on peut construire des a ¢4 de la
forme 1.9 pour des valours aussi grandes que l'on veut de m + m' . Inversement
si Pn:IZf et si a=p; ... p =P} Py ... Ppud ona p; =p; pour tout
i < : - '
i€my avee m-my+m'-my n.

Les notions suivantes sont utiles pour caractériser certains types de codes :

Définition. Un code sera dit
not (3 droite) si PAC™D) = g
absorbant (& droite) si PP(_l) = A
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La notion de code net est encore exactement celle de P. Dubreil [33: un codo est
net & droite si quel que soit la séquence de lettres a = a; 8, ... ane’;P

nel Gnap t0r Op tel que abeP .,

il existe au moins une séquence b = a

Le code orthographique du frangais n'est pas net, car il est impossible
d'ajouter des lettres & droite de la séquence "Khtg" par exemple qui la
compléte en un mot. Par contre le code formé par l'ensemble P des phrases
sémantiquement correctes est net, car a toute suite de mots ou de signes on peut
au besoin rajouter la clausc. "Les x-dernidres syllabes que j'ai énoncées

étaient un exemple de sentence sémantiquement absurde."

La notion de code absorbant est cncore plus forte que la notion de code
net : elle signifiec que quel que soit a 5£P il cxiste qe&P (et non pas
seuloment dans A) tel que aqeP . On démontre :

Proposition 1.10.- Si A est fini, quel que soit PcA , A[_IJP A7  est

équivalont & Pp(1) - 4 |

En effet A[_le Z r signifie que ar e P pour tout a e A .
Réciproquement soit Py &P tel a; py € P pour au moins un ay €A-P= A
et par récurrence :

p;€ P tel que a; P; €P pour au moins un aieAi = Ai—l P 4 -P,

Les cnsembles A} =P le 3oAL = P(pl 1:)2)_l soient strictement crois-
sants ; donc pour un certain i = J : AJ =0 et Py Py een Py e A _l]P.
I1 est clair que si un code est unitaire net ou absorbant a droite, il ne s'en

N

suit pas qu'il le soit aussi & gauche. En particulier :

Proposition 1.11.- Une condition nécessaire (mais non suffisante) pour qu'un

code soit absorbant i droite est qu'il soit unitaire 3 gauche et net A droite

et qu'il ne soit pas unitaire & droite.

En offet si pp(~Y) =A , P n'est libédrable (P(‘I)Pnpp(“l) ¢ P) que
s'il est unitaire a gauche. D'autre part s'il n'était vas net, il existerait
w  tel que wx ¢ P pour tout x .

Remarque. Les énoncés précédents semblent avoir une partie pratique assez fai-
ble puisque, par exemple la recherche des indices critiques d'une séquonce
s'effectue pratiquement en vérifiant que xai et a’.; sont décodables., Pour
aller plus loin il nous faudrait trouver des demi-groupes A et P de préfé-
rence finis et une application \{f tels que pour tout a A, ‘{>a 3
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entraine a €P . C'est ce que nous ferons dans la scction suivante. I1 sc

trouve cependant que ccs notions dépassent largement le cadre des problémes de
codage et il a paru aussi simple de les traiter con toutc généralité oour un A
quelconque et un complexc K CA qui n'en est pas nécessaircment un sous-demi-

groupe.

2.~ Fquivalence syntaxiques.

Solent A un demi-groupe contenant un élément ncutre, K une partie

quelconque de A .

_I?_:é_finition. On dira que a ost syntaxiquement plus fort que b dans A , par

rapport & K (a 2 b (A, K)) si pour tout x, y.cA :
(11) xby €K entraine xaye K

Si a 2b(A,K) ot b32(4,K) ,a ot b seront "syntaxiquement équiva-
lents" (a = b(A , X).

Proposition 2.1.- >(4 , K) cst unc relation régulidre, réflexive, transitive

(une relation de préordre (2) compatible avec la structurc de demi-groupe).
Manifestement a3 a (A, K) et a2b (A, K) et b3zc (A, K) ocntrai-
nent a>c (4, K).

D'autre part, si (II) est vraie mour tout x , yeA , (II) est encore vraie
pour x € Av et y evA. Donc a »b (4, K) entraine uav 2 ubv (&, K)

et en particulier si a Za' (4, K) et b 2b' (A, K) on a successivement s
@b a' (4, K) et a' za'h' (A, K) dod aa'Hbb' (4, K) .

Proposition 2.2.- (4, K) est la plus forte des r?lations réguliéres de
5)

préordre pour laquelle K soit supéricurement saturd . K est supérieure-

’ A a _‘—‘—"J
ment saturé pour > (A, K) car beK ot a3 b (4 s K) entraine en parti-

Z
culier ae¢X en faisant x =y = 4 dans (II). Réciproquement, si p est
régulidre et K supéricurement saturé nour P a fb imolique (xay) p (xby)

et en particulier xby<K entraine xaycK donc a ¢ b implique a b (4,K).

Proposition 2.3.- Si A est un groupe fini > (A, K) se réduit a une relation
d'équivalence qui est précisément 1'équivalence normale associde au plus grand

sous-groupe normal G de A qui soit contenu dans 1'un des complexes de K .

&) Pétant’une relation de préordre ( > réflexive et transitive) on dire que
K est supéricurement saturé pour P si apb et beK cntrainent acK .
pest régulidre si a pb ontraine (xay) p(xby) pour tout x , y . (Cf[3]) .
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En effet + si A est un groupe a 2b (4, K) peut s'éerire :
K y—l a—lbyc.K c'est-a-dire encore a_lbe G ol G est l'ensemblc des ¢
tels que K y—lcy C K pour tout y . Mais, d'unc part KdcK est équivalent
& Kd= K, d'autre part c,c' € G ontraine cc'eG . Donc G est le plus
grand sous-groupe normal de A tel que KG =K ¢t l'ona : K = xerG
c'cst-a-dire G Ck—lK pour tout keK .

Remarque 1.- Si 1'on voulait interpréter 1'équivalénce syntaxique dans le code

des "phrases frangaiscs grammaticalement correctes" on trouverait par exemple
P

que "postulat" # "exiome" z "hippopotame" car on peut aussi bien dire
"l'axiome d'Euclidc est & la base de la géométrie 41émentaire" que "1 'hippopo-
tame d'Buclide ...etc™ alors que la phrasc "l'postulat d'Buclide ...ote" est

incorrecte.

Remarque 2.- Dans ce méme cadre linguistique il serait vossible et utile de

généraliser la définition précédente

Définition.- Le n-tuple a :(al ) eee s an) d'éléments de A est "syntaxique-
ment plus fort que le n-tuple b :(bl s b2 bn) dans A par rapport & X

et au n+l-tuple (go y gy e gn) = g" si pour tout 2n-tuple -

(xl 2 V10 Xy s Yy eee X, yn) =(x,y) 8o ¥1P1¥1 81 X by e 8po1 %, PV, By =
= g(x,y)(b) &K entraine g(x,y)(a)tK . (a 204, K; g)

Les propriétés 2.1 et 2.2 subsistent et naturcllement a; = bi (4, K)
pour tout i entraine a3 b (A, XK ; g) 1la récipmque n'dtant pas forcément
vraie.

Nous ne ferons pas usage ici de cettc notion géréralc.
Définition. Soit LPK l'homomorphisrge attaché & = (A, K) . On posera
A= *fKA s K :\YKK 5 si K=PDP ondiraque A et P sont les demi-
groupes syntexiques fondamentaux (GSF) de (4 3P) .

Si ‘{’K =1 ( LV‘K réduit & 1'application identique) on dira que
K (= K) ost syntaxiquement simplc dans 4 (= &),

Proposition 2.4.- a »b (4, K) est équivalent & LPK a > LVK b (4 , K) .
Donc X cst syntaxiquement simple dans i,

D'une part xby ¢K entraine \{)K x *)K b ‘19Ky € LPK K.

N'autre part : Pk x Yy P LPK y = ‘“F}((XbY) €-¥PK K entraine xbyekK puis-
que K cst saturé. Donc xPK a = Yyb (‘\VKA ;LPKK) est équivalent 2

a=b (A, K) donc cncore a \PKa = ‘i)Kb dans L{/‘KA .
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Proposition 2.5.- 51 K 31{2 = Q cst un sous-demi-groupc, chacune des proprié-
tés suivantes est simultanément vraic ou non pour Q CA et pour u;)Q QcC *f'Q A

Q est libérable, unitaire, net, absorbant.

Soicnt BDOR doux demi-groupes quelconqucs ct \'}/ un homomorphisme. Unc
condition nécessaire et suffisante pour que quel que soit xeB ,
\?(Qx —l) = @'{Q("}’x)—l , est que Q soit saturé pour 1'équivalence d'ho-

momorphisme attachée & V¥ . Car :

» ) g 1 o Tyl
cQxt 2 ax €Q  qui ontraine : Ya ¥V x ¢ W Q soit VaceWVo(@x);
ct réciproqucment : ‘-L a ‘f X = "{/q & ‘~/Q ontraine ax £q ecst la défini-
tion méme de le saturation.
Or lc,s propriétés indiquées ne font appel qu'a 1l'opération
| -
ox 1 = U gt

XtX

Proposition 2.6.- Soient ADK ot ‘;{ un homomorphisme. Une condition néces-
saire et suffisante pour que 17 “’K ° q/ au sens de la composition (o)
des homomorphismes est que K soit saturé pour 1'équivalence s~ attachée &
q’f ( ce que 1'on peut noter T'—l \I/K = K).

La condition est nécessaire : si acA-K , kcK et 1 % = 1}’& =

- k'e ¥K alors fq’_,.KoU{)k (\,T “g)a ot &PK a ,ékVK

La condition cst suffisante s si 5 vst moins forte que = (A, K)
a=b (4, K) ontraine Ya = ¥p (Va, Uy,

Définition. Si A est un demi-groupe libre et K un complexe de A nous

dirons que A2 K est une extension libre de A' JK' s'il existe un homomor-
7 % P T =17

phisme Y tel que (1) A' = (2 k= Yr, 3 V1¥g -x.

Proposition 2.7.- L'cnsemble des couples (A'DP') tels que leurs GSF soient
isomorphes au couple syntaxiqucment simple (E )f’) est identique & 1'enscmble

des couples {/A b) qu) ot (4 DP) est une cxtension libre de A > P
¢t oh ’\f -13 P =P.

En effet d'aprés 2.6 on a ¢ d'une part *?P A=A4 ot “PPP = P
d'autre part ¥ p= ¥ Wp o \-;Lf .
Remarque 1. 2.7 montre que 1l'on peut construire paur toute puissance o™ de

1'alphabet asscz grande au moins un code admettant comme GSF un couple syn-

taxiquement simole A P ol P ost libérable dans A donné :
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Si él . ém sont des générateurs de A et EJ d'autros éléments de A ,
il suffit de faire correspondrec les lettres 8y a; ... 8y a él les lettres
12 i _
ces 4 8o .. a ... 2 4 g et a; ...a 4 h
azlazz &, % 82 » Omy m, ™, €n I, Iin J

pe
7 - - -1z .
en posant l{ =a; &4 et de définir P par qj P ce qui assure que
Y-y
nératcurs 1'ensemble des mots Py =P - ((p - d)zkxi) n'est pas borné méme si

K est fini.

a
2,k .
P . On observera qu'en général pour un tel choix quelconque de gé-

Remarque 2. Un probléme important est celui du surcodage : c'est-d-dire celui
de 1'utilisation des mots d'un code primaire comme "lettres" d'un alphabet se-
condaire ainsi qu'il est indiqué dans lc schéme ci-contre, qui est illustré

par les identifications suivantes :
Ay 3 L'alphabot'morse formé des trois
"lettres primeires" : point, trait

intervalle

'hD : 1'ensemble des signes typo-

graphiques mis cn correspondance par

C? avece @

PO ¢ 1'ensemble des séquences de

points traits et intervalles qui
représentent des signes tyvographiques dans le code Morsec. PO est & la fois un
ensemble de mots primaircs et un alphabet secondaire.

)
JKO ¢ l'cnsemble des mots du francais écrit mis en correspondance

L . . .
1°) par (5 avec MO : 1l'ensemble des séquences de signes typographiques

qui_rcprésentent des mots du frangais écrit (MO est un ensemble de mots pri-

. D
meires pour (G ).

2°) par .'33: C?o C; avec QO : 1l'ensemble des suites de points, traits

intervalles, qui rcprésentent des mots du frangais éerit (QO est un cnsemble

de mots seccondaires par rapport & PO et primaires par rapport & JD).

Il serait utile de caractériser au moins partiellement les GSF de (4Q)
au moyen de ceux des "facteurs" (ADP) ot (/AL 2M) . Le probléme scra &tudié
dans un autre travail et les énoncés suivants trés simples sont avee 2.6 et 2.7

a la base des démonstrations.

Proposition 2.8.- 8i K et K' sont deux comnloxes de A a2 b (4, K) et
a2b (A, K') cntrainent a >b (4, KN K')
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Immédiat : car xbye K NK' ontraine xby&cK et xby €K' qui entrainent
xay €K ot xay €K' donc xay eKOK'.

On observera que méme si K et K' étaicnt des demi-groupes P et P!
il serait possible que P3P' sans que pour autant = (A, P) soit plus
forte que = (4 , P') au contraire de cc qui se produit si A est un groupe.
En offet, 1'interscction de = (A , P) et de =(4, P') si (P'cP) est
identique & 1'intersectionde =(A , P') et =(4, P - P') qui nc sont pas
en général identiques.
Proposition 2.9.- 81 A'cA et K' = A'0K la restriction de > (4, K) a
A' est plus forte que > (A' , K') . En effet, xbyeX' implique xayeK par
hypothése e¢t, si a,b,x,y €A', ona donc xayecANK =K',

3.- Préfixes.

Définition. On appellera "préfixe & droitc" (‘ﬂ: e T*®) (respectivemont préfi-
xe a gauche ¢ *ﬁJ G >l%T) los classcs d'équivalence de A pour la relation
~> (4, P) (respoctivement ¥ (&, P)) définicpar: a ~o b (4,P)
si et seulemcnt si a“le b_lP (respectivement : a¥~ b (4, P) sioet

seulement si Pa—1 = Pb—l) .

11 est classique [3] que :

Proposition 3.1.- La relation ~ (AP) ecst régulidre i droite (respective-

ment : *~_ (AP) est régulidre 3 gauche) et = (A, P) est plus forte que

1'intersection de ~F (4P) et *~o (&, P).

En offet a =b (4, P) s'éerit aussi bien :

(ax)—lP = (bx)-lP pour tout x que P(xa)_1 = P(xb)_1 pour tout x .
I1 en résulte :

Proposition 3.2.- La représentation A* des éléments xehA comme application

de 1'ensemble {7 des préfixes & droite (3 gauche) dans lui-méme est une

représentation isomorphe de A .

En cffet puisque ~2* est réguliére & droite a,b & ’W: entraine

ax , bx ¢ TT?; =ﬁ: x pour un certain J quels que soient a,b et x , d'au-
tre part 'ﬂ;x = ’l\f’;y pour tout T‘I; ¢ T ontraine x=y (A, P) ot
réciproquement.
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On déduit de cette remarque la :

Proposition 3.3.- A )P 4tant doux demi-groupes quelconques si LPP P="P est
A
(@)

En effet la représentation 3.2 étant isomorphe P est un groupe si et

un groupc A = \P s'il est fini, cst la réunion d'un groupec et éventuelle-

ment d'un zéro.

. . . * .4
geulement si toutes les applications correspondantes de 7i° dans lui-méme
sont des permutations. Donc si a el est tel que xayeP pour au moins un
couple x,y &€A , a est aussi unc permutation. Sinon ab = ba = a (4 , P)

pour tout b et \PPa =0.

Remarque 1. Il ¢st possible et souvent commode de développer la théorie de

-1
1'équivalence syntaxique de la facon suivantec : soit ac¢ A . L'ensemble a P
est celui des séquences be A telles que ab ¢ P et 1l'ocnsemble ’\Tz =

=P (a-lP)[_l] celui des séquences c¢ tclles que cb €P pour tout b e a P,

Evidomment a ¢ TT: ot TTEIJP = a—lP . On peut vérifier que T~
ainsi défini est précisément le préfixe & droite qui contient a . De la méme

*

maniére on trouverait m, = (Pa_l)[—l:]PJ ot la relation P entre préfixes

N . s . K K . . —%
4 droite ot & gauche définic par : ll_i r HJ si et sculement si a eni

et beg *ﬂJ entraine ab éP, permet d'établir une correspondance de Galois
[2]entre T{ ot *iT. Le treillis comnlet associé pourrait 8tre apocld le
"treillis fondamental™ du code (& DP) ot ses propriétés, une fois cencore, ne
dépendent que des GSF (A DP) .

Remarque 2. I1 est utile de distinguer certains préfixes remarquables :
Wg : le Arésidu de P dans A au sens de F. Dabreil [3] : 1l'ensemble des o

tels que ax n'apvartiennc & P pour aucun x .

ﬁ):o ¢ le préfixe "absorbant" : 1'ensemble des a tels que ax P pour
tout x .

TP; : le préfixe u_{lité tel que a € Y cntraine ae¢P ct ax éP seculement
xeP.,

— %

(i 18 les préfixes qui sont des sous-classcs de P (ac Ti entraine aeP).
Ps i

L'existence ou la non-existence de t2ls préfixcs non vides est triviale-

si

ment 1liée au fait que le code est net, absorbant, unitairc cte.

(6)

un zéro est un élément O tel que x0 =0x = 0 pour tout x .
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Excemple. Soit 1lc code suivant (unitaire & droite) :
(J'-’,‘&Z a 3 Gﬁ = ab H CX: bbb
— % % —
Ny 2b i ma 3 T 2bb llpﬂ%ab.
Proposition 3.4.- Si 1'alphabet d'un code cst fini, et si la longueur de ses

mots est bornéde par L < alors son GSF Lk ost fini,

(7)

Puisque A posséde une représentation comme groupe d'application de T
dans lui-méme, il suffit dc montrer que Tl est fini. Or si ax ¢ P, ou bicn
la longueur de x ost < L , ou bien il cxiste x' diviseurs & gauche de x
de longueur inféricurec & L tels que ax' e P . Donc a'P=bP si ot sou-
lement si a—anXL =b P N olt X
lettres de longueur £ L .

L est l'cnsemble fini des séquences de

Proposition 3.5.- Dans tout code unitaire 1'ecnsemble des péfixes différents
du résidu est une imege homomorphe de 1'ensemble des diviscurs (a gauche) des
mots.

Montrons d'abord que p €P entraine (pa)_lP =atp pour tout a .

Or pax &P cntraine ax &P par hypothdse puisquec P o¢st unitaire.

Soit donc a eTTi # ﬁo 5 11 oxiste y tel que ay ¢ P donc a est
diviseur & gauche d'unc suite de mots donc, ou bien a est lui-méme diviscur
4 gauche d'un mot, ou bicn il existc p &P, tel que a = pa' et a'e Tfi 5

d'oli 1c résultat par récurrence. On en déduit la remarque utile suivante :

Proposition 3.6.- I1 oxiste une corrcspondance biunivoque entre les codes uni-

@
taires ct les structures d'arbres enracinés (“'), les codes nets, correspondant

(7)Pour simplifier ot puisque dans la pratique un ordre temporcl est toujours
prescrit pour la suite des lettres, nous conviendrons dorénavant sauf mention
expresse du contraire, que préfixe signifie, préfixe A droite ; unitaire : uni-
taire & gauche ; net : nect & droite. Cette convention st la plus simple quand

I"ordre temporel cst identifié avee 1'ordre gauche ——>droite.

& . .
( )801’0 U un ensemble ordonné par ¢ . Pour tout u soit P[u] = 1'cnsemble des
u'¢U telsque u'pu. U cst un arbre enraciné si 1°) 1J.(eU P[u] =y #

(u, est la racing) 2°) pour tout P[u] est un ecnsemble totalement ordonné.
Si” uef [v] cnfraine v=u u est unc extrémité, sinon u est un noeud.
Si pour tout u qui n'est pas unc cxtrémité il existc un nombre fixe K < o
de v tels que 1°) upv et 20) u pwpv cntraine w=u ou w=v,
1'arbre c¢st dit complet.
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aux arbres complets.

I1 suffit d'identifier la racine & la séquencc vide, les nocuds aux divi-
seurs a gauchc des mots, ot los extrémitds aux mots eux-mémes. On observera que
deux diviseurs avvartiennent au méme préfixc si et seulement si les sous-arbres

correspondant dont ils sont les racines sont identiques.

Exemple : soit le code suivant :
U= aaa 3 {3 =aab 3 u =ab ; 4 b=baa ; (L& =Dab 3L ¥ = bb
H ; ¥ S

|97

il lui correspond 1l'arbre ci-contre (figure 1), Les diviseurs "a" ot "b"

apparticnnent au méme préfixe.

figwe 1 P
y \\ On prendra garde que des arbres équivalents
Ny gquiva_ents
///'»\ ,‘--\b & des permutations prés de nocuds corres-
7/ N\
aa / /ba N _ pondent en général A des codes dont les

S GSF  sont différents. (1'arbre de la figu-
re 2 par excmple cst équivalent par per-
mutation & celui de la figure 1 mais son
codc & un autre GSF) .

Une conséquence immédiate de la représen-

tation des codes unitaires par des arbres

figure 2 ,
€ ¢ enracines cst :
s ~N . . . .
a,/ \* Proposition 3.7.- Duns un code unitaire
/’b\ A ’ . . . - .
VAR b /b\ une condition nécesscire et sutfisante pour
< v a a :
A\ /\ que tous les mots aient une longueur
\ \
\

Lo bornée est .que, #i a et ax appartien-

nent au méme préfixe, il existe au moins

un diviseur a gauche x' de x tol que

ax' & P,

En effet los mus-arbres a et ax ne sont Jamais identiques, si ax'&ﬁP,
1

pour tous les diviseurs & gauches de x'.

Proposition 3.8.- Unc condition nécessaire ot suffisante pour qu'nn code uni-
taire dont la longueur des mots est bornde par L < o posséde une suite non
vide de lettres +{ telle que \fp/ soit un élément ncutre bilatére de ;A
est qu'il existe une lettre a AO tclle que les séquences a y & = aa .

a” =asa, ..., (= ae P forment un systéme de ropréscntonts de ses préfi-

x0s, & l'exception éventuelle du résidu TTO .
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Par hypothese ! est une application de Ti sur lui-méme, si donc @
contient la lettre a dans son oxpression, a est une permutation des préfixcs
(Cf. 3.3) et puisque la longucur des mots cst bornde il existe un m minimum
fini tel que a"eP ot "= 2 (4, P) . On vient do voif que am'N am"

m', m" ¢m entrainc m' =m" . Soit beT' . Pour au moins un n' « © s
n' o N . N m' n'

ba” ¢ P mais aussi pour un m' = m - n' (3 un multiple de m prés) a a ¢ P
done T est identique au préfixe contenant am' puisque la multiplication &
droite par an' est unc permutation. On en déduit :

Proposition 3.9.- Si la longucur des mots d'un code est bornée et si la puissan-
ce de son alphabet est finie, une condition nécessaire ct suffisante pour que
son GSF A soit un groupe ost que PO =Xy (= 1'ensemble ds toutes les séquen-
ces de longucur L ¢ code uniforme de longueur £ ). Dans cc cas A est le

groupe cyclique d'ordre / et P sc réduit a son &lément neutre.

De 3.7, il résulte que toutcs les lettres de 1'alphabet doivent correspondre
& des permutations circulaires de mfme ordre £ .sur les préfixes . Montrons que
ab ~ aml quels que soient les lettres a ot b, (il sora convenu que les

indices seront des enticrs positifs réduits modulo zf .
n' m'
Supposons que, pour un n' et un m', m'«< n', onait a b ~a et

n'(bnm'—n')x

considérons les séquences non borndes c =2 (n' fois suivis de

x fois la sous-séquence b suivi de m'- n' a).

On vérifie facilement qu'aucun de leurs diviseurs & gauche n'apparticent 2
P (ils sont tous ~~ a un an" ol n" «n'). Done cy ak—n'@ P est un mot
contrairement & 1'hypothése sclon laquelle la longueuf des mots est bornée.
Donc pour tout n' an'b ~ am' ol 1°) m' parcourt avec n' 1'cnsemble de
tous les nombres < 4 (car b cst unc permutation !) 2°) m's n' si n' £F,
Ceci n'est possible que si m' = n' + 1 (modulo JZ) ou cncorec que si
a=b (4, P) puisque TTia —\,Tl_i b pour tout préfixe. Donc A est un groupe
fini 3 un seul générateur, otc.
Remarque.

Le résultat précédent posc le probléme de savoir s'il existe des couples
syntaxiquement simples A 2P ot P scrait unitaire et nect & droitec ot a
gauche sans que A soit un groupe ct tels que pour au moins un choix de géné-

rateurs la longueur des mots soit bornde. La proposition 3.10 est une réponse
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trés particlle & cette question. Nous montrons d4'abord

Proposition 3.9.- La condition néeessairo et suffisante pour gue 1'élément u
du demi-groupe libre A satisfasse pour au moins un couple v , w A0 ac:
a = uv = wu ol la longueur ! de a ost inféricure ou égale au double de

la longueur ' de u estque u soit de la forme x(yx)n .

Raisonnons par récurrence : les longucurs de v ot w d&tant strictement
inféricures & ¢/2 ona :
a=wrv pour uncertainr et wu=wr=rv.
Si la longucur de r est plus petite ou égale {'/2 on a encore : u = rsr
avec w=7rs ct v = sr . Sinon on est ramené au probléme initial avec u
au licu de a et r au licu de u . Commc lcs longueurs des séquences ne peu-

vent que déeroitre strictement on a bien le résultat.

Proposition 3.10.- Pour un alphabet dc K <o lettres il existe au moins

un code du typc qui vient d'8tre décrit ct dont le nombre de mots est égal &
5 it i n "
1+ Kb - 2KQ + K2t pour tout 223 et X' l/2 .

Nous considérons d'abord le code uniforme  dont Py est identique a
l'ensemble Xj; de toutes les séquences de ? lottres. I1 satisfait aux condi-

tions voulues sauf que son GSF est un groupe.

Soit u unc séquence fixe de longueur '« et soient les ensembles
suivants :

By : les mots (de Xp = PO) dont u est un diviseur & gauche (P(') = u(u-lPo))

Pg ¢ les mots dont u est un diviseur & droite meis non & gauche

(B8 = (Byu™")u - B N (pyut)u)

X : 1'ensemble des séquences de longueur { = { - !

Q(') ¢ 1'ensemble P('I;XR" des séquences de la forme q = pv avec p éPg

et v eXZ" .

Considérons le code //flt dont 1'ensemble QO des mots est la réunion de
u, Q) et de 1'cnsemble Q=P - (P(')UPE). Par construction 3 est unitaire
& gauche et net & droite. D'autre part si q, q'e QO q nc peut évidemment pas

&tre un diviseur 4 droite de q' dans les cas suivants s
1°) q'=u ; 2°) qgeQ) ; 3° q2Q) et q'eQf ;4°) g=u ot

a' e Q
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11 reste a discuter 5°) le cas de q¢ QS et q'ch') mais les mots de QS
sont de la forme xuv = xp avee v 2Xp. et paPc') et p eP(') ne peut ad-
mettre aucun diviseur propre & droitc de longucur / .6°) 3 sera donc uni-
taire & droite si et sculemont si Qg wl o ¢ ou cncore si uvu =@ pour
tout veX,. . Ceel n'est possible comme on 1l'a vu cn 3.9 que si it e/2 et
si u n'est pas de la forme exccptionnelle x(yx)". Le calcul du nombre des

mots n'offre aucunc difficulté.

Exemople.

Le cas le plus simple (K =2 ; £ = 3) ost déerit par 1'arbre suivant.
I1 contient 9 mots et son GSF (privé dec 1'élément neutre bilatére) a 24 416-
ments et ne posséde pas d'idéaux propres. Cette derniére particularité n'est

pas une nécessité pour les GSF des codes de ce type.

AN

asba  aabb poh, pabb

4.~ Méthodes de dénombrement.

On supposera désormais toujours que 1l'alphabet a unc puissance K < oo .
On dira, pour abréger, qu'un code est borné si la longueur de ses mots est plus
petite que L L oo,

Nous commencerons par compléter et systématiser divers résultats plus ou
moins explicitement connus et utilisés par lcs auteurs qui ont étudié ces ques-
tions et notamment B. Mandelbrot [9] .

Notations g(t) =1 -9 nitl : (avec n; = nombre des mots de longueur i)
i=1
[¢5) .
La fonction de structure du code G(t) = 1 + S N. £ (avee Ni = nombre des
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H(t) = |Dt - 1| la fonction caractéristique du code avec D ;la somme

des matrices correspondant aux lettres de AO dans la représentation réguliérec
de A .
hd(t) et hg(t) tles déterminants correspondants dans les représentations

A T *
de A comme demi-groupe A'application dans cux-mémes de 1% ot de “*TT .

Proposition 4.1.- g(t) est un diviseur commun et H(t) un multiple commun
de hg(t) et hd(t) . 0na G(t) =

. Introduisons encore Ni(i) : nombre
g(t) — - _
de séquences a de longueur i telles que ?Pa =a&eP . Les Ni(a) sont

liés endre eux par un systéme d'dquations aux différences finies :

a2) = % Lo - a
Ny (@) =2 67 5%
_ bel
ol 5;5,5 =0 oul, 2, ..., K sclonqu'il existe 0, 1,2, ..., K

lettres a; dans AO telles que Q(a ai) = be¢A ., Lo matrice des 5)5’6
est précisément D et si les EI sont les racines du déterminant |Dt - 1]

N -y ~ ~ 1 P PN "
on sait que Ni(a) = EE;:/ﬁE,J s pour un certain systeme de constantes

/55 I D'autre part, lecs Ni(TT*) ou les Ni qui sont obtenus comme sommes
) — -
(par rapport & a) de certains Ni(a) peuvent &tre calculds directement 3
partir de représentation dec A sur TTx ou sur 1V ce qui établit ies rela-

tions de divisibilité indiqudes. Enfin on a directement N =35 N, . n
— -1
ce qui donne G(t) = 1/g(t) par un reisonnement classique. (Cf. 6)

Proposition 4.2.- La fonction de structure d'un code borné unitaire (a gauche) et
net (3 droite) (code UND) est de la forme :
€0y

-1
K en est donc la plus petite racine positive. Réciproquement tout polynome

g(t) = (1 - Kt) é(t) ou 3 é(t) =1 *Z__ r_litl avee O < Kni .

g(t) de la forme précédente peut &tre considéré comme la fonction de structure
d'au moins un code UND.

. - {]
Soit ny le nombre des séquences de longueur i qui sont diviseur propre
& gauche dos mots d'un code unitaire (= qui correspondent aux "noeuds" de

1l'arbre de codage). On a : ﬁo =1 ot n,

£
partout remplacé par le signe = que si 1'arbre est complet, c'est-a-dire si le
code est net. Multipliant ces égalitéds par t + et sommant, on obtient bien :

g(t) = (1 - Kt) g(t).

o1 B < Kn; lec signe £ n'étant
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Réciproquement, un polynome de la forme g(t) = 1 - Z ni'b (ni > 0)

admet au moins un diviseur de la forme (1 - K't) et l'ona :
- - .2 - - X
g(t) = (1 - x't)(1 + nlt + n2t ...) avee Ny, < K'ni pour tout i . Donc

si g(t) est un polynome O & Hi+l < K'Bi.
D'autre pax;t K' ].ne saurait &tre > K car s)inon pour ! assez grand
Ny = > PJ ?}kzﬁll{‘[ sorait plus grand que K°, ce gui cst imvossible
puisqu'il s'agit diun code et que ccci significrait que & au woins 1'une des -
Ke suites de ¢ lettres corrcspondent plusieurs séquences de mots. Enfin si
Ei satisfait & 0 £ ni+l\< K'ﬁi pour tout i il cst facile de construire un
arbre dont Ei et ng sont resp;ctivcmont les nombres de nocuds ot d'extrémi-

tés & distance i de la racine . On observera :

Proposition 4.3.- Dans un code UND le coefficient ,(51 de K' dans 1'cxpression
N, =) £y .?}l est précisément 1'inverse de la longueur moyonne L des mots

quand la fréquence des mots de longueur { st proportionnclle & K .

-1
—~=1
1. (g(K ")) + = E_ o4 B ost unc certaine constante.
g(t) 1 - XKt g(t)

D'autre part, on a , par hypothése :

En offet : G(t) =

L=3_ n, 1K " c'est-a-dire que -L est la valcur de

pour t = k™! soit cnoore précisément g(K_l) .

Remarque.
Attachons 2 tout a e Aj unc probabilité w, 20 (2 wy= 1) ot
considérons au licu de D la matrice Z wy Di en appelant Di la matrice

s

associéc & a; dens la représentation réguliérc de A4 . Los mdmes considéra-

tions sont encore valables ct les fonctions Ni(a) deviennent des probabilités
dans un processus stochastique (sur A) ou les lettres successives sont tirdes
au sort indépendamment et avec les probabilités constantes w,; . Le cas traité
ici correspond & un changement d'échelle sur t (qui devrait &tre remvlacé par
ty = tK—l) 4 cclui ol tous les w, sont dgaux et on vérifiera que les pro-

priétés 4.1, 4.2, 4.3 sont des théorémcs bien connus pour les chaines de

Markoff. Une théoric peut aussi &tre développde dans laquclle los matrices Di

n'ont pas nécessairement leurs éléments égaux & zéro ou i un, mais il peut alors

Oloees compléte unc démonstration de B. Mandclbrot [8] qui laissait ouverte la
possibilité que 'ﬁl (1e coefficient du terme corrospondant a la plus petite

racine) soit plus grand pour cortains codes non unitaires que pour tout code
unitaire.
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se produire que la rclation d'équivalence = (4 , P) doive &tre remplacéo par
une relation plus faible pour tenir comptc de la dépendance cn chaine des

lettres.
Nous n'avons besoin ici que des méthodes énumératives pour établir les deux

résultats suivants qui relévent strictement de la théorie algébrique des demi-

groupes et qu'il semblerait difficile d'obtenir autrement.

Proposition 4.4.- Tout code borné d'alphabet fini net & droite cst unitaire
a gauche. '

Soit L < ® la longucur maximum des mots du code. Puisque le code est
net, il correspond, & chacunc des (ﬁ séquences de longueurs ¢ , au moins
unc séquence de longucur < I+ 1 qui appartient a P. est dont elle est

un diviseur & gauche. Donc : Ny + N€+1 + ... N, E.Ke pour tout ! assez

4L
-1
grand. Donc 4.1 , a2u moins une des recines de g(t) est <K ¢t comme il
, -1
s'agit d'un code cette racinc de module minimum est précisément K ~ . Donc

(4.2) , g(t) est identique & la fonction de structurc d'un certain code UND.

Considérons maintenant Pé s, lc sous-cnsemble des mots du code qui n'ad-
mettent aucun autre mot comme diviseur & gauchec. Puisque le code est net toute
séquence

soit admet un p & Py comme diviseur & gauche

p 1

soit est un diviseur & gauchec d'un p € By -

Donc 1'arbre de codage correspondant au code UND est complet et sa fone-
_ tion de structure g'(t) admet la racine Kt I1 est irpossible que B # Py
car ceci impliquerait que g(t) = g'(t) - E:: ngtl (ot les n{ correspondent
aux mots de Py - B} ) ce qui nc se peut puisque g(K—l) = g'(K_l) =0 . Donc
Pb = PO et le code est bien UND,

Proposition 4.5.- Si un code est UND

ou bien il est aussi net & gauche (et par conséquent unitaire a droite)

ou bicn le code opposé est tel qu'il coxiste des séquences non borndes dont
lc premier mot ne peut pas &tre décodé sans que solt connue la totalitéd du
message.

On a vu (proposition 1.9) que s'il existzit une borne L 3 de telles sé-
quences on aurait Pn =fp pour un n L@ ou cncorc (en posant Pg = 1'en-
se?ble des séquences formées de m mots non vides) que pour un certain n'

Pg ne contiendrait aucune paire d'éléments dont 1'un soit diviseur & gauche
de 1'autre.
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Or il est clair que si PO cst 1'ensemble des mots d'un code net il en
est de méme de Pg et réciproquement car la fonction de structure gn(t) de
PS est donnée par : 1 - gn(t) = (1 - g(t)™ quel que ?Oit Py et n'admet la
racine K ' que si g(t) 1'admet clle-méme. Si donc {Pg } était unitaire,
il serait net puisque la fonction génératrice d'un code est la méme que celle

du code opposé. Donc éPOS lui-méme serait & la fois unitaire et net des deux

cdtés.
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(1)

I. Rappel de 1o théorie de Feller :

N

Soit %(t) un processus stochastique, Un événement € défini sur
%’(t) est un'événement récurrent! si et serlomont si

G
1) I1 existe une régle permettont de décider si G stest_ou non
produit au temns tl en connaissant sculement les valcurs de ¢ (t) pour
0<t g5
@ @
2) 81 & stest produit en t; sur la suite de valeurs vl(’c‘)
(0 <+t \(;tl) et si ?2(1;) est une autre suite (O {t étz), soit @

@ © .
;zft) = "l(t) pour O <t by
. e o
= é(t - tl) pour By % \<t2
> se produit au temps tl + t2 pour 53 si et seulement s'il se pro-—

) - G
duit au torps t2 pour §,.
3) Dans ces conditions s
& € £
Pr( 55) = Pr(59)  Ex($y)
A & o veon(2)
On dit aussi que ¥(t) est un processus "régénératifh

Exeryles ¢ l) g(t) est un processus continu & accroissciients inddépen-—
dants ¥ ddéfini par s

f %’(t) at = o,
o

W, Feller, An Introduction to Probability Theory. Wiley N,Y, 1950),
chap. 12,

(2)

.8, Buirsiott. Stochastic Processes. Cambridge U, Press, 1955, chap. 3.

(1)
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-2 -

2) Le temps est discret, ‘?’ (t) est une suite de variables binoe-
miales indépendantes 8 étant 1'appar1tlon de "O", suivi ac¥, mn, suivi
dtun "O" ("ru.n” de longucur -f, ). Nous supposerons toujours que le temps
et 1l'enscmble des valcurs possibles de ¥ sont discrets,

¢
™ Bo eve By

R

Un demi-groupe libre A cngendré par les lettres

formant 1l'alphobet 4,

Unc partie P, de A : le dictionnaire constitué par les '"mots'.
P le sous demi-groupe de A congendré par P,. Les séguences appartenant

7

a4 U étant appelées messages.

P, est un code s5i et soulement si toute ﬂulte de 101:? Ss se€ P
cst dlune fagon uniquc un produit de mots. Le codt um.t'u.re 5) (sous-
entendu "3 gauche) si et sculemont si s s'€ P et s € P entrainent
g'€ P, Le code est not (5) (sous-entendu- "a droite") si pour tout

s& A, il oxiste s' € A tol que s s!'& P,

Il est bien connu :

Une condition nécessaire et suffisante pour qulun code soit unitai-
re est qulaucun de ses mots ne soit le début dtun autre mot (en langage
elgébrique : ne soit diviscur & gauche d'un autrc mot)..

Réciproquement, s¥il en est bien ainsi : pour toutes les séquences
de P,y P, st un code.

Exemple :
Ag= ja, bj (alphabet "binairel)

P, ={a a; ab 3 baa ; bab ; bbs est l'ensemble des mots dlun
code unitaire, )

(3)0f 1texposé fait le 28/11 au Séminaire dtalgébre de il, P. Dubreil
(on 1le référera par 1tabréviation "M,P,S.")

(4)Ceci est un cas particulier dlune définition plus générale de J. Riguet.,

(5)
Clest la définition de P, Dubreil dtun sous gpoupe unitaire ou net.,
Mem. Acad. Sc. (1941) pp 1-52
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Le dictiommaire opposé ( {aa, ba, asb ; beb, bby correspond bien & un
eode, mais colui-cl n'cst i -

Etant donndsun code ¢~ une sulte "s" de lettres qui est un messa=-
gey vn appellera "décodage" liopdration qui consiste & décomposer s
en un produit de p& Pg.

Exemple :

m=aaabbaasadécode:/aa/ab/baa

On remarque que si le code n'est pas unitaire, ltopération peut
nécessiter la connaissonce de tout le message avant que solent levées les
ambiguités

Dans lc code opposé au précédent

aabbaaas=
soit/aa/ bbb /aa/a;

soit/aab/ba/aa/

Ta deuxidme possibilité est seule & retenir, puisque /a n'est
pas un mot.,

Si 1'on attribue des probabilitds fixes aux mots d'un code et que
1lton effectue des tiragee inddpendants, on obtient un processus stochas=—
tique sur les suites de lettres :

A tout code unitaire peut 8tre associé événement récorrent
(1'évenement "fin de mot!) et rdéciproguement . En effet, si un pro-
cessus régéndératif cest donné, il suffit de considérer comme mots les
suites ¥.(t) telles que ¥ sc produisc en t et ne sc soit produit
pour auculi t! < %.(2) implicue que le sous demi groupe est unitaire s
donc correppond a un code 3 (3) spécific que les mots sont fournis par
un processus indépendant & probabilités fixecs.

III, Notion de Préfi (7. ofe e 4)

~ A

Soit = la rclation d!'équivalence cntre séquences de A définie
par : Si% S, si ot sculemont si qmellc que soit la séguence x ¢

Pr( slx/sl) = Pr( szx/sz)

(6)Ce résultat a été utilisé sous une forme un pou différente dds 1952
par B, Mandclbrot qui a lc premicr souligné les rapports cntre codage
ot éveénements récurrents.
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':‘JSS'

- entrafne s 5

2 1°
car Pr(sl st x / 81 st) = Pr(sl st x / Sl) : Pr (sls'/sl)
= Pr(s2 st x/ s2) : Pr(s2 st/ 52) = Pz‘(s2 st x/ 85 st)

s o ..
On appellera’préfixe’ 's 1tensemble des sdquences équivalentes & s
selon = .

La notion de préfize est unc sorte de généralisction de celle de
résumé exhaustif de G, Darmois : Si un message commence par s., la dis—
tribution de son "futur" a partir de sa derniére lettre nc déptnd que de
~J7
S e

Proposition ITI.2
Dans un code UN (unitaire & gauche et net & droite) 1'cnsemble
desmessaps constitue un préfixe unique que lton désignera toujours paro(l.

(immédiat d'aprés (I.(3)). Lo proposition admet une réeiproque,
mais nous n'aurons pas_besoin de cclleo=ci). Dans los applicationsesplus
fréquentes 1ltenscmble X des préfixes est fini ~ ou a une structure topo-
logique tris simple (Cf. M.P.S.).

Si E(t) (0 & t & %) représehte les lettros succossives d'une
séquence aléatoire, on pout Iui associer ;:(t) qui est unc variable,
_aléatoire pronant ses valeurs dans. . : par construction, la suite des
t(t) ost unc chaine de larkoff dlordre, 1 ceractérisée par les proba-

bilités de transition pij(k) (que % (%) passe du préfixe oy au

préfixe ;\j par adjonction de la lettre a ¢ lo)e

Exemple ¢
(Code donnd plus haut en cxample), los préfixes sont
D«’l 3%, = a ;r>’3=b;6>(4=ba.:

Les probabilités des mots étant

(7)Les préfixes utilisés ici sont plus généraux que ceux introduits dans
M.P.S. : on toutc rigueur, on devrait les appeler préfixcs stochastigues,
On a d'ailleurs " =2 plus fine que ~" pour équivalence purcuent algébri-
que - définic plus bas (IV).
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Pr(a a) = Py Pr(a b) pr ; Pr(b o a) = Py 3 Pr(b a b) = P,

Pr(H 1 = = hoti a i H
Pr(b b) 15 (pl + Pyt Dyt t D 1), on boticnt la matrice

.,.A...'?;_,_A .'."!__@
<00 BrRIRE 0
ol A L0 O
- | Pyrfl
L4 101010

On apnellera TT cette matrice dans le cas général et on désignera par
h(A) 1lc déterminent [AT= 11,

Supposors en narticulier que le code soit uniteire ¢ stil n'dtait
pas nct, il cexisterait un préfixe &, contenont toutes les séquences tel-—
les que Pr(s s' € P) = O quel que soit s!'. En outre deux cas peuvent

se préscnter

ou bien il existe un préfixe au moins o, # °‘O tel que 1l'on puisse trou-
24 olehh D =5 .
ver s et s!' avec s = gsi = O(i san%-que s s" = (xl pour aucun s

diviscur & gauche de o' : dans ce cas il existe des mots de longueurs
non borndes (toutes les sdquences de la forme s(s!)® s" ol s" est tel
que s s"¢ P) mlue si X est fini 3

ou bien 1l n'en cxiste pas et alors llenscmble XK est fini si tous ~
les mots ont une longucur bornée, car il existe en "ordre local sur G
(la matrice T[ privée des liznes et des colomesd et o« est nulle en
dessous de la diagonale principale).

Dans ce dernicr cas qul est le plus important dans la THéorie des
communicotions, on a
Proposition IT1.2
. < \2
h(A) =1 —ZITi AN
ol TT]._ désigne la scrmie des probabilités des mots de lonsucur i,

0 - ;
et HQRA) =1+ 3 TTi AT = 1/n(0)
i=1
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ou Tg_ cst la probabilité gulunc sdéquence de longucur 1 soit un

mossage. En outre unc condition nécessaire et suffisante pour que le
code soit net est que h(1l) = O,

= e

e 141 01 ﬁ = -+ [~
Dans ccs conditions L (%l 2;_'[33 #

ol les p. sont les avtres racines de h(A) = O (dont les modules sont
> 1, sauf si la lonsucur des mots odmet un P.G,C.D, # 1) et ol les
(33. sont des constantes avee ¢

T P
( 311=‘ ~= hi{A) | = longuour moycnnc des mots,

0

Tous ces résultots sont des interpritations immédiates de résultats
bien connus pour les chaines de Ilbrkoff ot nous n'en cntreprendrons pas
la démonstration : ~ 1'identitd H(A) = (n(A))~1 cst précisdment le
théoréme fondomental de Toller. La precuve de sa validité et son exten-
sion au cos ol los mots 1 ont pas unce longueur bornée ne domonde que
quelques précautions suppldmentoires.

IV._Le décodage des messaszes altérés par lo bruit
Supposons un code UN dont la lonsucur des mots est pornée, mais
non constante.

Puisque le décodage s'effectuc de proche en proche, il semblerait
que la plus légére altération At détruire , sauf chance cxceptionnelle,
la totalité de la sigiification. Par oxemple (nous supposerons toujours
pour simplificr qu'il s'agit d'un code binaire ct que clest la premidre
lettre seule qui est altérée), dons le code que nous avons d@éja utilisé

aaabbaa scdécode an/ab/2a /, mis baabbaa se décode
b aa/b b/ a/

Observons cependant que s'il sc trouvait (comme dons lc cas nrésont)
gue le décodnge du message et du message altéré conduisont & placer la
"fin de mot" & la méme n-iéme lettrc, lc reste de lo séquence serait
correcteoment déchiffrable - en supposant que de nouvelles altérations ne
se produiscent pas,

Donc, si ce phénoméne cst asscz fréquent et si les altdrations sont
rares, unc large partic du message sera cncore utilisable.

Considdérons algdbriguoment lc probléme : si s cst le début du

message, s! le début du message altéré, nous , nous voulons que les let-
tres suivantes s" soicnt telles que :

s 8" el et slsMheg P
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En particulier si sé& P, il faut que s"€ P (puisque le code ost uni=-
tairc) et le probléme qui sc posc est de savoir s'il cxiste un s’{li' P
tel que s! g"¢ P,

Ceel est indénendant « dans unc certaine mesure ~ de toute question
de probabilités et nous rcdéfinissons des '"préfixes- algdoriques" par @
8y~ 8, si ot seulement si s,x & P entraine 8, & P pour tout x€A,

1
Dans les cas étudiés 5,7 8, entraine Sq 7~ 8, ot il n'y aura

N .

. ’ . . P . ~ . . -
pas d'inconvénient & parlcr désommeis du préfixe s pour signifier
le préfie algébrique formé par la classc dl'équivalence de s par ~’.

Nous avons encore une représentation matriciclle : et cette fois
chacune des lettres a, ¢ A, correspond & unc application dans lui-
mdme de (% clest & dird & unc matrice dont chaque ligne contient
Un seul ¢&ldnent (dgel & 1) différent de zéro.

H et X ont la méme signification que précédemmment (X est
vide p\l.iisque 1¢ code est supposé net). Ceci fournit unc roprésentation
du demi-groupe A congendré par AO qui est finic dans le cas étudié

ot par conséquent isomorphc & une image homomophe E de A que l'on
2 appelée "le demi groupe fondamental du code” (F,P.S. Scction 3).

Naturcllement, lc code opposé auralt un autre systéme de préfixes,
ce qui domnerait unc autre représcntation (toujours isomorphe, mais
en général non équivalente & la précédente, dlailleurs).

Définition

Un code scra éit absorbant s'il existe au moins unc suite q finie,
de probabilité non nulle telle que quel que soit s € 4 sq appartienne
a ;E:}Pour en terminer avec les considdérations intuitives, indiquons que
si un code est absorbant, queclle soit 1ll'alédération unique produite au
début du message, le décodage de celle-ci scra presque certaincment
correct & partir d'une certaine longucur : en effet, d'unc part la der-
niérc lettre de sq est toujours une fin de mot quel que soit s et
par conséquent les décodages de s g s" et s! q s" concordent au moins
4 partir de cette lottre, d'autre part q appartiont lui-m@me & P,
donc lcs messages de m mots ne le contenant pos, ont unc probabilité
inféricure a :

m . p
(1 - Pr(qa))” qui tend vers zéro avec \m,
On o donc comme une sorte de propridété ergodique cn ce sens que

le dé¢cedage d'un message dens un code absorbant tend 2 8tre indépendant
du décodage correct ou non de scs premiers mots,

Proposition IV.1l

Unc condition nécessaire ot suffisante pour qu'un code unitaire,
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net, bornd (UIB) scit ~heorbant est cuc quel scit s & i, 11 existe

st £ P tel que 330 ¢

Considérons la wepréventntion de 4 comme demi-groupe dlopplica-
tion de ¥ dans lui-mlme ¢ la condition signifie que quol que soit 5
il existe s' ¢ P avec ss' 2 P : les matrices correspondant aux mots
transforiont le préfixe o4 1 dans lui-m@me por hypothésc,

Soit donc Si € P tel que ss’ € P pour au moins un 89 é— P

X s]'_ cst strictement plus »etit que X , soit de nouveau S5 ¢ P,
€7 otNsl st

172
ete. On finit

i, 8) ese srfle P qui est
= i

szf P, s?si‘,'é P, il existe sZ C P tcl que s ‘s

2
est cncore de puissance strictement inféricure ¥ s

- N

ainsi par construire au moins unc sdquence s
précisdément la sdéquence q cherchdée.-
Observons d’aillcurs ouc "g" a unce représentation trés romarguable

"q' s'il existe corcospond & la mat'fi 22 dont les éléments de la colonne
O(l (ot cour-la sculomenc) sond dgoux A L.

o

Comme pour tous los nroblémes ergodiguss des conditions dl'indécom-—
posabilité jouvens un rii: fondamcntal,

Proposition IV _?

Une condition ndécessaire ot suffisante pour quc lc code soit absor-
Want est gue quelles gue soient les suites s et s', on puisse trouver
une suitc s" telle que ss' slst (clost-a-dire SaM = s's”)

. . ’ . . . i - ]
La condition est nécessaire,; car sl q existe sq =°‘1 quecl que soit
q'

Ellc cst suffisante, car ellc impligue pour tout s d P qu'il exis-
te s! tel que ss" ~sig” pour sl € P. On cn déduit s

Proposition IV.3

Los codes suivants ne sont pas absorbants ¢

a) les codes unitaires & droite

D) lcs codes dont lo PI%,C.D. des longucurs des mots  ost diffé-
rente de 1.

c) les cvod es "composés uniformes'dont L'cnscmble des "mots" P, est
1llenscrble P, de tous les moesages formés de VY mots dlun autre code
unitcire neb Pl

a) est immédiat s unitoire & droite signific que ss! € P et s'GP
impliquent s € P (1’existonce de tels codes n'c s+ pas évidente, Une fa-
mille infinie dfexennles cst donnd> dons I,P.S.

45



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 4 page #50 7-7-2009

1956-4. Théorie du codage et des événements récurrents Année 1956

-9 -

b) ¢ immédiat aussi : si la longucur [s| de s différe de la g
longueur s! de s! par unc quantité non équivalente & zéro (modulet )
il en cst de m@me de sx et de s'x quel que soit x¢ 4.

¢) Considérons s! formé de m! mots successifs do P!. Quel
que soit s € P, la séqucnce s'!'s cost décodable dans P! et 7y est
formée de m! + kﬁ]mots (de P') donc clle ne peut jamais appartenir a P,

Malgré de longs efforts, je n'al réussi ni & trouver dlautres codes
(UNB) qui nc soient pas absorbants, ni & prouver quc cc sont 13 les
geuls codes qul ne jouissent pas de cotte propriété ergodiquc,

En dchors de résultats cncore frogmentaires, on ne connalt qu'un
scul énoncé assoz gdénéral quec nous glions établip,

Préglablement, posons pour simplificr [s] = la longucur de s quel
que soit s € A ¢t considérons le cas ou, k étant le nombre des lettres
de A,, lo probabilité d'un mot s gqucelconque ost égalc a k-'*, on véri-
fie que dans ce cas, si lc code cst UNB, les lettres successives du
processus de codage apparaissent avec les m@mes frdéquences que si elles
étaicnt tirées indépondarvmont ot cvec des probabilités égales.

On a clors

—*=-i— A T =-l N
T =k n; (respectiveme nt ) k, ni) ob 1y (resp. ni) ost le

nombre de messages (resp. mots) de longucur i. Soit alors h. la lon-
gueur moycnne des mots.,

Dtautre part v étant unc séquence fixe, considdérons 1tenscmble
V'C_Pf (pour m asscz grand fixe aussi) des sdquonces formées de m

mots ct admettant v comme diviscur & droitc. Pesons @

v ;E; }g—?w¥+!vi
JV wéEV

Proposition IV,4.

Unc condition nécessairc et suffisante pour qutun code UNB ne
rentrent dans aucunc des classcs déerites on IV.3 soit absorbant est
qutil oxistc une séquence v teclle que ¢

{vi \
2k L h
jV’>
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Démonstration,

’ \ v

hppolons D;(u,v) 1tensomblce des séguences de longucur £ ul + v

admettant u et v respectivement comme diviscurs & gouche ct & droite,
ol u cost unc séquence fixe,

19) Lc nombre des séquences distinctes de D (u, v) ost

i S
k—({. = Jul - lvh _ ap

Soit DY (u,’*)\f) le sous-cnscmble de Dy (u, v) formé por les séquen—
ces de longucur ¢ de la forme ux avec x € P,

20) Le nombre des séquences distinctes de D! (u,v) cst de la for—
me

p

i
(! o - A - i
w=k°'“”$h1+aw w.k“abwﬁo —

En cffet dY cst égal au nombre VQ__, ,des messages de longuour
Q— ju} admettant v comme diviscur & aroi¥e : cles-a~dire si Vi est
le nombrec des w dc longucur i dans V :

Y Y Hjgoq ¥y O (IIL2) = Kt € (1)

(car h{}) n'a qutune scule racine dc module égal & 1 aprés llexclusion
du cas D) de IV.2).

Donc R
_.€+iu) -l [__ k—-lwl+v) + & (2
Yy =K g iwe v J 2%

30) Le nombre 4" dos messages appartenant & De(u,v) est de la
forme 3

~ -—p+ tal -1 - ]
ay =Yy +%d)

&

Soient u! lc diviswur & gauche maximum de u qui appertiennc & P
1"
ct u%L', u'2’ eee Uy ¢ U les messages minimum qui admebttent u comme

diviscur & droite
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)
ay f o ooy = e (]
[ e (T v S

S P N

uhe U

k{ul-lu'I

Or l'ecxpression dans l'accolade est égnlc a
code est nct.

puisque le

40) dé' + d;> g pour p,,_> ® est Squivalent & =
27v k' > h

(1c calcul est immddiat),
Donc, si 1'inégalité cest vérifide, quel que soit u fini, il coxis-
te, pour ¢ asscz grond, au moins un ¢ldment de D} (uyv) qui est un

message, clest-a~dire qu'il oxiste un s € P avee u s € P, ce qui
établit lc résultat diaprds IV, 1, ct IV. 2.

Excmplce ¢ Nous reprenons le code d¢ja treité en oxermple s

k=2;3;h=21/A+21/4+21/4+31/8=18/8
Soit v =a a ‘jv (/4 +1/8 =3/8 . 1v] =2,
On a ¢ 2 x-3/8 x 4 >18/8, Donc ce code est absorbant.

(g = a a précisémenti),

[T Ly TN ROy Uy gy
bty e ™ . . . 3 .
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ALGEBRE. —- Une théorie algébrique du codage.

Note de M. Marcre Paur Scnirzengereer, présentée par M. Georges Darmois.

Etant donné un ensemble A, de « messages élémentaires » et un ensemble A,
de « lettres » on peut définir un code comme une correspondance C entre les
¢léments de A, et certaines séquences de lettres (les « mots ») telle qu'inverse-
ment a toute semblable séquence corresponde au plus une suile unique de
messages. Ceci revient a dire que le décodage doit étre sans ambiguité quand
il est possible ou encore que €~ est quasi fonctionnelle (*). Ces structures
jouent un certain rdle dans la théorie des algorithmes et, en calcul des pro-
babilités, dans celles des événements récurrents (*) puisque cette derniére
étudie les processus stochastiques sur les suites de lettres associés par C a
d’autres définis sur A,.

Le but de la présente Note est d'indiquer comment cette théorie peut étre
replacée dans ce qui semble étre son domaine naturel : la théorie des demi-
groupes ct ’on observera que les notions utilisées ici, qui sont classiques (*)
dans ce domaine ont une interprétation trés immédiate et souvent importante
sur le plan de la réalisation physique des machines codeuses et transcodeuses.

Définition. —- 1° Soient A et A respectivement les demi-groupes libres
engendrés par A, et A,. On dira que la structure (A,, Ay, €) est un code (*)
si 'extension de C a A est un isomorphisme entre A et un sous-demi-groupe P

de A.

2° Un code sera dit fini si la longueur de tous ses mots (c’est-a-dire des
éléments de Py== CA,) est finie; unitaire (*) & gauche ou a droite, net (*) a
gauche ou a droite s'il en est de méme du sous-demi-groupe P CA.

3¢ K étant une partie quelconque d’un demi-groupe quelconque aussi D, on
appellera « équicalence syntactique » [=:(D; K)] la relation entre éléments
de D : a=:a' (D; K) si et seulement si pour tout z, y€D zay e Kxzad'y eK.

(1) J. Rieuer, Bull. Soc. Math. France, 76, 1948, p. 129.

(2) Cf. B. ManpeLeror, Contr. théorie math. des jeux de communications, Paris, 1953,
p- 124, pour une étude des relations entre codage et événements récurrents.

(*) Cf. P. DusreiL, Mém. Acad. Sc., 63, 1941, p. 16, auquel sont emprantés les éléments
de la théorie des demi-groupes utilisés ici.
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(2)
On démontre :

=:(D; K) est une relation d’équivalence réguliére (*). (Iin effet la définition
s'écrit aussi K- .ay =: K- .a'y pour tout y. Donc =- qui est manifestement une
équivalence, est réguliére a droite et a gauche. )

Si K est un sous-demi-groupe Q de D, =:(D; Q) est la moins fine des relations
d’équivalence réguliéres pour lesquelles Q soit saturé (*). (En effet si ¢ est
une telle relation apa’ entraine xaypzxa'y et, par conséquent, xay€Q
entraine z¢'vy€Q.)

Evidemment si D était un groupe =:(D; K) serait I’équivalence normale
associée au plus grand sous-groupe invariant contenu dans K. On appellera o
I’homomorphisme attaché a == (D ; K). La relation =: (ogD; 0xK) est réduite
al'égalité et 'on dira que @4 K est syntactiquement simple dans ¢,D.Si ADP
est un code ¢, A et ¢, P en scront les demi-groupes fondamentauz. On démontre :
Si le code est fini, ,A est fini (la réciproque n’est pas vraie : en particulier
si @pA est un groupe, le code n’est fini que s'il est cyclique et ¢, P réduit a
I'élément unité). P est unitaire ou net en méme temps que ¢,P. Récipro-
quement il est important de savoir si un couple de demi-groupes A’ > P’ syntac-
tiquement simples peuvent étre les demi-groupes fondamentaux d’un code
pour un certain choix de générateurs :

Une condition nécessaire et suffisante est que pour tout p,q€P'ps€ P’ et sgcC P’
entraine s€P’.

La propriété est donc indépendante du choix des générateurs. La démons-
tration que nous ne pouvons donner ici repose sur le fait que si s P’ la suite psq
correspondrait a deux suites de messages irréductiblement distinctes. Il en
résulte la possibilité de construire explicitement tous les codes (qui sont en
nombre infini) correspondant a des demi-groupes fondamentaux donnés.

Enfin des méthodes d’énumération permettent d’énoncer :

Si (Ao, A,, ) est un code fini et si P estun demi-groupe net, P est unitaire.
(La réciproque n’est pas vraie. )

in effet le fait que P soit unitaire correspond a la possibilité d’ordonner ses
mots de fagon lexicographique sans qu’aucun ne soit le commencement d’un
autre (ou encore qu’il existe un « arbre de codage ») et le fait qu'il soit net &
la possibilité qu’une séquence quelconque de lettre puisse étre complétée en
une suite de mots.

(*) J. Riguet emploie le mot code dans une acception plus générale. La définition adoptée
ici est celle implicitement utilisée dans la théorie des communications.
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(3)

Ceci permet de répondre a un probléme pratique d’optimalité (*) en
montrant que la classe des codes unitaires est admissible. En outre ceci indique
existence de codes finis nets et unitaires a gauche et a droite a la fois qui ne
correspondent 4 aucun groupe. L’inventaire de ces demi-groupes particuliers

reste encore a faire.

(%) Posé par : A. A. SarpiNas et G. W. PatrersoN, Res. Div. Reports, 1950, p. 50-27.
University of Pennsylvania.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 242, p. 862-864, séance du 13 février 1956.)

GAUTHIER-VILLARS,
EDITEUR-IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L’ACADEMIE DES SCIENCES
14955356 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55.

o1
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ON an APPLICATION of SEMI GROUPS METHODS
TO SOME PROBLEMS in CODING

By M.P. Schiitzenberger
(C.N.R.S, Paris)

0. Introduction.

The current paper deals with a chapter in
what could be called communication theory in exten-
sive form : it starts with extremely restricted
structures and it stops where begins the canonical
problem of optimalisation. It even ends sooner for no
full use of the definitions is made and the main
ergodic theorem is stated without proof.

Actually the nature itself of the question
under study has commanded these restrictions together
with the architecture of the paper : we give a
abstract model of some sort of language and we try to
show how semi group concepts apply fruitfully to it
with the hope that some of them may be at least of
stimulating interest to specialists working on
natural languages.

As frequent in the field of cybernetic, the
mathematics involved even if quite simple are far
away from classical analysis and, indeed, many of the
necessary tools had to be sharpened especially for
the purpose.

Thus the paper is twofold : in a first part
the model and its main properties are discussed at a
concrete level on the simplest cases : the coding and
decoding with length bounded codes. In a second part
a selection of -theorems are proved whenever the
necessary semi group theoretic preliminaries are not
exacting. The link along this tail of appendices is
the theory developped verbally in the first part.
Finally a special chapter provides a bridge toward
probalistic applications.

It is proper at this place to acknowledge
the contributions of three authors who influenced
deeply-the building of the theory @

Sardinas and Patterson(l)vho discussed first on a
logical basis the eral coding process.

B. Mandelbrot'2)who recognised and studied
extensively the role of "word tg" in communication
theory and related the problem to Feller's recurrent
events.

P. Dubreuil(”and his school whose pionnering

work on discrete semi groups has provided many basic
concepts and arguments as it will be seen below.

Part I
1. Preliminary definition of a discrete semi group

Jlanguage :
We shall be concerned with the two basic
sets of conmunication theory :

The set of all messages which may possibly be
sent.

The set of all signals available for transmission
along the line.

The main feature of the theory is the
postulationnal requirement that the signals as well
as the messages pertain both to some common class of
structures so that coding and decoding not only be
inverse operations but far more generally, be special
instances of a quite broad new process, that of
translation.

This identity of structure itself between two
sets is a result from the basic restriction that they
develop homogeneously in time - or more accurately
that both admit a common partial order and
composition operation.

That such requirements are rather stringent
is clearly seen by the exemple of photography (two
exposures give rarely a result which 1s,in any sense,
equivalent to a third one) or even by harmanic
modulation where Fourier transform exchanges so well
time and frequency that finite signals cannot be
fully adequate.

On the other hand, languages either spoken,
written or gesticulated are somewhat akin with our
congideration, and we shall use the name of "discrete
sel ou] 8" (d.s.g.1.) for naming the
elemental concepts of our study.

The definitions below are quite general and
as said before, no full use of them will be made here
- very little gain in simplicity would be achieved by
using more restrictive ones.

DEFINITINS :

I. A discrete semi group language will be a
set _A of object called "mes: 8" satisfying the
following conditions :

I.1. If A and ); pertain to A so does their
"product" A, : »; ), made up of ") followed by “i "
(Ta: will be sald a left divisor and A, a right’
divisor of Ac ).

I.2.If A\, \, and M. pertain to A and
if Mg« )\ and then \; \., is iden-
tical with’ 1j 1\, .

AR

m =

I.3. The "vacuous message"

p pertains to A
and satisfies s\ =)\ ¢: 3. <

for all 1\ < A

I.4. There is a sub set f\c fron /\ called

"dictionary" or "basis" whose elements are called
"words". /\_is such as :
I.4.1. ¥ does not pertain to /\.
1.4.2 forall A\ € A-y
either A: ¢ [\,
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either these exist a unique finite set

of words A, )i, ... A, €A,
) with
ALz MM o A

II. Given two dusegels /L and M a
correspondence O between the elements of two subsets

ANec A end Wc M will be seld a translation
if it satisfies :

II.l. The correspondence is one to one where
ever it is defined.

II.2. If );,)J',«./\’,m; =i, 05k,
then AL AN ad OhAjs gy
II.3. The translation will be said :

Total

Subtotal from A to M, if for

all > ¢ /\ there is at least a }; ¢ /A
7

such as A hj € A

III. A peat coding of /A into M will
be a translation total from /\ to M and
subtotal from M to A\ .

In algebraic form we could reduce our
axiomatic to :

I _A is the free discrete semi group
generated by _A_ ©

II' : A translation is an isomorphism between
the sub semi groups N' < AL and
Mec i ,

III': A translation is a neat Goding if A= A

from N\ to }1., if _/\'-__/\,

and M’ 18 a subsemigroup of M neat on

the right. (Note that"subsemigroup"

entails I.1l, I.2 and I.3 ; "free" corre-
sponds to unique in I.4.2 , "discrete" to

finite at the same place).

2. Practical significance of the axiomatic :

Let us take a simple example in coding 3
Ao iardy, MWy Hucge,-
( M, is the usual binary alphabet; J\ is the set
of all strings of a finite number of the "elgmentary
messages" A («:1,i,3y) and Il is built in the
same way with the "letters" + and - .

When coding, we want to establish a corres~
pondence between /i and some subset fL’ of
M satisfying two conditions :

1) to every A ¢ /L corresponds at least one p¢ M
("total" character of the coding

L8

2)

3)

4)

to any distinct A, )'6 A must correspond
ddstinct 1, m' € M’ in onder that the
deciphering be free from ambiguity.

A priori any one to one correspondance between A
and a subset M' from M would do - but usually
this could imply that we cannot proceed to the
sending of the message before we know it in its
totality. So a further practical condition -
which is not too easy to formulate rigourously -
could be ¢

For a reasonably large number of messages A the
coding is such that for any right multiple Aot A
(i.ec any X= 22" ) the signals o oamd
have a reasonably long common left divisor jx,,
(iee. are of the form : p = b, Mz omd 'z by pf),
The simplest way of fulfi these desiderata
is to assign to each A € o 8 string of
binary letters . (which very conveniently we
may too call a word) and for any sequence

) VI W M. to send the correspending
sequence. Mo oo Bim *

For example,with the correspondance : 5, .

P I P D P Ll
Av-- = My

we would have ¢

R R A T

It is not obvious however how the set _H.,/ of the
words {: has to be selected so that decoding
be free from ambiguity :

At my knowledge,the question has been raised first
and practically solve? gy Sardinas and Patterson
in a pioneering paper(l),

With the help of semi group concepts we may how=-

ever obtain a deeper insight into their whole
procedure which was purely logical :

We are looking for a total translation from A
to 0 and it is quite axiomatic that the decoding

is unambiguous if and only if the sub semi group

M geneviated by M. _is isomorphoric to the free
semigroup /A =~ or - for short - that M' is a
free subsemigroup of M .

Algebraic consequences of this simple remark are
to be found in appendix 1.

Now would come a fourth requirement : (admissibility)

The length of the words W
as possible in respect of some a priori
probability distributicn on /\ .

must be as small
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As a matter of fact (4) will be met incidentally, so
to say, in wiew of another condition we put in
definition III ¢

That the translation from M. back to /A
" be sub total :

What this means exactly is that any sequence | of

binary digit be a left divisor of at least one
message p'e¢ M’which can be completely and exactly
retranslated into AN\ .

This condition together with the possibility of one-
to-one deciphering implies automatically that the
code be unitary (as defined below)(see appendix 0),
and admissible in that sense that it meets the
optimality requirement (4) in respect of at least one
a priori probability distribution of the words. (*)

3. Discussion of the decoding methods : scansion

This being settled we have to look more
closely at the decoding.

For avoiding repetition let us observe that
A does not play any role by itself since the
,\; € J\u are in a one-to-one correspondance with
the words (., & M. . So we may perfectly well
dispense from mentioning it altogether.

But in order to stress when a given string

K of binary symbols is really a set made up of a
sequence of words and not any odd sequence of + and
- ve shall say that |+ is a complete message (for

instence : " 4+ —-+- "= u.py 18 a complete
message, but " +--- " is not) and indicate it by
enclosing it into two signs, which shall denote
too, end and beginning of the words.

let us try to decode the following complete

message in code € ¢

I}-»P-~r—-—,--+l

The only way open is trial and error : the first +
may be:

- either p, itself
- either the first letter from i, = jii-|

so that we have the choice between :

Io-,‘p—-—f"}-"-t-l and [e+-f-i--t--+]

In the first case no further doubt comes in and we
are lead to :

lrlr"‘,r“'["'""l = MK G MG My By M

lizz M is the free semi group of all phonemic
sequences in English and M’  the sub set of all
"semantically ¢ t sentences", M’ is neat
i M .
fFor instance :

n [pri wat law cut chur coco feet .."(obtained
from King lear, Act III, scene I, with Tippet's
belp) is fitted into a complete message in M vy
adding : "... and this, Gentlemen, was, may-be, Iy
best example of a semantically void utterance ny

k9

In the second we obtain :
[rr-i=emi=v-]=% = MKrpsps-+

Since here —+ is left at loose end (strictly speaking)
the first translation was the good one, being known
that the transmission is over. Observe that if, on the
contrary, the signal was the same as before except for
an added terminal -~ digit, the conclusion would be
exactly opposite :

e T S B ey
is the only fitting "scansion" as we could say by

borrowing from prosody this term for its classical
flavour.

So the inverse translation from M back to
A does not look like satisfying very reasonably
the above condition 3.

An obvious remedy to it would be to limit
still more the set M . B, Mandelbrot, who has
first discussed these problems has distinguished
several possibilities :

1) Uniform codes ¢ in which every word has the same
Tength (1.e. mumber of letters), this criterium
E‘f&ﬁ_é a direct scansion (examples: all the noise
reducing codee introduced so far except for a
proposal of "sequential coding" by Peter Elias(l)
and some examples by Lemnael(5).)

2) More generally : what we shall call :

Unitary codes : i.e. codes in which no word is a
left divisor of another word (examples : Fano's,
Huffman's, Shannon's codes)

3) Natural codes : (introduced by B. Mandelbrot) in
which a speoial letter points out the end of the
word (example : most of the spoken or written
languages).

Further, Mandelbrot has shown that any unitary
code is,at least amymptotically,as good from the
point of view of economy of length as any other
one., It could seem futile then to care for more
extensive classes were we not prompted by other
circumstances - and especially by the threat of a
noise.

4. Noise sbsorption and eryodism.

Consider indeed the following code ¢ gz
Rzt Uz ~tb ;) Ma=~d-) gz~
(which is, parenthetically, Jjust the previous cnme
with the time arrow inverted)

It is wnitary all right so that we may
represent it by a "tree"™ in the familiar fashion :

(south west arrow : +

Il - )

south east arrow @
Hy

[ (2¥Y

The "neat" condition (gubtotality of the trane-
lation from fL back to A ‘ is reflecting
itself in the faot that any branch of the tree

Ut
ot
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ends vith a word (for example the code #, =
Wy =~ tr; @, =-- would not be neat since no word
nor sequence of words may begin with /— +- ... ).

Suppose that we have to decode the sequence :

/- LRl Bl B L N,
we obtain directly :

/= el el vl =101 =]
and we could have written it down extemporaneeously
without waiting for the end of the transmission,.

But if the first digit had been blurred by
noise, this straight forward attitude could not be
kept : indeed we decipher the uncertain message

/?f—-&-r<-i---
either as ¢
[#le|=-)rj=bef=s=f= ...

either as above @

i=ecl= g oo o
end as long as the message is going on we have no
evidence for deciding between this two interpreta-
tions. Things nonetheless are not so bed as they look
at first glance @

Suppose that the next letters which appear
be L I S S

g0 that up to this time the two alternative versions

ThI- -1
] - fbf= b+ =f= b == } =0k b=
IR L Y B Ry Y ‘/+I:z- :—/I:/'-...-

By the seemingly fortuitous fact that in both case
the end of a word falls exact the same t
(marked // abmi, the two translations coincidate
from this point on and since one of them must be

rightt so is the end of the deciphering - assuming of
course that no new error of transmission takes place.

Practically, if such a fact was frequent
enough, this would mean that for very low levels of
noise, considerable parts of the "meaning” could be

reserved. We shall see that this ergodic property
i.e, this relative independence for long sequences
of the scansion of the end from that of the beginning)
is the rule rather than the exception.

More specifically, for neat codes whose
words have_all a bounded lenght an apart from three
exceptional families t}ire is at least one finite
sequence of words - say jix such that whatever be the
initial sequence u, ap,./ isa complete message.
This implies that, when decoding, any blurring or

error in « is "absorbed" by |t~ and that from
the end of M~ on, the scansion starts all right
afresh,

Now if the words are given randomly and
independently with fixed probabilities, it is clear
that the probability for a given sequence not to
contain }t.. tends with its length exponentially to
zero so that any initial error is most likely to
have only limited effects.

50

5. Syntactic equivalence and the fondamental
gsemi groups.
é.

Suppose we be given in code "
following fragment [+ from a message :
IA: s

By trial and error we see that only three scansions
can possibly be fitted to it :

the

bomh ok m e e

L) N 1Y e By BN F R B
2) ... r[»--]l»/—-]?—]«;--[—...
3 ... L T “fef] e

In the same mammer the fragment

Mz v bbb
would give alternatives :
1) A L B I PR
2) c kel

3) e e[

Disregarding the "meaning’of jroand
(1.e. their eventual decoding into the '/l language)
we may observe that "functionally", so to say,
and ' are quite similar ¢

If the complete message is [k m Mz] , the
only possibilities are for each of the three scan-
sions ¢
1) starts with
80 as to make

)e

(s0 a8 to use ..+/)

p,i8 a complete message and .
/oo or ++fee OF -/
use of the /- .. left at the end of M

2) M is ending by .o/- ¢
and [, starts as above.

3) W4 ends with ../- (for the sake of...+-/)
and Mz is a complete message.

Basy check shows that the same applies
exactly to [’ and we shall say that + and k¢ '

are syntactically equivalent ¢) ( k= p’ ).
Actually both are equivalent to an even simpler
fragment @

pn* -
since this last one admits the same scansions :

1) i 3)

oc/+/‘ oo § 2) ...+/— ceus

o]

() It is interesting to observe that syntactic equi-
valence has a direct application to normal linguistics:

If M’ 18 the set ofall sentences grammatically
correct @
M. = K¢ (approximatively') if and only if i,
and Mq pertain to the same grammatical category

(for instance in English : both ‘adjectives; or both
"verbs at the third person of the present" etc.)
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Now the key point is that for any four
finite fragments, p, , p, , By and Ry

Bz K, and Yy = By implies W M3 =HeMy,
The syntactic equivalence is thus fully

compatible with the semi structure of M and
if we consider classes for = (i.e. the subsets
of elements from M which are syntactically equivalent

between themselves), these classes make a new semi
group H which is an homomorphic image of M. .

Mo Mo | tne fondamental semti group of the
coding (f.8.g.) 1s most usually finite and is easily
represented by matrices, but before we explain how,
vwe need still a new concept : that of prefix :

Consider again two fragments (£ and !
but assume, now, that both are beginning at a / marks

Bven if |4 and i ave not syntactically
equivalent, it could happen that under this supplement
ary restriction any further fragment which completes
K into a full message would do the same to M' 3

One could say that ® i and W as begin-
ning of messages are syntactically equivalent on the
right" (in symbols : p'ov p')

For example :

wef--- .. and PIH“NL»-I——IE-N not
in the relation = (eincei=+p1*: is a
complete message although /=+h'zf+¢]-... is

not complete), but | ~ M’ all the same for pp"
is a complete message if and anly if

W <o

Just as well as for |.«' .

or ++/.-- or -/

We call prefixes the classes T1: of

fragments for this new relatiom ~v . .

0
For the code 69_ s there are three

prefixes
KR (vords and words only are
vringing a p € Tfy into a complete message.

T4  contains all the words and its existence is
typical of unitary coding).

My [~ (the corresponding right divisors
are ~/.. , ++f.. and +-/1.:)

Ty 3 /-4 (the corresponding right divisor
are 4/, O ~ [ )
Now if M.~ M2 , one proves that
Py N pg gy » too, whatever be M3

With uwnitary codes prefixes correspand to
nodes of the tree in a t fashion : Two
nodes being in relation ov i"pertain to the
same prefix") if the subtrees below them are

identical. Such things does not ocour in our ez code
(see below), but are quite typical of uniform codes.

In the code

Fhe=z v

€ of length 2 (ugz ++

B3z-+ 5 Pu= -~ ) there is only two prefixes :
one, 1, , corresponding to complete messages - i.e.
to sequences with an even number of letters - and
another one, T, , corresponding to odd length
sequences.

6. Matrix representation of the fundamental

semi group.
If we have started reading just at the

beginning of the transmission, we may consider at any
time 4 the prefix T (4)to vhich pertain the
initial fragment ti1l the 7-th letter as a "state"
which changes at any new letter received.

For instance - apart from any meaning again -

the sequence [o--- = {—~..corresponds to the following

sequence of prefixes @
T, 17, T, 1, W Ty 7,77, 77,

It is easy to visualise "+" gnd "-"

respectively as the transition matrices :

AL PO LY T T T
nl4 o o mlo 1 o
mlo o 1 m |+ 0 0
m|4L 0 o ™ [1 o 0

+) (=)

( + lets 1T, invariant since it is a word. It sends
e into T, and makes a word from T

ete..)

These matrices correspond in a one to one fashion to
the elements of the fondement semi group, for instance:

.1 0 o o o 1
1 0o 1 0 o
1 0 o0 1 0 0
4 (-4
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(with the usual line by column multiplication) is the
matrice given below. What are the matrices correspond-
ing to complete messages ? In the general they
are the matrices of the subsemigroups Mg image
of M’ by the syntactic homomorphism .

But if the code is unitary, M’ is characterised very
nicely, since pe.ﬂi implies that \+ sends 114 into
itself : M’ 1s just the set of the matrices of
with 4 in the top left cormer.

Further, noise absorption - or ergodic =
properties reflect themeselves quite directly on this
matrix representation.

Suppose that the correct message [j...
and the perturbated message [M'..-  fall back both
at this very time on a common scansion mark / . If
the prefix corresponding to |+ was TI and that

corresponding to j«' was 7T/ , this would mean
that the next signals sends both T and T'
into Ty .

On the matrices this is expressed by the
faot that in colum T, there is two 4'1: one in the
line T7 and another one in line T7' . In particular

feo is a matrix with 4 everywhere in colum 174 .

Bg}_ this in turn is linked closely with the fact that
M is a semi group and not a group (whose matrices
should all have a single 1 by colum).

Consider as a counter example the wmiform
code with four words :

Its f.s.g. is just the cyclic group of order two,
made up of the two elements :

LR M Wi (s+0or - or any odd length
|0 4| |4 o sequence)
(por+r or#- or ... etc.
7,01 0| m[0 1] or any even length sequence).

No real absorption takes place for indeed
if we had missed the first letter of the transmission
and started wrongly scanding from the second letter,
the error will obvious go on as long as does the
message.

As a matter of fact wniform codes are the
only neat codes with a bounded length for words whose
fe.8.g. i8 a group. They are the first exceptional non
ergodic family.

T+ Super coding.

We have given a very general definition of
"translation" which suggests the possibility of more
complex processes involving not only two but several
languages. In the general case, things are a bit
confused and we shall restrict ourself to Unitary
Neat Coding from K into /\ and from A into M .

52

Suppose for instance that we have the
following set up ¢

K is a des.g.l. with words K; (4¢ <g 7)
N isa de8.8.1. with wvords M4 (4 ¢4 ¢ &)
M s our familiar binary d.s.s.l.

Each word of /\. is coded inM as in example 2:
Mo+ 0o -tbjAgz-s-; Ayz——.

Each word of K is coded by the following
sequences \9%¢ A (for clarity we use upper
and lower indices) § K2 A'= 4, Ka> A2y Ry Yoda),

K~ A"z dshz ; Ko Nidah; Ko B hhs, Ko AT 0

This coding is wnitary and neat all right and
corresponds to the tree @

N

Ky Ky Ky K¢

Nov there is again a coding of K into M.
when every A’ 1ia written in binary alphabet :
Ko Kgmrr £y=d mbot ; Rymy —e-mbi;

Ksgr m#mcie; Rymdsb=mne Ky =y mt= ="

It is not difficult to see that this K— i
coding is unitary and neat. Its tree is given below.
Since we know the importance of
fundamental semi groups we would
. be :I.ntexj_e__sted to get at once
that (M ) oftek->M process
from the other two (/U for k-2
and M for A ) or,
tematively; to know the
relation between the syntactic
equivalences on the bottom structure K . = (A
in respect of A—> M , without K appearing in the
picture and = (K) 4n respect of K~ H with A put
off from the circuit.

The main result is that :

p,#pz([\) entails [, F i (M)
or, if one _g_refers, that M is a homomorphic
image of E .

This is rather convenient from a technical
point of view for it allows what is called a
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filtering. If starting from the assumption that the
A{ are provided independently with fixed probabili-
ties by the source, we discover later on that, actual-
ly, they were just building blocks in some higher
degree semantic units (sent again independently of
each other as a second approximation) we can preserve
at least some of the features of our initial
approximation,

But the main point for us here lies in an-
other aspect.

Suppose that the K- /\ coding be wniform.

in general the K- M one will not be so, but it will
fail to be ergodic just the same, giving us the
second of the three exceptional families mentionned
above. We shall call such codes "uniformily composed
codes”. An example is given below :

€, 606,

K— W

K->/ : uniform of length two
N ->H * our usual 62

The nodes indicated with a o are the ones
corresponding to nodes in the K- A coding.

8. Anagrammatic codes.

let us oome now into the last family. For
this ve produce the following horrible example : g*

o= vy Mgz ki-F) Ay k-, Mgz 4+~ .
M3 = ~Fr, Hez=r=i) Myz-v=-, pge-m¢, Py2~""e

(-f“ is not uniform - nor
composed uniformily of a
smaller code. But it has
the property that by inver-
ting its words we found again
a unitary code and, indeed,
its symmetric image
(symmetric in respect of the

¢ ngNeS. line 1)

Since ergodicity is somewhat
synonimous of irreversi-
bility of time, we are put
on the alert by this oddity.

[ He Wy

Indeed, absorption is linked very closely
with the problem of reading "backward" messages with
an inverted code, but,without entering this amusing
theory, we can see at once that ¢, and all its
family are not ergodic.

If a code is unitary the only sequenceswhich
let 717, invariant are the complere messages, whose
set is M'. In symbols, this means :

Mokie M and W, € M’ implies Mz ¢ M

Suppose now that the same property be true
on the other direction, i.e. that we had :

Ptk €H' and  pag €M implies p, € M’

Let ; be a complete message which is the
unperturbated beginning of the transmission; Wy
its noise corrupted form and {1, any other complete
message. By the above condition M M: may have a
final scansion like that of 4 m; if and only if

W'y is a complete message, too.
As this is usually not the case the error
will go on till the end.

Codes which are unitary for both directions
of time (?:El_mg!ammatic codes) are not yet fully
explored but a construction for various infinite
families of them is known. With binary alphabet,
there is just the one given above and its symmetric
for less than 16 words. It is conjectured that
there is still no mgre than 38 other one below 32

words (on about 1010 distinct usual unitary neat
codes of this size or lessl).

So the family is really exceptionally
interesting and deserves further studies since with
the uniform and the wniformily composed codes,
anagrammatic codes are the only length-bounded codes
escaping ergodicity.
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ON SOME MEASURES OF INFORMATION
USED IN STATISTICS

M. P. SCHUTZENBERGER
Paris

As 15 well known, the concepts of information with which statistics and
communication theory deal are different, both in their formal expression
and in their content. In statistics, when the problem is to estimate the value
of an unknown parameter § through the observation of the state & of a
physical system, the a priori probability P(&|0) depending upon 0, one is
led to introduce the expression

7= 3 (57619) w10

with the summation running over all the possible states x of £&. A whole
family of theorems? 4> 6 relates F, under appropriate regularity conditions,
to a lower bound of the variance of the difference 0 — 6 between the true
value of 0 and its estimated value 6.

On the other hand, in communication theory, one is accustomed to
evaluate the amount of information on £ itself by:

H =~ P(£) log P(£)

It is remarkable that so much interest has been devoted to this last quantity
rather than to the older expression F, which was defined by Sir RoNALD
FisuER? as early as in 1921 and which has been very cursorily dealt with by
communication specialists.

Moreover, F and H are not the only measures of the information relative
to ‘something’ contained in an experiment involving a priori probability.
In the second main problem of statistics—that of deciding on the basis of
observation of & which of the hypotheses § = 0, or 0 = 0, is true—the
following expression

P(x| 0, .
Wt:ZP(xlaz)log'PEx}O;i (i:O>l’j::0,1’J#:z)

enters in a natural way. WALD? has shown that whatever be the procedure
used (sequential or not) for the test, the expectation of the number of
independent trials needed to reach a given level of security could not be
smaller than K/W, where K depends on the probability of error which
defines the level of security. In consequence, W could be termed the
measure of the information relative to the dilemma 6 = 6, or 0, afforded by
&. Indeed, quite close connexions do exist between F, H and W.

18
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After BARTLETT!, let us consider the modified form
H* = —X P(x| 0) log P(x| 0 + &)

and suppose that log P(x | § 4 &) may be developed into a series in ascend-
ing powers of ¢. Then, after some simplification

H* = H - ¢F + terms of higher order in ¢

On the same line of reasoning, if 0, = 0, + ¢ and 0, = 0, — &, where

¢ is infinitely small, it may be shown that the random variate
P(x| 0,)
2(x) = log P(x| 0)
(the expectation of which is W, when 6 =: 0,) is distributed with mean
2&2F and variance 4 £2F, to terms of higher order in &. More general relations
between F and W have been recently studied by KurLBack®.

The aim of this present communication (also of reference 8) is to show that
these analogies are deeply rooted in the very nature of what we are ready to
call a ‘measure of information’. As a matter of fact, the leading principle of
the axiomatization we shall attempt is more or less a sophistication of
Wo0oDwWARD’s!® approach to the same problem: that when performing the
complete determination of &, one may stop at an intermediate level and
obtain the total information by adding together: (a) a term corresponding
to the information up to this point;. (b) a term corresponding to the informa-
tion from this point on, weighted with the adequate conditional probabilities.

We shall however restrict the postulation of this ‘Huygens principle’ to
those intermediate observations only, which exclude definitely some con-
tingencies, instead of requiring it for all of them, as is the case with
Woodward’s axiomatic approach which turns out to be unnecessarily
exacting. With this weaker form, a purely algebraic treatment is possible
giving, besides the ‘conventional’ H, the expressions F and W, as special cases
of the complete solution, which can be explicitly given under some regularity
conditions.

For the sake of simplicity, the argument will be split into two parts: the
first (Condition I and Theorem I) could be extended to cases other than
information, and entails the abstract equivalent of a principle of separation
of variates. The second (Condition II and Theorem II) determines the
specific character of the information i.e. introduces the ‘log P’ function.

The regularity Conditions IIT and IV could be presumably weakened by
introducing another postulate which is satisfied by H, F and W: the condi-
tion that the information be non-negative. Further research would be
needed along this line, which we shall only mention here together with the
not too difficult possibility of extending Theorem I to non-finite cases, under
proper restrictions. A more general theory (using modular instead of distributive
lattices and idempotent linear operator instead of equivalence relations) may be
developed and gives an axiomatic definition of the variance (as corresponding
to H and not to F) and of the so-called ‘chi-square’ measure of discrepancy
(as corresponding to W) [see reference 11].

First of all, let us make it clear that we are not looking for a measure of
the information provided by one given result of the observations, but for a

19

62



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 4 page #67 7-7-2009

Année 1956 1956-7. On some measures of information used in statistics

MEASURES OF INFORMATION USED IN STATISTICS

measure of what amount may be obtained on the average with the help of a
given observational set-up. For representing the general situation, we shall
consider a physical system whose state £ is still unknown. For the sake of
simplicity it will be supposed, throughout the paper, that £ can take on
only one of a finite set E of values x, y, z.... In practice, even if & were a
continuous variate, this quantification could always be assumed, since any
real measurement may be done with a finite precision only.

The a priori probabilities with which & may be any of the states x, y . . . will
be written P(x), P(y) . . . and we shall suppose that they are functions of some
unknown parameter(s) symbolized by 6. With respect to the physical
system, an observer (; is characterized by the degree of accuracy with
which he is able to recognize £. For instance, if £ is a numerical variate with
possible values 0, 1, 2 or 3, an observer 0, may be unable to know more about
& than to ascertain whether it is zero or not; another one, Q,, whether it is
odd or even efc. Accordingly, to each observed Q, corresponds an equivalence
relation p, between the possible states of &; that is to say, a partition of E
into disjoint subsets (X), (Y) ... (Z), Q, being unable to ‘separate’ two states
when they pertain to the same ‘class of equivalence’ of p,.

Between equivalence relations on E exists the usual partial ordering
relation p’ << p (p’ is finer than p: every class of p’ is contained in a class of
p), which means that the observer Q’ is able to perform every distinction
between states which  can do. Further, if p’ << p, and if X is a class of p,
we shall denote by p’[X] (the ‘restriction of p’ to X’) the equivalence relation
induced by p’ on the subset X of E. If, for some subset X, p'[X] =: p"[X]
we shall write: p’ =: p[X] (‘p and p’ are identical on X’).

With these notions at hand we may now compare observers, or rather
pairs of observers.

Definition: The two pairs of equivalence relations (p;, p;) and (py, p,),
where p; < p; and p, < p,, will be said to be in the relation ~ if, and only
if, there exists a partition of E into disjoint subsets E’ and E” such that

pi=: plE']s ps= pJE']l; pi= plE"]; pr=7 po[E']
For instance, let E = {a, b, ¢, d, ¢, f, g} and:

pi == (abo)(d)(e)(f2); ps = (abe)(d)(¢f2); pi = (ab)(cd)(€)(f2)s
pe = (ab)(cd)(¢f2)

One sees that (p;, p;) ~ (px, po)> by taking E’ = (¢fg) and E" =: (abed),
for then:

plE] = pdE1 = ©)(f0);  plE] = pJE] = (cfe)
pi = [E"] = p[E"] = (ab)(d); pilE"] = p,[E"] = (ab)(cd)

It is readily demonstrated that ~ is again an equivalence relation on the set
of all ordered pairs of equivalence relations. For that it is enough to remark
that from p; and p; (with p; < p;) E” is unequivocally determined as the
union of those classes which are in the same time classes of p; and of p,.
[Parenthetically, let us observe that if, in addition, p; < p, one has too,
ps < pi and (p;, pr) ~ (p;> p.) so that the ~ relation looks quite like an
abstract version of the equality relation between two fractions.]

20

63



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 4 page #68 7-7-2009

1956-7. On some measures of information used in statistics Année 1956

M. P. SCHUTZENBERGER

Consider now, for a given finite £, the set R of all the equivalence relations
on E, and a function f( ) of R in to some additive group a.

Definition: The function f( ) will be called a valuation on R if for every
qu}d(rugle of relations (p;, p;) ~ (ps p,) entails f(p;) — f(p;) = f(px)
- Pe)-

Theorem I: Any valuation f( ) of the set of all equivalence relations on the
finite £ may be written in the form f(p) == 2g(X) where the summation
extends to all classes X of p.

Proof: Consider for any equivalence relation into & classes p == (X)(Y) ...
(T) the three other relations: py, the finest among the equivalence relations
admitting the class (X), pg the finest among all equivalence relations
admitting the class (Y), (Z)...(T), and p, the finest among all the
equivalence relations; one has

(Pos Px) ~ (px> p) tee.if f () is a valuation: f'(p) = f (px) + f (px)— S (Po)

Thus if the theorem is proved for all the equivalence relations with no more
than £ — 1 classes, it is proved for the relations with £ classes, since

Sp) ={2e®)}+{ex) + > 2@} — {2}
reX yeE —X zel

Now, choose for any elements of E, an arbitrary value of g(x) with the sole
condition that > g(x) =: f(p,). For any X we define g(X) = f(px)— > f(x)
z€E zeX

— f(p,) which achieves the proof.

Remark: Suppose now that we discover that p, was not really the finest
equivalence relation, but that there exists a still finer one, p’, differing from
it only by the fact that in p’, the class (X) is split into (X’) and (X"). Every
equivalence relation pj, less fine than p, either is > p, or is of the form
(X, (X"), (U), (V) ...(W)—i.e. is identical on E — X to some p; > p,.

Thus in this case  (pg, p;) ~ (P> P:)

and S (pd) =1 (pd) +S (po) — S (Po)
and f(p') will be of the form needed if, having chosen arbitrarily g(X’), we
take g(X") = g(X) — g(X") +f(pt) — f(po)-

Suppose now that p’ << p entails f(p) < f(p’) < f < o0 and that we find
some finite p, such that f— f(p,) < &¢ and for all classes Y of
po =0 <|g(Y)| <. Then the same condition may be made to hold
for py; for instance by taking

0 <g(X") = g(X") = 3{f(po) —f(po) +&(X)} < &+ 72

This remark would lead to the possibility of extending Theorem I to general
E, under a proper definition of what is meant by an equivalence relation
with infinitely many classes and corresponding restrictions on f.

Reverting to our main purpose—which is to measure information—we
shall postulate that:

Condition I: The measure of the information H(p;) attached to the observer
is a valuation on the set (lattice) R of all equivalence relation on E.

What this means exactly seems a fair enough requirement. If Q, differs

from Q; by the same ability in finer distinctions as €, does from Q,, we ask
that the differences H(p;) — H(p;) and H(p,) — H(p,) be equal.
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If one prefers, this condition may be interpreted in an equivalent way by
assimilating H to a cost of equipment, and requiring that the expenses,
involved in the addition of a special gadget, intended to perform some finer
analysis, be independent from the total cost of the other parts of the observa-
tional machinery.

From Theorem I, we know only that if the number of states is finite, this
implies that H(p) be a sum of terms depending only on the classes of p. Of
course, so broad a definition is not enough to determine H in a really
interesting way, and we shall further postulate:

Condition II: If p << p’ in such a way that for a class U of p’, p=: p'[E--U]
(i.e. if Q differs from Q' only by a further splitting of one of the classes), then

H(p) = H(p') + P(U)H(p")
where H(p") is the measure of information attached to p” =: p[U] for an
observer knowing that the state & pertains to the subset U. To this condition
we add:

Condition III: The probabilities P(X) = x 5 0 are elements of some
topological communitative ring* a and H(p) a continuous functional in the
L

Condition IV: a is such, that if for all ¢, b ea, a + b =1, ab # 0, k; 1s a
continuous functional satisfying

(1) hy(a+b5) = hy(a) + k() then  hyx) = A()

(2) ho(ab) == hy(a) + hy(b) then hy(x) = Alog x
where A is a semi-linear functional and log is some fixed function within the
ring of functions of a.

Theorem II: Under IV, the necessary and sufficient condition for H(p)
to satisfy I, II, III, is that it has the form:

H(p) = > x Alog x

where the summation runs over classes X of p, and A is any continuous
semi-linear functional.

Proof: The sufficiency is a matter of straightforward verification. As to
the necessity, Condition I implies that:

H(p) = Xg'(x) = X x . g(x) for some g(X) = g'(x)/x.
Consider an equivalence relation with four classes: p = (X)(Y)(Z)(T).
Condition IT with U =: Y 4+ Z -} T implies:
H(p) = xg(x) +2g(») + 2g(2) + #(?)
=uxg(x) + 0+ 2+ 1)y +g+0)

J J
votetol ey

z z t t
+ y . : ( y 7) —i‘- y ' (—_ ‘ )}
szt tatt) Tyttt 4
* i.e. very roughly speaking, a set in which abstract operations -+ and X are defined. so as

to satisfy the usual conditions except that it may happen that ab = 0 even when a # 0 and
b #0.
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Let us transform this by writing: 1 —x =y + 2+ ¢ » =y —x);
2 = 2(1 — %) t' = ¢(1l — x)"tand k(a; b) = g(ab) — g(a) — g(b). Then
after regrouping the terms we get

k(Y51 —x) + 2k(2'; 1 —x) +tk(t'; 1 —x) =0
in particular, if ¢ were zero, x and y keeping the same values, one would have
JE(Y ;1 —x)+ (z+ k(' + ;1 —x)=0
Then, by subtraction of the last two equations, one obtains:
(2" + k(2 4t 1 —x) = 2k(2'; 1 —x) + t'k({t'; 1 — x)

Hence after IV (1), sincé ak(a; b) is additive in its first argument: ak(a; b)
= A(a) where A may depend on b, but not on a. Butk(a, b) is symmetrical
in @ and b; this, in turn, implies that k(a; b) = 1/ab A’(ab) and the above
equation gives A'(y'(1 — x)) + A'((z' + ¢')(1 — x)) = A'(») + A'( 2+ ¢)
= 0 where y and z - ¢ are restricted only by y + z 4 ¢ << 1. Since A’ is
additive, this means that A’(x) = 0 for all (0 << u << 1) so that one has
h(a; b) = g(ab) — g(a) — g(b) =0 for all a,bea; a-b<<1l; ab#0.
Now, by Condition IV (2) this gives g(a) = A log a which achieves the proof
of the theorem.

Remark (I): The two successive steps I and II involved in the above
axiomatic could be replaced by the single postulate I’ (under Conditions III
and IV and finite E).

I':For all p = (X)(¥)(Z); pi = (X)(Y+2); p —p [E — X] = (¥)(Z)
ph= (X + Y)(2); pj = (X)(¥) one has:

H(p}) + P(X)H(p}) = H(p;) + P(Z)H(p})

Indeed, it can be shown by recurrence that I’ implies I. This formulation
which does not require the concept of valuation may be interpreted as a
principle of ‘virtual decomposition of the observations into sutcessive
dichotomies’, since it requires that the information attached to the distinction
of £ between X, Y, Z may be computed on the sole basis of the information
attached to the dichotomies p’ and p”.

Remark (2): When one confines oneself to information depending only on
the numerical values of the P(X), as is the case in communication theory, the
Condition IT may be replaced by additivity for the composition of independent
variates (Woodward). Then, if a valuation is continuous and depends only
on the P(X), a necessary and sufficient condition for it to be additive for the
composition of independent variates is that it should have the form: Zx log x.

Proof: Let 5 and { be two independent variates, taking respectively the
states Y Y,Y, and Z,Z,Z,. Let & = n X { be their abstract product,
taking the 3 X 3 states X,j (z J7=1,2,3). Let % (respectively {*) be the
variates obtained from # (respectively C) by confounding the states numbered
2 and 3. Since H is assumed to be a valuation, the information H(n X {)
on & is a sum: H(n X {) = Zxﬁg(xﬁ) which by hypothesis is equal to

H(y) + H({) = Eyzg(y. ) + Z 2;8(2;)
23
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One has
D = H(n X {) — H(n X {*) — Hp* X {) + H(p* X {*)
= (H(n) + H({)) — (H(n) + H(L*)) — (H(n*) + H(]))
+ (H(p*) + H({Y))
= 0 identically

and, on the other hand, supposing that z, = 25 =: 2z and writing g(ab)
— 8(2ab) = k(a, b):

D = yok(yss 2) + 23k( 3, 2) — (D2 + 33)k(Dg + 935 2) =0

which implies, since continuity is postulated, that £(y,, 2) be independent
from y,.

But £(y;, 2), again, is symmetrical in y; and z, so that it is a constant K,
and we obtain finally, letting u = y,, z

gu) —gu) = K forall 0<<u<1

The theorem follows, since this is Schréder’s equation, which is known? to
have as its only solutions g(z) = K log u. Observe that the proof would have
failed if we had not assumed that g and k£ are numerical functions, for we
could not have proved that k(a, ) is a constant. Indeed, in the more general
case, not only information, but the results of applying any linear operation
to them (i.e. expressions of the form X A, P(X)A,log P(X)) satisfy the
requirements of additivity for the composition of independent variates.
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DISCUSSION

J. C.R. LickLipER: As I understand it, Shannon’s measure H, would be ‘just another
measure’ if it did not lead to the Channel-Capacity Theorem. The fact that H leads
to that remarkable insight gives H a definite status. In problems concerning coding
of information for efficient transmission through restricted channels H is the natural
measure.

If it is true that measures are noteworthy insofar as they lead to new orderings and
relations of facts, then the question arises: do the other measures you have discussed
lead to discoveries comparable with the Channel-Capacity Theorem?
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R. Syski: The author has formulated his results in terms of lattice theory, and
postulated that the amount of information H(p) is the valuation on the modular
lattice R of all equivalence relations on the set E.

I think that a formulation in terms of measure theory could be possible. In fact,
some particular cases to which the author refers admit such a formulation. Shannon’s
entropy is defined as an integral of a certain measurable function, taken with respect
to the probability measure, over the measure space with appropriate Borel field.
Similarly, the concept of sufficient statistic was discussed by Halmos with the help
of the Radon-Nikodym theorem (Ann. Math. Stat., 20 (1949) 225.) Since the measure
on sets is also the valuation on lattices (Boolean algebra), the author’s approach and
the measure theory approach are closely related. I should like to ask, therefore, what
are the advantages in using lattice theory here?

Secondly, Dr. McMillan recently used metric informational lattices (Bull. Amer.
Math. Soc., 60 (1954) 558). Is his treatment related to that of the author’s as far as
the selective information is concerned ?

M. P. ScHUTZENBERGER in reply: I would answer Dr. Licklider: partly, yes. The
Frechet-Darmois-Cramer- Rao and the Wald-Wolfowitz theorems are the counter-
part of the Channel-Capacity Theorem; the first applies when the signal is of a
continuous nature and the loss function is quadratic and provides a basis for Tuller’s
inequality; the second when a fixed signal has to be detected with as few elementary
observations as possible. Both give an upper limit to the efficiency of a given trans-
mission set-up. This may be shown under proper restrictions to be attained asymp-
totically when a long enough delay is allowed.

In reply to Mr. Syski, measure theory could be used as well. The point here is
that the lattice under consideration is not Boolean nor modular so that the present
approach (where the aim is quite different from McMillan’s) seems to me to be
more direct.
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ALGEBRE ET THEORIE DES JEUX. —- Jeux de Nim et solutions. Note (*))
de MM. Craune Beree et Marcer Paul ScnitzenserGer, présentée
par M. Georges Darmois.

A T'aide d’une fonction de Grundy définie dans une Note antérieure (!) et pouvant
avoir comme valeur un nombre ordmal transfini, on étudiera des propriétés d’un jeu
de Nim généralisé dont on donnera des applications a la théorie Hes « solutions » au
sens de Von Neumann et Morgenstern.

On appellera ici jeu de Nim tout jeu de mat alternatif a deux joueurs,
compétitif, et symétrique par rapport aux deux joueurs (*). Une position de
jeu sera le produit d’un élément @ appel¢ diagramme et d’un indice ¢ repré-
sentant le joueur ayant le trait au moment considéré. L’ensemble des positions
pouvant succéder a une position x. 1 sera désigné par (I'z).2; il existera dans
I'ensemble X des diagrammes deux ensembles K et L tels que

KnL =g, KuL=X,=:{z:Tz=:0},
(K.1n)u(L.2) =-Ky; (L.r)u(K.2) =K.

(K, et K, désignent les positions gagnées pour les joueurs 1 et 2.)

Un tel jeu sera désigné par (I', K, L), et dans tout ce qui va suivre, on
considérera un graphe orienté comme un jeu de Nim particulier du type
T, 8, X,)-

On dira qu’une fonction g(«) sur X est une fonction de Grundy du jeu (I', K, L))
si : €L implique g(x)= o; x€K implique g(x)=:1; x€CKnCL
implique que g(x) est le plus petit des nombres ordinaux ne figurant pas
dans { g(y):yelx|.

On voit, comme dans la Note précédente, que sile jeu (I', K, L) est locale-
ment fini, il existe une fonction de Grundy et une seule, que 'on déterminera
par induction transfinie. Le théoréme de Grundy se généralise :

Theorime 1. — St, dans un jeu de Nim (T, K, L.), il existe une fonction de
b J > 4 )

Grundy g(x), et si la position en cours est .2, telle que g(x)==o0, le joucur 1

peut étre sir de gagner ou d’empécher la partie de se terminer.

En effet, le diagramme suivant y sera tel que g(y) =% o, et par conséquent,
si y €K, le joueur 1 aura gagné, et si y €K, le joueur 1 pourra choisir au coup
suivant un diagramme z tel que g(z)=:o0.

69



M.-P. Schiitzenberger: (Euvres completes, Tome 4 page #74 7-7-2009

1956-8. Jeux de Nim et solutions Année 1956

(2)

Tueorkme 11 - St un jeu (T, K, L) admet une fonction de Grundy g(x) telle
que I'*{x[g(x) 5 0,1} =:0, le jeu de qui-perd-gagne associé (I', L, K) admet
une fonction de Grundy g'(x), qui sera égale d zéro quand g(x)==1, a 1
quand g(x)==o0 et ¢ g(x) quand g(x) " o0,1.

1° SiT'w g et si A < g'(x), il existe dans 'z un y tel que g'(y)="A.
En effet si g/(x) =-1, on a g(«)==:0; donc, puisque :

[ {zig(z) 70,110,

on a un y dans 'z tel que g(y)==1, c’est-a-dire g'(y) == 0; si, par ailleurs,
g'(x)>1,0nag'(x)=- g(x), et il existera encore un y tel que g(y)=-~.

2° Il n’existe pas dans I'z un y tel que g'(y) =: g’(2), car cela entrainerait
§(r)=:g(=). . ‘

Enfin, on étendra le raisonnement de Grundy au cas cyclique pour
démontrer :

Turorime 111, — SZ, pour des jeux (1%, ¢, L¥), il existe une fonction de Grundy,
il existera également une fonction de Grundy pour le produrt de composition
d'ordre 1, (IO, o, 1ILY), out

(MMUTky 2t 22, . cam=: (Iat). 2. . .amyat.(Ia?). 2%, .2y . ...
Cette fonction sera donnéc par la régle « Nim-Sum » de Grundy.

Application. — Soit X I'ensemble des imputations d’un jeu a n personnes; si
x €X, on désignera par I'x I'ensemble des imputations qui peuvent dominer .
On posera X, =: {@/['x==¢}, et 'on considércra un sous-enscmble A de X,.

Un ensemble S, dans X sera par définition une solution relativement a A si
I'on a

1° z, y€S,, entraine ygI'z;
2° x§S,, x¢A entraine l'existence d’un y dans S; tel que yel'z.

S, sera une solution forte, au sens de J. Von Neumann-O. Morgenstern (*);

Sy, sera une solution faible, c’est-a-dire 'ensemble maximal de tous les éléments
@ qui dominent tout élément pouvant étre dominé. On remarque que si le jeu
de Nim (I, A, X,— A) admet une fonction de Grundy g(x), l'ensemble
{x|g(x)==0}==8S, est une solution relativement a A.

ConstQuence 1. —- Si le graphe (I, X)) est localement fini, a tout sous-ensemble A
de X, correspondra une solution S, et une seule.

En effet, dans ce cas, il existe une fonction de Grundy et une seule pour le
jeu (I, A, X,— A). Dans le cas ot A =:g, on retrouve un résultal de
Von Neumann-Morgenstern,
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ConstQuence 2. — S’il existe une solution S, engendrée par une fonction de
A CNg P

Grundy g(x) telle que I'{x|g(x) 5" 0,1 }=:¢, il existe une solution Si== Sy _,
etl’ona:S,NS;=-¢. Cela se déduit du théoréme II.

11 résulte en particulier que, dans ce cas, la solution forte et la solution faible
sont des ensembles disjoints.

(*) Séance du 19 mars 1956.

(*) Comptes rendus, 242, 1956, p. 1404.

(2) Pour la terminologie, c¢f. C. BerGg, J. Math. pures et appl., 32, 1953, p. 129. Cette
définition du jeu de Nim contient celle de E. H. Moore (Ann. of Math., 1909) et celle de
P. M. Grundy (FEureka, 2, 1939). .

(*) Theory of Games and Fconomic behaviour, Princeton, 1947, p. 587.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 242, p. 1672-1674, séance du 26 mars 1956).

GAUTHIER-VILLARS,
EDITEUR-IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L’ACADEMIE DES SCIENCES
149793-56 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55.
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SEANCE DU 18 JUIN 1956. 2907

ALGEBRE. — Sur une représentation des demi-groupes.

Note de M. MarceL PauL ScrirzeNsercer, présentée par M. Georges Darmois.

On a défini antérieurement la notion de demi-groupe fondamental d’un
processus régénératif ou d’un code (*). Le probléme d’indécomposabilité
ergodique pour ces structures revient a caractériser les demi-groupes A
possédant un seul idéal a droite (*) dont le groupe I" (défini plus bas) est réduit
a son élément neutre ¢. Sa solution repose sur une représentation nouvelle qui
sera seule discutée ici.

Notations. — Soit A sans zéro satisfaisant a la condition minimale. Soient
Ci(t€l) et C/(j€J) respectivement ses idéaux minimaux a droite et a gauche.
C= U C;=\J /. 8i C/ = C;n C’ posséde un élément unité ¢/ — ce que 'on

iel jE€I
supposera toujours — on sait (%) qu’il existe un groupe T, des constantes Y,

dans T et une application @ —a de C dans I' tels que ab=c, a € C/ et b € C;
entrainent 2 y* b =7¢. On peut supposer que Y, = Y, =¢.

Définition. — On appellera «ergodique a droite» la représentation de tout x € A
par une matrice carrée X aindices dans J et a éléments dansI'U o (oI'=T'0 = 0)
dont 1'élément &/ est égal a u si e/z=u€&C/ et a o ailleurs. Si p; est une
équivalence réguliére sur I' on désignera par ¢; I’homorphisme de A associé a
son «extension ergodique a droite », cette derniére étant définie par : zpy, si
et seulement si Ejﬁ,‘onj, pour tout j, j'€J. En particulier ¢ désignera ’homo-
morphisme 2 - X et ¢, I’'homomorphisme associé a p,, la plus fine des équiva-
lences sur I telles que ' 0/ pour tout 7, 7/, j.

Prorosition 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que ¢;x € 9; C est
qu'tl existe deux indices j et k dans J et BET tels que & =B sij'=jet& =0
Sij's#4j.

11 suffit de caleuler la matrice Y d’un élément générique de C pour voir que
la condition est nécessaire. Réciproquement, si £/ = o pour tout j"5< j ces rela-
tions doivent exister car y==ux¢] appartient & C et Y=X d’aprés les hypo-
théses faites sur les ;.

Prorosition 2. — p, est la plus fine des équivalences ergodiques telles que ¢ A
ne posséde qu’un seul idéal minimum a droite.

D’aprés les calculs précédents ¢; p e; entraine y;py, pour tout j&€J; d’autre
part, pour tout Z, si j 54 J', 9,€l 5~ goel.

Prorosition 3. — Soit une équivalence réguliére a droite dont les classes
A, Ay oy Ay, ... sont telles que 6 £ €= CN A% CNAy= Cu5£ 0 pour
tout o~ o', La représentation ergodique a droite estisomorphe a la représentation
a droite de A sur les classes X ,.

X =Y est équivalent & Cx =-cy pour tout c€C puisque c€ C/ entraine
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cel =c et ce,x=cu avec uC C/. D’autre part : €,x>4g pour tout «. Donc
A.znN A,y =g est équivalent & : N,y =g.

Soit en particulier la relation y, fermeture de transitivité de y, définie
par xy,y, si et seulement si, pour quelques ¢, ¢/ €QUg : z=qt; y=gq't.
Soit y la relation : pour tout z€ A, sy sy.

Provosirion 4. — St A posséde un sous-demi-groupe Q) net a droite (*), unitaire
& gauche (*), la représentation ergodique & droite est une représentation iso-
morphe du quotient de A par y. En particulier si A est syntactiquement simple (*)
par rapport a Q, la représentation ergodique & droite est une représentation
isomorphe de A.

Q, net a droite, contient tous les ¢/ (/€I) pour au moins un j, €J. Donc ¥
vérifie les conditions de la proposition 3 car a tout €A, il correspond au
moins un c€ C — par exemple e — tel que cyx. Si A est syntactiquement
simple les classes pour y coincident par hypothése avec les classes pour 1’équi-
valence principale a droite (*) attachée a Q.

(') M. P. ScnoTzexserGeR, Comptes rendus, 242, 1956, p. 862.

(2) P. DusreiL, Mém. Acad. Sc., 63, 1941, p. 8 et Rend. Matem., 5° série, 10, 1951,
p- 195.
) SuscukevitscH, Math. Ann., 99, 1928, p. 3o.

) L’équivalence appelée « syntactique » dans (') avait déja été définie et étudiée par

M. Trissikr, Comptes rendus, 232, 1951, p. 1987.

1
(3
(’o
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ALGEBRE. — Sur deux représentations des demi groupes finis. Note (*)
de M. Marcer PavL Scnirzessercer, présentée par M. Georges Darmois.

Soit ¥ un demi groupe (') d’applications d’un ensemble fini E dans lui-
méme. A tout € X on fait correspondre dans certains problémes I’application
—1 -1 -1
«inverse » g définie sur F == P(E) par cx =-{ Uy : sy Cx}. Les ¢ fournissent
une représentation de X anti-isomorphe de la premiére. Attachons a tout o

les deux matrices carrées a indices dans I suivantes :

Se: Se(z;y)=1 sica= y; Se(xz;y)=:0 siocxz y,
1

S So(@;y)=1 si x:r;)'; Se(z;y)=:0 si z/oy.

S, est la transposée de la matrice d’application attachée a GetS, estla
matrice correspondant a I’extension de ¢ a F. Supposant que X est le demi
groupe de toutes les applications de E dans lui-méme, nous donnerons une base
du module 8 des matrices carrées a indices dans F telles que

(1) S¢B =: BS; pour tout Bef et cel.
Notations. —- On utilisera les matrices particuliéres suivantes dont les élé-

ments sont égaux a o ou a 1. (On a indiqué pour chacune d’elles ci-dessous la
partie de I' >< I correspondant aux éléments non nuls).

T: 2=E-—y; By: x=20; B,: 952cy; B,=:B,T: @x2cE —y.
B:: 2ny/02n(E—y); Co: x=y=:0; C=TGCy: E—z=y=:0;
B, =: By~ By; C,=:BY; Ch=:(Bo+ By)1=:C| T} By=:B,+ B,+ B,+ B;

Provositiox. —- Les matrices B,, By, B, B, constituent une base indépendante
de 8.

Démonstration. — Pour un ¢ donné, (1) s’écrit :

(1) ZS(.T;)/)B()’;:): EB(J;;)')S’()’;:) pour tout =z, z€l'.
y€F y€F
Soit encore puisque S(x; y) et S'(x; y) ne difféerent de zéro que sicw ==y
-1
et x =: 0')’
-1

(1" pour tout 2, s€l: B(oz; s) = B(a:; 7:).
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. -1 b
Or, pour tout ¢, sNox=: @ est équivalent a xNoz== . Le systéme (1")
d’équations se décompose donc en quatre sous systémes tels que chaque B(«; y)
ne figure que dans un seul d’entre eux et ceux-ci correspondent aux cas suivants :

(1")o: xznz=@=—axn(E - 3), c’est-a-dire x=@.
(1" : xzns/PF=an(E--z), » O+ xC s
(1")y: xznz=:@ 7 2zn(E - z), » O 2k — s.

(1" znz @7 2n(E—-z).

Montrons maintenant que si B(x; y) et B(«'; y’) figurent dans le méme
sous-systéme, ils sont égaux.

(1"), : Quel que soit 357 @, E, on peut trouver o et ¢’ tels que#crlz: -0 et
o' z==E. Donc B(@; 2) ::B(Q;;z):: B(9; @), d’'une part, et, d’autre
part, B(0; z)== B(Q ; _cl’z) =B(0; E).

(1"), : Si @ #xCz, on peut trouver o tel que cE=:x et Gz=E. Donc,
B(w; 5)= B(ok;5)=B(E;5z) = B(E; E).

(1"); : Quels que soient 5 et 5, 0na os=-L— c_ri(]t — z). Donc, comme pour
(1", B(x, 2)==B(E; 9).

(1"); : Nous désignons par |u| le nombre d’éléments de E contenus dans
u€F. Sous I'hypothése (1"),, il existe plusieurs y tels que
(2) oZ|zns| S|y | SB[ (2] —|2zns]) <[E]

En outre, pour tout semblable y, on peut trouver un ¢ tel que sy ==x Nz et
o(E —y)==2 —xN3z; c’est-a-dire

cE=ocyve(E-y)== et ;;::E——;(E—-;)::)'.
Donc B(x; ) ==B(Ej; y), pour tout y satisfaisant (2).

ProrositioN. —- St le corps de base de B est commutatif, le déterminant (3
de B =1Bo+ 7B+ 0 BoH- 2By est égal a kg (hy — Ny)™ (Ay - hy—- 225)"

oun==|E|et m=:2"",

Démonstration. — X, est un facteur simple de 3. Formons les combinaisons
suivantes de colonnes de B :

1° « Colonne z » — « colonne (E —- z) » pour tous les z tels que | z| <| E|/2
et si |E| est paire pour tous les s contenant un élément fixe de E quand
|z]==|E|/2. B(x; 35) —B(x; E—3)=:0siz=0; =, —ksizs0.

2° « Colonne @ » —- « colonne E » —- « colonne z » — « colonne (E —z) »
pour tous les 554 @, E. B(z; 9)4 B(x; E) —B(x;2)— B(x; E—z)=:0
six=0;=: A4 A—2 ;six~ 0.
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Provosirion. — Toute matrice C telle que CS,==S;C, identiquement, est de la
Jorme C == 11, Cy 4 1, C 4~ 11 C, 4+ 1, C,, et BC ==1 st et seulement si

Do(pot pat pa-t-pa) =20, (M= R) (=) =1,
(M Ao—22s) (pu—+ o) =21, Dy s+ Ao pro—+- Ay (P ~+- o) == 0.

Démonstration. — C, et C, satisfont manifestement la relation précédente
de méme que (B, 4 B,)* et (By+ B,)™*; le résultat en découle puisque ces
quatre matrices sont linéairement indépendantes.

On trouve de méme 'expression générale des matrices D (resp. D') satis-
faisant identiquement S;D == DS, (resp. S;D’'==D’S;) :

D =01 + 8, (Bo+ B,)B =1+ 0,Co+ 3B, C, et D'=0, 1+ ¢ T + 0, By 6 TB,.

(*) Séance du 22 octobre 1956.
(*) P. Dusrel, Algébre, Gauthier-Villars, 1946, p. 35.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I' Académie des Sciences,
t. 23, p. 1385-1387, séance du 5 novembre 1956.)

GAUTHIER-VILLARS,
EDITEUR-IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L’ACADEMIE DES SCIENCES
150798-56 Paric, — Quai des Grands-Augustins, 55.
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ALGEBRE. —- ( représentation des demi-groupes. Note (*)
de M. Marcer PauL ScuUrzenserGeR, présentée par M. Georges Darmois.

La @-classe D (*) du demi-groupe (*) S sera dite de type « élémentaire » si
I'on a identiquement dans D : AR =: £NR =: K et 'on montrera que sous
cette hypothése, il est possible d’associer a D deux représentations de S par
des matrices dont les éléments non nuls appartiennent a un groupe I' déter-
miné par D. Ceci généralise a la totalité de S une construction analogue
de D.D. Miller et A. H. Clifford (*) valable pour les seuls éléments de D et

une autre représentation décrite antérieurement (*).

Prorosition 1. — Si s, 5 et a €S sont tels que ass=-a, I’application x—>xs est
une application biunivoque compatible avec R de Sa sur Sa'(a'=: as). En parti-

culier, si K est une K-classe de S et si KsnK /@ alors Ks=:K, biunivo-
quement.

Démonstration. — 1° Pour tout b€&€Sa, bss=:b car b=:ua implique
bss =: uass == ua==>5b. Donc la translation a droite ss5(5s) est une application
identique de Sa(Sa’) sur lui-méme. 2° £ étant réguliére a droite, SasCSa’
et Sa'sc Sa; donc Sassc Sa’scSa. 3° Pour tout be Sa, b’'==bs, on a bRH
car b==¥'s. Donc si cRb(c, b€ Sa) on a cs == ¢'Re, bs == b'Rb et, en raison de
la transitivité de R : ¢/ RbY'. 4° Si ks= K (k, ¥ €K, c’est-a-dire kLA RK), il
existe par hypothése 5 tel que #s=:%. Donc s applique biunivoquement K
sur une certaine X classe K’ et K'= K puisque K'nK 4 @.

Proposition 2. — Soit K une I classe de S; G == KK == {s: KsnK 4 @ };
G'=KK; o(9") I’homomorphisme de G(G') induit par la représentation de
ce sous-demi-groupe par des translations a droite (4 gauche) sur K. On a

o(G)==¢'(G")==un groupe I'.

Démonstration. — On choisit un élément fixe £ de K; si s et s' sont tels que
ks=:ks'€K, on a 9(s)=:9(s") car il existe s tel que kss=:%, ce qui entraine
ks's ==k, donc kss==ks's pour tout k€K et enfin ks=:ks' pour tout teK.
Donc : 1° ¢(G) et ¢'(G’) sont des groupes. 2° 1l existe une correspondance
biunivoque entre les #€K, les a€9(G) et les o’ €9'(G') définie par :
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9” (a’)/_c::_/g_@’(a). On peut identifier o(G) et ¢’(G’) et 'on écriraindifféremment :
k== k"= o' (a)k==kp(a) ou o= F(k). On conviendra que 3(x)=:0 si z§K.
Soit maintenant D, la @ classe de K décomposée de la fagon habituelle en ses
£-, R- et K-classes : D= U Li= U R;== U K’ avec Ki=:R;nL’ et

i€l jEI ieni€ld

K == K]. Par hypothése, il existe des éléments ', (¢ €1), v;, v;(j€J) satisfai-
sant les relations : k'€ L’; ku'u'=1F; ¢v;k€R;; ¢;¢;k=:k. D’aprés la proposi-
tion 2, les applications K — ¢;Ku; et K-> ¢,K’ & sont biunivoques et inverse-
I'une de l'autre.

Nous supposons désormais que D est de type élémentaire et nous considé-
rons l'expression d;(s)=:ku's. Ou bien d;(s)¢R[et dans ce cas d;(st)&R
pour tout ¢t€S], ou bien d;(s) appartient a une certaine JH-classe K.
Comme d;(s)2NRE, j==1 et ku'su’ est un certain élément £ de K. Nous
posons m; (s) == (k) et m;’ (s)==:0 pour tout ">’ (" €l). Nous désignerons
par M(s) la I >< 1 matrice dont les éléments m(s) viennent d’étre définis et I'on
conviendra que ol'=:I'o =:0. On définirait de la méme maniére une J ><J
matrice N(s) avec au plus un élément non nul par colonne : n/,(s)==%(¥;59,)
sisv;€R; et = o, autrement.

Prorosition 3. — La représentation s — M(s) est équivalente a la restriction a D
de la représentation de S par des translations a drotte.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que M (st)==M (s)M(¢) identique-
ment. Or m;(st)==0 si et si seulement L'stnD 5~ @, c’est-a-dire, ou bien
si LisnD £ @, ou bien si Lis == L et L"¢54 L. Dans le cas contraire on a

i

mi (st) = §(kulstw!) = § (kulsw" u" tu") =: mY" (s) mi ().
Nous considérons maintenant la I ><J matrice P d’éléments p/ =& (ku'v;k).
ProrosITION 4. — Pour tout s €S on a identiquement :
M(s)P ==PN(s)=: Q(s).

DimoNsTRATION. — On pose ¢/ (s)==¢ (ku'sv;k) =G (ku'su’v;k)=-3 (ku'v;,¢;,50;k)
et 'on vérifie que la I ><J matrice Q(s) ainsi construite est bien la valeur

commune de M(s)P et de PN(s).

Prorosition 5. — A des transformations par des matrices diagonales prés,
M(s) est indépendante du choix des u', v; et de k€D.

Démonstration. — Supposons les u' remplacés par les «'. On a ku'u=:#&"
et ku'u''= k% avec A;A;== ¢ == ¢* puisque fu'u'==k. Donc m' (s)hy=:h;mi (s).
D’autre part, M(s) ne change pas quand on remplace £ par #'=-wke K.
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Enfin, M(s) ne change pas non plus si I'on remplace simultanément £
par &' == ku™ et les u' par les u''=:u™u'.

Remarque. — Si D n’est pas réguliére au sens de (*), P est identiquement
nulle ainsi que les M(s) et les N(s) pour tout s€D. Si D est réguliére

M(s) == PM(s) et N(s)=:M(s)P pour tout s€ D,

M(s) étant la matrice ne contenant qu’un seul élément non nul définie par
D. D. Miller et A. H. Clifford (*). Si D est la réunion des idéaux minimaux
(a droite et a gauche) de S et si /==¢|; v;=¢}; u'==v;== €] =:k, on retrouve la
représentation définie dans (*).

(*) Séance du 25 mars 1957.

(") Modifiantlégérementles notations de J.A. Green(2) et supposant que S contient une unité
on pose : afb>SacSh; aRdb>aScbhS; £=r£n L;; R == (Rna{j; D= L. R=R.L;
K=£LAR.

(*) P. DusreiL, Algébre, Paris, p. 38.

(2) Ann. Math., 54, 1951, p. 163-172.
(*) Trans. Am. Math. Soc., 82, 1956, p. 270-280.
(*) Comptes rendus, 242, 1956, p. 2907.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 24, p. 1994-1996, séance du 8 avril 1957.)

GAUTHIER-VILLARS,
EDITEUR-IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L’ACADEMIE DES SCIENCES
151704-57 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55.
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ALGEBRE. — Applications des ® représentations a Uétude des homomorphismes
des demi-groupes. Note (*) de M. Marcer. Paur ScuiTzENBERGER, présentée
par M. Georges Darmois.

La @ représentation d’un demi-groupe définie dans une Note antérieure (*)
dont les notations seront utilisées ici, conduit a des résultats particuliérement
simples quand S satisfait la condition J : Tout sous-demi-groupe U, fermé (*)
posséde des idéaux minimaux a droite et a gauche. J, qui est préservée par
les homomorphismes, entraine, en particulier, R N L= et J{L’n&-ﬁz’ = .
On désignera respectivement par 3y, ¢, et ¢y==2¢},-- ¢}, les homomorphismes
de S induits par sa @ représentation associée a D sur les demi-groupes de
matrices {M(s)}, {N(s)} et {M(s)-4-N(s)|(4-:la somme directe) et 'on
montrera que les ¢ sont étroitement liés aux sous-demi-groupes unitaires définis
et étudiés par P. Dubreil (*).

Provosition 1. — S satisfaisant J et ) étant un homomorphisme de S sur S/, il
correspond a toute ® classe D' de S' une @ classe D de S et des homomorphismes
0'=(x==d, r, ) tels que &;,0 == ¢}, 0'* &3, qui se réduisent a I’ application identique
pour les éléments de S n’appartenant pas a S;D.

Démonstration. — 1° R et £ étant compatibles avec les homomorphismes,
toute L classe de S (T =K, R, 2 ou M) est appliquée par  dans une L classe
de S'. Soient : e==¢?€D’; Q,== 616’, le « noyau » correspondant;
P.= :Q‘e',“Qe,nQe,Q‘;“:{ﬁé st se==es'=z¢ ; , la U, fermeture de celui-ci;
D, la @ classe de S contenant les idéaux minimaux de P, ; e=- ¢ €Q.nD.
Comme 0DND'>" @, on a D cD'. Montrons que 6D =:D’ : sis’ appartient a
la R classe R’ dee/, il existe 5’ tel que ¢'s's'=:¢'. Donc e_g)s’_(i):v’afe Q.
mais puisque D est de type ¢lémentaire et que e est dans I'idéal
minimum de Q,, f appartienta la ® classe R de ¢ et 'on a donc 6R=:R'.
On montrerait de méme que 0L ==L’ et 0K =K’ pour les £ ou les < classes
de D. Par conséquent, ¢;,0S est une image homomorphe de ;S car, par
exemple, 85, =-2} s, entraine ¢, 0s, == &, 05, puisque la premiére égalité signifie
que pour tout i€l, I'ensemble d’indices des £ classes de D, ou bien
eu's,==eu's, €R, ou bien eu's, Ueu's,€S—-R.
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2° Considérons la restriction de ¢, a D. SiD n’est pas réguliére (*), ¢y D == 0;
si D est réguliére, on peut choisir £ =:¢ et u'=- eu'€R. Donc, par exemple, &}
est un isomorphisme pour R et, plus généralement, &; est idempotent. Si, en
outre, D est de type élémentaire, ;S admet un seul idéal minimum différent
de o qui est précisément oU Sy D. Par conséquent, toute application 0’ de &;S
qui est un homomorphisme pour &;D et Papplication identique en dehors de
cet ensemble est un homomorphisme de ;S.

3° Enfin, 0/2;=-27 si 0’ est un homomorphisme de &;S se réduisant a un
isomorphisme pour 85D, ce qui achéve la démoustration.

Remarque. —- Supposons toujours D de type élémentaire. Si s appartient a
la £2 classe L de D, eu's€R entraine que cet élément appartienne a L et I'on
ne peut donc avoir ys,=cys, pour s, s, €D que si s5,=: vj_cpi(ai)ui' et
o= 0, 0 (an )t avec H(uie;) o = H(uiv;) o, pour tout i€l. &) ne diftére donc
de D que par l'identification des R classes R; et R; satisfaisant une relation du
type précédent. I en est de méme dualement pour &), et les £ classes de D et les
deux opérations commutent manifestement quand ) est de type élémentaire.
On écrira selon des notations évidentes 8y == &, &}, ==, 5.

PropositioN 2. —- 1° Soit S un demi-groupe quelconque, {P,} une famille de
demi-groupes U, fermés de S(xn==7, l, d ou k), 0 un homomorphisme de S
sur S' tel que les P, = 0P, possédent des idéaux minimaux ¢ gauche et a droite,
et que 0, =0 st, et seulement si, s, == 5,(P,) pour tout n (*), alors S' est isomorphe
a la somme directe &S’ des représentations i3S’ ou D, est la ® classe contenant
U'idéal minimum de P,.

Réciproquement, soit S'=-08 =-28S' ou ¢ est de la forme précédente. Soit E
U’ensemble des idempotents contenus dans U D, alors, 0 est tel que Os,=:0s, st

p
et seulement si, s,=:5,(T.) pour tout T.(¢'€E") ou T, est indifféremment le
noyau de ¢’ ou la U, fermeture de celui-ci.

Démonstration. —- 1° Puisque GiPil: P,, tout homomorphisme 6’ de S’ tel
que 0's, == 0's, si, et seulement si, 5, =: 5, (P)) pour tout » est un isomorphisme
de S'. Donc les P), sont U, fermés en méme temps que les P,.. Soit 5, 5% s, ; par
hypothése, il existe un P tel que, par exemple, y's, == p' €P’ et y's, 5'=: ¢' § P'.
Choisissons un idempotent C'” o dans I'idéal minimum de P, cD/,.

(r) six,=:r, ¢ P’ entraine ¢’ ¢'¢ P’ et comme ¢y’ et ¢/p’ appartiennent a
la R classe de ¢/, on a 3, 8, /85,5, 3

(0) st x,==1, on applique le méme raisonnement en multipliant a droite
par ¢ et 8y, 5 8,5, ; (d) : si@,=:d, (r) ou (1) sont vrais; (k) :si x,=k, (r)
et (1) sont vrais.
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2° On a encore s,= s5,(T) si, et seulement si, 0s,=-0s5,(0T). Supposons
donc que 0s,>%0s,. Par hypothéseil existe un idempotent ¢’ tel que par

exemple ¢/ Re'u'ls,=-5,5"s,= € uls,. Ou bien s, et s, appartiennent a la
méme £ classe et sont de la forme _tpi(ocl)ui': -5, et _35 (ag)u’=:5, avec a, % a, et
alors s,5%5,(T.). Ou bien ils appartiennent a deux £ classes différentes et
alors s, 5,('T';)) ou f” est un idempotent de I'une de ces classes.

(*) Séance du 8 avril 1957.

(1) Comptes rendus, 2ih, 1957, p. 1994.

(%) Rappelons que X=UY =:{s : XsnY;/ @}. Un sous-demi-groupe P est U, fermé
si PP APP-1cP; U, fermé (« unitaire & gauche ») si PP cP; U; fermé (« unitaire
a droite ») st PP cP; U; fermé si P—"PyPP-1cP.

(®) Rend. Circ. Palermo., 81, 1951, p. 289-306.

(*) D. D. MiLLer et A. H. Crirrorp, Trans. Amer. Math. Soc, 82, 1956, p. 270-280.

(*) On pose aprés M™e Teissier (°) qui a étudié cette congruence : s,=:5,(P) si, et seule-
ment si, pour tout ¥, 5 €S, ys;z€A entraine ys,z€P et réciproquement.

(¢) Comptes rendus, 232, 1951, p. 1987.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 24k, p. 2219-2221, séance du 24 avril 1957.)

GAUTHIER-VILLARS,
EDITEUR-IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L’ACADEMIE DES SCIENCES
151778-57 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55.
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ALGEBRE. — Sur une propriété combinatoire des demi-groupes libres. Note (*)

de M. MarceL-PauvL Scuirzensereer, présentée par M. Georges Darmois.

Soit S le demi-groupe (*) libre engendré par F=={ f;}, fini. On pose pour tout

s€8: |s|:==le nombre de fois ou f; figure dans 'expression de s et [s| == |s]:.
i

Deux sous-ensembles W et W’ de S seront dits « commutativement équiva-
lents d’ordre n > s'il existe une correspondance biunivoque w;<>w’, entre les
éléments de longueur inférieure & n de W et W' telle que aw;==aw/, dans

toute image homomorphe commutative «S de S.

Prorosition (*). — S8t P=P*CS satisfait les conditions (U), P est libre,
(N*), il existe k<o tel que pour tout s€S on puisse trouver s', s'€S avec
18" |- |§"| < ket s'ss" €P, alors, pour tout n < », on peut construire P'—P’?,
commautativement équivalent d’ordre n a P, libre, et satisfaisant (U,), P'snP'>40
entraine s€P’ et (N,), P’ intersecte tous les idéaux a droite de S [d’apreés
P. Dubreil (*), P’ est unitaire a gauche et net a droite et, d’'aprés W. Feller, P’
correspond & un événement récurrent dont la probabilité n’est jamars zéro].

On peut observer que (N*) est vérifiée notamment quand P satisfait (N),
P intersecte tous les idéaux bilatéres de S et (1), il existe un homomor-
phisme ¢ avec %lepP ==P tel que ¢S posséde un idéal bilatére minimum fini.
Donc, quand les éléments de I'’ensemble Q des générateurs de P ont une
longueur bornée, (N) est équivalent a (N*) (*).

On posera, pour tout we WcCS,

Pr(w):;]'l'p;.wu; Dy () = Z Pr(w)¢l*l,
i WwEW
ou € =:{p;} est une distribution de probabilités sur les f; avec p; > o.

(T) [respectivement (T*)] sera la condition que pour au moins un € (pour
tout €) la racine 7 de plus petit module de ®,(z)=:1 soit égale a 1 et I'on
rappellera la proposition suivante :

Prorosition. — (N*) et (U) entrainent (T*); (N*) et (T') entrainent (U); (U)
et (T') entrainent (N).
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Démonstration. — Soient c¢,, ¢,, ... des constantes strictement positives;

A(r)=n B A() ot A(r)=: ¥ v(s)Pr(s) est le coefficient de ¢ dans
n'=0 |s|=n

Dp(2) == (1—DPy(2))* et v(s) le nombre de décompositions de s en un produit

d’éléments appartenant a Q ;

B(n)=n ¥Bm=n ¥ Pr(s).
n'=0 |slgn;s€P

(U) est équivalent a A(n)=:B(n), identiquement, et, comme B(n) "1,
(U) entraine t>~1. Inversement si v(p)>~2 pour au moins un p€P,
K(2)> (14-2,)"B(n).

(N*) entraine que tout s soit un diviseur d’au moins un p€P avec
s|<|p|<7|s| 4 k. Donc

n+-k
X(n)éB(n)écng(n’)sca 2 Pr(s) ==¢, et T LI

n=n |si=n
Inversement, s’il existaits€ S avec SsSnP=:0, on aurait B(n) <(1—-Pr(s))*".
Par conséquent, (U) et (N*) entrainent ©>\1 et T "1 pour tout €. Comme
(N*) implique B(n) ==¢;--o(1), on ne peut avoir A(n)(B(r))™*>(14-¢,)"
quand © =1 puisqu’alors A(n) < (14-¢,)" pour tout ¢,. Enfin, comme = =:
entraine A(n)> (1— ¢,)" pour tout ¢, et que (U) implique A(rn)==B(n) on
ne peut pas avoir SsSNP = @.

Démonstration de la proposition principale. — Soit ®y(2) ::‘:2 C(n)t". Les

C(n) non nuls sont des polynomes homogénes en les p; de degré n et ayant

tous leurs coefficients entiers et non négatifs. En outre Z C(n)=:1 identique-
n=—1
ment quand Ep,- =1. Supposons d’abord que la longueur maxima »* des élé-
i
ments de Q soit bornée. Il suffira évidemment de montrer que sous les

hypothéses précédentes ®,(z) est identique a By (z) ou Q', I'ensemble des
générateurs de P/, satisfait (U’), si ¢, ¢ €Q’ et gs=:¢, alors g=:¢' et (N,),
pour tout s€S, ou bien gs'==:5, ou bien ss'=:¢, avec g€ Q’ et s’ €S. Ceci est
facilement vérifié quand n*~72. Supposons-le établi pour »n*~"n, et soit Q
avec n*=:ny-1. Il résulte des conditions que C(n,-i-1) peut étre écrit sous la
forme C"(n,)(Zp;) ou C"(n,) de degré n, satisfait encore les mémes conditions.
Par hypothése il correspond donc a ®,(2) == Dy (2) — C(no-- 1)+ 4 C" (no) 2"
un ensemble Q" avec les propriétés voulues. Définissons maintenant Q' comme
Punion des éléments de Q” de longueur n,— 1, des éléments correspondants
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aux termes de C(n,) et des éléments de longueur n,--1 formés en faisant
suivre par I'une des lettres f; les éléments correspondants aux termes de C’(n,).
On vérifie sans peine que Q' est bien I'’ensemble cherché.

Si Q n’est pas de longueur bornée, on considére pour tout n, I’ensemble
tronqué Q, correspondant a la fonction génératrice

B, (&) =2 Wa(2) -+ B (1) — Wa (1)) 71,

ou W, (¢) est le polynome en ¢ de degré n, identique aux »n premiers termes de
®,(t). Comme Q,_,NQ,cQ,,, ou Q' est 'ensemble obtenu a partir de Q par
la construction précédente, la proposition est établie.

(*) Séance du 12 juin 1957.

(1) Ceci justifie la conjecture de R.S. Markus (Quart. Prog. Rep. R. L. E., avril 1957)
selon laquelle les codes « sans délai » [satisfaisant (U).)] sont strictement admissibles quels
que soient les coiits des symboles élémentaires. La démonstration est d’ailleurs, comme on
le verra, basée sur la méthode de D. Huffman (I. R. E. Proc., 40, 1952, p. 1098) pour cons-
truire ces codes quand les Pr(q) (g€ Q) sont des valeurs numériques données. L’admissi-
bilité asymptotique pour des coiits égaux est un corollaire immédiat des théorémes de
C. Shannon ainsi que I'a noté B. Mandelbrojt (Proc. Symp. Inf. Networks, New York,
1954, p. 210). Une généralisation facile mais longue des remarques précédentes permet de
vérifier 'admissibilité stricte pour des coiits quelconques des transitions de degré arbitraire
fixe fini.

() Mém. Acad. Sc. Inst. Fr., 63, 1941, p. 1-51. Sous 'hypothése (H), (U,) entraine
d’ailleurs (N,.) quand (N) et N, entraine (U,) quand (U).

(*) Mais méme en présence de (U,), (N*) n’entraine pas nécessairement (H).

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 245, p. 16-18, séance du 1° juillet 1957.)

GAUTHIER-VILLARS,
EDITEUR-IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L’ACADEMIE DES SCIENCES
152101-57 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55.
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Faculté des Sciences de Paris 6-01
Séminaire P, DUBREIL,

¥,~L. DUBREIL-JACOTIN et C. PISOT

(:“LI«GEBRE et THFORI® DES NOMBRES)

Année 1957/58

e e
e —s—se

16 décembre 1957

NOUVELLE D¥HONSTRATION DU THéOR%ME DE SCHREIER SUR LES SOUS-GROUPES
D'UN GROUPE LIBRE PaR SON E[TENSION AU CaS DES DEIT-GROUPTS LIBRES.

par 1P, SCHUTZENBERGER.

l. Dans cet exposé, on fera toujours 1'hypothése que les demi-groupes considérés
zontiennent un élément unité e (sont des "monolded) et par "sous demi-groupe"

>n entendra "sous-demi-groupe contenant e" (c'est-a-dire "sous monoide").

Le théoréme de Schreier peut &tre formulé de la fagon suivante :

(1) Une condition nécessaire et suffisante pour que le sous—demi-groune H du

groupe libre G soit un groupe libre est qu'il satisfasse la condition Ud s

s
Uy :VG sHn Hsn H# P =>s €H .,

En effet, dans les conditions de 1'énoncé, Ud

aon seulement un sous—demi-groupe mais un sous-groune de G . (Car si s «H ,

ma sst=sls=eccH ot , donc, sl e H).

signifie simplement que H est

Par contre, la pronosition analogue concarnant les demi-grouves :

(1') Une condition nécessaire et suffisante pour que le sous-demi-groupe A du

jemi-groupe libre F soit un demi-groune libre, est qu'il satisfasse Ud )

seut &tre promvée beaucoup ptus directement (cf, par exemple, M.P. SCHUTZENBERGER
6] ) ou comme un corollaire d'un théoréme de F. Levi ou, encore, comme un cas

sarticulier d'un énoncé sur les produits libres de demi-groupes.

Le but de cet exposé est de montrer que la version "groupe" (1), du théorime de
Schreier peut &tre déduite trés simplement de la version "demi-groupe" (1') moyennant
juelques corollaires des théorémes généraux de la théorie des demi-groupes unitaires
je P. Dubreil [ 1] (Section 2 ci-dessous) et une remarque combinatoire (section
3 ci-dessous) qui présente elle-méme une certaine utilité pour un probldme de

nathématiques appliquées (celui de la marche au hazard sur un groupe libre).

2, Dans cette section, on considére un demi-grouve libre F , un grouse G (avec
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{1ément noutre e') et un homomorphisme RY de F sur G,

ROPOSITION 2,1, -~ Si H est un sous-groupe de G, A = Tfl H est un sous-demi—

oupe Iibre de F .

Vi

JEMONSTRATION, — H est "unitsire" dans G (ef. P. DUBREIL [l]) (c'est-a-dire

'i1 satisfait U, :Vé HsH n HZ @ > se H). Donc A dans F satisfait Uk et,
‘ortiori, U; s D'ol lo résultat, d'aprés (1").

UEMARQUE. — On peut démontrer 2.1 directement en utilisant seulement le fait que
est libre ct que A satisfait U, . Soit A, = 4 -¢e) -~ (4 - e)2 1'ensemble
¥rateur de A . I1 suffit de montrer que tout x & A - e a une représentation
.qQue comme produit de a € Al . Supposons donc que x = ab = a'b' € A avec
a' e (et donc b, b'e A, d'aprés Uk)' Ou bien a est un diviseur &
iche de a' ou bien, 1l'inverse. Dans lc premicr cers, a' = aa" et la condition
implique que a" €« A , Comme a'e El ceci n'est possible que si a" =e =

suite vide et, donc, a = a' , Etec.

ROPOSITION 2.2. — Si H est un sous—groupe normal de G , A satisfait en

ire aux deux conditions équivelentes suivantes @
X,y
: Y F, xye A& yxe A (A ost "symétrique au sens de P, DUBREIL [1])
: Deux quelconques des trois relations ci-dessous entrainent la troisiéme :
xyze A 3 xz2eA ; yeh,

A intersecte tous les idéaux de F .

JEMONSTRATION. — I1 suffit de vérifier que les conditions sont satisfaites pour
G .

JROPOSITICN 2.3. -~ Récinroquement, si le sous-demi-groupe E de F intersecte
15 les idéaux bilatéres de F et satisfait U (ou Uy et S), il existe un

1omorphisme \f' de F sur un groupe G tel que cfl e'=E .,

)BMONSTRATION, — On vérifie facilement que Ud et S entrainent Un (et Uk).
rersement (R.R. STOLL [7] ) si E satisfait U otsi xyeE,ona
ty € E et par conséquent yx ¢ E (puisque xyxy = x(yx)y ). L'implication

> Uk est triviale.

5oit donc E satisfaisant les conditions de 1'énoncé ct \f 1'homomorphisme

socié & la relation d'équivalence sur F définie par x = y (E) si et seculemont
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pour tout z , t€ F
zxt € B zyt = E o
n vérifie succassivement @
. x=zy(E) pour tout x , y €E .
onc, TE est un élémont idempotent o' de ‘,F .

i. Pour tout x &F , il existe au moins un x'e¢ F tel que ox \(.x' = |qx' yx = e' .
isque E intersccte tous les idéaux bilatéres, il correspond & tout x au

ns une pairc y , z avec yxz € E ot, d'aprés S, (2y)x et x(zy) appartien-

t 2 E).

es deux remarques prouvent que G = L&:F ast un groupe ct que % ost hien le
eau de \{ o

ROPCSITION 2.3, — Dans les mémes conditions 2.2., si q,J' est un homomorphisme de
sur un groupe G" (d'élément neutro c") ot si I{Jl e'= E B = :rl o" ,

existe un homomorphisme X de G sur G" telque ¢'= 7\0-{’.

’

EMONSTRATION, — I1 suffit évidemment de montrer que x = y (E) entraine

y (E") . Or, si la premiére relation est vérifide et si zxt ¢ E" , il existe
avec xtzu & E , donc, ytzu ¢« E ¢ E" , Mais, xtz ¢ E" et xtzu € E € E"

liguent u & ¥ et, d'aprés Uy 5 ytz (et donc zyt)e E" ,

ROPCSITION 2.4. - L'ensemble des sous-demi-groupes de F qui satisfont Un
me un treillis L(F) complet et, si F' est un sous—demi-groupec quelconque
F, AeL(F) ocntrafne A nF'< L(F') .

a démonstration cst une paraphrase de 1'énoncé.
es provositions 2,i et leurs démopstrations sont les cas particuliers de
orémes établis par P, DUBREIL [1]([2], F. Livi [3][4] et R.R. STOLL [7].

Dans cette section on considére cncore un demi-groupe libre F ongendré par
nsemble Fl = {f} et une application involutive fixe f-> * de Fl sur lui-
©. Cette application est étendue de fagon natureclle & un antiisomorphisme

F par 6" =c¢ ; (xn)" =y" x* .

s décompose en deux sous-enscmbles :
, consistant en tous les f ¢ F1 tels que f = £

, consistant en toutes les paires (f , £') tolles que f = £'# f=¢£",
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On suppose que l'on a su choisir un élément dens chacune de ces paires et on

4signe par Gy 1l'ensemble de cos éléments.

Enfin on dénote par F

1l'cnsemble formé par 1l'union de F! et des produits
* 2 1
" o f €& FH

Soit maintenant G 1le groupec libre cngendré par G, . On définit une application

1

de F1 sur {Gl v o'} par les régles suivantes @

L feFi,

i feq ,6f=f

ef = ¢!

Lf=1™ ot flec ,er=£T,

Puisque F est libre, © pcut 8tre étendue de fagon naturelle & un homomorphisme
=1 . .
3 F sur G dont le noyau 6 e¢' scra désigné par E .

PROPOSITION 3.,1. —~ Si x ¢ E est de la forme fyf' avec f , f'e Fl ot £ ££,
lors x =2t ol 2z et t appartiennent tous les deux & E -~ e .

DﬁMONSTRATION. ~ Pour simplifier, nous utilisons le résultat bien connu que E
st 1'enscmble des suites finies de symbdle {f qui peuvent &tre réduites a la
aite vide e par cancellation répétée de paires d'éléments appartenant & T, .

i donc les conditions de 1'énoncé sont remplies, la dernidre cancellation ne

sut 8tre celle de ff' puisque ce produit n'appartient pas a F2 . Donc x doit
voir la forme fy'f¥y"f' ou z = fy'f*e E n'eost pas la suite vide. D'aprés

nr b= y"f' appartient aussi & E ~e .

PROPOSITION 3.2. — Le noyou E peut &tre défini de fagon équivalente comme

w

plus potit sous-demi-groupe E'e L(F) qui contienne Fz ou, E" qui contienne

* *
3 sous ensemble F des x e F telsque x=x .

DﬁMONSTRATIGN. - Que E soit le plus petit sous-demi-groupc contenant F2 est
ne conséquence directe de 2.3 et 2.4 quand E est défini comme GFI e! ou

' est 1'¢lémont necutre du groupe libre G . Réciprogiiement, E' , d'aprés 2.2,
s% le noyau d'un homomorphisme sur un groupce (la condition accossoire

ue E intersecte tous les idéaux bilatéres est automatiquement satisfaite
uisque pour tout x , xx <« E , d'aprés S) et ce groupc cst libre d'aprés

a proposition 2.3 et lc caractérc minimal de E .

D'eutre part, si E' « L(F) contient F* , il contient en particulier F,

car pour tout x , (xx™)* = x**x" = xx*) ot réciproquement, E' = EV ,
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effet, en raisonnant par récurrence sur Ja longueur |x| de x , le résultat

; vrai par hypothdse quend [x|< 2 . Quand x| >2 , et x = x* y x a la forme
ou fe& Fl et y , de longueur |x| - 2, appartient & E" puisqu'il

isfeit y = y* .

‘EI’ARQUE. — Dans 1'application évoquée au début de cet exvosé, on doit

isidérer 1'ensemble génératour E, do E consistant cn les x € E tels que
:yz2 5y €E ~c¢ implique z=e¢ ot y=x . Les deux propositions précédentes
mettent de montrer que E1 est en correspondance biunivoque avec 1'cnsemble
on de Fi
t y et z appartenant a B, et étant resvectivement de la forme y = fy'

z=z'f' avec f, f'G F, ot ¥ £ ' (et évidemment, toujours, z € E).

et des suites de la forme xyztx® avec |x| »1 et, soit yzt=e ,
y Z y

DEMONSTRATION du théordme de Schroier (1). — Soit maintenent, avec les notations
ls section 3, H un sous-groupe de G .

n & les résultats suivants :

.. D'aprés 1.1, =01 H est un demi-groupe libre.

i, Puisque o' € H, E c i ot, d'aprés 2.4, E € L(4) .

di. E est le noyan de la restrictionde € & 4 .

v. Puisque aa® € E y & ct a* appartiennent en méme temps & A . Donc, en
ant A = (A-e)-(a~ o)2 = 1'cnsemble générateur de A (cf. la remarque
la section précédente), la restriction de * a Al cst une application involutive
cet ensemble sur lui-méme et 1'on peut @éfinir A} , A] , ete. pour (a,™

me on 1'a fait pour (F , *) . En prticulier, soit K 1le plus petit sous—

ii—groupe de L(A) qui contienne A, .

1 est immédiat que K < E et, d'aprés 3.2, le théoréme de Schreier sera
yuvé si 1'on peut montrer que K = E puisqu'alors H= 0 A sera 1l'image du
ri-groupe libre A par un homomorphisme © dont le noyau a les propriétés

1imales voulues.

Joit donc x e E . Si |x| €2, il est certain que x € K . Supposons donc
\bli pour tous les éléments de longueur < n que x € © entrainc x € K. et

.t maintenant x £ E de longueur n + 1 .

i x est de la forme fyf* , y anpartiont 3 E (d'aprés Un) et, par

othése & K puisque |y| = n ~1 . D'autre part, comme E <A, x appartient

A ainei que xx* . Mais, (xx*)* = xx™ et, par conséquent, xx* & K (proposition
?). En partieulier, ff* appartient & XK , (puisqu'a E) pour tout f €F, .
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Donc, en appliquant U & xx" = fye*eye = £y (£%) (F)£* (ot les &1éments
i appartiennent & X et qui veuvent Stre éliminds sont mis entre parenthéses)
trouve fyf“ =xe K.

Ceci achéve la démonstration, puisque, d'aprés la proposition 3.1, si x n'était
s de la forme précédente, on aurait x =yz avee y , 2 € E ~¢e et par
nséquent de longucur au vlus égale & n , et, donc enfin,par hypothése,

sy2eK et x=yz&€ K,
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NPEOANCJ/JIOBHUE

Teopus mepenauu cooGuienu#t (treopus mudopmauuu) usyuaet obuiue
3aKOHOMEDHOCTH, NMPHUCYILME KaK CaMUM COOOLIeHHSM, TaK M HX Iepe-
lavye NmpHM HAaAMYMM moMmeX. B cuay cBoe#t BecbMa GoJbuioft o6GwHOCTH
3Ta Teopus MMeeT 6OJblIOEe 3HAYEHHE I/ CAMBIX PasHOOOpasHbIX 06.aa-
creit Hayku u Texuukd. K Takum o6aacTsaM OTHOCATCS, HapuMep, paiuo-
CBsI3b, NMPOBOJHAS CBSA3b, DPAlLMOJNOKALMS, PaNUOTeNeyNpaBieHHe, aBTO-
MaTHKa Y TeJeMeXaHWKa, TeXHHKAa BHIYHCIUTENbHBIX MAlUUH, TeleBHIEHHE,
dusnonorus, S3bIKO3HAHWE U T. I.

Teopus nepenaun cooOuieHu#t sBASeTCS ONHOM M3 OCHOB COBDEMeH-
HOM TEeXHMKM CB3M, U ee MNpPHUMEHeHWe K STOH 06JacCTH, HECOMHEHHO,
MO3BOJUT 3HAYUTEIbHO MPONBHHYTb DelleHHe TaKUX CJIOXKHBIX MpobneM,
KaK moBbilleHHe 3(PdeKTHBHOCTH M HALEKHOCTH CBA3M B yCJIOBHUAX MOMeEX.

Hauano oOueft Teopuu nepenauu cooGuieHutt 6u10 momoxeHo B pabore
B. A. KotenbhukoBa ,O npomyckHo#t CnocoGHOCTH ,3¢dupa‘ ¥ MPOBO-
JIOKH B 3JIEKTPOCBA3M“, HamucaHHo#t B 1933 r., B KoTOpoO# aBTOp chop-
MyJIHPOBAJ PAN TMOJOXEHHR M TeOopeM; BaXKHBIX MJIf MOC/IELYIOLIEro pas-
BUTHUS TeOpuM muepenaud cooOwenuft. B 1935 r. Guina onyGauxoBaHa
pabGora [I. B. Areepa, 1oxasaBiuas NPHHUMMHAJILHYIO BO3MOXHOCTb yBe-
JIMYEHUS] YUCTA KaHANOB PpAajMOCBA3M B 3aLaHHOM JMaMa3oHe YacToT.
B 1947 r. Bmuma B cBer HoBas paGora B. A. Koreabnuxosa, rie 6ui10
BBEJIEHO TOHATHEe O MOTEeHLHMaNbHO! moMmexoycToiuusocti. Kpome toro,
B Hel OblIM PAacCMOTPEeHH ellle M CHOCOGH yay4lueHHs 3alUThl JUHUH
panuocBs3d OT NeHCTBHA MOMeX.

HauGonee Gypnoe pasBuTie Teopuu Neperaun cooluienuit Habmopna-
JOCh MOC/He CTaBUIMX Temepb yxe KAACCHYeCKUMH paGOT aMepUKaHCKOro
yuenoro Knopa Ulennona (1947—1948 rr.). 3a mocienHne BoceMb JeT
9Ta TEOpHA CTaja 3peqoit M BecbMa Da3BeTBJEHHOM OTPAC]bI0 HayKH,
npuyem oOllee YUCIO HAYYHHIX PaGoT B MUDOBOH JauTepaType, MOCBS-
LIEHHBIX 9TON TEODUH M ee DPasHOOODPA3HLIM NPHIOKEHUAM, YKe AaBHO
MPEBLICUNO THICAUY.
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6 Ipeducaosue

OO0cCyxaeHHI0 NLOCTUTHYTHIX Ppe3y/AbTaTOB M MyTeHl pellleHHst pasiny-
HHIX TPYIHBIX mpoOjeM TeopHd mnepelnaud cooOluieHH#t OblT MOCBALIEH
psil MeXIYHapOIHBIX COBELIaHMH YYeHbIX Pa3NUUHBIX CTpaH.

B cenrsabpe 1955 r. B JlounoHe cocrosncs TpeTH# MeXAyHapOLHbIH
CUMNO3UYM MO TeOpHH Mepenayd CcooOlieHHil, HA KOTOPOM MHe JOBeJNOChH
NpUCYTCTBOBaTb. B paboTe 3TOH KOH(epeHLHH NPHHSAIH y4acTHE OKOJO
250 yuenbix Anrauu, CCCP, CUIA, ®panuuu, lonnannuu, Mramuu, dene-
parusHo#t PeciyGauku I'epmanny, iBeunn, Uliseitnapun, Janun u apyrux
CTpaH. YYaCTHHKHM 3TOro copeillanus o6cynuan okoio 50 nOKIanoB mo
PasnTMYHBIM BOMPOCAM TEOPHH Tepenayd COOOLIEHHH M ee NMPHMeHeHHs
K 9JeKTPO- U PAaAUOCBA3U, TEOPDHH MaTeMaTHUYECKMX MalluH, (u3HOJIO-
THH, S3BIKO3HAHWIO M T. .

B Hacrosuubi c6opHHK BKJIOYeHb HanboJee MHTepeCHbe M3 INPOYH-
TaHHBIX Ha 9TOM COBElIaHMH 3aDPYOEXHBIMH YUeHBHIMH IOKAanbl 1o obuieft
TEOpHMH Tepenayd COOOGLIEHHH W TeOpHUM KOLMPOBAaHHSA, a TaKKe MO MpH-
MEHEHHI0 STHX TeOpHH K TeXHHKE CBS3H M -HEKOTODHIM MpobjeMaM CTPYK-
TYpPH $13bIKA H CTaTHCTHKH.

LlenHOCTb MyGJMKyeMbIX NOKJANOB 3aKJIOYaeTCsl He TOJBKO B TOM,
YTO B HUX H3JIOXEHbHl HOBble Pe3yAbTAaThl, HO TAKMKe U B TOM, YTO B HHX
chopMyMpOBaHBl BOMPOCH M MpPOGJeMb, KOTOpHE JNOMKHB OBTb Kak
MOXHO CKOpee paspellleHbl COBMECTHBIMM YCHJHMSMHM YyueHbX. IlonmyTho
HeMb3s He OTMETHThb, YTO Psii BHLABHHYTHIX B 9THX NOKJAAaNaX MOJIOXKeHUMH
ellle OCTaeTCsl CMOPHBIM, MOMJIENUT IAUCKYCCUH M TPebyeT KPHUTHYECKOro

MOAXO0La CO CTOPOHHI UHTATENs.
B. HU. Cughopos.
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I. OBIIUE BONPOCHI TEOPHH MEPEJNAYM COOBHIEHHI

O HEKOTOPBbIX MEPAX ,UH®OPMALUUY,
UCTIOJIb3YEMbIX B CTATUCTHKE?)

Llomuyen6epeep M. .

[

Xopouo H3BECTHO, YTO MOHATHs MHHOPMALUU, KOTOPHIMU MOJB3YIOTCS
B CTATUCTUKE U B TEOPDHH CBsS3HM, PA3JMYAIOTCH KaK MO CBOeMy (opMmaJb-
HOMY BBHIDAXEHHIO, TaK H MO CYLIECTBY.

B cratuctuke, rie 3anaua COCTOMT B OLlEHKe 3HAYEHUS HEH3BECT-
HOro mapamerpa O myTeM Ha6JIOJeHHS COCTOSHUA § U3HUECKOH CHCTEMBI,
anpHOpHAas BepOATHOCTb Koroporo P(E/0) sasucur ot 6, npuxossr

K BBIP2XEHUIO
. P (x/0) 1
F”‘X[ 08" ] P (x]f)’

r1e CYMMHDOBaHUE TIPOM3BOJUTCS MO BCeM BO3MOXHBLIM 3HAUEHUSAM X
Beqnuunbl §. Ilemoe cemefictBo Teopem [2, 4, 6] cBa3biBaeT mnpM pas-
JHYHBIX YCJIOBUSX PEeryJsPHOCTH BenuuuHy F C HUXKHelt rpanuueft nucnep-
CUM DPAaBHOCTH 6—6 MEXIYy UCTUHHBIM 3HaueHMeM mnapamerpa 0 u ero
OlIeHKOH 6.

C znpyroft CTODOHHI, B TeOpHH CBSI3U KOJIHUECTBO UH(OPMALHMH O CaMolt
BeJuuMHe £ OOBIYHO OLIEHMBAETCS BEHIPAXKEHHEM

= — D P(x)log P (x).

VHTepecHO, UTO UMEHHO 3TO BhHIpaXKeHHe MPHUBJIEKJIO K ceGe 3HauM-
TelbHOE BHUMaHHe, a He Oojee CTapoe BblpaxkeHue N F, BBeLEHHOE
Ponanbaom dumepom ewe B 1921 r. [3] u auwb MUMOXOJOM paccma-
TpUBABLIEECs CMELHATUCTAMH NO CBS3H.

Ouanako Besquuutbl F 1 H He SBAKIOTCS eIMHCTBEHHBIMUH MePaMH HHOD-
Maluy MO OTHOWIEHUIO K TOMY, YTO COMLEPXKUTCH B IKCIIEPUMEHTE, BKJIO -
YalUIEM AampHOPHYI0 BepOSTHOCTb. DBTOpas OCHOBHasf 3alaya CTaTH-
CTHKM — NpOBEpKa Ha OCHOBaHMM WHGOPMAUUM O BedUuyHHE §, Kakasd u3
runotes § =06, mam 0 =0, BepHa, — eCTeCTBEHHO MNpPUBOJUT K BHIPA-
JKEHHIO

0
W (b, 8 = 3 P (/%) log o

1) Schittzenberger M P, On Some Measures of ,Information® Used
In Statistics (Paris, 1955).
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8 1. O6wue sonpocer Teopuu nepedauu coobujeHui
by

A. ¥oin [9] nokasam, uyTo, KakoB Obl HM OblI METOL MPOBEPKH
(MeTON MOCJeN0BaTeNbHOrO aHanuMsa WM Kako#-ambo mpyroft), matema-
THYECKOE OXHMIAHMEe YMCJIA HEe3aBUCUMBIX HCIBITAHUH, HeOOXOMMMBIX IJIS
JIOCTHXEHUS 3aJAHHOTO [OBEPUTEJbHOI'O YPOBHf, HE MOXET OHITh
Menbiie K/W, rie K 3aBUCHT OT BepPOSTHOCTH OLIHKOGKH, Ompenesiouiel
noBepuTeabHbilt ypoBeHb. CaenoBarenbHo, W MOXHO HasBaTb Mepol
Oocmasasenmols uepes § ungopmayuu o Ousemme 6 =0y wau 6 =0,.

HefictButensho, mexay F, H u W cyuecTByeT oueHb TecHass CBS3b.

Cnenys Bapraerty [1], pacCMOTpPHM BHIOM3MEHEHHOE BBIPAKEHHE

H = — >\ P(x/8)log P(x/6 —¢)

U NpennosoxuM, uto log P(x/0—¢) MOXHO pas3nokuTb B Pl HO BO3-
pacraomum crenensM e. Ilocle HeKOTODHIX YNpPOLIEHHH MOJy4HM
H’ = H-} e2F —~} uJiennl BHICIIErO MOPAOKA MO E.
Ananoruuno, ecmn 6y =¢-+¢e n 6, =¢—e, rae e GeckoHeyHO Mailo,
TO MOXHO MOKa3aTb, UTO CaAyvYaliHas NepeMeHHas
P (x/%)

2(x)= log——P <y’

MaTeMaTHyeCKOe OXHaauue KoTopo# mnpu 6 =0, ectb W (0, 0,), umeer
pacnpejesenye CO CpeHUM 3HaueHueM 2e2F u nucmepcueit 4e2F, c Tou-
HOCTbIO 10 4Y/JeHOB BHICIIErO Mopsika no &. Bojee ofuie COOTHOIIEHHUS
mexay F u W HemaBHo uccaenoBan Kaan6ax [5].

Lenb HacTosiie#t paboTH, TaK e, KaK W CTaTbu [8], — MmoKasaTh,
YTO 3TH AHANOTMM MMEIOT TAyOOKHe KODHH B CaMofi NMPHUpPOAE TOro, YTo
MBl TOTOBbl Ha3bBaTb ,Mepoi uHdopMauuu“. OCHOBHOHM NPUHLHUI aKCHO-
MATHKH, KOTOPYIO Mbl MOMLITAEMCA NaTh, MNpPeNCTaBJifeT COO0H B 60Jb-
mek MM Menbluelt cTenmeHum pasBuTHe moixona Bynsopaa [10] k Toft ke
3ajaye. A KMMeHHO, NPOM3BOIA MOJNHOEe ONpeleseHue & MOXHO OCTaHO-
BUTbCA HAa NPOMEXYTOYHOM YDOBHE M MOJYUHTb MOJHYIO MH(OPMALUIO
nyTeM CJOXEHHUs:

a) uJeHa, COOTBETCTBYIOLIEro MH(OPMALHUH, TNOJYyYEeHHOR N0 ITOro
MOMEHTa;

6) uneHa, COOTBETCTBYIOLIEro mocienyiouell uHQOpMaluu, B3BelIEH-
HO¥ MOIXONSLIMMH YCJIOBHBIMH BepOATHOCTSIMH.

OIHaKO MBI OTPaHMYMMCH TOCTYJIMPOBAHMEM STOTO ,npunuuna liof-
reHca“ TOJbKO IJs TaKOTO NPOMEXYTOYHOTO MOMEHTa, KOTOpHIH HaBep-
HsKa HCKJIIOYaeT HEKOTOphle BO3MOXHOCTH, M He OyleM TpeGoBaThb Cripa-
BeJJIMBOCTH NPHHUMNA LIS BCeX INPOMEXYTOYHHIX MOMEHTOB, KaK 9TO
uMeer MecTo y Byasopaa.

B Takom ociaG/ieHHOM BuMIe 3alaya LOMyCKaeT YMCTO aireGpauye-
CKOe pacCMOTpeHHe, KOTOpoe JaeT, KpoMe ,O00bnuHOro“ FH, BhlpaXkeHus
ans F n W kak uvacTHble ciyyan Oosiee moJHoro pemenus; 3To Oonee
MOJHOe pelleHHe MOMKHO BHIPasuTh B fABHOM BHAE HMpPH ONpele/eHHbIX
yCAOBUAX DEryJsapHOCTH,
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O HeKkoTOpbLx Mepax <SUHDPOPMAYUUS, UCNOAb3YEeMbLX 8 CTATUCTUKE 9

Jlas mpOCTOTH [OKa3aTelbCTBO pas3buTO Ha nABe uacTd. Ilepsas
yactb (ycaosue I u Teopema I) mpumennMa He TOJbKO K MHpOpMauuu.
OHa npuBOAUT K aOCTPAaKTHOMY 9KBHBAJIEHTY MNPUHLUUNA DasdieseHus
nepeMeHHbIX. BTopas uactb (ycaosue II u Teopema II) onpenenser cme-
unpuueckuit xapaktep HH(pOpMALMHM, T. €. BBOIUT QyHKuuio log P (X).

Ycaosus peryaspHoctd Il u IV, no-suiuMoMmy, MOMXKHO OCAaOMTb
BBeJEHHEM APyroro Moctyjara, BumosaHesHoro nas H, F u W, a umeHHo,
yCJOBHS HEOTPULATENbHOCTH MH(popMauui. 31ech HyXHb lajbHeRimue
MCCIeNOBaHNsl, O YeM Mbl TOJbKO YIOMAHEM BMeCTe C BO3MOXHOCTBIO
pacnpoctpaHuTh TeopeMy | Ha npelenbHbifi ciayya#t Mpu COOTBETCTBYIO-
IUMX OTpaHMYEHHAX.

II

[Tpexae Bcero 3aMeTHM, YTO MBI HIIEM He Mepy HH(OpMaluu, MOJy-
yaeMolt U3 00H020 NaHHOTO pe3yibTaTa HabJI0leHuit, a Mepy TOTO KOJH-
YeCTBa MH(POPMALUM, KOTOPOE MOXeT ObiTh TMOMYYEeHO B8 CpeoHeM
C TIOMOLUBIO JAHHBIX CPEeACTB HaOmMoneHUs.

Yro6wsl npencraButh cebe oOLLYI0 KAPTUHY, PACCMOTDPHM (PUIUUECKYIO
cUCTeMy, COCTOsiHHEe KOTOpO} & HensBeCTHO. L MpOCTOTH OyaeM Cuu-
TaTh, YTO § MOXET NMPHUHUMATH TOJBKO OJHO M3 KOHEYHOTD MHOXecTBa E
3HaYeHH# X, ¥, 2,... [IpakTuyeckn Takoe KBAHTOBAHHE MOMKHO MNpeNNo-
JaraTh BCerjaa, ecau Obl Baxe § <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>