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Introduction

Tome IV : 1956�1960

L'article Une théorie algébrique du codage [1956-3] est un texte fondateur.
Cet exposé au séminaire d'algèbre de Paul Dubreil (suivi d'une publication
comme note aux Comptes rendus [1956-5]) contient en e�et la présentation de
la problématique du codage en termes algébriques et, notamment le fait que
la propriété de décodage unique équivaut à celle d'une base d'un sous-monoïde
libre. L'article contient notamment la caractérisation des sous-monoïdes libres
comme des sous-monoïdes libérables (on dit maintenant stables et Paul Cohn
parle d'anti-idéaux [3]).

Une version en anglais est présentée à un colloque IRE au MIT On the appli-

cation of semigroup methods to some problems in coding [1956-6]. Elle contient
cette jolie illustration de la dé�nition d'un ensemble complet à droite (on disait
alors net à droite) : � If M is the free semigroup of all phonetic sentences in
English and M ′ the subset of all semantically correct sentences, M ′ is neat in
M . For instance : �pri wat law chur coco feet� (obtained from King Lear, Act
III, with Tippet's help) is �tted into a complete message in M ′ by adding :
�...and this gentlemen, was, may-be, my best example of a semantically void
utterance� �.

La note Jeux de Nim et solutions [1956-8], avec Claude Berge, fait suite à
une première note [1], signée de Claude Berge seul, et qui porte elle aussi sur
les fonctions de Grundy sur les graphes in�nis.

La note aux Comptes-Rendus D représentation des demi-groupes [1957-1]
contient la dé�nition de ce que Cli�ord et Preston nommeront dans leur livre
[2] le groupe de Schützenberger d'une H-classe et les représentations de Schüt-

zenberger relatives à une D-classe. Elle fait suite à une note préliminaire Sur

une représentation des demi-groupes [1956-9] publiée l'année précédente dans la-
quelle la représentation est relative à l'idéal minimal et pour laquelle le groupe
est le groupe de Suschkevitch. Elle sera suivie d'une nouvelle note Sur la repré-

sentation monomiale des demi-groupes [1958-4] donnant une construction plus
générale.

La note Sur une propriété combinatoire des demi-groupes libres [1957-3] est
une preuve erronée de la conjecture sur l'équivalence commutative des codes
maximaux aux codes pré�xes dont il sera question plus loin (tome 9).

L'article Sur une propriété combinatoire des algèbres de Lie libres pouvant

être utilisée dans un problème de mathématiques appliquées [1958-3] est la pre-
mière présentation des liens entre bases des algèbres de Lie libres, factorisations
des monoïdes libres et codes comma-free (qui sont le � problème de mathéma-
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tiques appliquées � dont il est question).
L'article A characteristic property of certain polynomials of E. F. Moore and

C. Shannon [1959-1] est publié dans une revue à di�usion limitée et contient
l'énoncé de ce qui est maintenant connu comme le théorème de Kruskal-Katona
(voir [4]).

La note Sur l'équation a2+n = b2+mc2+p dans un groupe libre [1959-2] est
une pré�guration de l'article publié avec Roger Lyndon [1962-5].

[1] Claude Berge. La fonction de Grundy d'un graphe in�ni. C. R. Acad. Sci. Paris,
242 :1404�1407, 1956.

[2] Alfred H. Cli�ord and Gordon B. Preston. The Algebraic Theory of Semigroups.

Vol. I. Mathematical Surveys, No. 7. American Mathematical Society, Providence,
R.I., 1961.

[3] Paul M. Cohn. Free Rings and Their Relations, volume 19 of London Mathematical

Society Monographs. Academic Press Inc. [Harcourt Brace Jovanovich Publishers],
London, second edition, 1985.

[4] Donald E. Knuth. The Art of Computer Programming. Vol. 4, Fasc. 3. Addison-
Wesley, Upper Saddle River, NJ, 2005. Generating all combinations and partitions.
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #13 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1956 1956-2. Observation statistique sur le rang dans la fratrie des . . .

9



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #14 — 7-7-2009 i
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Séminaire Dubreil.
Algèbre et théorie
des nombres

M. P. SCHÜTZENBERGER
Une théorie algébrique du codage
Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres, tome 9 (1955-1956), exp. no 15, p. 1-
24.
<http://www.numdam.org/item?id=SD_1955-1956__9__A10_0>

© Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1955-1956, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres »
implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/
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UNE THÉORIE ALGÉBRIQUE DU CODAGE,

par M.P. SCHÜTZENBERGER.

Faculté des Sciences de Paris
-:-:-:-

Séminaire P. DUBREIL et C. PISOT
(ALGEBRE et THEORIE DES N0?.£BRES)

Année 1955/1956
_g_,_o_

27 février 1956

Exposé n° 15

Introduction.

Soient donnés deux ensembles discrets (en général finis dans la pratique) :

l’ensemble des messages élémentaires

l’ensemble des lettres ou "alphabet".

En théorie des communications, le problème du codage consiste à représen-
ter les messages, c’est-à-dire les suites de messages élémentaires par des
suites de lettres selon une règle fixée à l’avance (un "code" ou "dictionnaire")
de telle sorte que la retraduction soit possible et ceci en fonction d’exigen-
ces techniques de nature diverse.

Par exemple, étant l’ensemble des signes typographiques habituels
et A un "alphabet" consistant en les trois ’’lettres" "point" "trait" et
"intervalle".

Le code télégraphique morse est le s y stème de convention dans lequel "a"
est représenté par ’~point trait intervalle" , "b" par "trait point point point
intervalle" .,, etco On appellera respectivement "codage" et "décodage" les
deux opérations inverses qui font passer des suites de messages aux suites de
lettres et réciproquement.

Plus généralement on pourrait voir dans tout langage, 9 naturel ou artifi-

ciel, un code (plus souvent d’ailleurs : une série de codes superposés : i
phonémiques, grammaticaux, sémantiques, etc.) traduisant en sons, signes ou
gestes des idées, des sentiments, etc. Une définition encore plus générale a
été étudiée par J. et nous désignerons ici, pour abréger, sous

le nom de ’~codes"9 certaines structures qui idéalisent les restrictions plus
ou moins explicitement ou rigoureusement admises par la quasi-totalité des
systèmes utilisés dans la théorie des communications stricto sensu s

1°) Universalité : Toute suite de messages élémentaires correspond à une
suite de lettres au moins.

Année 1956 1956-3. Une théorie algébrique du codage
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2°) Catégoricité ? Cette suite de lettre est unique pour une suite de mes-
sages élémentaires donnée.

3°) Univocité du décodage : Réciproquement, si une suite de lettres corres-

pond à une suite de messages élémentaires, cette

dernière est unique.

4°) Isomorphie : Si les messages " 03BB" et " " sont codés respectivement
par "l " et le message " est codé par

Le code morse satisfait rigoureusement à ces quatre conditions et aussi, dans

une certaine mesure; ce code compliqué qu’est la transcription orthographique
française du langage parlé ’.
Formellement il est clair que les conditions énoncées conduisent à. la s

Définition :

A et A étant respectivement les demi-groupes . libres engendrés par A
et une application C de ~ sur une partie P.. de A sera un code,
si et seulement si l’extension de G à .A détermine un isomorphisme de A
sur le sous-demi-groupe P de A engendré par les suites de lettres consti-
tuant °

On appellera "mot" les suites de lettres constituant Po et, pour abré-
ger, "message~ aussi bien les éléments de P que ceux de A . Un code sera
défini par la donnée de A0 , A0 et (? , ou plus fréquemment par celle de
A et de P , puisque, A et P étant des demi-groupes, leur donnée implique
celle de leurs générateurs.

contre-exemples suivants illustrent la signification des conditions
précédentes : i 

’

ad 1~) : le phonème (le click dental du Bantou, utilisé en France pourstimuler les chevaux) est intranscriptible dans l’orthographe française.
ad 2o) : le phonème ~ est codé K (Képi) ou ch (choléra) ou c (carotte) ou

qu (quai). 
~ 

2014 
- 

’ 

’

ad 3°) : la graphie "ent" code plusieurs phonèmes distincts (vent, vientviennent) . -- -
ad 4~) s la graphie "oi" qui se lit "ua" et devrait décrire "oua~

1956-3. Une théorie algébrique du codage Année 1956
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La définition précédente fait apparaitre la théorie de codage comme une
application de la théorie des demi-groupes. 0 Il est particulièrement remarquable
que les concepts fondamentaux de cette dernière 9 introduits par P. Dubreil

C 3 ~ , ~ 4 ~ , ~ ~ ~ en 1941, et étudiés depuis par lui-même et son école du point
de vue abstrait,aient des interprétations immédiates et importantes sur le plan
de la réalisation concrète des machines codeuses ou transcodeusos.

Sous un autre angle, la théorie des événements récurrents de W. Feller ~6~9
dans laquelle on étudie des processus stochastiques sur les suites de lettres
à partir d’autres processus définis sur les suites de messages élémentaires ,
et réciproquement se rattache étroitement à la théorie du codage, comme l’a
montré Mandelbrot qui a utilisé cette analogie dès ~.~;~1 ~ ~ ~ 9 ~~ ~ ; les pro-
cessus récurrents sont des codes unitaires au sens que nous donnerons plus loin
à ce terme. En retour, l’extension par Fellor lui-même de sa théorie à des

alphabets topologiques spéciaux, ouvre la voie à des généralisations intéressan-
tes qui feront l’objet d’un exposé ultérieur.

Enfin, la théorie développée ici est une théorie "sans bruit" dans laquelle
on ne se préoccupe pas des problèmes que pose au décodeur une altération d’ori-
gine aléatoire des messages à décoder. Le contraste avec les travaux actuels
sur cette question (Cf: t ou [11] par exemple) est moins grand qu’il ne pa-

rait. En particulier, la notion de "code absorbant" y joue un rôle considérable,
et ne sera ici l’objet que de remarques incidentes.

Exemple 0

L’exposé sera simplifié si un exemple est traité qui montre la nature du
problème :

Soit le code /?B suivant dans l’alphabet A.. ~ ~ a , b ~ c ~ ~ ° 

Il n’y a aucune difficulté à réaliser le codage d’une suite de messages
élémentaires. Par exemple : i~ (r.~ ~ ~ ~ ) ~ abcbabbcb = m .

Le décodage par contre n’est pas aussi direct : en procédant de gauche à
droite, en effet, le "a" initial est, a priori, aussi bien "03B1" que la
première lettre du mot 03B4 . a Cependant cette dernière hypothèse est prouvée
fausse, car "c" (troisième lettre du message) devrait être lu " r" et la
séquence restante (babbcb) ne pourrait pas être décodée puisqu’aucun mot ne
commence par "ba". Donc selon des notations évidentes : s

(2) On prouvera plus loin qu’il s’agit bien d’un code.

Année 1956 1956-3. Une théorie algébrique du codage
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m = ~, o b cb . abbcb = = ~ ~ m’ i

La même ambiguité se présente à nouveau : ô si la lettre initiale "a" messa-

ge restant m’ éta~.t ~ on aurait nécessairement : = = 

et b resterait sans pouvoir être décodé. Donc : m’ = 03B4bcb = 03B4~ et l’on

retrouve bien = a ~ ~’~> ~ . Observons au passage qu’il se peut que l’ambi-

guité ne soit susceptible d’être levée qu’avant un délai très long : s

Le message q = a(bbc)n (a suivi de n-fois bbc) correspond à ci. 

et le message qb = a(bbc) b correspond à ~ ~, n . .

Il est donc nécessaire :

1°) De systématiser les méthodes de décodage (2e section).

2°) De rendre possible leur mécanisation en les simplifiant au maximum par
l’emploi de structures moins lourdes que les demi-groupes libres A et

P : (3e section). G

3°) D’étudier des codes particulièrement maniables (les codes unitaires nets)
et de montrer qu’ils forment une "classe admissible" en ce sens qu’ils
sont aussi efficaces que n’importe quel autre code du point de vue de la

longueur moyenne des mots. (3e et 4e section).

1.- Méthodes de décodage.

Soient A un demi-groupe libre, P un sous-demi-groupe de celui-ci. Le

premier problème sera de caractériser algébriquement les P susceptibles de

correspondre à un code.

On posera : Po = P - ((P - ~) ~ ~ ~. i) = l’ensemble des p ~; P ~ - tels que

et P impliquent p ’ ‘ ~ ou (3 ) . Comme A est un

demi-groupe libre chaque élément possède une "longueur" (le nombre de généra-
teurs figurant dans son expression) et par récurrence, il est clair que tout .

peP est d’au moins une manière décomposable en un produit p = pi p , , , p
où tous les Pi appartiennent à P .
Proposition 1.1.- Une condition nécessaire et suffisante pour que P~A corres-

ponde à un code est que la décomposition en produits d’éléments soit

unique pour tout p e P .

(3) Ici, et par la suite, on désignera par la suite vide comme distincte de
~ ~ t 1 ensemble vide. On conviendra en outre que la "suite vide" est un élément
de tout demi-groupe considéré dont elle est évidemment un élément neutre.

1956-3. Une théorie algébrique du codage Année 1956
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Attachons en effet à tout p. un ~. = L~ p. par une correspondance biu-

nivoque o L’extension de  au demi-groupe libre .A engendré par les 03BBi est

un homomorphisme de sur P puisque si 03BB == 03BB1 03BB2 ... 03BBm ,

B03BB= B03BB1 B03BB2 ...B03BBm = p1p2...pm . Cet homomorphisme est un isomorphis-me sur si et seulement si 03BB ~ 03BB’ entraine G 03BB~ B03BB’ c’est-à-dire si et

seulement si "* Pr* quels que soient p_ y 

Considérons, pour P quelconque, un élément a = a. a2 ... a de à où

les a. sont des lettres (a.~.A~).
Définition. On appellera indice critique de a tout indice i tel que

a1 a2 ... ai = a-&#x26;P et a.. ai+2 ... an = a*i ~ P . Evidemment l’ensemble J

des indices critiques de a n’est non vide que si a = *ai a*i ~ P .
Proposition 1.2.- Si J est un indice critique de la sous-séquence de a

b = b~ ~, = a.~ ... a_, où i ~ il est aussi un indice critique
de a .

En effet si ~bj = a~ a~ ... ° et b~ = a~ ... ° on a

aussi ~ ~bj = et b~ a~ = a~6P . °
Proposition 1.3.- Une condition nécessaire et suffisante pour que Pc A corre s-

ponde à un code est que, pour tout a 6P et toute sous-séquence de a ,

b = b.. , i ~ i ’ ~ J entraine b 6 P .

La condition est suffisante car si J a == ~1 (. = i, 12  i~ ~ ... ° i m == n ~ J
d’une part les sous-séquences b.. sont indécomposables d’après 1.2 et

sont donc des mots, 

d’autre part il ne peut exister aucune autre décomposition de a puisque
celle-ci impliquerait l’existence d’un indice critique i’ ~ Ja .

La condition est nécessaire : supposons que bij’ P . Il existe dans J
J et J’ (éventuellement i J = 1 et J’ = n) tels 3-1 que : f 

g~

soit minimum parmi les couples J et J’ satisfaisant à 1°) et ?°) .
c = bJJ, possède deux décompositions en mots au moins: l ’une avec:

1 ’ autre ave . c 
P l P2 ° ° ° et ° ° ° Pm = bi’J’

P [ Pfl ° ° . PN( = b j, "" et 
Pm’1+1...pm’ * bi j , f (Pi e Po)

Année 1956 1956-3. Une théorie algébrique du codage
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Ces deux décompositions sont distinctes, car si par exemple on avait

p 1 = = a 1 a~ ... le couple ~J"~ J’) satisferait à 1°) et 2°) et on

aurait 1 J’ - J"! ~ Î en contradiction avec 3° ) . Une conséquence de la

proposition précédente est le

Théorème 1.4.- Une condition nécessaire et suffisante pour que le sous-demi-

groupe P du demi-groupe libre A corresponde à un groupe est que ?

En effet la condition indiquée signifie simplement que : P , P’ , pq ,qp’ ~ P

implique q ~P et il suffit d’appliquer la proposition en prenant
°

Si PC A , ou A n’est pas nécessairement un demi-groupe libre, satisfait

1.4~ on dira que P est "libérable" dans A . Un autre corollaire intéressant

est obtenu en remarquant que Pc A correspond à un code si et seulement si P

est isomorphe à un demi-groupe libre. Soit .b. l’ensemble des sous-demi-groupe
de A qui satisfont à cette propriété et soit ~ le "demi-groupe libre vide"

(P-. = J9) que l’on supposera appartenir à 

Proposition 1.5.- ~ est un treillis.

Comme A ~ A , il suffit de montrer que P ~ A et P’C ijA entraine

PnP’ = ~ où == P~a ~ . Or si p~ p~ , p~q , qp~e?" , 
puisque P et P’ satisfont à la rotation 1.4 ~ donc et P"

satisfait aussi 1.4. o

Définition. Un code sera dit unitaire à gauche si (unitaire à droite

Les conventions d’écrit.ures suivantes seront systématiquement employées ;
(à droite ou à gauche). 

’

si X est un élément les symboles et x t ~ 1 ~ ~ ont le même sens. On
observera que les "parenthèses" satisfont à une série d’identité parallèle à
celle qui est bien connue pour les "crochets" . Notamment :

1956-3. Une théorie algébrique du codage Année 1956
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On a évidemment:

Proposition 1.6 0 - Tout sous-demi-groupe unitaire P d’un demi-groupe libre

correspond à un code . o

La définition précédente est exactement celle de P. Dubreil[3]. Elle conduit
à un décodage très simple : soit en effet c, = a~ ... P une suite de

lettres 0 Procédant de gauche à droite, soit i ~ 1 le plus petit indice tel
que *ai ~ P . Par hypothèse 9 puisque P est unitaire, a*i ~ P et i E. J a .

Donc PO et il suffit de recommencer sur la ai+1 ... O 

pour aboutir au décodage de a o

Exemple : Soit le code de celui donné en exemple dans l’introduction :

On vérifie (Cfo o plus bas) que P est unitaire et que le décodage de
m = bcbbabcba s’effectue directement sans essais et erreurs :

Le problème consistant à déterminer pratiquement si un ensemble Po de

mots correspond ou non à un code avait été résolu par Sardinas et Patterson

par des considérations purement combinatoires sans faire appel à la notion
de demi-groupe. Leurs résultats peuvent être améliorés de la façon suivante :

Proposition 1.7.- Si l’on pose P~ = P~ ~~ P~ et par récurrence :

Par tels qu’il existe p, p’ ~ P0
avec pq = p’. Supposons établi que pour n ~ n0 on ait montre que :

l’ensemble tels existe Pi . P2 ... ° p. , p~ p; /.. ° 
(n* + n" = n) avec

Pi P~ ... Pn,q = Pi P~ ... P~" (1)

Tout élément q’ P est défini par :
soit pq’ = q (2)
soit qq’ = p (3)

avec p&#x26;P~ , q 
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Dans le premier cas, multiplions (2) à gauche par Pi p~ ... o p~ ~ il vient :

" O Pn’ p1 p2 " ’ P-(n+1)Pn" .

Dans le second cas, multiplions (1) à droite par q’ , il vient :

Pi ~2 "" ° ~n~~’ ~ ~1~2 ’" ~~ ~ (-n") ~ n’+l .

Proposition 1.8.- Une condition nécessaire et suffisante pour que PQ soit

l’ensemble des mots d’un code est que, pour tout 1 ~ P~ = ~ ’

En effet, on aura ou non affaire à un code selon que pour tout A

entraînera ou non q ~’ P o

L’intérêt de cette proposition est que, si le code est borne c’est-à-dire

si la longueur de tous ses mots est bornée, les sont des diviseurs à

gauche ou à droite des séquences composant donc sont bornés eux-mêmes et

en nombre fini s’il en est de même de la puissance de l’alphabet.Dans ces con-

ditions il existe un n  oo tel que

soit P = ~ et par conséquent P , = ~ pour tout n

soit P~ = et par conséquent pour 

et tout k.

On a donc . Dans un code borné

Proposition 1. 9. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une

valeur fixe L  co telle que la connaissance des m + L premières lettres

(à gauche) du message permette quel que soit m de décoder les m premières
lettres sans ambiguïté est qu’il existe un n  0153 tel que P 

n 
= ~ .

En particulier une condition nécessaire et suffisante pour que le code

soit unitaire à gauche est que P. = ~ .
En effet si un tel n n’existe pas, on peut construire des a ~.A de la

forme 1.9 pour des valeurs aussi grandes que l’on veut de m + m’ . 0 Inversement

si Pn = ~ et si a = Pi ... ° p~ = p~ p~ ... on a p~ == p. pour tout

i ~ m~ avec 

Les notions suivantes sont utiles pour caractériser certains types de codes :

Définition. Un code sera dit

net (à droite) si = A 
’ 

.

absorbant (à droite) si = A
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La notion de code net est encore exactement celle de P. Dubreil[3]: un code .est
net à droite si quel que soit la séquence de lettres a = a. a~ ... 

il existe au moins une a .a ~ ... a tel que 

Le code orthographique du français n’est pas net, car il est impossible

d’ajouter des lettres à droite de la séquence "Khtg" par exemple qui la
complète en un mot. Par contre le code formé par l’ensemble P des phrases
sémantiquement correctes est net, car à toute suite de mots ou de signes on peut
au besoin rajouter la clause. "Les x-dernières syllabes que j’ai énoncées
étaient un exemple de sentence sémantiquement absurde."

La notion de code absorbant est encore plus forte que la notion de code
net s elle signifie que quel que soit a  P il existe (et non pas
seulement dans A) tel que aq 6P . On démontre :

Proposition 1.10 - Si A est fini, quel que soit A~~P ~ est

équivalent à = A .

En effet A " -T 3 r signifie que ar e P pour tout a ~. A .

Réciproquement soit p1 ~ P tel a1 Pi e P pour au moins un a1 eA - P = A.
et par récurrence s

p~6. P tel que ~ eP pour au moins un a. ~ A. = A.. p. -P .
Les ensembles A~ = P p~ ~ A~ = p~)-~ soient strictement crois-

sants ; donc pour un certain i = J : Aj = 03C6 et pi p2 ... pJ ~ A[-1]P.
Il est clair que si un code est unitaire net ou absorbant à droite, il ne s’en
suit pas qu’il le soit aussi à gauche. En particulier :

Proposition l.U.- Une condition nécessaire (mais non suffisante) pour qu’un
code soit absorbant à droite est qu’il soit unitaire à gauche et net à droite
et qu’il ne soit pas unitaire à droite.

En effet si =A , P n’est libérable c P) que
s’il est unitaire à gauche. D’autre part s’il n’était pas net, il existerait
w tel que wx ~ P pour tout x o

Remarque. Les énoncés précédents semblent avoir une partie pratique assez fai-
ble puisque, par exemple la recherche des indices critiques d’une séquence
s’effectue pratiquement en vérifiant que B et sont décodables. Pour
aller plus loin il nous faudrait trouver des demi-groupes A et P de préfé-
rence finis et une application tels que pour tout a 6A , 
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21



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #26 — 7-7-2009 i
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entraine a (:P . * C’est ce que nous ferons dans la section suivante. Il se

trouve cependant que ces notions dépassent largement le cadre des problèmes de
codage et il a paru aussi simple de les traiter en toute généralité vour un A

quelconque et un complexe KeA qui n’cn est pas nécessairement un sous-demi-

groupe.

2.- Equivalenc e syntaxiques.

Soient A un demi-groupe contenant un élément neutre, K une partie
quelconque de A . 0

Définition. On dira que a est syntaxiquement plus fort que b dans A , par
rapport à K (a ~; b (A , K) ) si pour tout 

(II) xb K entraine x a y ~ K

Si a  b(A , K) et b  (A , K) , a et b seront "syntaxiquement équiva-
lents" (a w b(A , K) o

Proposition 2.1.- (A , K) est unc relation régulière, réf lex ive 9 transitive

(une relation de préordre ( 2) compatible avoc la structure de demi-groupe). *
Manifestement a  a (A , K) et a ~~. b (A , K) et b ~c (A , K j entrai-

nent a ~ c (A , K ) o

D’autre part, si (II) est vraie pour tout x, (II) est encore vraie
pour Av et y ~ vA , Donc a  b (A , K) entraine u a v >~, u b v (A 9 K)
et en particulier si a ~a’ (A , K) et b ~ b’ (A , 9 K) on a successivement?

Proposition 2.2.- ~~ (A 9 K) est la plus forte des relations régulières de
préordre pour laquelle K soit supérieurement saturé supérieure-
ment saturé pour ~ (A , K) car b et a ~ b (A 9 K) entraîne en parti-
culier a é K en faisant x ~ y ~ ~ dans (II). Réciproquement, si p est
régulière et K supérieurement saturé pour f a ~’ b implique ( xa y~ ~ ( xb y~
et en particulier xby e K entraine xay E K donc a f b implique a  b (A, K) .
Proposition ?.3 , - Si A est un groupe fini ~~ (A 9 K) se réduit à une relation
d’équivalence qui est précisément l’équivalence normale associée au plus grand
sous-groupe normal G de A qui soit contenu dans l’un des complexes de K.

P étant une relation de préordre ( ~ réflexive et transitive) on dire queK est supérieurement saturé pour p si apb et beK entraînent 
pest régulière si a pb entraine (xay) p(xby) pour tout x , y . (Cf [3] ) .
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #27 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

En effet r si A est un groupe a  b (A , K) peut s’écrire :
a b y C K c’ est-à-dirû encore a où G est l’ensemble des c

tels que Ky cy ~ K pour tout y. Hais, d’une part KdcK est équivalent
à Kd = K , d’autre part c~ c’ 

t ~ G entraine cc’ 6 G . Donc G est le plus
grand sous-groupe normal de A tel que KG = K et l’on a 2 K = 

c’ ost-à-dire G Ck -1 K pour tout k~K . 
~~"

Remarque 1.- Si l’on voulait interpréter l’équivalence syntaxique dans le code
des "phrases françaises grammaticalement correctes" on trouverait par exemple
que "postulat" ~ "axiome" = "hippopotame" car on peut aussi bien dire
"l’axiome d’Euclide est à la base de la géométrie élémentaire" que "l’hippopo-
tame d’Euclide ...etc" alors que la phrase d’Euclide ...etc" est

incorrecte.

Remarque 20 - Dans ce môme cadre linguistique il serait possible et utile de
généraliser la définition précédente

Définition.- Le n-tuple a =(a1 , ... , an) d’éléments de A est "syntaxique-
ment plus fort que le n-tuple b =(b1 , b2 . . o b ) dans A par rapport à K

et au n+1-tuple (go . ... o gn) = g" si pour tout 

y~ .~ (x, y) 

" ~(x,y)~~~ 
Les propriétés 2.1 et 2.2 subsistent et naturellement a. ~ b. (A , K)

pour tout i entraine a .~b (A , g) la récip.roque n’étant pas forcément
vraie.

Nous ne ferons pas usage ici de cette notion générale.

Définition. Soit ~ l’homomorphisne attaché à ~ (A , K) . On posera
A = 03C6KA ; K =: K ; si K = P :)P" on dira que A et P sont les demi-
groupes syntaxiques fondamentaux (GSF) de (A~P) . 0

Si ~?K ~ ~ ~ ~K Inapplication identique) on dira que
K (= K) est syntaxiquement simple dans A (= A).

Proposition 2.4.- a  b (A , K) est équivalent à Lf a ~ ~ K b (A , K) .
Donc K est syntaxiquement simple dans A . 0

D’une part xby eK entraine x b K o
D’autre part : t b Y = K entraine xbye K puis-

° Donc 03C6K a ~ 03C6K b (03C6K A ; 03C6K K) est équivalent à
a ~b (A , K) donc encore à ’f K a = dans ~ A .
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Proposition 2.5.- Si K ~ K2 = Q est un sous-demi-groupe, chacune des proprie-
tés suivantes est simultanément vraie ou non pour Q ÇA et pour ~’;Q ~ ~
Q est libérable, unitaire, net, absorbant. *

Soient B)R deux demi-groupes quelconques et ~ un homomorphisme. Une
condition nécessaire et suffisante pour que quel que soit 

03A8(Qx-1) == 03A8Q(03A8x)-1 , est que Q soit saturé pour l’équivalence d ’ ho -

momorphisme attachée à 03A8 . Car :
a ~ Qx-1 ~ ax ~ Q qui entraîne x ~ 03A8Q soit 03A8a ~ 03A8Q(03A8x)-1;

et réciproquement : 03A8 a 03A8 x = 03A8Q ontraine ax aq est la défini-

tion même de la saturation.

Or les p,ropriétés indiquées ne font apDel qu’ à l’opération .. " ,

QX(-1) = x~X Qx-1.

Proposition 2.6.- Soient A ~ K et 03A8 un homomorphisme. Une condition néces-

saire et suffisante pour que ~ ~~’~K ~ ~ ~ sons de la composition (o)
des homomorphismes est que K soit saturé pour l’équivalence ’y attachée à

03A8 ( ce que l’on peut noter 03A8-1 03A8K = K). o

La condition est nécessaire : r si a ~ A - K , k (.,K = 03A8 a ==

= k’ ~ alors (~ o ’~) k = (~ o ’~)a et ~ a k.
"t’K ’~-K " "

La condition est suffisante s si 03C3 est moins forte que ~ (A , K)
a -~ b (A , Il) entraine ~a 2 ( ~A , ~ K) .
Définition. Si A est un demi-groupe libre et K un complexe de A nous

dirons que A")K est une extension libre de A’JK’ s’il existe un homomor-

phisme 03A8tel que (l) A’ = 03A8A , (2) K’= 03A8K , (3) 03A8-103A8K = K .

Proposition 2.7.- L’ensemble des couples (A’)P’) tels que leurs GSF soient

isomorphes au couple syntaxiquement simple (A3P) est identique à l’ensemble

des couples ( ~A D ’P) où P) est une extension libre de A ") P
et où ~~~P = P.

En effet d’après 2.6 on a s d’une part ~p A = A et ~pP = P
d’autre part 03C6 p = 03C603A8P o 03A8.
Remarque 1. ° 2.7 montre que l’on peut construire pour toute puissance c de

l’alphabet assez grande au moins un code admettant comme GSF un couple syn-
taxiquement simple A 3 P où P est libérable dans A donné s
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Si g.... o g sont des générateurs de A et hy d’autres éléments de A ~
il suffit de faire correspondre les lettres o à g. les lettres

a2 1 a2 . 2 ... 0 a2i , 

à g2 ... , a a ... o a ,, 
à g et ... 

i" 

à h-r
en posant 03A8al,k = l ~  et de définir 

= P . On observera qu’en général pour un tel choix quelconque de gé-
nérateurs l’ensemble des mots P0 = P - ((P - 03C6)2~03C6) n’est pas borné même si

A est fini.

Remarque 2. Un problème important est celui du surcodage : c’est-à-dire celui

de l’utilisation des mots d’un code primaire comme "lettres~ d’un alphabet se-

condaire ainsi qu’il est indiqué dans le schéma ci-contre, qui est illustré

par les identifications suivantes :

A0 : l"alphabet"morse forme des trois

"lettres primaires" : point, trait

intervalle

~ ~ l’ensemble des signes typo-
graphiques inis en correspondance par

~~ avec ~ i

Po i l’ensemble des séquences de

points traits ot intervalles qui

représentent des signes typographiques dans le code Morse. P~ est à la fois un

ensemble de mots primaires et un alphabot secondaire. a

’0 : t l’ensemble des mots du français écrit mis en correspondance

l°) par, avec Mp ~ l’ensemble des séquences de signes typographiques
qui représentent des mots du français écrit est un ensemble de mots pri-
maires pour ( ).

2°) par ~ ~J ~~ o ~ J avec : l’ ensemble des suites de oints 9 traits
intervalles, qui représentent des mots du français écrit ((qL est un ensemble

de mots secondaires par rapport à Po et primaires par rapport à 

Il serait utile de caractériser au moins partiellement les GSF de 

au moyen de ceux des "facteurs" et (,/~ ? M) . 0 L,e problème sera étudié
dans un autre travail et les énoncés suivants très simnles sont avec 2.6 et 2.7
à la base des démonstrations.

Proposition 2.8.- Si K et K’ sont deux comnloxes de A a 3; b (A , K) et

a ~b (A , K’) entrainent a ~,b (A , K n K’)
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #30 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Immédiat i car xby ~ il ~ K’ entraine xby ~ K et K’ 1 qui entrainent

xay ~, K et xay 6 K’ donc xay 6 I{ nK’ .

On observera que même si K et K’ étaient des demi-groupes P et P’

il serait possible que P ~ P’ sans que pour autant ~ (A , P) soit plus

forte que ~ (A , P’ ) au contraire de ce qui se produit si A est un groupe.

En effet, l’intersection et do . (A , P’ ) si (P’ G P) est

identique à l’intersection de ~: (A , P’ ) et :=. (A , P - P’ ) qui ne sont pas

en général identiques.

Proposition 2.9.- Si A’cA et K’ = la restriction de ~ (A , K) à

A’ est plus forte que à (A’ ~ I~’ ) . En effet, xby t K’ implique XD.Y é. K par

hypothèse et, si ~,a ~, b, x, y ~. A’ , on a donc xay ~~K = K’ .

3. - Préfixes.

Définition. On appellera "préfixe à droite" (03C0*i é 03C0 *) (respectivement préfi-
xe à gauche : C. les classes d’équivalence de A pour la relation

~J~ (A , P) (respectivement ~r~ (A, P)) définie par ô a b (A ~P)
si et seulement si = (respectivement : a)l;~ b (A ~ P) si et

seulement si Pb ) 0
Il est classique [3] que :

Proposition 3.1.- La relation (AP) est régulière à droite (respective-
ment : ~"B~ (AP) est régulière à gauche) et ~ (A , P) est plus forte que

l’intersection de ~ (A p) et 
* 
ce (A , P) .

En effet a ~b (A , P) s’écrit aussi bien :

( ax )-1 P = ( bx )-1 P pour tout x que = pour tout x .

Il en résulte :

Proposition 3.2. - La repré sentation A* des éléments A comme application
de l’ensemble (1~ des préfixes à droite (à gauche) dans lui-même est une

représentation isomorphe de A .

En effet puisque ~* est régulière à droite entraine

ax , bx ~ 03C0*J = 03C0*i x Dour un certain J quels que soient a , b et x, d’au-

tre part n. x - y pour tout é. TT entraine x ; y (A , P) et

réciproquement.
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On déduit do cette remarque la :

Proposition 3.3.- étant doux demi-groupes quelconques si fp P = P est

un groupe A = 03C6R A s’il est fini, est la réunion d’un groupe et éventuelle-

ment d’un zéro. ~~ ~

En effet la représentation 302 étant isomorphe P est un groupe si et

seulement si toutes les applications correspondantes de T dans lui-même

sont des permutations. 0 Donc si a ~ A est tel que xay ~ P pour au moins un

couple x, y 6 A , a est aussi une permutation. Sinon ab ~ ba ~ a (A , P)
pour tout b et a = 0 .

Remarque 1. Il est possible et souvent commode de développer la théorie de

l’équivalence syntaxique de la façon suivante : soit 0 L’ensemble a P
est celui des séquences b6A telles que ab (~P et l’ensemble =

= P (a celui des séquences c telles que cb 6P pour tout b e a P.

Evidemment a ~ 03C0*a et {T- r2014 1] a P = a 2014i P . On peut vérifier que 03C0 )lE
Evidemment a f t 

a 
0 

a 
== a 0 n pou vérif ier quo B 

a

ainsi défini est précisément le préfixe à droite qui contient a o De la même

manière on trouverait ~Y) = (Pa ) -~P et la relation f entre préfixes
à droite et à gauche définie par i si et seulement si a 

et b 6 entraine ab 6P. permet d’établir une correspondance de Galois
[2] entre T[’j et *03C0. Le treillis complet associé pourrait être appelé le
"treillis fondamental~ du code (A JP) et ses propriétés, une fois encore~ ne

dépendent que des GSF (A OP) .

Remarque 20 Il est utile de distinguer certains préfixes remarquables t

03C0*0 : le résidu de P dans A au sens de’F. Dùbreil f3] : 1 l’ensemble des a

tels que ax n’appartienne à P pour aucun x .

: le préfixe ~absorbant" : i l’ensemble des a tels que axe? pour

tout x .

: le préfixe unité tel que entraine a  P et ax 6P seulement

si x 0

les préfixes qui sont des sous-classes de P (a~: T~ 1 entraine 0

Pi 
°

L’existence ou la non-existence de tels préfixes non vides est triviale-
ment liée au fait que le code est absorbant, unitaire etc.

un zéro est un élément 0 tel que xO = Ox = 0 pour tout x
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Exemple. Soit le code suivant (unitaire à droite) : 1

Proposition 3.4.- Si l’alphabet d’un code est fini~ q et si la longueur de ses

mots est bornée par L  co alors son GSF A est fini o

Puisque A possède une représentation comme groupe d’application de (! ~~~

dans lui-même, il suffit de montrer que TT est fini. Or si ax e P , ou bien

la longueur de x est : L ~ ou bien il existe x’ diviseurs à gauche de x

de longueur inférieure à L tels que P . Donc a P= b P si et seu-

lement si = où X.. est l’ensemble fini des séquences de

lettres de longueur £ L o

Proposition 3.5.- Dans tout code unitaire l’ensemble des préfixes différents

du résidu est une image homomorphe de l’ensemble des diviseurs (à gauche) des
mots.

Montrons d’abord que p ~P entraine (pa) P = a P pour tout a 0

Or pax ~ P entraine ax ~ P par hypothèse puisque P est unitaire.

Soit donc a ÏL ; il existe y tel que P donc a est

diviseur à gauche d’une suite de mots donc, ou bien a est lui-même diviseur

à. gauche d’un mot, ou bien il existe tel que a = pa’ et a’ t: TT. ?
d’où le résultat par récurrence. 0 On en déduit la remarque utile suivante : i

Proposition 3.6.- Il existe une correspondance biunivoque entre les codes uni-

taires et les structures d’arbres enracinés ~ les codes nets, correspondant
Pour simplifier et puisque dans la pratique un ordre temporel est toujours
prescrit pour la suite des lettres, nous conviendrons dorénavant sauf mention
expresse du contraire y que préfixe signifie 3 préfixe à droite ; unitaire : uni-
taire à gauche ; net : net à droite. Cette convention est la plus simule quand
l’ordre temporel est identifié avec l’ordre gauche 2014>droite. 

-

(8)Soit U un ensemble ordonné par p . Pour tout u soit p[uj= l’ensemble des
U tels que u’p u. o U est un arbre enraciné si 1~) (~ peu] = 

(u1 est la racine) 2°) pour tout p [u ] est un ensemble totalement ordonné.
Si u ~ p [v] entraine v = u u est une extrémité, sinon u est un noeud.
Si pour tout u qui n’est pas une extrémité il existe un nombre fixe Oô
de v tels que 1~) u pv et 2~) u pw pv entraine w = u ou w == v ~
l’arbre est dit complet.
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aux arbres complets. o

Il suffit d’identifier la racine à la séquence vide, 9 les noeuds aux divi-

seurs à gauche des mots, et les extrémités aux mots eux-mêmes o On observera que
doux diviseurs appartiennent au même préfixe si et seulement si les sous-arbres
correspondant dont ils sont les racines sont identiques.

Exemple ~ i soit le code suivant °

il lui correspond l’arbre ci-contre (figure 1). Les diviseurs "a" et "b9’

appartiennent au même préfixe. o

On prendra garde que des arbres équivalents
à des permutations près de noeuds corres-
pondent en général à des codes dont les
GSF sont différents, (l’arbre de la figu-
re 2 par exemple est équivalent par per-
mutation à celui de la figure 1 mais son

code à un autre GSF) .
Une conséquence immédiate de la représen-
tation dos codes unitaires par des arbres

enracinés est é

Proposition 3.7.- D::~ns un code unitaire

une condition nécessaire et suffisante pour

que tous les mots aient une longueur
bornée est ’QU0,. fji ,a et ax appartien-
nont au môme préfixe, il existe au moins

un diviseur à gauche x’ de x tel que

ax’ b P .

En effet les sous-arbres a et ax ne sont jamais identiques, si 
pour tous les diviseurs à gauches de x’. 

’

Proposition 3.8.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un code uni-
taire dont la longueur des mots est bornée par L ~ oo possède une suite non
vide de lettres i’ telle que soit un élément neutre bilatère de 03C6P A
est qu’il existe une lettre toile que les séquences a, a~ = aa . .a = aaa , ..., ~ P forment un système de représentants de ses préfi-
xes, à l’exception éventuelle du résidu n
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Par hypothèse 1 est une application de u sur lui-même , si donc t~
contient la lettre a dans son expression~ a est une permutation des préfixes
(Cf. 3.3) et puisque la longueur des mots est bornée il existe un m minimum

fini tel que et (A , P) . 0 On vient de voir que a ~2014’a
ml, m entraine m’ = o Soit b . Pour au moins un n’  0153 ~

P 

° 

mais aussi pour un m’ = m - n’ (à un multiple de m près) a ~ P
donc i  est identique au préfixe contenant a 

, 

puisque la multiplication à
droite par an 

* 

est une permutation. On en déduit : i

Proposition 3.9.- Si la longueur des mots d’un code est bornée et si la puissan-
ce de son alphabet est finie , une condition nécessaire et suffisante pour que
son GSF A soit un groupe est que Po = Xl (= l’ensemble de toutes les séquen-
ces de longueur ~’ : code uniforme de longueur !. ) . Dans ce cas A est le

groupe cyclique d’ordre ~’ et P se réduit à son élément neutre 0

De 3.7, il résulte que toutes les lettres de l’alphabet doivent correspondre
à des permutations circulaires de même ordre ([ sur les préfixes . Montrons que
a b ~ a quels que soient les lettres a et b , (il sera convenu que les
indices seront des entiers positifs réduits module ~ .

Supposons pour un n’et un ID’, m’  n’ , on ait b ~am’ et

considérons les séquences non bornées c 
x 

= a (bam’-n’)x (n’ fois suivis de
x fois la sous-séquence b suivi de m’- n’ a).

On vérifie facilement qu’aucun de leurs diviseurs à gauche n’appartient à
P (ils sont tous ~ à un où n’). * Donc c P est un mot

contrairement à l’hypothèse selon laquelle la longueur des mots est bornée.
Donc pour tout n’a ni où J.o) m’ parcourt avec n’ t l’ensemble de
tous les nombres ~ ~ (car b est une permutation :) 2~) n’ si n’ ~ ~.
Ceci n’est possible que si m’ := n’ + 1 (module ~ ) ou encore que si
a Bb (A , P) puisque ~.T~ b pour tout préfixe. Donc A est un groupe
fini à un seul générateur, etc.

Remarque.
Le résultat précédent pose le problème de savoir s’il existe des couples

syntaxiquement simples F 0 P où P serait unitaire et net à droite et à
gauche sans que A soit un groupe et tels que pour au moins un choix de géné-
rateurs la longueur des mots soit bornée. La proposition 3.10 est une réponse
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très partielle à cotte question. o Nous montrons d’abord

Proposition 3.9~- La condition nécessaire et suffisante pour que l’élémont u

du demi-groupe libre A satisfasse pour au moins un couple v 9 w ~ ~ as t

a = uv = w u où la longuour l de a est inférieure ou égale au double de

la longueur ~’ de u est que u soit de la forme x(yx) .
Raisonnons par récurrence ? les longueurs de v et w étant strictement

inférieures à 1/2 on a s .

a = w r v pour un certain r et u = wr = r v . o

’ 

Si la longueur de r est plus petite ou égale ~’/~ on a encore : u = rsr

avec w = rs et v = sr. Sinon on est ramené au problème initial avec u

au lieu de a et r au lieu de u . Comme les longueurs des séquences ne peu-
vont que décroître strictement on a bien le résultat.

Proposition 3.10.- Pour un alphabet de K  ~ lottros il existe au moins

un code du type qui vient d’être décrit ot dont le nombre de mots est égal à
1 + Kt - 2K’ + I~"’ ~ ~n pour tout ,~. , ,~ 3 et ~~~ , ~ ~/~ . i o

Nous considérons d’abord le code uniforme  dont Po est identique à

l’ensemble Xv de toutes les séquences de ~ lettres. o Il satisfait aux condi-

tions voulues sauf que son GSF est un groupe. a

Soit u une séquence fixe de longueur i’ é t et soient les ensembles

suivants :

Pà 1 les mots (de dont u est un diviseur à gauche = 

les mots dont u est un diviseur à droite mais non à gauche

X : l’ensemble des séquences de longueur ~ ’= ~ - ~ ’

Q’0 : l’ensemble des séquences de la forme q = pv avec p 

et v o

Considérons le code B dont l’ensemble Q0 des mots est la réunion de

et de l’ensemble Qfl = Par construction ~ est unitaire
à gauche et net à droite. D’autre part si q , q ne peut évidemment pas
être un diviseur à droite de q’ t dans les cas suivants 1
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #36 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Il reste à discuter 5° ~ le cas de et mais les mots do Q~
sont de la forme xuv = xp avec et et ne peut ad-

mettre aucun diviseur propre à droite de longueur ~ . 6°~ ~~ sera donc uni-

taire à droite si et seulement si u-l = ~ ou encore si uvu --1 = ~ pour

tout . Ceci n’est possible comme on l’a vu en 3.9 que s~. y’ ’~ ~/~ et

si u n’est pas de la forme exce p tionnelle Le calcul du nombre des

mots n’offre aucune difficulté.

Exemple.
Le cas le plus simple (K = ~ ; x ~ 3) est décrit par l’arbre suivant.

Il contient 9 mots et son GSF (privé de l’élément neutre bilatère) a 24 élé-

ments et ne possède pas d’idéaux propres. Cette dernière particularité n’est

pas une nécessité pour les GSF des codes de ce type.

4.- Méthodes de dénombrement.

On supposera désormais toujours que l’alphabet a une puissance K 

On dira, pour abréger, qu’un code est borné si la longueur de ses mots est plus

petite que 

Nous commoncerons par compléter et systématiser divers résultats plus ou

moins explicitement connus et utilisés par les auteurs qui ont étudié ces ques-
tions et notamment B. Mandelbrot L9D .

Notations g(t) = 1 - 03A3 n. t1 : i (avec n. = nombre des mots de longueur i)

La fonction de structure du code G(t) = 1 + ~ N. t (avec N. = nombre des
201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 

~~ i i

éléments de P de longueur i) : la fonction génératrice du code.
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H(t) = JDt - lj la fonction caractéristique du code avec D :la somme

des matrices correspondant aux lettres de A.. dans la représentation régulière
de A . o

hd(t) et h (t) :les déterminants correspondants dans les représentations
de A comm.e demi-groupe d’application dans eux-mêmes de H" et de ’*03C0.

Proposition 4.1.- g(t) est un diviseur commun et H(t) un multiple commun

do h (t) . On a G(t) = 20142014 . Introduisons encore N.(a) : nombre

de séquences a de longueur i telles que fpa =a6.P . Les N.(a) sont

liés entre eux par un système d’équations aux différences finies : 1

ou ~- 
= 0 ou 1 , 2 , ... , K selon qu’il existe 0 ~ 1 , 2 , ... , K

lettres a. dans A telles a.) matrice des 03B4a,b
est précisément D et si les PJ. sont les racines du déterminant Dt - 1 1
on sait que = pour un certain système de constantes

» D’autre part, los Ni(03C0*) ou les N. qui sont obtenus comme sommes

(par rapport à a) de certains peuvent être calcules directement à
partir de représentation de Â sur 03C0* ou sur 03C0 * ce qui établit jes rela-
tions de divisibilité indiquées, Enfin on a directement N = ~ . N ~’ ,.-. - ~. , n.~-- 
ce qui donne G(t) = l/g(t) par un raisonnement classique. (Cf. 6)

Proposition 4.2.- La fonction de structure d’un code borné unitaire (à gauche) et
net (à droite) (code UND) est de la forme : 1

K en est donc la plus petite racine positive. Réciproquement tout polynome
g(t) de la forme précédente peut âtre considéré comme la fonction de structure
d’au moins un code UND.

Soit n~ le nombre des séquences de longueur 2 qui sont diviseur propre
à gauche des mots d’un code unitaire (== qui correspondent aux "noeuds" de
l’arbre de codage). On a : t no = 1 et le signe  n’étant
partout remplacé par le signe = que si l’arbre est complet, c’est-à-dire si le
code est net. Multipliant ces égalités par t 

+1 
et sommant, on obtient bien : .

g(t) = (1 - Kt) g(t).
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Réciproquement 9 un polynôme de la forme g(t) = 1 - 1 (ni  0)
admet au moins un diviseur de la forme (1 - et l’on a :

g(t) = (1 - K’t)(1 + n.t + ...) avec pour tout i . Donc

si g(t) est un polynôme 0 ~ n_ . ~ 
D’autre part K’ ne saurait être > K car sinon pour ( assez grand

N~ = ~" ~ ~ ~p.K~ serait plus grand ce qui est impossible

puisqu’il s’agit d’un code et que ceci signifierait que à au moins l’une’des -

K" suites de ’X lettres correspondent plusieurs séquences de mots. Enfin si

n. satisfait à 0 ~ n..~ pour tout i il est facile de construire un

arbre dont n. et n. sont respectivement les nombres de noeuds ot d’extrémi-

tés à distance i de la racine ’ . . On observera :

Proposition 4.3.- Dans un code UND le coefficient ~ de K~ dans l’expression

Ni = 03A3 03B2J P-iJ est précisément l’inverse do la longueur moyenne L des mots
quand la fréquence des mots de longueur l est proportionnolle à K .

En effet : G(t) =201420142014 = + ~20142014 où B est une certaine constante.

g(t) 1 - Kt g(t)
D’autre part, on a , par hypothèse : i

L =  ni iK-i c’est-à-dire que -L est la valeur de 
~g(t) ~t K

pour t -i soit encore . 

Remarque. 
.

Attachons à tout A~ une probabilité ~0 ( ~_ ~. = 1) et

considérons au lieu do D la matrice D. en appelant D. la matrice

associée à a. dans la représentation régulière de A . Los mêmes considéra-

tions sont encore valables et les fonctions N.(a) deviennent des probabilités
dans un processus stochastique (sur A) ou les lettres successives sont tirées

au sort indépendamment et avec les probabilités constantes cj.. Le cas traité

ici correspond à un changement d’échelle sur t (qui devrait être remplacé par
t~ == tK ) à celui où tous les ~. sont égaux et on vérifiera que les pro-
priétés 4.1 , 4.2 , 4.3 sont des théorèmes bien connus pour les chaînes de

Markoff. Une théorie peut aussi être développée dans laquelle les matrices D.

n’ont pas nécessairement leurs éléments égaux à zéro ou à un, mais il peut alors

~Ceci complète une démonstration de B. Mandelbrot [8] qui laissait ouverte la
possibilité que 03B21 (le coefficient du terme correspondant à la plus petite
racine) soit plus grand pour certains codes non unitaires que pour tout code
unitaire.
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se produire que la relation d’équivalence ~ (A , P) doive ôtre remplacée par
une relation plus faible pour tenir compte de la dépendance on chaîne des

lettres.

Nous n’avons besoin ici que des méthodes énumératives pour établir les deux

résultats suivants qui relèvent strictement de la théorie algébrique des demi-

groupes et qu’il semblerait difficile d’obtonir autrement.

Proposition 404.- Tout code borné d’alphabet fini net à droite est unitaire

à gauche.
Soit L  m la longueur maximum des mots du code. Puisque le code est

net, il correspond, à chacune des K~ séquences de longueurs 1 , au moins

une séquence de longueur  l+ L qui appartient à P est dont elle est

un diviseur à gauche. Donc : Nl + Nk . + ... Nl+L  Kl pour tout 
 ? assez

grand. Donc 4.1 , au moins une des racines de g(t) est  K-1 et comme il
s’agit d’un code cette racine de module minimum est précisément K . Donc

(4.2) , g(t) est identique à la fonction de structure d’un certain code UND.

Considérons maintenant le sous-ensemble des mots du code qui n’ad-

mettent aucun autre mot comme diviseur à gauche. Puisque le code est net toute

séquence
soit admet un p 6: ?Q comme diviseur à gauche
soit est un diviseur à gauche d’un P 

Donc l’arbre de codage correspondant au code UND est complet et sa fonc-
tion de structure g’(t) admet la racine K" . Il est impossible que P

car ceci impliquerait que g(t) = g’(t) - ~ (ou les n" correspondent
aux mots de Po - ce qui ne se peut puisque g(K"~) = g’(K"~) = 0 . Donc
?0 = Po et le code est bien UND.

Proposition 4.5.- Si un code est UND

ou bien il est aussi net à gauche (et par conséquent unitaire à droite)
ou bien le code opposé est tel qu’il existe des séquences non bornées dont

le premier mot ne peut pas être décodé sans que soit connue la totalité du

message. 0

vu (proposition 1.9) que s’il existait une borne L à de telles 
on aurait P~ = ~ pour ~0153 ou encore (en posant = l’en-

semble des séquences formées de m mots non vides) que pour un certain n’

?0 
t 

ne contiendrait aucune paire d’éléments dont l’un soit diviseur à gauche
de l’autre.
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15-24

Or il est clair que si Po est l’ensemble des mots d’un code net il on

est de même de Pg et réciproquement car la fonction de structure do

P~ est donnée par : 1 - g (t) = (l - g(t»n quel que soit P~ et n’admet la

racine K"~ que si g(t) l’admet elle-même. Si donc était unitaire,

il serait net puisque la fonction génératrice d’un code est la même que celle

du code opposé. Donc / P0} lui-même serait à la fois unitaire et net des deux
côtés.
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Année 1956 1956-4. Théorie du codage et des événements récurrents
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #53 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1956 1956-5. Une théorie algébrique du codage
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #60 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

1956-6. On the application of semigroup methods to some problems . . . Année 1956

56



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #61 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #73 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1956 1956-8. Jeux de Nim et solutions

69



i
i

M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #74 — 7-7-2009 i
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #87 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i

Année 1957 1957-2. Applications des D représentations à l’étude des . . .
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M.-P. Schützenberger: Œuvres complètes, Tome 4 — page #122 — 7-7-2009 i
i

i
i

i
i
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SUR UNE PROPRIÉTÉ COMBINATOIRE DES ALGÈBRES DE LIE LIBRES
POUVANT ÊTRE UTILISÉE DANS UN PROBLÈME DE MATHÉMATIQUES APPLIQUÉES

par Marcel P. SCHÜTZENBERGER

Faculté des Sciences dE Paris
**!**’! ~* *! *~* .

Séminaire P ~ DUBREIL
et C a PISOT

(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)
Aimée 1958/59

10 novembre 1958

INTRODUCTION. - Le but de ces notes est de signaler la possibilité d’utiliser?
dans un problème dE Mathématiques appliquées (1), certaines propriétés combina-
toires élémentaires des bases de Marshall HALL des algèbres de Lie libres $

. Dans la section I, on rappelle divers résultats fondamentaux de Marshall HALL [9]
et de 0160IR0160OV [17].

Dans la section on vérifie les propriétés chErchéEs~ qui permettent d’ailleurs
de donner une démonstration nouvelle d’un théorème de MEIERMUNDERU [16].

Dans la section III, on complète les considérations précédentes en montrant que
la méthode de Birkhoff donne une démonstration très sinple de l’indépendance des

bases de Marshall 
.

Dans la section IV; on vérifie que le calcul des "shuffles" de CHEN, FOX et

LYNDON [2], ou plutôt un cas particulier de celui-ci, s’applique encore aux bases
considérées ici~

Je remercie pour de nombreuses et utiles discussions.

( ) consistant à construire des sous--dcmi-groupes (sous-nonoïdes) G du 

groupe libre F ’satisfaisant les deux conditions : 
’

pour tout f , f’ ~ F , si ff’ , flr. ~ G alors f 9 .

pour tout i’ ~ F ~ Ff n 

(G est "net à droitc" selon la théorie de P o DUBREIL, cf. [3], [4], [5], [6]).
La signification de ce problème est discutée dans [8] et surtout dans [ 15 ] c6

dernier ouvrage contenant une bibliographie très complète de la question~ apparem-
ment insoupçonnée des auteurs de [8] . 

.
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L Résultats préliminaires

~*~~ Définitions préliminaires.
Soient A un ensemble D = D(A) le système

opération (ne satisfaisant aucune identité) sur A (cf. [10]). Par définition~
D = A ~ D+ , où D est construit par induction comme l’ensemble des symboles
d = [d’ , d"] avec d’ , d" ~ D o On dira que d’ (resp. est le composant

gauche (resp. droit) d’ordre un de d ; d sera le composant d’ordre zéro de

soi-même.

Un composant gauche (r6sp . droit) d’ordre ce d’un composant (gauche ou droit)
d’ordre o’de d sera un composant gauche (rep. droit) d’ordre 03B1 + 03B1’ de d .

Pour tout sous-ensemble X C. D , on désignera par le sous-demi-groupe

(sous-monoïde) engendré par X du demi-groupe libre S =  (D) engendré par
. 1 désignera l’élément neutre de S .

Soit s = d. cL ..~ d. ... d un élément de S factorisé de la façon indiquée
en un produit d’éléments de D a On pose :

Les 6. J engendrent de façon naturelle un déni-groupe A = d’opérateurs
de S dans si s~ = ~s ~ on dira que SI est une décomposition de

Les facteurs de s’ sont, de façon bien déterminée (pour S fixé) des
composante des facteurs de s, ou, pour abréger, des composants de s .

Réciproquement on pose

6t dans les autres cas :

03B4-1i s est une recomposition de s c
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Tout s e S possède une décomposition unique notée b s qui est un élément

de Fr(= F(A)) ; ’%* est donc un endonorphisne de demi-groupe S ~ F . La

degré js) do s est la longueur de S s .

Pour tout sous-ensemble X -S on pose

... d2 ... se déduit d2 ... dj ... dn
par une permutation circulaire de ses facteurs, s et s’ seront dits

TT -’conjugués ( ). 
.

Manifestement si s e % (S) il en est de même de tous les éléments de sa

03C0-classe (c’est-à-dire : de l’ensemble des éléments 1 -conjugués de s).

1.2. Monômes standards.

On suppose donnée une fois pour toute une relation d’ordre 
total  sur D

satisfaisant : 
’

(HO) : si d~ est un composant (gauche ou droit) 4’ordre ~.1 de d ~ alors

On définit par induction un sous-ensemble H = H(A) de D par les règles

suivantes :

A -H et si d = [d’ , d"] =: D~ ~ d eH si et seulement si

(Hl) d’ , 

d" ~ H

(H2) c~ ~c~

~20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014~2014201420142014201420142014201420142014--20142014201420142014
( ) La relation de 03C0-conjugaison introduite ici n’est évidemment rien d’autre
que la restriction à S de la relation habituelle de conjugaison du groupe libre
engendré par D. On notera que s et s’ t sont 03C0-conjugués si et seulement
s’il existe s" ~ S , tel que ss" = La théorie générale de ces équivalences
est faite par R. CROISOT dans [3] .
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(H3) ou bien ou bien, si d’ =[d"’ , d r’‘ ~ ~ 

Ces définitions sont celles de Marshall HALL, sauf (HO) qui remplace la

condition un peu plus stricte :

Après 0160IR0160Ov [17] p on considère une partition H = Q ~ P tellE quE q  pp
p our tout q ~ Q , p ~ P e On appellera dc Sir0161ov" toute partitson

dE H satisfaisant cette condition.

A l’ intérieur de P n on distinguE lc sous-ensemble

Dans tout lE reste de ces notes, sauf mention expresse du contraire, on s

supposera fixés une fois pour toutes P Et Q o Les cas ~.E plus intéressant

sont ceux où Q = H 6t P = K = Ø ; Ou, à l’ opposé, où 

P: H Et K~~ ~

r ,

PROPRIETE I ~ 1 n ~ S oit d. 1_ un facteur de s = dl eoo d. 1 b .. ~dn ~ où e 6St une

décomposition d’un élément s ~ F (H) 
n

1o s ~ .

z° si d. z Est un composant gaucho d’un facteur de s ~ d. 1 ’~ di+1 .
3° si d. est un composant droit facteur h. do s ou bien di-1  di

ou bien d. 1~.~. > d. d. ~ l est un conposant de h..

r

DEMONSTRATION. - Le 1 ° est une conséquence immédiate dE (:en.). Supposons le
2° Et lE 3° déjà établis pour s , Et nontrons qu’ils sont EncorE vrais pour

s = d~ o a e d, ~.r,:l d ° d" 
M ,1 

.. o d ~ n sEUls cas à considérer sont

.

- d" : d’après (H2), d’ > dU, d’ et d" sont respectivement des

composants gauches Et droits d’un certain facteur h, de s dont, par hypothèsE~
J

d. = [d’ , d"] sst un composant (écentuellement d’ ordrE zéro ! ) ;
- si d. (rEsp o di+1) 6st un composant droit (r6sp. gauche) ou d’ ordre

zéro le résultat subsiste;

- si sst un composant gauche : par induction di 6t, a fortiori,

> d’ ~HO ~ 9 .
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- si est un composant droit : on a toujours d" ç di+1 ~ car’ ou

bien di  di+1 , 6t a fortiori d" di+1 ou bien par induction,
est un composant d’un certain hj a Et l’on a d" di+1 d’après

~H3 ) ~

On observera que l’énoncé subsiste si l’on suppose que les indices sont pris

modulo la longueur du mot consiàéré d. quand i == n , et

d , 1.~1 = d n quand i ~ ~ ) .

Considérons en particulier h ~ H et ce que nous appellerons sa décomposition
normale ~~. gauche) p r

h étant 16 composant droit (d’ordre 1) de h ~, le composant droit

(d’ordre 1) du composant gauche (d’ordre 1 ) de h , etco

h*1 est par définition le composant "d’extrême gauche" d’ordre p de h o

En appliquant la propriété 1 ~ on obtient immédiatement

Tenant compte de et du fait que tout composant propre c’est-à-dire d’ordre

~ non d’extrême gauche de h ~ es. composant de l’un des h i (~ ~ i ~p +1)
il en résulte que seuls les composants d’extrême-gauche de h peuvent être en

relation avec son composant droit d’ordre 

.; / B/ , 

.

. PROPRIETE Ic20 Tout P  P adr’iet ime et une seule décomposition
dont tous les facteurs appartiennent à K e Inversement, tout p ~P appartient
à K ~ si 6t seulement si aucun de ses composants propres, non d’extrême gauche,
appartient à K ~

,

1 ° si h ~. ~ ~ la propriété est trivialement vérifiée* Soit donc p = [h’ , 
si p E K ~ et comme toute décomposition de p admet comme facteurs ceux

d’une décomposition de h’’ ~ . p ne peut par être décomposé de la façon indiquée ;
si p ~ K ~ P et a fortiori (d’après (H2)) h’ ~ P ; par induction chacun

. 

des facteurs p = h’h" admet une décomposition du type indiqué.
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2° Si p &#x26; P admet un composant propre non d’extrême-gauche k appartenant à

K , le composant droit d’ordre un, h" de p est tel que k ; donc

h" E: P 6t 

3° Supposons déjà établi que pour tous les p’ ~ P tels que tp’t 1 

p’ é K si aucun des composants non d’extrême-gauche de p’ , appartient à K y

et soit p = [h’ , h"] ayant cette propriété; celle-ci est encore vérifiée pour

h" donc (par l’hypothèse d’induction), h" lui-mène appartiendrait à K s’il

appartenait à P p comme ceci est exclu par hypothèse, h" et donc p 

PROPRIÉTÉ I.3. - Si à tout q ~Q il correspond au moins un k jK

dont q est un composent d’extrême-droite.

DÉMONSTRATION. - D’après la propriété 2, P ~ ~ entraîne K ~ ~ . Le résultat

est trivialement vrai quand K QA ~ ~ ou quand K contient un k = [k~ k~~j
avec q car, d’après (H3) , [k , ql cH (et donc [K , q] E. K) puisque

k > q . Considérons k 6 K , quelconque et une décomposition "normale à droite"

de k :

Supposons le résultat déjà établi pour tous les q’ e Q tels que q’

où hfl est le plus petit (selon  ) composant d ’extrême-droite de h tel que

hÎ > q :
i .

Si h~ .,, E i’ ’ qi * (H3 ) ’ J
Si h*i = [h’i+1 , h*i+1], par hypothèse h*i+1  q et donc, encore d’après

(H3 ) , q1 = [h*i , q] ~ H .

Dans les cieux ca.se q1 
> hj et q1 admettant q conne composant droit d’ordre

Un, 16 résultat cet établi par induction.

REMARQUE Iol , - Il résulte de la propriété 1.2 qu’à tout d ~  (D(P)) (D(P) :

l’ensemble des éléments de D admettant une décomposition dont tous les fa.cteurs

sont dans P), correspond une et une seul6 décomposition quc l’on notera

P d et dont tous les facteurs sont dans K .

Après 0160IR0160OV, on dira que d et d ’ (d , d’ e 3’ (D(P) )) ont le "P-contenu" Il

si 03B3 Ép d = $ Ép d’ où $ désigne l’homomorphisme canonique (de demi-groupe)
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de F(K) dans le demi-groupe commutatif libre engendre par K ,

Manifestement, si d et d’ ont le même P-contenu, d et d’ ont aussi le
~ ~

même P’-contenu pour toute partition de Sirsov: H == P’ , telle que
P’3 P . On dira que d est en re la tion pp avec d’ 1 quand :

1° d et d’ ont le même P’-contenu pour tout P , P’ 

2° si 03B3 
03B4P 

d kn11 kn22 ... knmm ... ; 
03B3 03B4P 

d’ = kn’11 kn’22 
... kn’mm ... où

k1  k2  k3  ...  km  ... sont les éléments de K et si pour un certain m :

fp est une relation de préordre et la relation » définie par

~ ~

si et seulement s’il existe une partition de Sirsov H = P" telle que

d d’ est une relation d’ordre total sur D .

On notera que d pp d’ entraîne [d , d" ] fp [d’ , dit’ ] pour toutes les paires

D(P) ayant le même P-contenu.

REMARQUE 1.2. - Il sera commode d’utiliser la notation suivante : la paire

(h , h’) sera dite "légale" si :

1~ h ~ h~~ Q u K

2~ ou bien h ~ h~ ou bien [h ~ h’ ] ~ ou bien h ~ K .

On utilisera le fait que si (h ~ est légale, il en est de même pour
(h , h") ~ quand h~ 1  h" et Q ~ K .

En effet, puisque Q ~ K : .

- si h" ~. K : ou bien h ~ h" ou bien h ~ K

- si Q : ou bien h ~ h" ou bien h > h" , et alors soit h e soit

h =[~h~ ~ avec h~$ h~ ~ donc h~~~ dans les deux cas,

. [h , h"]~ H

et diaprés la propriété 2

[h , h"]~ Q u K .
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II. Théorème

I l . l . Recompositions légales.

Soit s = h1 h2 ... hi ... hn ; s ~ F (H) .

s sera dit "légal" (resp. 03C0-légal, resp. complètement légal) si toutes 16s

pair6s hi), avec 1 = 2 , ... , n resp. avec 1 = 1 , 2 , ... , n ,
lex indices étant pris module n ; rcsp. toutes paires (hi , hi’) avec 1  1’ ) ,
s ont légales.

Manifestement, s est 03C0-légal si et seulement si s2 = ss -est légal ou, de
façon équivalente, si tous 16s éléments de sa V -classe s.>nt légaux.

on notera les cas particuliers suivants qui définissent en même temps d6s

notations utilisées plus loin:

1° Tous les Dots d.6 F , T = # (K) ; lÉ. (Q) sont à la fois 03C0-légauxnet

complètement légaux.

2° Soit V e à (Q) l’ensemble des Q-mots non décroissa.nts V ; si

v = 6 ou si v « Q ou si v = v~ v~ ... v~ avec v e Ôi (Q ) et

v~  g .. o

3° V : l’ensemble des mots de la forme vt (V £ V ; t eT) . Tous les flots

d6 W et de V sont complètement légaux (mais en génér,al non 

. 

D’autre part on dira qu6 10 facteur d6 s 6st "critique" si :

(çi ) h i é Q . ’

(C2 ) 
~ 

h~_i > h~ , h~_~ .

(les indices étant pris modula n : 
- 

-

~ 

hi pour 1 * n J

h~_~ * h~ pour 1 * 1 ) o

Une recomposition 03B4-1i ,OÙ d. est.un facteur critique, sera dite "légale".
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PROPRIETE II.l. - Si s est 03C0-conjugué d’une décomposition de s ~ T

un6 condition nécessaire et suffisante pour qu’il ne possède aucun facteur

critique est qu’il soit 03C0-conjugué de s lui-même
.

Réciproquement que leque soit le facteur critique hi de s) 03B4 -1i s est

03C0-conjugué d’une décomposition de s et dans les mêmes conditions quand s

est une décomposition de s, 03B4-1i s est aussi une décomposition de cet élément.

DÉMONSTRATION.

T , il en est de même de sa ~~~‘~-classe et aucun d6 ses facteurs ne

satisfait (SI).

Si 3;(Q) ~ ou bien s = q ~q ~ ~ ) ou bien s = qp : dans les deux cas
(C2) n’est pas satisfaite.

Soit d’abord s ~ ~ (K u Q ) quelconque o Si s 4 ~(Q) U ~ ~T ) ~ s possède au

moins deux facteurs différents, et donc au moins un facteur satisfaisant (C2) ;
supposons que h. soit précisément le plus petit ~selon ~ ) facteur de s : 

appartenait à K il en aérait de même de tous les autres facteurs de s (puis-
que q  k pour tout et k ~ K) . Or ceci est impossible, dans les con-

ditions de l’énoncé, car si s est 03C0-conjugué d’une décomposition non triviale

s admet au moins deux facteurs tels 

donc la propriété 1.1) ~ h . (et donc s ~ ~ ~~ ) UT) 6t donc
la propriété I,2 ) h i ~ Q , ce qui achève la preuve que h. est criti-

que . On ^ montré du même coup que tout s ~  (K ~ Q) , s ~ (Q) U T admet

au noins un facteur critique.

RÉCIPROQUE. - Soit hi , un facteur critique de s ;

1 ° h. n’est pas un composant d’ordre zéro d’un facteur de s car :

h 3.,1 ’~ d’après ~CZ ) ~ ce qui exclut le cas où s e %(Q) ~ h. eQ (d’après
~C 1 ) ) ~ ce qui exclut 16 cas ou s ~ T . 

2° hi n’est pas un composant gauche Qlaprès la proposition I.1 et l’inégalité

h. donc, d’après la même propriété, h. ~ est un composant de

S puisqU6 

Si s = ‘~ s , le facteur h 1 (le premier facteur à gauche) de s ou bien 
.

apparti6nt à K ou bi6n, toujours d’après la proposition I.1 ~ satisfait hl ~ ~ ~
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h~ n’6st donc jamais un facteur critique et ~ ( s) == ~ s pour %ou%

facteur critique h. de s = 

Soit F’ t = ~" ~ un élément sans facteur critique obtenu par une suite de
s 

_~

recomposition légales~ effectuées dans un ordre quelconque à partir de s= &#x26;s

(resp. d’un élément 03C0-conjugué de s = 03B4s), et 6n particulier à partir de
S = 03B4* s ~ F (resp. d’un mot s de la TT-classe de 03B4* s) . On vient de voir
que tous les facteurs le s’ sont des composants de s ; s’ est une décomposi-
tion de s mais? d’une part ~~ T L~~(Q) (puisque SI n’a pas de facteur

critique), d’autre part on sait qu’aucune décomposition propre 4e 1 é T u ’Ê (Q)
n’appartient à cet ensemble. s’ est donc identique à s (rssp. est 03C0-conjugué
de s).

PROPRIÉTÉ II.2 (MEIER-WUNDERLI [16]). - 03B4* établit, pour tout p une

application bijective de l’ensemble des 03C0-classes de sur

celui des 03C0-classes de p(F) .
DEMONSTRATION. - Montrons d’abord que si s est 03C0-légal il en est de même

d6 03B4-1is , si et seulement si h. est un facteur critique : en effet, d’après
la propriété I.2 et (H2) , la condition (Cl) et l’inégalité hi-1 > h. sont

nécessaire et suffisantes (puisque s est ~-légal par hypothèse) pour que
h = appartienne à K L~Q. ~ Considérons la paire (h ~ 
puisque, par construction, est légale (d’après (H3)) si et
seulement si h. Considérons la p~ire (h._) p h) ; ou bien h

ou dans le cas contraire? car h.~~h .implique~
a fortiori; > donc K 0 Q puisqu6, par hypothèse, s

est 03C0-légal, donc, a fortiori, soit [hi-2 , h] GK ~ Q , soit hi-2 , h ~.K .
Soit maintenant f = ~ 3~ (F) ; d’après la propriété il correspond

à f un élément s’ ~ E1(T) ~ E1(Q) dont la 03C0-classe est bien déterminée et

qui est tel que 03B4* s’ soit 03C0-conjugué de f . Considérons est

7~-conjugué do f et donc ~T~ f est un élément de la ~-classe de 

Ainsi que l’a montré MEIER WUNDERLI, cette propriété permet de retrouver la
formule d6 WITT [18] (une fois établi que H correspond biunivoquement à une
base (indépendante) de l’algèbre de Lie libre sur Il) en utilisant un résultat
combinatoire dû au Colonel MOREAU [13] .
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PROPRIÉTÉ 11.3. - 03B4* établit une application bijective de M (cf. défini-

tion supra) sur F .

DEMONSTRATION. - Nous considérons, F , D , H , P , etc. comme des sous-ensenbles

des systèmes correspondants construits à partir de = A u a ~ où a ~ est

un nouvel élément. Il est compatible avec (HO) de supposer que, dans D(A ~ a*) ,
on a h ~e~ pour tout h 6 D = D(A) ; par hypothèse on a donc a 6K(A ~ja ) .

Soit maintenant f e et considérons ~" ~(a f)=s ; manifestement

et, d’après la propriété 0 s* ==a f * On a donc :

- soit ~ = a~ ? avec ’s’ (=.T B/~(Q) et donc ?~ W(A) .

- soit s* = k* s* avec k* ~ K(A u a*) et s’ ~T(A) . Considérons dans ce

cas la décomposition normale à gauche a h1 h2 ... hn de k ; d’après les .

remaries faites à la fin de la propriété 1.1 y h1  h2  ...  hn , c ’est-à-

dire h. h2 ... hn ~ V et par conséquent ? = 03B4-1** f = h1 h2 ... hn s’ ~ W.
et 03B4* s = f . Réciproquement, si w ~ W est de la forme vt avec t 6 T et

v = h’1 h’2 c.. h’ de longueur non nulle [a* h’1 ] h’2] ... ] h’n] ~ K(A U a ) et

03B4* et 03B4-1** s.nt donc bien inverses l’un de l’autre .

REMARQUE II.le - La propriété II.3 peut aussi être établie en considérant des

facteurs "c-critique" d. définis par

(C’1) 

(C’2) d. est critique et i = 2 , ... , n - 1 ou di = dn et dn-1>dn

(C’3) d. ~ d., pour tout i’~ i .

W est alors l’ensemble tes s ~ (Q U K) n’admettant aucun facteur

c-critique et on montre corme plus haut que si s est complètement légale il en

est de même de s si et seulement si di est c-critique.

PROPRIETE 11.4. - L’application 03B4* : T ~ F est un monomorphisme et

G = {03B4* t : t eT ) satisfait les conditions Uz et Nl.
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DEMONSTRATION.

1° Que 03B4* est un monomorphisme est une conséquence immédiate de la propriété

II.1, car la restriction de 03B4* à T admet comme en l’a vu, un inverse 03B4
-1**

G est donc un sous-demi-groupe libre de F .

2o Soit ff’ = ~ t et f’f = ~ t~ (f ~ f ~ F j t ~ t Puisque
et sont 03C0-conjugués, il en e st, de même de t et de t’ ; considérons

la recomposition légale de h. h~ a.~ 

, 

h 
n 

qui est de longueur minimale

parmi celles possédant la propriété que h~ c.. h,. ) == f et

03B4*(hi+1 hi+2 ... h, ) =s Comité t’ est 03C0-conjugué de t , les facteurs

h~ ~ ..., ~ h sont des composants de t~ ; en particulier~ est un

composant gauche (ou d’ordre zéro) et donc pas un facteur critique ; la

même remarque vaut pour h~ et, puisque par hypothèse la recomposition 

h .... z h~. h~ ~ ... h est de longueur minimale avec les propriétés indiquées~~
elle pas de facteur critiquée Tous les facteurs h. appartiennent donc

à K et par conséquent ~ " ~ ~ ~ ~ f~ ~ T ce qui achevé do montrer que G

satisfait "

3~ Le résul.tat est trivial si ~~ f si ~~ f == q~ (q t ~T) ~
on sait trouver (diaprés la propriété 1.3) k~ ~ K tels que

~" k~ == (~ k)(~ on a donc ~ ~"((~ k)f) ~T et, par conséquente
F f û 

’ 

~1.’-’. 
’

f == vt , v = q, q2 ... > V et s’il existe un h’ ~H tel que

k = [ir , ~K on a encore ~’~’((~ h~)f) -. ] ~T

(et donc F f ~) puisque en raison des inégalités q~ ~ ’« ~k ~
l’élément [h: , q1]q2] ... ]qn ] appartient à K .

On peut donc par double induction supposer que le résultat est déjà établi pour
tous les f tels que 03B4-1** f = q’1 q2 *" q t avec q’1 > q. et comme

en utilisant la propriété 1.3 on sait trouver un h’ tel que [~h’ ~ q. ] ~Q ~K
le résultat est établi dans tous les cas~

REMARQUE 11.2. - Il existe au moins un autre type de sous-demi-groupes G de

F satisfaisant ~LL et ce sont les idéaux à droite J (JF = F) qui
satisfont la condition s

s pour tout f e F : si alors f C J . (qui sont "unitaires à

gauche" dans la théorie de P. DUBREIL [4] , [5] , [6]).
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Ceci est notamment le cas desidéaux J do la forme f F , où f est un mot

fixe de F , ne pouvant pas être écrit sous la forme f’f"f’ , avec F

et f de longueur non nulle (ci. [15] ~ pour une théorie de ces problèmes et

de leurs liens avec la notion probabiliste "d’événement récurrent") ;j’ignore

s’il existe encore d’autres types de sous-demi-groupes satisfaisant uz , et
ne pouvant pas être obtenus conne l’intersection de sous-demi-groupes 

de l’un

des deux types décrits eu de leurs opposés,,

REMERQUE 11.3. - Il ressort de la démonstration que pour un ensemble 
K donné

il existe un entier naturel n tel que quel que soit f il y ait au

moins un f &#x26; F de longueur inférieure à n et tel que 

découle, par une application élémentaire de la théorie des demi-groupes 
unitaires

et nets d’un seul coté ([4] ~ [5] , et [6]), si A contient m ~ co

éléments la fonction entière de la variable 03BB

admet la racine 1/n n

REMARQUE II.4. - z est évidemment triviale dans le cas des groupes. La

condition suivante est équivalente à dans le cas clos demi-groupes

libres nais non dans le cas des groupes.

Soient F et F’ deux (r6sp. libres 03B4* un homomor-

phisme 03B4* : F t ~ F 

~~ si f’ ~ F; sont tels qu’ il existe un f ~ F de longueur non nulle

vérifiant f(03B4* f’1) = (03B4* f’2) f , [B.lors il existe un 1 de longueur non

nulle vérifiant .

III. Indépendance des bases de Marshall Hall.

III.1. Notations. - On garde les notations précédentes, 6t on convient que pour

tout X C S , X désigne le Z-module libre dont X est une base. On convient

aussi que les opérations (x , y) ~ xy ot (x , y) ~ [x , y] sont bilinéaires.

Donc, en particulier, F D) peut être considéré corme la 

associative (resp. sans identité) libre sur Ao . L’élément neutre 1 de S est

considéré conne l’élément unité de S et il sera commode de poser :
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On définit en outre un homomorphisme (de Z-algèbre associative) 03BB: S ~ F par:
~A

Chaque élément dit (d E D) est donc égal à un élément, que l’on désignera par
le même symbole, de l’algèbre de Lie libre L(A) engendrée par A .

PROPRIETE III.1 (Marshall HALL, SIRSOV). - (D(P))03BB ~ P03BB .
DÉMONSTRATION. - Soient, plus généralement, h et h’ deux éléments quelconques

de H ; puisque [~h ~ Eh~ ~ h] ~, ’= 0 ~ on peut supposer que h >~h~ ~ si

[h ~ ~H ~ on a a fortiori [h ~ 6P quand h’ si 
, , , 

~ 
v

nous considérons la partition de Sirsov P’ de H définis par

F E P~ si et seulement si Soit K~ = K’(h’) ~ (K ~h’) l’ensemble

correspondant défini comme dans 1.2 ; naturellement si h appartient à P , P’

est un sous-ensemble de P .

Soit ~ h = k~ k~ la décomposition de h dont tous les facteurs appar-
tiennent à K’ (cf. Remarque 1.1). Supposons déjà établie pour toutes les paires
(h , h’) telles que le H2014contenu de [h , h’] (par rapport au cas particulier
où Q = ~ ; P = H et K = ii.) soit inférieur à celui de h h’ , que [h h’ ]03BB
est égal à une somme de termes - h/ où tous les h. figurant dans la somme :

1° ont le même P’-contenu que [h , h’ ]

2~ ont leurs deux composants d’ordre un en relation > avec h’ .

3° admettent h’ comme composant droite

Si h = [h1 h2] et, par hypothèse E. > E? > h’ , on a diaprés l’identité de
Lie s

Suivant l’hypothèse d’induction, [h1 h’]03BB et sont égaux à dos sommes
dont tous les termes ont les propriétés voulues et donc, en particulier sont
en relation > avec E"’ ; le résultat en découle iMmédiatement puisqu’il n’y a
qu’un nombre fini d’éléments de H ayant un P’-contenu donné.
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REMARQUE 111.1. -Soient ~ satisfaisant (HO)’ . ~ H 
m~n 

l’ensemble des 

d6 degré m dont les deux composants d’ordre un sont de degré ~ n , .

(K : H 2014~ H la transformation linéaire induite par une transformation linéaire

o.. de A dans lui-même. La propriété III.1 permet facilement de vérifier que
~ c pour tout m ~ n . Cette propriété d’invariance des bases de .

Marshall HALL n’est pas partagée par les bases de CHEN, FOX et LYNDON ([2] . [14 ]

REMARQUE III.2. - Soient h , h’ et h trois éléments de H , admettant

au moins un composant égal à h ; l’élément h’ de D , obtenu en subsituant
h’ à h (une fois) dans l’écriture de h , n’appartient pas nécessairement à

H ; d’après la propriété on peut trouver une somme 03A3 ± hi telle que

h’03BB = 03A3 ± h03BBi ; on va montrer que si t (où P est la relation d’ordre

total définie dans la remarque h ~h. pour tous les h. figurant avec

un coefficient non nul dans la somme h’ .

Par hypothèse, il existe une partition de 0160ir0161ov H = Q UP telle que

h h’ e’ P et que h Pp P contient certainement les composants droits

h~ et h~ d’ordre un de h et de h~ car Sinon, désignant par h. le plus

petit de ces deux éléments et par Q* U P X* la partition de 0160ir0161ov définie par
h" ~.P ~ /ei c’h si h. ~ p on aurait ~~~h== ~~h’ et donc,
comme on le vérifie aisément h = h’ o Le résultat en découle immédiatement par
induction car, si [h , h"] ou [h" , h] ~ H , h" est  le composant
droit d’ordre un de h o Donc, P conne le P-contenu de tous les

termes h. apparaissant dans la somme ou h’] est le

même que celui de [h’ ~ h"] p on a [h p h"] d’après les propriétés
de régularité de la relation » o

Nous considérons maintenant de nouveau une partition de 0160ir0161ov FI = Q ~ P

fixe et les ensembles T , W , etc. définis au début de la section Ils On
rappelle que F est la libre engendrée par A .

PROPRIETE III.2 (Go BIRKHOFF, E. WITT). - W’ est une base (indépendante)
de F ([ 1 ] , [18]).

~

DEMONSTRATION. - On suit la méthode de "straightning" de G. BIRKOFF [l] .

Soit U l’ensemble des mots complètement légaux de S . Par définition

définit une application linéaire ç de U dans 7 par :
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et pour tout u appartenant à l’ensemble U’ des mots..de la forme u’ = hw

avec h E H , v  i~i , ;i = hi v" ; L" t E U et (h , hi ) légal, on pose.:

(h w)6 = h w , si hi (puisqu’alors hv é i )

la définition permet effectivement une construction par induction car, si h > h1 ,
1~ les deux termes h. ] w~ et hw~ sont de longueur strictement inférieure

à celle de h w 

2~ Puisque (h ~ h.) est légale, et que w’ = h~ w" avec h~ ~-h~ ~ 
est légale a fortiori et donc [h w~ 6 IT 

’

3~ Pour les mêmes raisons, hw’ 6 Par une induction facile on vérifie que

le premier facteur à gauche de tous les figurant dans la somme

= (h est toujours en relation > avec h ou h~ (selon que h ~-h~

>h?) et donc, a fortiori, en relation > avec h~ ~
. On note d’autre part :

4° Que [~h p h.] et h. h w’ ont le même 

5~ que (hh~)~==[h , . 

’

Il s’ensuit par induction que pour tout u (u~)" = u ce qui achève
la démonstrationo On remarquera, qu~il résulte de la construction que pour

tout f f~" est une somme dont les coefficients sont non négatifs.

Etant donné (Propriété IIc3) qu’il existe une correspondance bijective, conservant

le contenu, entre F et M y III.2 montre M" est une base indépendante de

Donc,

1~ Les h~ (h ~H) sont linéairement indépendants et forment une base de

l’algèbre de Lie libre engendrée par A (Marshall HALL).

2° Les t~ (t 6T) engendrent une sous-algèbre associative libre de F

(SIRSOV) puisque les ~ t T) engendrent un sous-demi-groupe libre de F

(propriété IIc4)û 
’
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Soient R un corps, X désignant maintenant le R-module libre engendré par
X et ~ L’ , un épimorphisme de L(A) la R-algèbre d6 Lie libre.

REMARQUE III .3. - Quel que soit la base de Marshall HALL/ H , il existe un sous-

ensemble Q ~ H tel que soit une base (indépendante) de L’et qu’en

outre Q contienne tous les composants de ses éléments.

DEMONSTRATION. - Il est évident que est une base (non indépendante) de L’ ;

définissons une suite h*1, h*2,..., hn, ... d’éléments da R par les règles suivantes,

1° h*i+1 ~ Q(h*i) où Q(h*i) est le sous-ensemble de H formé des éléments dont

aucun des composants n’est un g~, (i~ ~-i) .

2° est le plus petit élément do (hfl est le plus petit élément
d6 H) selon l’ordre  tel que appartienne au sous-module d6 L’ engen-

dré par tous les 03C6h avec h « h*i+1 . 

Soit maintenant Q = m Q(h*i) et H = Q ~ P la partition correspondante de H ,
Par construction, Q contient tous les composants de ses éléments 6t les 

sont indépendants ; comme d’après la remarque III.2, Q pour

tout heP, le résultat est établi. 
’

On observera que si, ayant défini une nouvelle relation d’ordre ~ sur D ~

satisfaisant (HO) et h~h’ ~ si h ~ h’ ~Q et h ~.h’ ou si h eQ et

Q , on construit la base de Marshall HALL correspondante H’ , on a :

Q CH OH

6t il existe une partition de Sirsov Q U P~ d6 H’ telle que ?~ = ~’~.

IV. Algèbre de "Shuffle"

Soit s ~ s’> la forme bilinéaire symétrique sur S x S définie à partir
de .s pS~> = 1 ou = 0 , selon que s=s’ ou t 

théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt peut s’écrire sous la forme : .

et et nous allons donner une formule un peu différente pour calculer s ~~
Afin de simplifier les énoncés on suppose désormais que P = ~ ~ c’6st-à-dire
que H=Q et W * V e
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On va munir la Z-module F d’une structure F.. d’algèbre de "shuffle" qui

est un cas très particulier des structures de même nom introduites par

R, C. LYNDON [14] et dont la théorie est exposée dans [2] .

Soit ’~’ une opération linéaire F x F -~ F définie par prolongement à partir

des règles suivantes :

(S1 ) 1 T f = 0 f T 0 = 0 ; f ~’ ~ ~ f pour tout f G F .

et, par induction :

(S2 ) si f = af’ 1 (a ~ k ~ 

f T = a. (f 1 T f" + T f ~ ) pour tout f" C F .

Posons pour abréger pour tout x ’ y et considérons

~ la double identité :

(sa) (x ry) T z = (x r z) T y = x T (y T Z ) o

Il résulte immédiatement de (SO) que T est non seulement commutative mais

encore associative car, à cause de la distributivité :

’

avec, d’après (SO) ~ 
’

et par conséquent g

Diautr6 part, est identiquement vérifiée par l’opération définie

par 6t (SZ ~ car (SO) est trivialement vraie si x = 1 et, par

induction, si (SO) est vraie pour (x ~ ~r ~ et si a ~ A ~
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on a, pour ax ~ y 6t z :

Pour tout f p f 6F ~ ==~-f. (f. ouïe contenu de chacun des

f. apparaissant dans cette somme est le même que celui de ff’ o

Les f. sont les "shuffles" de R. C. LYNDON correspondant au cas particulier

où la longueur du "shuffle" est la somme de celle des éléments "shuffled" f et

,

_ 
On observera que F est la Z-algèbre libre T sur A satisfaisant (SO) ;

" f ~~A 
__ 

en effet, on vérifie facilement que si Y satisfait cette identité, tout y ~ Y

est une somme finie de termes "normes" c’est-à-dire de la forme 
.

a. T (a ... )) avec a~ ~ a~ ~ ... ~ a~ ~A ~ or, 

diaprés (S2)~ a~ (a~ ’r( ... ))) == a~ a~ a ... ~F et le résultat

découle immédiatement de ce que F est une base indépendante de F .

Soit maintenant ~ s ~2014~F l’application définie par les règles suivantes :

~o g~ ~~ pour tout a 6 A ..

2° h03C4 = (03B4*1 h)03C4 pour tout h ~ H (où, on le rappelle, 03B4*1 h est la décompo-

sition normale gauche de h) . 
’

3° w03C4 =(03A9 ni!)-1 w03C4 = (03A9 ni!)-1 h03C41h03C41 ...  h03C42 ... pour tout

w == h. hp ... hi ... h avec w" défini recursivement par

(w h.)03C4 = w03C4 ~ h03C4 .
J J

1 1 ~ ..,

PROPRIETE IV.1. - Pour tout w ~ W et f ~ F ,

/

DEMONSTRATION. - Il suffit évidemment de démontrer le résultat pour w e W et

f~ C. F . Supposons-16 déjà établi pour f’ t F , et soit f = af t ? a é A .
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On a :

n. n? n.

Soit w’ = h. h22 ... hi1 ; diaprés les résultats de III, on vérifie facilement
que

sauf. si ~~ a l’une des formes

où les n, 1 sont reliés aux n! par la condition suivante : pour un certain 1*

3 ° n . = n ! quand i ~ i ~
1 1

Dans cE cas,

Considérons maintenant on a, en raison du fait que ~’ 
. 

est associative et

. commutative et des identités ~5~~

où la somme est étendue à tous les h  distincts figurant dans w Et où on a
i

posé
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où la sommation est étendue à tous les i tels que a . = a .

Comme par hypothèse w’03C4* , f’> = w* , f’> le résultat découle immédiate-
i" i 

~

ment de la comparaison de cette formule avec w.(aw’)> .
REMARQUE. - Soit M/ B le sous-ensemble de W formé par les w de la forme

f’h où F et h~ H et où h est de degré n .

Soit d’autre part t-: F2014~F l’homomorphisme de F induit par la substitu-

tion de 1 + a. à a. pour tout A o On vérifie facilement que pour

tout f ~ F la composante homogène de degré m de Mf est déterminée par

la seule donnée des w~ p f> avec n % m . Il en résulte la possi-
bilité de retrouver les relations de "shuffle" et en particulier le fait que

si f gF est de degré ni en n~ en a~ ~ o.. ~ n_ en a_
(n~ .~ ~n.) n les inégalités existant entre les coefficients font que
f est déterminé par la donnée des w~ f > avec 

Les formules utilisant les bases de Marshall HALL semblent cependant moins bien

adaptées à ce calcul que celles qui reposent sur les bases de CHEN, FOX et

LYNDON.

Mentionnons pour terminer la formule suivante qui se déduit facilement des

calculs qui viennent d’être développés : .

Si w = h~ h~ ... h.~ . le coefficient N(w) = w~ ~ (~-a~> est .

égal à :
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où Jh. ) Î est le degré de h. (n = 03A3 03BDi|hi|) est où est défini inducti-

vement par N(h.) = N(w’) quand 03B4*1 h, = a w’ (a ~A) . 
1

En particulier, si h est multilinéaire de degré n

où le produit est étendu à tous les composants propres de h qui ne sont pas

des composant gauches.
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3-01

UN PROBLÈME DE LA THÉORIE DES AUTOMATES

par Marcel P. SCHÜTZENBERGER

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
13e année, 1959/60, n° 3 23 novembre 1959

Un "one wav, one tape" [2J automate A est un algorithme destiné à. classer les

mots du monolde libre ?~ engendré par X = ~x~ , fini, d’après le mécanisme
suivant :

A est donné par

1° Un ensemble fini ~ = ~ s~ avec un élément sa et un sous-ensemble S~ ,
distingués.

2° Une application (S , X~.---a~ S (notée sx) a

Cette application se prolonge de façon naturelle en 11l1e représentation de par

un monolde d’applications de S dans lui-même et on dit que f ~ ~ est accepté

ou non selon que sa f appartient ou non à ~ . L’ensemble F’ des mots qui peuvent

être acceptés par un automate fini a été caractérisé par S. C. au

moyen d’opérations logiques.
Dans cet exposée nous montrons que la somme formelle ù F’ r~ peut,

dans un certain sens, être comme une fonction "rationnelle" des x ~ X .

Nous généralisons ensuite cette propriété en montrant que si S au lieu d’être

fini est le produit direct d’un ensemble fini par Z (le groupe additif des en-

tiers) et si l’application (a 9 et le sont définis

de façon convenable, y alors la correspondante est dans un certain sens une

fonction "algébrique ".

Cette terminologie se justifie par le fait que si les variables x étaient des

variables commutatives ordinaires, les sommes correspondantes seraient effective-

ment rationnelles ou algébriques.

Indépendamment de toute notion d’automate, les s;us~-ensembles ~~i’ c F,, considérés

peuvent être définis comme des unions finies des sus-ensebles tels que

F’ t = où g est un élément d’un certain monoïde quotient de FX .
Quand S est fini, F l’est aussi; la généralisation que nous proposons con-
tient comme cas particulier celui où est l’extension de Z par un groupe

fini.

un anneau unital ; 03A9 l’anneau des n x n matrices sur 
n

~ (~.’~i j 9 la .~~ -algèbre associative libre engendrée par X = ~x~~ fini y
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TTp le projecteur de A~(~l) sur le sous-module dont une base est l’ensemble

des de longueur ~p .

On complète en une algèbre de série (infinies) en posant
ab= l’élément unique c tel que, pour tout p , 03C0p c==TT(1Tf a °

Si a 6 est tel que TT a = 0 , on définit (1 - a)"" comme l’élément

unique c tel que, pour tout p , TT c= 03A3 (03C0p c)p’) . On vérifie

que (1 -a)(l -a)" 1 = (1 -a)" 1 (1 -a) =1 et que  (1 - a) b =1 ou

b(l - a) = 1 entraînent b = (1 - a)" .
On note la plus Délite sous-algèbre de qui contienne 

et qui soit telle que entraîne (l + TT r - r)* 6 R.r(~-) .
On a la propriété suivante. 

PROPRIÉTÉ 1. - Une condition nécessaire et suffisante pour que r ~ RX(03A9) est

qu’il existe un homomorphisme ~ 1" de Ry dans iL (no)) tel que

où (V y r désigne l’élément à l’intersection de la première ligne et de la
n-ième colonne de la matrice (V f) .

La condition est nécessaire. Ceci est évident quand r &#x26; AX(03A9) . Supposons que
le résultat soit vrai pour r et que 03C00 r = 0 ; si s = (1 - r)-1 , on obtient
~ s comme l’homomorphisme prolongeant les applications V x (x 6 X) où (v x)
est la n x n matrice, somme de (V x) et d’une matrice dont toutes les colon-

nes sont nulles sauf la première qui est égale à la n-ième colonne de (Y x) .
De la même manière, si V : F ~03A9n ; 03B3  ’ FX ~ 03A9n’ , 03C00 r = 03C00 r’ = 0

s == r03C9 + r’ 03C9’ ; (03C9 , 03C9’ ~ 03A9 ) ; t = rr’ , on obtient Xs : s FX ~ 03A9n+n’+2. ~ s ~. n’’n ’~

et V. : ~~+~~1 en prolongeant les applications.

(où les notations ( )~ et ( )~ (ou ( )~ ) désignent respectivement la pre-
mière ligne, la n-ième (ou la unième) colonne de la matrice correspondante
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La condition est suffisante. Soit U une n  n matrice (u..) dont les éléments

sont n2 indéterminé s ; U’ la matrice obtenue en supprimant la 

ligne et la n-ieme colonne de U ;

Tous les calculs étant effectués dans R/ (~) ~
- - i?J’ >

Il en résulta immédiatement aue si U ~ R. 03A9n03A3, 
chacune des entrées (U). ,, de

U appartient à R, . Par > 1 -’- 
. i’(B’ r f)1, n étant égal à

((1 - 03A3x~X x(03B3r x)-1)1,n appartient  RX(03A9) .
Soit Rpos X le sous-ensemble de AX(Z) défini a partir de X par

les seules de multiplication et de l’opération
quand Rpos X-1 , r = 0 . En utilisant l’identité :ù

(1 - a + b)" = (1 - a - b(l - a)" b) (l - b(l - a)" ) on vérifie que tout

s ~ Ry(z) peut être écrit sous la forme s = r - r* avec r , r’ ~ Rpos X . Par

construction) si r 6. Rpos X , toutes les matrices Y f (f - F-) ont leurs en-

trées non négatives ; il o:.’istc donc un monoïde Quotient fini 03C6r FX tel que- 
-----~~ 

(03B3r f)1 ,n si et seulement si 03C6 r f appartient à un certain sous-ensemble

Dans ces conditions, si .6’ 1 est une application de U dans AX(03A9) telle

que T( 03B8’u = 0 , 03B8’n l’application 7T o 03B8 et 9 et 03B8 les homo-

morphismes AY(03A9)~ AX(03A9) qui les prolongent, on a, rour tout n et n’  n ,

r.) == 03C0n+1(03B8n’ i rj) . Les Réquations’’ u. =’ r. et les séries formelles
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u, en les x peuvent donc être "résolues" en calculant par des opérations
J 

’ 

- 

" "’

rationnelles les coefficients successifs " 
p j 

et l’on dira que chacune de ces

séries est un algébrique" de o On désignera par la plus

petite sous-algèbre de AX(03A9) qui contienne tous les éléments algébriques et

qui soit telle que s ’" X (03A9) entraîne (1 + 0 s - s) - " SX(03A9) .
’° °’oit fl ° " F i>’ -+ G un homomorphisme de F 

X 
dans un monoïde fini et

/ i t ( G , li ) .-+ lù Une application quelconque.

On prolonge /ài en un "coset mapping" 03B2: t (G , Fx) -d 1 en posant

li(g j ,, ) == 0 et inductivement

Les définitions précédentes déterminent sur Z) une s.tructure de monoïde

avec (f , a) (i" s éz’ ) = (i’f’ , a + ;@( Ç= j =’ ) + a’ ) ; (f ; a)  f’ j a’ ) et

s euleme nt si 03C8 f = 1(" f’ ’ et a = a ’ . 

soit h+ = > x) ; h- = inf x) (g é- G , x « x) , et pour tout

g , g’ é. G 1 0 , a , b les éléments SUivants -e Àx(4)

our tous les facteurs à gauche propres

pour tous les facteurs ~a gauche propres

où cette sommation est étendue c tous les triples ’a ~~ Z p y" ~ G tels

a~ue - ,~ ~ ~~°~ ~ ~~ ~ - b % 4 9 g~~’x-=g’ .
Finalement si (~+~ et (h+) désignent des matrices carrées dont 1 ’ ensemble
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d’indice est en correspondance biunivoque avec G et qui sont telles que

Éliminant les A~ ,(a ~ b) (ab / 0) au moyen de (l)~ il résulte de (2), (2)’

et (3) que les A~ ’ (0 , b) , les A~ ,(a , 0) , les B~ , , et finalement les

+ g,g g,g £>g
b) appartiennent S-,(Z) .

Ceci naturellement vaudrait aussi bien pour les éléments A- (a ~ b)

(h" ~ a , b ~0) ou B , définis de fagon symétrique.
g,g

Soit enfin K = un ensemble en correspondance biunivoque avec les paires

(g , c) ~ g~G ; h" $-c ~h~ . On considère les Kx K matrices (X) et (A)

avec

Finalement si (B) = (I - (A)(X)) tous les éléments de (B) appartiennent à

Sy(Z) . 

REMARQUE. - ~e résultat ne se généralise pas au cas où ~ serait un "coset

mapping" de G, fini, dans un groupe abélien de dimension ~.2 et où l’on cher-

cherait la somme

Considérons en effet le cas où 03C6 est trivial (03C6f = eG pour tout f ) et

oh, X étant égal à x3} , on a : "

Dans ce cas, si 03B1 désigne l’homomorphisme de A-, dans l’algèbre des séries

formelles en les variables commutatives t2 et t3 Q on a :
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3-06

Quand t 1 = t~ ~ ~ = t ~r ^ - 1/3 t , cette fonction a, pour t -w~ 1 9 une singularité
non algébrique puisque

Donc, a fortiori, s  SX(Z) .
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1956-3 Une théorie algébrique du codage . . . . . . . . . . . . . . 12
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Marcel-Paul Schützenberger

ŒUVRES COMPLÈTES

éditées par Jean Berstel, Alain Lascoux et Dominique Perrin

Les treize tomes de cette édition contiennent l’ensemble des œuvres de
Marcel-Paul Schützenberger qui ont fait l’objet d’une publication dans une
revue scientifique ou un livre. Ses travaux couvrent une période de plus de
50 ans, depuis sa première note aux Comptes Rendus en 1943 jusqu’à son
dernier article, paru en 1997.
Les publications sont présentées dans l’ordre chronologique. Chaque tome
est précédé d’une courte introduction qui essaie d’éclairer certains des tra-
vaux, tant pour leur intérêt scientifique intrinsèque que pour l’écho qu’ils
ont rencontré et les développements qu’ils ont suscités.

Tome 4 : 1956 – 1960

Durant cette période, Schützenberger publie une première série d’articles
sur la théorie algébrique des codes et les monoides. L’article « Une théorie
algébrique du codage » est un texte fondateur, exposé au séminaire d’algèbre
de Paul Dubreil et suivi d’une publication comme note aux Comptes-Rendus.
Il contient la présentation de la problématique du codage en termes algé-
briques et, notamment le fait que la propriété de décodage unique équivaut
à celle d’une base d’un sous-monöıde libre. Une version en anglais est
présentée à un colloque IRE au MIT « On the application of semigroup
methods to some problems in coding ».
Une série de notes aux Comptes-Rendus traite de la structure de semi-
groupes, et contient la définition de ce que Clifford et Preston nomme-
ront dans leur livre le « groupe de Schützenberger » d’une H-classe et les
« représentations de Schützenberger » relatives à une D-classe.
L’article « Sur une propriété combinatoire des algèbres de Lie libres pouvant
être utilisée dans un problème de mathématiques appliquées » est la première
présentation des liens entre bases des algèbres de Lie libres, factorisations
des monöıdes libres et codes comma-free.
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