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1 In tro duction

Ce cours n'est p as un cours sur les marc hes al � eatoires sur les group es. Ou

plus exactemen t, il n'a aucune pr � eten tion �a l'exhaustivit � e en ce domaine. Il

existe de nom breux asp ects imp ortan ts qui ne seron t m ^ eme pas men tionn � es

ici, par exemple la th � eorie des fron ti � eres ou les th � eor � emes de la limite lo cale.

Sur ces asp ects, on p ourra se rep orter a v an tageusemen t �a [15 , 32 , 35] et aux

r � ef � erences qu'on y trouv era.

Ce cours n'est p as un cours sur les �les d'atten te et les r � eseaux. Ou plus

exactemen t, il n'a aucune pr � eten tion �a l'exhaustivit � e en ce domaine. Il existe

de nom breux asp ects imp ortan ts qui ne seron t m ^ eme pas men tionn � es ici, par

exemple les �les non-mark o viennes ou les appro ximations 
uides. Sur ces

asp ects, on p ourra se rep orter a v an tageusemen t �a [1 , 27 ] et aux r � ef � erences

qu'on y trouv era.

Apr � es ces pr � ecautions d'usage, je v ais essa y er de d � ecrire le con ten u de

fa� con plus concr � ete et e�ectiv e !

Soit G un group e, ou mono • �de, in�ni et �nimen t engendr � e, et � un

ensem ble �ni de g � en � erateurs. Soit les deux questions suiv an tes.

A-

�

Enum � er ation . On v eut � en um � erer les � el � emen ts de G en fonction de leur

longueur par rapp ort �a �, not � ee j � j

�

. On s'in t � eresse en particulier �a la s � erie

de croissance S =

P

n 2 N

# f g 2 G; j g j

�

= n g x

n

. Une situation fa v orable

est celle o � u l'on p eut mon trer l'existence d'un ensem ble de formes normales

g � eo d � esiques L � �

�

, en bijection a v ec G , et reconn u par un automate �ni.

Les � el � emen ts de G son t alors � en um � er � es par l'in term � ediaire de L , et la s � erie

de croissance S est rationnelle.

B- Mar che al � eatoir e . Soit � une mesure de probabilit � e sur � et soit

( a

n

)

n 2 N

une suite de v ariables al � eatoires ind � ep endan tes et de loi � . La

marc he al � eatoire sur G de loi � est d � e�nie par : X

n

= X

n � 1

� a

n � 1

= a

0

� : : : �

a

n � 1

, o � u � est la loi de G . On s'in t � eresse au comp ortemen t asymptotique

de la marc he ( X

n

)

n

. P ar exemple, on souhaite calculer, sous la forme la

plus explicite p ossible, la vitesse de fuite , c'est-� a-dire la constan te 
 2 R

+

d � e�nie par : lim

n !1

j X

n

j

�

=n = 
 presque s ^ uremen t. Plus g � en � eralemen t,

on souhaite obtenir une description explicite de la mesur e harmonique , c'est-

�a-dire de la loi de X

1

= lim

n

X

n

, qui donne la direction prise par la marc he

dans sa fuite v ers l'in�ni.

Le probl � eme A est l'arc h � et yp e des questions trait � ees en com binatoire. Ici,

on s'in t � eresse au probl � eme B. Ce dernier est plus di�cile que le probl � eme A.

Av oir une b onne compr � ehension de la com binatoire p eut ^ etre vu comme un

pr � ealable p our p ouv oir � etudier de fa� con e�ectiv e la marc he al � eatoire. Une

fa� con de pr � eciser l'in teraction en tre les probl � emes A et B est la suiv an te.

Soit � : �

�

! G le morphisme canonique qui asso cie �a un mot l' � el � emen t
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de G obten u en rempla� can t la concat � enation par la loi de G .

�

Etudier la

com binatoire de G revien t �a s'in t � eresser �a la mesure uniforme sur G

n

=

f g 2 G; j g j

�

= n g .

�

Etudier la marc he al � eatoire simple ( � uniforme) revien t

�a s'in t � eresser �a l'image par � de la mesure uniforme sur �

n

= f u 2 �

�

; j u j =

n g .

Les group es et mono • �des que l'on v a rencon trer dans ce m � emoire auron t

une structure com binatoire ric he. En particulier, il v a exister des automates

�nis p our manipuler et compter les � el � emen ts. La pr � esence de tels automates

fournit un levier com binatoire puissan t p our ab order l' � etude des marc hes

al � eatoires.

L'id � ee clef est ensuite que la structure com binatoire devrait se re
 � eter

au niv eau de la mesure harmonique de la marc he, et donc que cette derni � ere

devrait aussi, en un sens, se d � ecrire �a l'aide d'automates �nis. Une retom b � ee

imp ortan te est alors la capacit � e �a calculer explicitemen t la vitesse de fuite

ou l'en tropie de la marc he. (Ces quan tit � es existen t par sous-additivit � e mais

leur d � etermination explicite est un probl � eme notoiremen t di�cile.)

Dans la premi � ere partie, on r � ealise ce programme dans un certain nom bre

de situations o � u le graphe de Ca yley de G a une structure arb orescen te :

pro duits libres de group es ou mono • �des �nis, certains group es de trace. Un

autre cas (non trait � e ici) que l'on p eut � etudier suiv an t cette d � emarc he est

le group e de tresse �a trois brins B

3

. L'exemple de B

3

est em bl � ematique.

Il faut en e�et e�ectuer une � etude pr � ecise de la com binatoire de B

3

, a v an t

de r � ein v estir cette connaissance dans l'analyse de la marc he al � eatoire. P our

plus de d � etails, v oir [23 , 25 ].

Dans une deuxi � eme partie, on prop ose une syn th � ese inattendue en tre

les �les d'atten te Mark o viennes et les marc hes al � eatoires du t yp e de celles

� etudi � ees en premi � ere partie. Le mo d � ele est une �le a v ec des arriv � ees, un

bu�er et un serv eur, mais le con ten u du bu�er � ev olue, sous l'e�et des arriv � ees,

comme une marc he al � eatoire sur un (semi)group e. Ces �les son t baptis � ees

0-automatiques .

Dans une �le 0-automatique, le con ten u de la salle d'atten te n'est pas

co d � e par un en tier mais par un mot non-comm utatif sur un alphab et. Ceci

p ermet d'in tro duire une notion de classes de clien ts et de mo d � eliser des

ph � enom � enes nouv eaux tels que l'ann ulation ou la fusion en tre clien ts. Le

r � esultat saillan t est que toutes les �les 0-automatiques on t un pro cessus de

d � eparts P oissonnien (quasi-r � ev ersibilit � e).

Concr � etemen t, cela en traine que l'analyse math � ematique d � ev elopp � ee

p our les �les classiques, s'adapte �a ce con texte. En particulier, la ric he

th � eorie des r � eseaux dits �a forme pr o duit s'enric hit d'une nouv elle branc he :

les r � eseaux 0-automatiques.

La premi � ere partie rep ose, p our la partie originale, sur les articles [19 ,

20 , 21 , 24 ] (a v ec F r � ed � eric Math � eus de l'Univ ersit � e de Bretagne-Sud) et la

seconde sur les articles [5, 6] (a v ec Th u-Ha Dao-Thi du LIAF A).

3
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2 Pr � eliminaires

2.1 Pr � esen tation de mono • �de et de group e

On tra v aille sur des group es et mono • �des d � e�nis par g � en � erateurs et relations.

Rapp elons les d � e�nitions de base.

�

Etan t donn � e un ensem ble non-vide A , le mono • �de libr e A

�

est le mono • �de

constitu � e de l'ensem ble des mots �nis sur l'alphab et A a v ec la concat � enation

comme loi in terne. Le mot vide est not � e 1. La longueur d'un mot u (nom bre

de lettres) est not � ee j u j .

Soit ( M ; � ) un group e ou mono • �de �nimen t engendr � e et soit � un en-

sem ble �ni de g � en � erateurs. On note � : �

�

! M le morphisme de mono • �de

qui �a un mot a

1

� � � a

k

asso cie l' � el � emen t de mono • �de a

1

� � � � � a

k

. Un mot

u 2 �

� 1

( m ) est un r epr � esentant de m . Il existe une notion canonique de

longueur d'un � el � emen t dans un mono • �de.

D � e�nition 2.1. L a longueur (p ar r app ort �a � ) d'un � el � ement m de M est

d � e�nie p ar

j m j

�

= min f k j m = u

1

� � � � � u

k

; u

i

2 � g :

Un r epr � esentant u de m est g � eo d � esique si j u j = j m j

�

.

Le gr aphe de Cayley X ( M ; �) du mono • �de M par rapp ort aux g � en � erateurs

� est le graphe orien t � e d'ensem ble de n�uds M et d'ensem ble d'arcs f m � !

m � a; m 2 M ; a 2 � g . On remarque que j m j

�

est la distance g � eo d � esique

(en nom bre d'arcs) p our aller de 1

M

�a m dans X ( M ; �).

Des exemples de graphe de Ca yley apparaissen t en �gures 3 ou 6. P ar

souci de lisibilit � e, les doubles arcs orien t � es  ! son t repr � esen t � es par des

ar ^ etes non-orien t � ees � � .

Un langage L de �

�

est une se ction ou un ensem ble de formes normales

de M (par rapp ort �a �) si la restriction de � : �

�

! M �a L d � e�nit une

bijection, c'est-� a-dire si tout � el � emen t de M p oss � ede un unique repr � esen tan t

dans L . Si tous les mots de L son t g � eo d � esiques, on dit que L est une section

g � eo d � esique.

D � e�nition 2.2. Soit � un ensemble �ni non-vide. L e mono • �de pr � esen t � e

p ar � et R � �

�

� �

�

est le quotient du mono • �de libr e �

�

p ar la plus

p etite c ongruenc e c ontenant les r elations u � v ; ( u; v ) 2 R . On le note

h � j u = v ; ( u; v ) 2 R i

+

.

Deux mots de �

�

repr � esen ten t le m ^ eme � el � emen t de h � j u = v ; ( u; v ) 2

R i

+

si on p eut passer de l'un �a l'autre par substitutions successiv es du t yp e

xuy ! xv y ; ( u; v ) ou ( v ; u ) 2 R .

4
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Soit � un ensem ble �ni non-vide et soit �

� 1

= f a

� 1

; a 2 � g une copie

disjoin te de �. Le mono • �de pr � esen t � e par

h � t �

� 1

j 8 a 2 � ; aa

� 1

= 1 ; a

� 1

a = 1 i

+

est un group e. On l'app elle le gr oup e libr e engendr � e par � et on le note

F (�). Les graphes de Ca yley de F ( a; b ) par rapp ort �a di� � eren ts ensem bles

de g � en � erateurs son t repr � esen t � es en �gure 12.

D � e�nition 2.3. Soit � un ensemble �ni non-vide et soit �

� 1

une c opie

disjointe de � . Soit une r elation R � (� t �

� 1

)

�

� (� t �

� 1

)

�

. L e group e

pr � esen t � e par � et R , not � e h � j u = v ; ( u; v ) 2 R i , est le quotient de F (�)

p ar la plus p etite c ongruenc e c ontenant les r elations u � v ; ( u; v ) 2 R .

On remarque qu'on adopte une notation di� � eren te p our les pr � esen tations

de group e, d � ef. 2.3, et les pr � esen tations de mono • �des, d � ef. 2.2.

2.2 Marc hes al � eatoires sur les group es et mono • �des

D � e�nition 2.4. Soit ( M ; � ) un mono • �de discr et et soit � une mesur e de

pr ob abilit � e sur M . L a marc he al � eatoire ( M ; � ) est la cha ^ �ne de Markov

d'esp ac e d' � etats M et de matric e de tr ansition P donn � ee p ar

8 u; v 2 M ; P

u;v

= � ( f m j u � m = v g ) :

L orsque M est un gr oup e, on a P

u;v

= � ( u

� 1

� v ) .

Soit ( x

n

)

n

une suite de v.a. i.i.d. ( v ariables a l � eatoires i nd � ep endan tes et

i den tiquemen t d istribu � ees) de loi � . P osons

X

0

= 1

M

; X

n +1

= X

n

� x

n

= x

0

� x

1

� � � � � x

n

: (1)

La suite de v.a. ( X

n

)

n

est une r � ealisation de la marc he al � eatoire ( M ; � ). La

loi de X

n

est �

� n

, le n -i � eme pro duit de con v olution de � .

Lorsque � (�) = 1, on dit que ( M ; � ) est une marc he al � eatoire au plus

pr o che voisin (par rapp ort �a �). En e�et, les sauts de la marc he al � eatoire

s'e�ectuen t en tre n�uds v oisins dans le graphe de Ca yley X ( M ; �). Lorsque

� est en plus uniforme sur �, on dit que ( M ; � ) est la marc he al � eatoire simple

(par rapp ort �a �).

Le r � esultat ci-dessous, remarqu � e p our la premi � ere fois par Guiv arc'h [13 ],

est une cons � equence du th � eor � eme ergo dique sous-additif de Kingman.

5
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Prop osition 2.5. Soit M un mono • �de �niment engendr � e et soit � un en-

semble �ni de g � en � er ateurs. Soit ( M ; � ) une mar che al � eatoir e et soit ( X

n

)

n

une r � ealisation de c ette mar che. Si on supp ose que

R

j x j

�

d� ( x ) < 1 , alors

9 
 2 R

+

; lim

n !1

j X

n

j

�

n

= 
 p.s., dans L

1

:

On app el le 
 la d � eriv e ou la vitesse de fuite de la mar che al � eatoir e.

On p eut v oir la prop. 2.5 comme une extension non-comm utativ e de la loi

forte des grands nom bres, cette derni � ere corresp ondan t au cas M = ( Z ; +).

In tuitiv emen t, 
 est la vitesse �a laquelle la marc he s' � ec happ e v ers l'in�ni.

Lorsque M est in�ni, la premi � ere question qui se p ose est de sa v oir si la

marc he al � eatoire est r � ecurren te ou transien te.

On rapp elle qu'une c ha ^ �ne de Mark o v irr � eductible sur un espace d' � etats

d � enom brable est r � ecurr ente si une r � ealisation revien t p.s. �a son p oin t de

d � epart, et tr ansiente si elle n'est pas r � ecurren te, ou de fa� con � equiv alen te si

une r � ealisation quitte p.s. tout ensem ble �ni d' � etats.

Le r � esultat le plus c � el � ebre sur les marc hes al � eatoires est le th � eor � eme de

P� oly a : la marc he al � eatoire simple sur ( Z

d

; +) est r � ecurren te p our d = 1 ou

2 et transien te p our d > 3. De fa� con b eaucoup plus g � en � erale, le r � esultat

qui suit nous apprend que Z et Z

2

son t les \seuls" group es p our lesquels il

existe une marc he r � ecurren te.

Th � eor � eme 2.6. Soit G un gr oup e in�ni et �niment engendr � e. Il existe une

mesur e de pr ob abilit � e � dont le supp ort engendr e G et tel le que ( G; � ) soit

r � ecurr ente ssi G c ontient un sous-gr oup e d'indic e �ni isomorphe �a Z ou �a

Z

2

.

Ce th � eor � eme, tr � es puissan t, est d ^ u �a V arop oulos, v oir [31 ] ou [35 , Chap.

1.3]. On en d � eduit en particulier que les marc hes al � eatoires sur les group es

sur lesquelles on tra v aillera seron t toujours transien tes. (Il y a d'ailleurs des

fa� cons plus � el � emen taires de le mon trer que de faire r � ef � erence au th � eor � eme

2.6.) Il en sera de m ^ eme p our les marc hes al � eatoires sur les mono • �des con-

sid � er � ees ici.
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3 Marc hes al � eatoires sur les pro duits libres

On � etudie les marc hes al � eatoires transien tes sur les group es et mono • �des

in�nis de t yp e pro duit libre. On prop ose un r � esultat structurel sur la forme

de la mesure harmonique (th � eor � eme 3.7). Une retom b � ee du r � esultat est de

p ermettre le calcul explicite de la vitesse de fuite ou de l'en tropie de la

marc he.

3.1 Marc he al � eatoire sur Z

2

? Z

3

Consid � erons un bu�er (une salle d'atten te, si on n'aime pas les anglicismes)

dans lequel viennen t prendre place des clien ts de deux t yp es : les joueurs de

tennis (classe a ) et les jazzmen amateurs de trio (classe b ). L'ob jectif de ces

clien ts est de trouv er un ou des partenaires.

�

A son arriv � ee, un clien t prend

place en �n de bu�er et in teragit a v ec le clien t situ � e dev an t lui. Si tous deux

son t joueurs de tennis, ils quitten t instan tan � emen t le bu�er p our aller faire

une partie. De m ^ eme, trois jazzmen cons � ecutifs quitten t sans attendre le

bu�er.

a

a

a a

a ab b bb

b

b

b

b

b

b

b b b

Figure 1:

�

Ev olution du con ten u du bu�er.

On p eut repr � esen ter les clien ts par des pi � eces et visualiser le con ten u du

bu�er �a l'aide d'un empilemen t. On a un mo d � ele pro c he des empilemen ts de

T etris, mais di� � eren t, sans comm utations et a v ec de nouv eaux m � ecanismes

d'ann ulation des pi � eces, illustr � es en �g. 1.

R emar que. On se gardera de d � ecrire ce mo d � ele comme une �le d'atten te.

En e�et, s'il y a des ann ulations de clien ts en �n de bu�er, il n'y a pas de

d � eparts cons � ecutifs �a des services en t ^ ete de bu�er. On rem � edie �a ce manque

en x 4.

On p eut r � esumer le m � ecanisme par les r � egles de simpli�cation : a

2

=

1 ; b

3

= 1. L'ensem ble des con ten us p ossibles p our le bu�er est donn � e par le

langage rationnel

L = f u

1

u

2

� � � u

k

2 f a; b; b

2

g

�

j 8 i; u

i +1

2 Next ( u

i

) g ; (2)

a v ec

Next ( a ) = f b; b

2

g ; Next ( b ) = Next ( b

2

) = f a g : (3)

7
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On consid � ere main tenan t un mo d � ele al � eatoire. Le t yp e de c haque clien t

est al � eatoire, ind � ep endan t de celui des autres clien ts, et � egal �a a , resp. b ,

a v ec probabilit � e � ( a ) > 0, resp. � ( b ) = 1 � � ( a ) > 0. Soit Y

n

le con ten u

du bu�er apr � es l'arriv � ee des n premiers clien ts, et j Y

n

j le nom bre de clien ts

corresp ondan t. La suite ( Y

n

)

n

est une c ha ^ �ne de Mark o v sur L .

Pr emi � er e question. P eut-on d � eterminer la vitesse de croissance du bu�er,

c'est-� a-dire la limite p.s. 
 = lim

n

j Y

n

j =n (qui existe par sous-additivit � e) ?

App elons 
 la vitesse de fuite . Supp osons que ( Y

n

)

n

est transien t. Alors

le con ten u du bu�er con v erge v ers un empilemen t in�ni Y

1

qui p eut ^ etre vu

comme une v.a. �a v aleurs dans

L

1

= f u

1

� � � u

k

� � � 2 f a; b; b

2

g

N

j 8 i; u

i +1

2 Next( u

i

) g :

Deuxi � eme question. P eut-on d � eterminer la loi de l'empilemen t in�ni Y

1

?

On note la loi de Y

1

par �

1

et on l'app elle la mesur e harmonique .

In tuitiv emen t, la mesure harmonique d � ecrit la \direction" suivie par ( Y

n

)

n

dans sa fuite v ers l'in�ni.

On v a r � ep ondre aux deux questions et donner une description explicite de

la mesure harmonique et de la vitesse de fuite. Mais a v an t cela, on reform ule

le mo d � ele dans le cadre des marc hes al � eatoires sur les group es, cf. x 2.2.

 (b)m
 (a)m

 (b)m

 (a)m

xab2

xa

x

xaba

xab

Figure 2: Marc he al � eatoire sur Z

2

? Z

3

.

Le group e Z

2

? Z

3

est d � e�ni par la pr � esen tation de group e

Z

2

? Z

3

= h a; b j a

2

= 1 ; b

3

= 1 i : (4)

Ce group e est isomorphe au gr oup e mo dulair e PSL (2 ; Z ), c'est-� a-dire le

group e des matrices 2x2 �a co e�cien ts en tiers et d � eterminan t 1, quotien t � e

par � Id (la matrice iden tit � e).

8
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On p eut r � ein terpr � eter ( Y

n

)

n

comme une r � ealisation de la marc he al � eatoire

sur Z

2

? Z

3

d � e�nie par � . En particulier, par application directe du th � eor � eme

2.6, on a e�ectiv emen t que ( Y

n

)

n

est transien te. La mesure harmonique �

1

vit sur la fr onti � er e du group e, v oir �g. 3. (La `fron ti � ere' en question est, ici,

aussi bien la fron ti � ere h yp erb olique que la fron ti � ere des b outs.)

Y

1

� �

1

Y

n

Figure 3: F ron ti � ere de Z

2

? Z

3

et mesure harmonique.

Rapp elons que le graphe de Ca yley d'un group e a � et � e d � e�ni en x 2.2.

P osons � = f a; b; b

� 1

= b

2

g . On p eut v oir ( Y

n

)

n

comme une marc he au plus

pro c he v oisin sur le graphe de Ca yley X ( Z

2

? Z

3

; �). On illustre ce p oin t de

vue, ainsi que la corresp ondance a v ec les empilemen ts, en �g. 2.

R emar que. Ci-dessus, on a d � e�ni la longueur j � j comme � etan t � egale

au nom bre de clien ts, a v ec par exemple j b

2

j = 2. En d'autres termes, on

calcule la longueur dans le group e au sens de la d � ef. 2.1 mais par rapp ort

�a l'ensem ble de g � en � erateurs f a; b g . Il faudrait l � eg � eremen t adapter calculs et

form ules p our passer de f a; b g �a �.

De prime ab ord, il para ^ �t plus simple de d � eterminer 
 qui est un scalaire

plut^ ot que �

1

qui est une mesure sur des mots in�nis. L'appro c he, in tro-

duite dans M. [19 ] et M. & Math � eus [24 ], v a ^ etre au con traire de d � eterminer

explicitemen t �

1

, puis d'en d � eduire la v aleur de 
 .

Interm � ede. On prop ose au lecteur la question suiv an te p our mettre �a

l' � epreuv e son in tuition probabiliste. Quelle prop ortion tennismen/jazzmen

faut-il absolumen t � eviter ? En termes plus formels, commen t c hoisir � ( a )

et � ( b ) p our maximiser la vitesse de fuite 
 ? (R � ep onse en (15).) Fin de

l'interm � ede.

Pro c � edons par � etap es et commen� cons par expliquer p ourquoi il n'est pas

� el � emen taire de calculer 
 .

9
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Mo di�ons dans un premier temps le mo d � ele en supp osan t que la classe

d'un clien t est de loi � d � e�nie par � ( a ) = p > 0 et � ( b ) = � ( b

2

) = q =

(1 � p ) = 2 > 0. (Les jazzmen p euv en t donc arriv er par 2, en qu ^ ete d'un

troisi � eme partenaire.)

P osons � = j Y

n +1

j � j Y

n

j . On a

Y

n

= ua = ) P f � = � 1 g = p; P f � = 1 g = q ; P f � = 2 g = q

Y

n

= uab = ) P f � = � 1 g = q ; P f � = 1 g = p + q

Y

n

= uab

2

= ) P f � = � 2 g = q ; P f � = � 1 g = q ; P f � = 1 g = p :

Comme ( Y

n

)

n

est transien te, on a j Y

n

j > 0 p our tout n assez grand. P our

de tels n , notons `

n

2 f a; b g la derni � ere lettre de Y

n

vu comme un mot sur

l'alphab et f a; b g . On v � eri�e que ( `

n

)

n

est une c ha ^ �ne de Mark o v de matrice

de transition Q et de distribution stationnaire � donn � ees par

Q =

�

0 1

p + q q

�

; � =

�

1 � q

2 � q

1

2 � q

�

:

Le seul p oin t un p eu subtil consiste �a v oir que Q

b;a

= p + q . On le justi�e

comme suit

P f `

n +1

= a j `

n

= b; Y

n

= uab g = � ( a ) + � ( b

2

) = p + q

P f `

n +1

= a j `

n

= b; Y

n

= uab

2

g = � ( a ) + � ( b ) = p + q : (5)

On a 
 = E

�

[�], o � u E

�

[ � ] est l'esp � erance sous la loi �. Or � ne d � ep end

de Y

n

qu'� a tra v ers `

n

. On en d � eduit, en utilisan t (5), que la vitesse de fuite

est donn � ee par


 =

1 � q

2 � q

�

� p + 3 q

�

+

1

2 � q

�

� q + p

�

=

q (3 � 5 q )

2 � q

:

On a donc d � etermin � e 
 par une m � etho de essen tiellemen t � el � emen taire.

Rev enons main tenan t au mo d � ele initial et mon trons qu'il est de nature

di� � eren te. On rapp elle que � ( a ) = p > 0 et � ( b ) = 1 � p > 0.

Au lieu de (5), on a main tenan t

P f `

n +1

= a j `

n

= b; Y

n

= uab g = � ( a ) = p

P f `

n +1

= a j `

n

= b; Y

n

= uab

2

g = � ( a ) + � ( b ) = 1 : (6)

On ne p eut donc pas regroup er ensem ble les � etats de t yp e uab et uab

2

. En

d'autres termes, ( `

n

)

n

n'est p as une c ha ^ �ne de Mark o v. En particulier lorsque

Y

n

= ua et Y

n +1

= u , il est essen tiel de sa v oir si u est de t yp e w ab ou w ab

2

.

Comme on p eut con tin uer �a d � epiler, on v oit qu'il est en fait n � ecessaire de

conserv er l'information compl � ete sur le con ten u de l'empilemen t Y

n

.

En r � esum � e, il n'est pas p ossible de con tracter ( Y

n

)

n

, qui est une c ha ^ �ne

de Mark o v sur un espace d' � etats in�ni, en une c ha ^ �ne de Mark o v sur un

10
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espace d' � etats �ni. En cons � equence, il n'y a pas de m � etho de � el � emen taire

p our calculer 
 .

Expliquons main tenan t commen t calculer 
 �a partir de �

1

. L'id � ee

g � en � erale, v arian te du couplage arri � ere (cf. le cours de Philipp e Duc hon,

Alea 2006), est due �a F ursten b erg [11 ], v oir aussi Derriennic [7].

Soit ( x

n

)

n 2 N

la suite des clien ts. P osons Y

n

= � ( x

0

� � � x

n � 1

). P our

l'empilemen t limite, on � ecrit Y

1

= � ( x

0

x

1

x

2

� � � ). Soit x

� 1

une v.a. de loi �

ind � ep endan te de ( x

n

)

n

. On s'in t � eresse �a l'empilemen t limite � ( x

� 1

x

0

x

1

� � � )

obten u �a partir de Y

1

par \a jout �a gauc he" de x

� 1

. Si Y

1

= y

0

y

1

y

2

� � � ; y

i

2

�, on se con v ainc ais � emen t que l'on a,

� ( x

� 1

x

0

� � � ) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

x

� 1

y

0

y

1

� � � si y

0

2 Next( x

� 1

)

b

2

y

1

y

2

� � � si x

� 1

= y

0

= b

y

1

y

2

� � � si x

� 1

= y

0

= a

y

1

y

2

� � � si x

� 1

= b; y

0

= b

2

(7)

Notons � la v ariation de la longueur de l'empilemen t Y

1

par a jout �a gauc he

de x

� 1

. Comme Y

1

est un empilemen t in�ni, il faut sans doute ^ etre plus

pr � ecis : on p ose � = 1 lorqu'on se trouv e dans le premier cas dans (7),

� = 0 dans le second cas, � = � 1 dans le troisi � eme cas et, en�n, � = � 2

dans le dernier cas. En utilisan t (7), on p eut exprimer E [�] en fonction de

la loi de Y

1

. On obtien t

E [�] = � ( a )

�

�

1

( b �

N

) + �

1

( b

2

�

N

)

�

+ � ( b ) �

1

( a �

N

)

� � ( a ) �

1

( a �

N

) � 2 � ( b ) �

1

( b

2

�

N

) : (8)

On rapp elle que 
 = lim

n

E [ j Y

n

j ] =n (prop. 2.5). Admettons que la suite

�

E [ j Y

n +1

j � j Y

n

j ]

�

n

con v erge. On a alors 
 = lim

n

E [ j Y

n +1

j � j Y

n

j ]. En

utilisan t que les suites ( x

� 1

; : : : ; x

n � 1

) et ( x

0

; : : : ; x

n

) on t la m ^ eme loi, on

obtien t,


 = lim

n

E

�

j � ( x

0

x

1

� � � x

n

) j � j � ( x

0

x

1

� � � x

n � 1

) j

�

= lim

n

E

�

j � ( x

� 1

x

0

� � � x

n � 1

) j � j � ( x

0

x

1

� � � x

n � 1

) j

�

= E

�

lim

n

j � ( x

� 1

x

0

� � � x

n � 1

) j � j � ( x

0

x

1

� � � x

n � 1

) j

�

: (9)

(Les v.a.

�

�

� ( x

� 1

x

0

� � � x

n � 1

) j � j � ( x

0

x

1

� � � x

n � 1

) j

�

�

son t uniform � emen t b orn � ees

par 2. L'in v ersion de la limite et de l'esp � erance se fait donc sans douleur.)

P ar d � e�nition, � = lim

n

j � ( x

� 1

x

0

� � � x

n � 1

) j � j � ( x

0

x

1

� � � x

n � 1

) j . En

particulier, la suite ( E ( j Y

n +1

j � j Y

n

j ))

n

con v erge bien. On conclut donc que


 = E [�].

En particulier, 
 est donn � e par (8) et s'exprime donc en fonction des

marginales de dimension 1 de �

1

.
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x

� 3

x

� 2

x

� 1

x

� 3

x

� 2

y

0

y

1

y

2

y

2

y

1

Figure 4: Calcul de la vitesse de fuite �a partir de la mesure harmonique.

On p eut pr � esen ter ce dernier argumen t de fa� con l � eg � eremen t di� � eren te,

et ten ter une illustration visuelle, v oir �g. 4.

Apr � es x

� 1

, on a joute par la gauc he �a l'empilemen t in�ni les pi � eces x

� 2

,

x

� 3

, : : : , toutes ind � ep endan tes les unes des autres et de loi � . La partie

gauc he de l'empilemen t ainsi constitu � e grandit �a la vitesse 
 . Or, par sta-

tionnarit � e, la v ariation mo y enne de longueur de l'empilemen t est la m ^ eme

par a jout de toute pi � ece x

� i

, elle est donc � egale �a 
 .

Il reste donc, mais c'est � evidemmen t le p oin t crucial, �a d � eterminer �

1

.

P our tout u 2 L , d � e�nissons

q ( u ) = P f9 n; Y

n

= u g ;

la probabilit � e d'attein te de u . On a les propri � et � es suiv an tes,

8 uv 2 L; q ( uv ) = q ( u ) q ( v ) ; �

1

( uv �

N

) = q ( u ) �

1

( v �

N

) : (10)

P our d � emon trer (10), on utilise �a b on escien t trois argumen ts : (i) p our aller

de 1 �a u

1

� � � u

k

dans X ( Z

2

? Z

3

; �), on passe forc � emen t par u

1

� � � u

i

; i < k ;

(ii) le graphe X ( Z

2

? Z

3

; �) est le m ^ eme vu depuis n'imp orte quel n�ud; (iii)

la marc he ( Y

n

)

n

v � eri�e la propri � et � e de Mark o v forte.

En particulier, (10) implique,

8 x 2 � ; �

1

( x �

N

) =

X

y 2 Next ( x )

�

1

( xy �

N

) = q ( x ) �

1

(Next ( x )�

N

) : (11)

P osons r ( x ) = �

1

( x �

N

) p our x 2 �. On a donc q ( x ) = r ( x ) =r (Next ( x )).

En r � eappliquan t (10), on exprime �

1

en fonction de r uniquemen t. P our

u = u

1

� � � u

k

2 L ,

�

1

( u �

N

) = q ( u

1

) � � � q ( u

k � 1

) r ( u

k

)

=

r ( u

1

)

r (Next( u

1

))

� � �

r ( u

k � 1

)

r (Next ( u

k � 1

))

r ( u

k

)

= r ( u

1

)

r ( u

2

)

r (Next ( u

1

))

� � �

r (Next ( u

k

))

r ( u

k � 1

)

:

On p eut donc d � ecrire �

1

comme la mesure de probabilit � e Markovienne de

distribution initiale r et de matrice de transition Q d � e�nie par : 8 u; v 2

� ; Q

u;v

= r ( v ) =r (Next ( u )) si v 2 Next ( u ), et Q

u;v

= 0 sinon.
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En explicitan t �

1

dans (8), on obtien t la form ule suiv an te p our la vitesse

de fuite,


 = � ( a )

�

� r ( a ) + r ( b ) + r ( b

2

)

�

+ � ( b )

�

r ( a ) + r ( b ) � 2 r ( b

2

)

�

: (12)

Il reste �a d � eterminer r . P our ce faire, on r � eutilise l'id � ee suiv an te : la loi

de l'empilemen t in�ni est in v arian te par a jout �a gauc he d'une pi � ece de loi

� , c'est-� a-dire � ( x

� 1

x

0

� � � ) � � ( x

0

x

1

� � � ). Cet � equilibre en loi implique en

particulier les � equations,

r ( a ) = � ( a )

�

r ( b ) + r ( b

2

)

�

+ � ( b ) �

1

( b

2

a �

N

)

r ( b ) = � ( b ) r ( a ) + � ( a ) �

1

( ab �

N

)

r ( b

2

) = � ( b ) r ( b ) + � ( a ) �

1

( ab

2

�

N

) :

En utilisan t (10) et (11), on p eut r � e � ecrire ces � equations en fonction de r

uniquemen t; on obtien t,

r ( a ) = � ( a )

�

r ( b ) + r ( b

2

)

�

+ � ( b ) r ( b

2

)

r ( b ) = � ( b ) r ( a ) + � ( a )

r ( a )

r ( b ) + r ( b

2

)

r ( b ) (13)

r ( b

2

) = � ( b ) r ( b ) + � ( a )

r ( a )

r ( b ) + r ( b

2

)

r ( b

2

) :

Les � equations (13) jouen t un r^ ole cen tral et m � eriten t donc un nom. On les

app elle

�

Equations de T r a�c de la marc he.

Il ne reste plus qu'� a constater que les

�

Equations de T ra�c on t une unique

solution et caract � erisen t donc bien r . Cette solution est la suiv an te, en

fonction de � ( a ) = p ,

r ( a ) =

4 � p + p

2

� (1 � p )

p

4 + p

2

2(3 + p

2

)

r ( b ) =

� 1 +

p

4 + p

2

3 + p

2

r ( b

2

) =

4 + p + p

2

� (1 + p )

p

4 + p

2

2(3 + p

2

)

En rempla� can t dans (12), on obtien t la vitesse de fuite sous forme close. On

trouv e


 =

( � 1 + p )

�

( p + 2)( p + 3) � (3 + 5 p )

p

4 + p

2

�

2(3 + p

2

)

: (14)

Interm � ede.

�

A partir de (14), on obtien t la v aleur du param � etre p qui

maximise 
 . Il s'agit de la plus grande racine r � eelle du p olyn^ ome

6 X

6

+ 79 X

4

� 28 X

3

+ 353 X

2

� 204 X + 15 : (15)

13
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Num � eriquemen t, on a p = 0 : 48426 : : : et la vitesse de fuite corresp ondan te

est 


max

= 0 : 19932 : : : . Fin de l'interm � ede.

Rempla� cons la loi � par la loi � d � e�nie par � ( a ) = 1 � p � q > 0 ; � ( b ) =

p > 0 ; � ( b

2

) = q > 0. On a repr � esen t � e en �g. 5 la vitesse de fuite de la

marc he al � eatoire ( Z

2

? Z

3

; � ) p our la longueur par rapp ort �a f a; b; b

2

g (con-

trairemen t aux calculs pr � ec � eden ts o � u la longueur � etait calcul � ee par rapp ort

�a f a; b g ).

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

q

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

q

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

Figure 5: La vitesse de fuite de ( Z

2

? Z

3

; � ) en fonction de p = � ( b ) et de

q = � ( b

2

), vue sous deux angles di� � eren ts.

M � etho de de Sawyer & Ste ger.

L'appro c he que l'on vien t de suivre est celle de M. [19 ] et M. &

Math � eus [24 ]. D � ecriv ons une autre m � etho de p our calculer 
 . Elle a � et � e

in tro duite par Sa wy er & Steger [28 ] p our le group e libre, mais s'adapte au

con texte pr � esen t.

Ici on in terpr � ete ( Y

n

)

n

comme une r � ealisation de la marc he al � eatoire

( Z

2

? Z

3

; � ), et on calcule la longueur par rapp ort �a f a; b; b

2

g .

P our u 2 Z

2

? Z

3

, on d � e�nit la v.a. � ( u ) = min f n j Y

n

= u g (a v ec

� ( u ) = 1 si u n'est pas attein t). D � e�nissons la s � erie g � en � er atric e de pr emier

p assage S 2 R [[ y ; z ]] par :

S ( y ; z ) =

X

k 2 N

y

k

X

j u j = k

X

n 2 N

P f � ( u ) = n g z

n

: (16)
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Soit S

y

et S

z

les d � eriv � ees partielles de S par rapp ort �a y et z . En adaptan t

les r � esultats de [28 , Th. 2.2 et section 6] (v oir aussi [26 , Section 6]), on

obtien t la form ule suiv an te p our la vitesse de fuite :


 = S

y

(1 ; 1) =S

z

(1 ; 1) : (17)

P osons q ( u; z ) =

P

n 2 N

P f � ( u ) = n g z

n

. En particulier, q ( u; 1) = q ( u ), la

probabilit � e d'attein te de u d � e�nie pr � ec � edemmen t. Une analyse de t yp e \un

pas en a v an t" p ermet d'obtenir,

q ( a; z ) = � ( a ) z + � ( b ) q ( b

2

; z ) q ( a; z ) z + � ( b

2

) q ( b; z ) q ( a; z ) z

q ( b; z ) = � ( b ) z + � ( b

2

) q ( b

2

; z ) z + � ( a ) q ( a; z ) q ( b; z ) z

q ( b

2

; z ) = � ( b ) q ( b; z ) z :

En utilisan t ces � equations, les � equations corresp ondan tes p our dq ( � ; z ) =dz et

en jouan t a v ec les � equations (16) et (17), on obtien t,


 =

q ( a ) = (1 + q ( a ))

2

+ ( q ( b ) + q ( b

2

)) = (1 + q ( b ) + q ( b

2

))

2

q

0

( a ) = (1 + q ( a ))

2

+ ( q

0

( b ) + q

0

( b

2

)) = (1 + q ( b ) + q ( b

2

))

2

(18)

u 2 f a; b; b

2

g ; q

0

( u ) =

�

dq ( u; z )

dz

�

j z =1

:

Au prix de quelques e�orts, on p eut r � esoudre en ti � eremen t les � equations et

r � ecup � erer 
 sous forme close.

Mise en p ersp e ctive.

La form ule (18) est plus compliqu � ee que la form ule (12). Notre appro c he

utilise en e�et la nature Mark o vienne de la mesure harmonique et fournit

un c hemin plus direct p our le calcul de 
 . En cons � equence, elle o�re plus de

c hances de r � esoudre explicitemen t les � equations p our obtenir 
 sous forme

close. Dans le cas de Z

2

? Z

3

, les deux m � etho des p ermetten t d'acc � eder au

r � esultat. En rev anc he, les r � esultats qui seron t pr � esen t � es en x 3.3 et x 3.4

paraissen t totalemen t hors d'attein te par la m � etho de de Sa wy er-Steger.

Notons au passage qu'aucune form ule close p our la vitesse de fuite (du

t yp e de la form ule (14)) n'apparaissait dans la litt � erature a v an t [19 ] et [24 ],

bien que la m � etho dologie g � en � erale de Sa wy er-Steger ait � et � e bien conn ue.

3.2 Marc hes al � eatoires sur les pro duits libres

Les r � esultats pr � ec � eden ts son t vrais dans un cadre g � en � eral que l'on v a main-

tenan t pr � eciser.

D � e�nition 3.1. Soit ( G

i

)

i 2 I

une famil le de gr oup es de pr � esentations h �

i

j

R

i

i , ave c 8 i; j; �

i

\ �

j

= ; . Posons � = t

i 2 I

�

i

. L e pro duit libre de ( G

i

)

i 2 I

15
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est le gr oup e d � e�ni p ar la pr � esentation de gr oup e ?

i 2 I

G

i

= h � j t

i 2 I

R

i

i .

On d � e�nit de fa� con analo gue le pro duit libre de mono • �des.

Un group e libre 
euri est le pr o duit libr e d'un gr oup e libr e �niment en-

gendr � e et d'une famil le �nie de gr oup es �nis. Un mono • �de libre 
euri est

le pr o duit libr e d'un gr oup e libr e �niment engendr � e, d'un mono • �de libr e �n-

iment engendr � e et d'une famil le �nie de mono • �des �nis.

Le terme gr oup e libr e 
euri est notre traduction (libre et 
eurie) du terme

anglais plain gr oup prop os � e par Haring-Smith [14 ].

Le group e mo dulaire Z

2

? Z

3

de x 3.1 est un group e libre 
euri. C'est le

pro duit libre du group e cyclique d'ordre 2 et du group e cyclique d'ordre 3.

Consid � erons un group e libre 
euri in�ni ( G; � ) a v ec G = F ( U ) ? G

1

? � � � ?

G

k

. P osons I = f 0 ; 1 ; : : : ; k g et

�

0

= U t U

� 1

; 8 i 2 I n f 0 g ; �

i

= G

i

n f 1

G

i

g ; � = t

i 2 I

�

i

:

L'ensem ble � est un ensem ble de g � en � erateurs p our G , qu'on app elle

g � en � er ateurs natur els . P osons

8 a 2 �

0

; Next ( a ) = � n f a

� 1

g ; 8 i 2 I n f 0 g ; 8 a 2 �

i

; Next ( a ) = � n �

i

:

On a : [ b 2 Next ( a )] ( ) [ a 2 Next ( b )] ( ) [ a � b 62 � [ f 1

G

g ] ( ) [ b � a 62

� [ f 1

G

g ]. D � e�nissons

L ( G; �) = f u

1

� � � u

k

2 �

�

j 8 i 2 f 1 ; : : : ; k � 1 g ; u

i +1

2 Next ( u

i

) g : (19)

Le langage L ( G; �) est une section rationnelle de G , g � eo d � esique par rapp ort

�a �. On iden ti�e G et L ( G; �). Av ec cette iden ti�cation, on p eut d � ecrire la

loi de group e � de G r � ecursiv emen t. Soit u = u

1

� � � u

k

et v = v

1

� � � v

l

, on a,

u � v =

8

>

<

>

:

u

1

� � � ( u

k � 1

)( u

k

)( v

1

)( v

2

) � � � v

l

si v

1

2 Next ( u

k

)

u

1

� � � ( u

k � 1

)( w )( v

2

) � � � v

l

si u

k

� v

1

= w 2 �

u

1

� � � u

k � 1

� v

2

� � � v

l

si u

k

= v

� 1

1

;

In tuitiv emen t la loi de G est la concat � enation, a v ec simpli�cations

� ev en tuelles au p oin t de con tact jusqu'� a obtenir un mot sous forme normale.

Soit � une mesure de probabilit � e don t le supp ort est inclus dans � et

engendre G . On consid � ere la marc he al � eatoire ( G; � ) que l'on supp ose tran-

sien te.

R emar que. Supp oser la transience n'est pas une h yp oth � ese tr � es restric-

tiv e. P armi les group es libres 
euris, Z et Z = 2 Z ? Z = 2 Z on t un statut �a part.

Sur Z , toute marc he al � eatoire sym � etrique est r � ecurren te, et sur Z = 2 Z ? Z = 2 Z ,
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toute marc he al � eatoire est r � ecurren te. En dehors de ces cas, et en application

du th � eor � eme 2.6, la marc he al � eatoire ( G; � ) est transien te.

Consid � erons �

N

m uni de la top ologie pro duit. On d � e�nit

L

1

( G; �) = f u

0

u

1

u

2

� � � 2 �

N

; 8 i 2 N ; u

i +1

2 Next ( u

i

) g : (20)

L'ensem ble L

1

( G; �) est une iden ti�cation de la fron ti � ere du group e (il

s'agit, ici, �a la fois de la fron ti � ere des b outs, et de la fron ti � ere h yp erb olique

du group e).

Soit ( X

n

)

n

une r � ealisation de la marc he al � eatoire ( G; � ). Comme ( X

n

)

n

est transien te et que par ailleurs la distance pr � e�xe en tre X

n

et X

n +1

est au

plus 2, on en d � eduit qu'il existe une v.a. X

1

�a v aleurs dans L

1

( G; �) telle

que p.s.

lim

n !1

X

n

= X

1

;

c'est-� a-dire que la longueur du pr � e�xe comm un de X

n

et X

1

tend v ers

l'in�ni p.s. Soit �

1

la loi de X

1

. On app elle �

1

la mesur e harmonique de

( G; � ).

Soit ( x

i

)

i

une suite de v.a. i.i.d. de loi � . On supp ose que ( X

n

)

n

est la r � ealisation de ( G; � ) corresp ondan te, i.e. X

n

= � ( x

0

� � � x

n � 1

). Il

est naturel d'in tro duire la con v en tion de notation : X

1

= � ( x

0

x

1

x

2

� � � ).

Main tenan t consid � erons la v.a. � ( x

� 1

x

0

x

1

x

2

� � � ) (m ^ eme con v en tion de no-

tation). Clairemen t les v.a. X

1

et � ( x

� 1

x

0

x

1

x

2

� � � ) on t la m ^ eme loi. Ce

qui se traduit par le fait que la mesure harmonique �

1

doit v � eri�er les

� equations : p our tout u = u

1

� � � u

k

2 L ( G; �) ; k > 2,

�

1

( u �

N

) = � ( u

1

) �

1

( u

2

� � � u

k

�

N

) +

X

x � y = u

1

� ( x ) �

1

( y u

2

� � � u

k

�

N

)

+

X

x 2 Next( u

1

)

� ( x

� 1

) �

1

( xu �

N

) : (21)

En fait, ces � equations caract � erisen t la mesure harmonique.

Prop osition 3.2. L a mesur e harmonique est l'unique mesur e de pr ob abilit � e

v � eri�ant les � equations (21).

Commen tons la prop. 3.2. Notons � � �

1

la mesure d � e�nie par la

partie droite des � equations (21). Les � equations en question s' � ecriv en t donc :

�

1

= � � �

1

. Cette � egalit � e p eut ^ etre vue comme un analogue de l' � egalit � e

� P = � caract � erisan t la distribution stationnaire � d'une c ha ^ �ne de Mark o v

er go dique de matrice de transition P . Ici, on est parti d'une c ha ^ �ne de

Mark o v ( X

n

)

n

non pas ergo dique mais tr ansiente . Cep endan t, le d � etour

consistan t �a tra v ailler sur l'ob jet limite X

1

p ermet de se rammener �a l' � etude
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d'une � equation �a l' � equilibre : �

1

= � � �

1

. C'est pr � ecis � emen t cette � equation

que l'on v a r � esoudre dans la suite (cf. la preuv e du lemme 3.6).

En utilisan t un argumen t similaire �a celui utilis � e p our justi�er (8), on

obtien t le r � esultat suiv an t.

Prop osition 3.3. L a vitesse de fuite de la mar che al � eatoir e est donn � ee p ar


 =

X

a 2 �

� ( a )

h

� �

1

( a

� 1

�

N

) +

X

b 2 Next ( a )

�

1

( b �

N

)

i

: (22)

Les argumen ts cl � es �a l'�uvre dans les prop ositions 3.2 et 3.3 son t d ^ us �a

F ursten b erg [10 , 11 ]. On p eut trouv er une preuv e compl � ete p our le group e

libre, ainsi que des r � ef � erences pr � ecises, dans Ledrappier [18 , Th. 1.12 et Th.

4.10].

D � e�nition 3.4. Soit r 2 f x 2 R

�

j 8 i; x

i

> 0 ;

P

i

x

i

= 1 g . Soit la matric e

Q de dimension � � � donn � ee p ar

Q

u;v

=

(

r ( v ) =r ( Next ( u )) si v 2 Next ( u ) ;

0 sinon :

:

L a mesur e Mark o vienne m ultiplicativ e de base r est la mesur e de pr ob abilit � e

�

1

sur �

N

d � e�nie p ar �

1

( u

1

� � � u

k

�

N

) = r ( u

1

) Q

u

1

;u

2

� � � Q

u

k � 1

;u

k

.

P osons q ( u ) = r ( u ) =r (Next ( u )). On a

�

1

( u

1

� � � u

k

�

N

) =

(

q ( u

1

) � � � q ( u

k � 1

) r ( u

k

) si u

1

� � � u

k

2 L ( G; �) ;

0 sinon :

(23)

Observ ons que la mesure �

1

n'est pas en g � en � eral stationnaire par rapp ort

au d � ecalage � : �

N

! �

N

; ( x

n

)

n

7! ( x

n +1

)

n

. En e�et, la premi � ere marginale

de �

1

est r alors que la distribution stationnaire de Q est � = p=p (�) o � u

p = ( r ( a ) r (Next ( a )))

a 2 �

.

D � e�nition 3.5 (

�

Equations de T ra�c) . L es

�

Equations de T ra�c asso ci � ees �a

( G; � ) sont d � e�nies p ar, 8 a 2 � ,

x ( a ) = � ( a ) x ( Next ( a )) +

X

u � v = a

� ( u ) x ( v ) +

X

u 2 Next ( a )

� ( u

� 1

)

x ( u )

x ( Next ( u ))

x ( a ) :

(24)

Le lien en tre les

�

Equations de T ra�c et la mesure harmonique s' � etablit

par l'in term � ediaire du lemme suiv an t.
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Lemme 3.6. Si la mesur e harmonique �

1

est Markovienne multiplic ative

de b ase r , alors r est une solution des

�

Equations de T r a�c. R � ecipr o quement,

si les

�

Equations de T r a�c admettent une solution r 2 f x 2 R

�

j 8 i; x

i

>

0 ;

P

i

x

i

= 1 g , alors la mesur e harmonique �

1

est la mesur e Markovienne

multiplic ative de b ase r .

Pr euve. Supp osons que la mesure harmonique �

1

est la mesure Mark o vi-

enne m ultiplicativ e (MMM) de base r . La mesure harmonique doit v � eri�er

les � equations (21). En particulier, on doit a v oir, p our tout a 2 �,

�

1

( a �

N

) = � ( a )

X

x 2 Next ( a )

�

1

( x �

N

) +

X

u � v = a

� ( u ) �

1

( v �

N

)

+

X

x 2 Next( a )

� ( x

� 1

) �

1

( xa �

N

) :

Si on simpli�e �a l'aide de (23), on obtien t

r ( a ) = � ( a )

X

x 2 Next ( a )

r ( x ) +

X

u � v = a

� ( u ) r ( v ) + r ( a )

X

x 2 Next ( a )

� ( x

� 1

)

r ( x )

r (Next ( x ))

:

On en d � eduit que r est une solution des

�

Equations de T ra�c.

R � ecipro quemen t, soit r 2 f x 2 R

�

j 8 i; x

i

> 0 ;

P

i

x

i

= 1 g une solution

des

�

Equations de T ra�c. Soit �

1

la MMM de base r . D'apr � es la prop osition

3.2, la mesure �

1

est la mesure harmonique si et seulemen t si les � equations

(21) son t v � eri� � ees, c'est-� a-dire, p our tout u = u

1

� � � u

k

2 L ( G; �) ; k > 2,

�

1

( u �

N

) = � ( u

1

) �

1

( u

2

� � � u

k

�

N

) +

X

x � y = u

1

� ( x ) �

1

( y u

2

� � � u

k

�

N

)

+

X

x 2 Next( u

1

)

� ( x

� 1

) �

1

( xu �

N

) :

P osons q ( a ) = r ( a ) =r (Next ( a )) p our tout a . Les � equations pr � ec � eden tes son t

v � eri� � ees si et seulemen t si :

q ( u

1

) = � ( u

1

)

q ( u

2

) � � � q ( u

k � 1

) r ( u

k

)

q ( u

2

) � � � q ( u

k � 1

) r ( u

k

)

+

X

x � y = u

1

� ( x )

q ( y ) q ( u

2

) � � � q ( u

k � 1

) r ( u

k

)

q ( u

2

) � � � q ( u

k � 1

) r ( u

k

)

+

X

x 2 Next( u

1

)

� ( x

� 1

)

q ( x ) q ( u

1

) � � � q ( u

k � 1

) r ( u

k

)

q ( u

2

) � � � q ( u

k � 1

) r ( u

k

)

:

Ou de fa� con � equiv alen te :

r ( u

1

) = � ( u

1

) r (Next ( u

1

)) +

X

x � y = u

1

� ( x ) r ( y )

r (Next ( u

1

))

r (Next ( y ))

+

X

x 2 Next( u

1

)

� ( x

� 1

)

r ( x )

r (Next ( x ))

r ( u

1

) : (25)
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En v � eri�an t tous les cas p ossibles un par un, on mon tre que

x � y 2 � = ) Next ( x � y ) = Next ( y ) :

On en d � eduit que r (Next ( u

1

)) = r (Next ( y )). Donc les � equations (25) son t

� equiv alen tes �a :

r ( u

1

) = � ( u

1

) r (Next ( u

1

))+

X

x � y = u

1

� ( x ) r ( y )+

X

x 2 Next ( u

1

)

� ( x

� 1

)

r ( x )

r (Next ( x ))

r ( u

1

) :

Or ces derni � eres � equations son t bien v � eri� � ees puisque r est une solution des

�

Equations de T ra�c. On en conclut que �

1

est bien la mesure harmonique.

On p eut main tenan t � enoncer et d � emon trer le r � esultat principal.

Th � eor � eme 3.7. Soit G un gr oup e libr e 
euri in�ni et � un ensemble de

g � en � er ateurs natur els. Soit � une mesur e de pr ob abilit � e dont le supp ort est

inclu dans � et engendr e G . On supp ose que la mar che al � eatoir e ( G; � ) est

tr ansiente. L es

�

Equations de T r a�c (24) ont une unique solution r dans

f x 2 R

�

j 8 i; x

i

> 0 ;

P

i

x

i

= 1 g . L a mesur e harmonique �

1

de la mar che

est la mesur e Markovienne multiplic ative de b ase r .

Pr euve. P our tout a 2 �, p osons q ( a ) = P f9 n j X

n

= a g , la probabilit � e

d'attein te de a . On a clairemen t 0 < q ( a ) < 1. P ar ailleurs, on a, 8 a 2 �,

q ( a ) = � ( a ) +

X

u � v = a

� ( u ) q ( v ) + q ( a )

X

c 2 � n �

a

� ( c ) q ( c

� 1

) : (26)

Les deux premiers termes sur la droite de (26) son t plus ou moins � eviden ts.

Supp osons main tenan t que le premier pas du marc heur al � eatoire est du t yp e

c 2 � n �

a

.

�

Etan t donn � e la structure arb orescen te du graphe de Ca yley ,

le marc heur doir rev enir en 1

G

a v an t de p ouv oir � ev en tuellemen t atteindre

a . Cep endan t la probabilit � e d'attein te de 1

G

partan t de c est � egale �a la

probabilit � e d'attein te de c

� 1

partan t de 1

G

. Ce qui corresp ond au troisi � eme

terme de droite dans (26).

Une simple r � e � ecriture des

�

Equations de T ra�c (24) donne :

x ( a )

x (� n �

a

)

= � ( a ) +

X

u � v = a

� ( u )

x ( v )

x (� n �

v

)

+

x ( a )

x (� n �

a

)

X

u 2 � n �

a

� ( u

� 1

)

x ( u )

x (� n �

u

)

:

(27)

Il est donc naturel de rec herc her une solution r v � eri�an t :

8 a 2 � ;

r ( a )

r (� n �

a

)

= q ( a ) : (28)
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Il reste �a d � emon trer que les � equations (28) p oss � eden t une solution en r . Il

est clair qu'il existe une solution si et seulemen t si les � equations suiv an tes

en on t une :

(

r (�

i

) = q (�

i

) r (� n �

i

) ( i )

P

j 2 I

r (�

j

) = 1 (sum)

: (29)

P our un i donn � e, consid � erons les � equations : f ( i ) ; (sum ) g . Leur solution

est : r (�

i

) = q (�

i

) = (1 + q (�

i

)) ; r (� n �

i

) = 1 = (1 + q (�

i

)). P our obtenir une

solution globale �a (29), la condition n � ec � essaire et su�san te est d'a v oir :

X

i 2 I

q (�

i

)

1 + q (�

i

)

= 1 : (30)

Il reste �a d � emon trer (30). En partan t de (26) et en somman t sur �

i

, on

obtien t :

q (�

i

) = � (�

i

) +

X

a 2 �

i

X

u � v = a

� ( u ) q ( v ) + q (�

i

)

X

a 2 � n �

i

� ( a

� 1

) q ( a )

= � (�

i

) + � (�

i

) q (�

i

) �

X

a 2 �

i

� ( a

� 1

) q ( a ) + q (�

i

)

X

a 2 � n �

i

� ( a

� 1

) q ( a )

On en d � eduit :

q (�

i

)

1 + q (�

i

)

= � (�

i

) +

q (�

i

)

1 + q (�

i

)

X

a 2 � n �

i

� ( a

� 1

) q ( a ) �

1

1 + q (�

i

)

X

a 2 �

i

� ( a

� 1

) q ( a )

X

i

q (�

i

)

1 + q (�

i

)

= 1 +

X

i

�

X

a 2 �

i

� ( a

� 1

) q ( a )

��

X

j 6= i

q (�

j

)

1 + q (�

j

)

�

1

1 + q (�

i

)

�

X

i

q (�

i

)

1 + q (�

i

)

� 1 =

�

X

a 2 �

� ( a

� 1

) q ( a )

� �

X

i

q (�

i

)

1 + q (�

i

)

� 1

�

:

Comme 0 < q ( a ) < 1 p our tout a , on a

P

a 2 �

� ( a

� 1

) q ( a ) < 1. On en conclut

que l'on doit a v oir :

P

i

q (�

i

) = (1 + q (�

i

)) � 1 = 0. Donc l' � equation (30) est

v � eri� � ee. Il en r � esulte que les

�

Equations de T ra�c on t une solution qui est :

8 a 2 � ; r ( a ) =

q ( a )

1 + q (�

a

)

: (31)

D'apr � es le lemme 3.6, une telle solution est unique et la mesure harmonique

est la mesure Mark o vienne m ultiplicativ e de base r .
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Corollaire 3.8. Sous les hyp oth � eses du th � eor � eme 3.7, la d � erive est donn � ee

p ar


 =

X

a 2 �

� ( a )

�

� r ( a

� 1

) +

X

b 2 Next ( a )

r ( b )

�

; (32)

o � u r est la b ase de la mesur e harmonique.

Le th � eor � eme 3.7 est prouv � e dans le con texte des couples 0-automatiques,

v oir x 3.5, dans M. [19 ], et p our les pro duits libres de group es �nis dans M.

& Math � eus [24 ]. Lorsqu'on sp � ecialise le th � eor � eme au cas du group e libre

G = F (�), on retrouv e un r � esultat classique essen tiellemen t d ^ u �a Dynkin &

Malyuto v [9 ] mais � enonc � e sous cette forme dans Sa wy er & Steger [28 ], v oir

aussi Ledrappier [18 ].

Extension aux pro duits libres de group es d � enom brables

Les r � esultats s' � etenden t aux pro duits libres de group es d � enom brables. Plus

pr � ecis � emen t, soit G = ?

i 2 I

G

i

; j I j > 2 ; le pro duit libre d'une famille �nie

de group es d � enom brables. Soit l'ensem ble d � enom brable de g � en � erateurs � =

t

i

G

i

n f 1

G

i

g . Soit � une mesure de probabilit � e don t le supp ort est inclus dans

� et engendre G . On supp ose que la marc he al � eatoire ( G; � ) est transien te.

D � e�nissons les

�

Equations de T ra�c exactemen t comme en (24). Il

s'agit d'un ensem ble d � enom brable d' � equations en un nom bre d � enom brable

d'ind � etermin � ees.

Les � enonc � es du th � eor � eme 3.7 et du corollaire 3.8 s' � etenden t �a ce cadre.

En guise d'illustration, consid � erons le group e libre G = Z ? Z . Soit

a et b les g � en � erateurs resp ectifs des deux group es cycliques in�nis. On a

� = f a

i

; i 2 Z n f 0 gg [ f b

j

; j 2 Z n f 0 gg .

Soit � une probabilit � e don t le supp ort est inclus dans � et engendre G .

D'apr � es ce qui pr � ec � ede, la mesure harmonique v � eri�e, e.g.,

�

1

( a

k

1

b

k

2

� � � a

k

`

�

N

) = q ( a

k

1

) q ( b

k

2

) � � � q ( b

k

`

� 1

) r ( a

k

`

) :

Lorsque � est concen tr � e sur f a; a

� 1

g [ f b

j

; j 2 Z n f 0 gg , le r � esultat se pr � ecise.

On a en e�et les simplications suiv an tes,

8 k > 0 ; q ( a

k

) = q ( a )

k

; r ( a

k

) = q ( a )

k � 1

r ( a )

8 k < 0 ; q ( a

k

) = q ( a

� 1

)

� k

; r ( a

k

) = q ( a

� 1

)

� k � 1

r ( a

� 1

) :

En�n si � est concen tr � e sur f a; a

� 1

; b; b

� 1

g , alors les simpli�cations analogues

p our b se pro duisen t. On retrouv e l' � enonc � e du th � eor � eme 3.7.
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Extension aux mono • �des libres 
euris

Soit M = F ( U ) ? V

�

? M

1

? � � � ? M

k

un mono • �de libre 
euri, cf. 3.1. On p ose

� = U t U

� 1

t V t ( M

1

n f 1

M

1

g ) t � � � t ( M

k

n f 1

M

k

g ).

Lorsque M est in�ni, les seuls cas o � u la marc he al � eatoire ( M ; � ) p eut ne

pas ^ etre transien te son t ceux discut � es plus haut, c'est-� a-dire lorsque M est

isomorphe �a Z ou Z = 2 Z ? Z = 2 Z .

Le th � eor � eme 3.7 et le corollaire 3.8 s' � etenden t aux marc hes al � eatoires

transien tes ( M ; � ) o � u le supp ort de � est inclus dans � et engendre M .

Quelques l � eg � eres adaptations son t n � ecessaires. T out d'ab ord, p our v 2

V , on p ose Next ( v ) = �. Ensuite, on d � e�nit les

�

Equations de T ra�c par

x ( a ) = � ( a ) x (Next ( a )) +

X

u � v = a

� ( u ) x ( v ) +

X

t � u =1

M

a 2 Next ( u )

� ( t )

x ( u )

x (Next ( u ))

x ( a ) :

En�n, la vitesse de fuite est donn � ee par


 =

X

a 2 �

� ( a )

�

�

X

a � b =1

M

r ( b ) + r (Next ( a ))

�

:

On s'attend �a ce que les r � esultats resten t v alides p our les pro duits libres

de mono • �des d � enom brables. Cep endan t des di�cult � es tec hniques apparais-

sen t p our le d � emon trer.

3.3 Marc he al � eatoire simple sur Z

k

? Z

k

L'exemple ci-dessous, extrait de [24 ], illustre les p ossibilit � es de calcul ex-

plicite o�ertes par le corollaire 3.8.

Notons Z

k

= Z =k Z le group e cyclique d'ordre k . On consid � ere le pro duit

libre

Z

k

? Z

k

= h a; b j a

k

= 1 ; b

k

= 1 i ;

et la marc he al � eatoire simple ( Z

k

? Z

k

; � ) o � u � est d � e�ni par � ( a ) = � ( a

� 1

) =

� ( b ) = � ( b

� 1

) = 1 = 4. On p ose � = f a

i

; b

i

; i = 1 ; : : : ; k � 1 g et on d � e�nit la

mesure harmonique �

1

sur �

N

.

En �g. 6, on a repr � esen t � e cette marc he al � eatoire p our le cas Z = 4 Z ? Z = 4 Z .

Soit les applications F

n

: [0 ; 1] ! R ; n 2 N ; d � e�nies par

F

0

( x ) = 1 ; F

1

( x ) = x; 8 n > 2 ; F

n

( x ) = 2(2 � x ) F

n � 1

( x ) � F

n � 2

( x ) :

On a, par exemple, F

4

= � 8 x

4

+ 48 x

3

� 96 x

2

+ 72 x � 15.

Lemme 3.9. Pour k > 3 , l' � equation F

k

( x ) = 1 p oss � ede une unique solution

x

k

dans ]0 ; 1[ .

On p eut main tenan t � enoncer le r � esultat principal.

23



Jean Mairesse Alea 2007

a3

b

b

1/4

1/4

1

a

b

aa

ab

b

b

1/4
1/4

ab

ab

2

3

a2

2

2 2

3

2

2

Figure 6: La marc he al � eatoire simple sur Z = 4 Z ? Z = 4 Z .

Th � eor � eme 3.10. L a mesur e harmonique �

1

de la mar che al � eatoir e ( Z

k

?

Z

k

; � ) est la mesur e Markovienne multiplic ative de b ase r d � e�nie p ar

8 i 2 f 1 ; : : : ; k � 1 g ; r ( a

i

) = r ( b

i

) = F

j

( x

k

) ; j = min ( i; k � i ) ;

o � u x

k

est l'unique solution dans ]0 ; 1[ de l' � equation F

k

( x ) = 1 . L a vitesse de

fuite est 


k

= (1 � x

k

) = 2 . C'est une fonction strictement cr oissante de k et

lim

k




k

= 1 = 3 .

P ar exemple, la base r p our Z = 4 Z ? Z = 4 Z est donn � ee par

�

r ( a ) ; r ( a

2

) ; r ( a

3

)

�

=

�

r ( b ) ; r ( b

2

) ; r ( b

3

)

�

=

h

3 �

p

5

4

;

p

5

2

� 1 ;

3 �

p

5

4

i

:

V oici main tenan t les premi � eres v aleurs de 


k

, donn � ees soit sous forme

close, soit n um � eriquemen t lorsque la forme close n'a pas pu ^ etre obten ue.

Z

3

? Z

3

Z

4

? Z

4

Z

5

? Z

5

Z

6

? Z

6

Z

7

? Z

7


 1 = 4 (

p

5 � 1) = 4 (

p

13 � 1) = 8 0.330851... 0.332515...

3.4 Marc he al � eatoire simple sur F = h a; b; c j ab = ba i

Commen� cons par d � e�nir les mono • �des et group es de trace.

24



Jean Mairesse Alea 2007

D � e�nition 3.11. Soit � un ensemble �ni non-vide. Soit I � � � � une

r elation anti-r � e
exive et sym � etrique, app el � ee r elation d'ind � ep endance ou de

comm utation . L e mono • �de de trace M (� ; I ) est d � e�ni p ar la pr � esentation de

mono • �de

M (� ; I ) = h � j ab = ba; 8 ( a; b ) 2 I i

+

: (33)

L es � el � ements de M (� ; I ) sont app el � es des traces . On app el le D = � � � n I

la r elation de d � ep endance .

Aux deux extr ^ emes, on retrouv e le mono • �de libre �

�

lorsque I = ; et le

mono • �de comm utatif libre ( N

�

; +) lorsque I = � � � n f ( a; a ) ; a 2 � g .

�

A la suite de Viennot [33 ], on p eut incarner les traces par des empile-

men ts de pi � eces. Illustrons ceci sur un exemple. Soit le mono • �de de trace

M = h a; b; c j ab = ba i

+

. Soit le mo d � ele de T etris constitu � e des colonnes

f 1 ; 2 g , et des pi � eces a; b et c , rectangulaires de hauteur un, et o ccupan t les

emplacemen ts R ( a ) = f 1 g ; R ( b ) = f 2 g et R ( c ) = f 1 ; 2 g .

a a

a

a

a

a

ab

b b b

b

b

b

b

c c c

c

a

Figure 7: De gauc he �a droite, les mots aabcb; abacb; baacb et la trace asso ci � ee.

�

A un mot sur l'alphab et f a; b; c g , on asso cie la suite de pi � eces corresp on-

dan te qui, soumises �a la gra vit � e, s'empilen t suiv an t le princip e du jeu de

T etris. Deux mots son t � equiv alen ts, c'est-� a-dire corresp onden t �a la m ^ eme

trace, si et seulemen t si les empilemen ts de T etris asso ci � es son t iden tiques.

On illustre ceci en �gure 7.

D � e�nition 3.12. Soit � un ensemble �ni non-vide et soit �

� 1

une c opie

disjointe de � . Soit I � � � � une r elation anti-r � e
exive et sym � etrique, dite

r elation d'ind � ep endance ou de comm utation . L e gr oup e de tr ac e F (� ; I ) est

d � e�ni p ar la pr � esentation de gr oup e

F (� ; I ) = h � j ab = ba; 8 ( a; b ) 2 I i : (34)

L es � el � ements de F (� ; I ) sont app el � es des tr ac es.
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T out group e de trace p eut s'incarner en un mo d � ele de T etris a v ec pi � eces

color � ees. Illustrons ceci sur un exemple.

Soit le group e de trace F = h a; b; c j ab = ba i . P artons du mo d � ele de

T etris asso ci � e �a M = h a; b; c j ab = ba i

+

. A c haque pi � ece u , on asso cie une

pi � ece u

� 1

, iden tique mais de \couleur" di� � eren te. Dans l'empilemen t, deux

pi � eces cons � ecutiv es iden tiques et de couleurs di� � eren tes s'ann ulen t m utuelle-

men t. On illustre ceci en �g. 8.

b-1

b-1 b-1 b-1

b-1

b-1

b

a

a

a

c

c

b

a

c-1

c-1

Figure 8: Les mots b

� 1

abb

� 1

, ac

� 1

cb

� 1

, b

� 1

cbb

� 1

c

� 1

a et la trace asso ci � ee.

Les mono • �des et group es de trace son t tr � es � etudi � es en Informatique

th � eorique et en math � ematiques, cf. par exemple [8]. Ce son t en e�et des

structures naturelles p our mo d � eliser le parall � elisme.

Ab ordons le probl � eme de l'analyse de la marc he al � eatoire. Consid � erons

la marc he ( F ; � ) o � u F = h a; b; c j ab = ba i et o � u � est la mesure de probabilit � e

uniforme sur f a; a

� 1

; b; b

� 1

; c; c

� 1

g .

P osons � = f a; a

� 1

; b; b

� 1

; c; c

� 1

g et S = � [ f ab; ab

� 1

; a

� 1

b; a

� 1

b

� 1

g .

Si u est une trace alors j u j

S

, sa longueur par rapp ort �a S , est la hauteur de

l'empilemen t de T etris asso ci � e �a u .

Soit ( X

n

)

n

une r � ealisation de la marc he ( F ; � ). On v eut d � eterminer les

vitesses de fuite




�

= lim

n !1

j X

n

j

�

n

p.s. ; 


S

= lim

n !1

j X

n

j

S

n

p.s. : (35)

La vitesse de fuite 


�

, resp. 


S

, est la vitesse de croissance de la longueur,

resp. de la hauteur, de l'empilemen t al � eatoire.

On disp ose des outils p our mener �a bien cette � etude. En e�et, on a

F � h a; b j ab = ba i ? h c j � i = Z

2

? Z :
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On est donc dans le cadre d'application des r � esultats pr � ec � eden ts, v ersion

pro duit libre de group es d � enom brables. P osons

� =

�

a

i

b

j

; ( i; j ) 2 Z

2

n f (0 ; 0) g

	

[ f c; c

� 1

g :

On prend � comme ensem ble de g � en � erateurs. On a

Next ( c ) = � n f c

� 1

g ; Next ( c

� 1

) = � n f c g ; 8 i; j; Next ( a

i

b

j

) = f c; c

� 1

g :

On � ecrit les

�

Equations de T ra�c corresp ondan t �a ces g � en � erateurs. On a

donc un ensem ble in�ni d' � equations en un ensem ble in�ni d'ind � etermin � ees

indic � ees par � .

Ces � equations admetten t une unique solution r = ( r ( u ))

u 2 �

, et on ex-

prime la mesure harmonique en fonction de r .

Figure 9: L'empilemen t in�ni de forme normale de Cartier-F oata

( a

� 1

b )( a

� 1

)( c )( c )( b

� 1

)( c ) � � � .

P ar exemple la probabilit � e p our que le bas de l'empilemen t in�ni soit

celui repr � esen t � e en �g. 9 est exactemen t (en utilisan t l' � egalit � e r ( c ) = r ( c

� 1

),

� eviden te par sym � etrie),

�

1

( a

� 2

bc

2

b

� 1

c �

N

) =

r ( a

� 2

b )

2 r ( c )

r ( c )

2

(1 � r ( c ))

2

r ( b

� 1

)

2 r ( c )

r ( c ) =

r ( a

� 2

b ) r ( c ) r ( b

� 1

)

4(1 � r ( c ))

2

:

On a donc une description Mark o vienne de la loi de l'empilemen t in�ni, p our

une d � ecomp osition qui n'est pas niv eau par niv eau, mais en `paquets' s � epar � es

par des c ou c

� 1

. En particulier, il n'y a pas de d � ep endance Mark o vienne

en tre les niv eaux successifs de l'empilemen t in�ni.

Une analyse com binatoire pr � ecise p ermet de d � eterminer explicitemen t r .

On obtien t le r � esultat suiv an t.
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Th � eor � eme 3.13. L es vitesses de cr oissanc e de la longueur et de la hauteur

sont donn � ees r esp e ctivement p ar




�

=

1

3

(1 � � ) +

2

3

r

1 � �

3 � 2 �

(36)




S

=

1

3

(1 � � ) +

2

3

r

1 � �

5 � 3 �

; (37)

ave c � c ar act � eris � e p ar

X

n 2 N

�

2 n

n

�

2

�

2 � �

4(3 � 2 � )

�

2 n

=

� (3 � 2 � )

1 � �

: (38)

Il s'agit du premier exemple d'un tel calcul p our un group e de traces qui

ne soit pas un group e libre ou un group e comm utatif libre. Ce tra v ail est en

cours de r � edaction.

L'apparition des termes

�

2 n

n

�

2

dans (38) est un re
et de la com binatoire

du probl � eme, il s'agit en e�et du nom bre de c hemins de longueur 2 n allan t

de (0 ; 0) en (0 ; 0) dans Z

2

.

Un d � e� in t � eressan t ?

La m � etho dologie suivie p our F = h a; b; c j ab = ba i p eut ^ etre utilis � ee

p our les marc hes al � eatoires sur les group es (ou mono • �des) de trace p ouv an t

se d � ecomp oser sous la forme d'un pro duit libre non-trivial.

�

Evidemmen t

l'obten tion de form ules aussi explicites que celles du th. 3.13 est conditionn � ee

par la capacit � e �a r � esoudre explicitemen t un ensem ble in�ni d' � equations

alg � ebriques.

Caract � erisons pr � ecis � emen t les group es de trace isomorphes �a un pro duit

libre non-trivial. Soit le group e de trace F (� ; I ), v oir d � ef. 3.12. Soit D =

(� � �) n I . App elons (� ; I ) le gr aphe de c ommutation et (� ; D ) le gr aphe

de d � ep endanc e de F (� ; I ). On v oit (� ; I ) et (� ; D ) comme des graphes

non-orien t � es.

Supp osons que (� ; D ) n'est pas connexe, et soit (�

1

; D

1

) et (�

2

; D

2

)

deux sous-graphes d'union disjoin te (� ; D ). Soit I

1

= (�

1

� �

1

) n D

1

et

I

2

= (�

2

� �

2

) n D

2

. On a alors

F (� ; I ) � F (�

1

; I

1

) � F (�

2

; I

2

) :

Si on s'in t � eresse aux marc hes al � eatoires ( F (� ; I ) ; � ) o � u le supp ort de �

est inclus dans �

�

, alors il est clair qu'il su�t d'analyser s � epar � emen t

( F (�

1

; I

1

) ; �

1

) et ( F (�

2

; I

2

) ; �

2

), o � u �

1

et �

2

son t les restrictions renor-

malis � ees de � �a �

�

1

et �

�

2

. La mesure harmonique de ( F (� ; I ) ; � ) est le
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pro duit de celles de ( F (�

1

; I

1

) ; �

1

) et ( F (�

2

; I

2

) ; �

2

). Notons 


�

, 


�

1

et 


�

2

les vitesses de croissance resp ectiv es de la longueur; et notons 


S

, 


S

1

et 


S

2

les vitesses de croissance resp ectiv es de la hauteur. On a, en particulier,




�

= � (�

�

1

) 


�

1

+ � (�

�

2

) 


�

2

; 


S

= � (�

�

1

) 


S

1

_ � (�

�

2

) 


S

2

:

On v a donc se restreindre, sans p erte de g � en � eralit � es, au cas o � u (� ; D ) est

connexe. On a le r � esultat suiv an t.

Prop osition 3.14. Soit F (� ; I ) un gr oup e de tr ac e de gr aphe de d � ep endanc e

c onnexe. L e gr oup e F (� ; I ) est isomorphe �a un pr o duit libr e non-trivial si et

seulement si (� ; I ) n 'est p as c onnexe. Dans c e c as, si (�

i

; I

i

) ; i = 1 ; : : : ; k ;

est la d � ec omp osition de (� ; I ) en c omp osantes c onnexes, on obtient F (� ; I ) �

F (�

1

; I

1

) ? � � � ? F (�

k

; I

k

) .

L'implication \[(� ; I ) non-connexe] = ) [ F (� ; I ) pro duit libre]" est

� eviden te. La r � ecipro que p eut se mon trer en utilisan t la notion de \b outs"

d'un graphe.

On p eut donc prop oser un nouv eau d � e�. Le plus p etit group e de trace

qui n'est pas isomorphe �a un pro duit libre non-trivial est :

F = h a; b; c; d j ac = ca; ad = da; bd = db i :

Le mo d � ele de T etris corresp ondan t est repr � esen t � e en �g. 10.

a=a

� 1

b=b

� 1

c=c

� 1

d=d

� 1

Figure 10: Ceci n'est pas un pro duit libre !

Soit � la mesure de probabilit � e c hargean t c hacun des � el � emen ts de

f a; b; c; d g

�

a v ec masse 1/8.

Question : Est-il p ossible de donner une information quan titativ e sur la

vitesse de fuite de la marc he al � eatoire ( F ; � ) ?

P our donner la mesure du c hallenge, notons que m ^ eme p our le mono • �de

asso ci � e on ne sait pas calculer la vitesse de fuite. C'est m ^ eme l'unique

mono • �de sur 4 lettres ou moins p our lequel le probl � eme est ouv ert.
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3.5 Extensions

Le mo d � ele de marc he al � eatoire au plus pro c he v oisin sur Z

2

? Z

3

, ainsi que

le mo d � ele de x 3.3 appartiennen t �a un m ^ eme et premier niv eau en terme

de compl � exit � e. Le mo d � ele de x 3.4 appartien t �a un second niv eau. En fait,

on v a sa v oir analyser la marc he al � eatoire p our trois niv eaux de complexit � es

croissan tes. On se limite aux group es dans la discussion qui suit. P ar ailleurs

l'ensem ble de g � en � erateurs consid � er � e doit ^ etre in terpr � et � e comme le supp ort

des sauts � el � emen taires p our la marc he. Plus cet ensem ble est large, plus le

mo d � ele est g � en � eral (et, en con trepartie, plus il est di�cile �a analyser).

Nive au 1.

� Group e libre 
euri et g � en � erateurs naturels :

G = F ( S ) ? G

1

? � � � ? G

k

; � = S [ S

� 1

[ G

1

n f 1

G

1

g [ � � � [ G

k

n f 1

G

k

g ;

a v ec S ensem ble �ni et G

1

; : : : ; G

k

group es �nis.

� Couple z � ero-automatique (v oir d � ef. 3.15).

Nive au 2.

� Pro duit libre de group es d � enom brables et g � en � erateurs naturels :

G = F ( S ) ? G

1

? � � � ? G

k

; � = S [ S

� 1

[ G

1

n f 1

G

1

g [ � � � [ G

k

n f 1

G

k

g ;

a v ec S ensem ble �ni et G

1

; : : : ; G

k

group es d � enom brables.

Nive au 3.

� Group e libre 
euri et ensem ble de g � en � erateurs �ni quelconque.

� Pro duit libre amalgam � e de group es �nis et ensem ble de g � en � erateurs

�ni quelconque.

� Extension HNN construite sur des group es �nis et ensem ble de

g � en � erateurs �ni quelconque.

P our illustrer, on a repr � esen t � e en �g. 11 le graphe de Ca yley d'un couple

group e - g � en � erateurs ( G; �) p our c haque niv eau :

1. Z

2

? Z

3

= h a; b j a

2

= b

3

= 1 i ; � = f a; b; b

� 1

g ;

2. Z

2

? Z = h a; b; c j ab = ba i ; � = f c; c

� 1

g [ f a

i

b

j

; ( i; j ) 2 Z

2

n f (0 ; 0) gg ;

3. F ( a; b ) = h a; b j � i ; S = f a; a

� 1

; b; b

� 1

g ; � = S [ f uv j u; v 2 S; v 6=

u

� 1

g .
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Figure 11: De la gauc he v ers la droite, les trois niv eaux par ordre de com-

plexit � e croissan te.

Du niv eau 1 au niv eau 2, l'accroissemen t de la complexit � e est de nature

\com binatoire". En e�et, la forme de la mesure harmonique reste exacte-

men t la m ^ eme mais s' � ecrit sur un ensem ble �ni de g � en � erateurs dans le pre-

mier cas, et sur un ensem ble in�ni dans le second. Obtenir des form ules

explicites p our la vitesse de fuite supp ose la r � esolution d'un ensem ble �ni

d' � equations p our le niv eau 1 et in�ni p our le niv eau 2. P our le niv eau 3,

l'accroissemen t de la complexit � e est de nature \probabiliste".

Z � er o-automaticit � e.

On v a caract � eriser de fa� con pr � ecise l'appartenance au niv eau 1 p our un

couple group e - g � en � erateurs. Consid � erons �a titre d'exemple le group e libre �a

deux g � en � erateurs F = F ( a; b ). On a repr � esen t � e en �g. 12 le graphe de Ca yley

de F p our trois ensem bles de g � en � erateurs de taille croissan te, �a sa v oir

� = f a; a

� 1

; b; b

� 1

g ; �

0

= � [ f ab; b

� 1

a

� 1

g ;

�

00

= � [ f uv j u; v 2 � ; v 6= u

� 1

g :

Figure 12: De la gauc he v ers la droite, les graphes de Ca yley X ( F ; �),

X ( F ; �

0

) et X ( F ; �

00

).

Il existe une di� � erence com binatoire notable en tre les deux graphes de
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gauc he et le graphe de droite sur la �gure 12. Dans X ( F ; �), il y a 4 cir-

cuits (orien t � es) simples passan t par un n�ud donn � e (les 4 circuits son t de

longueur 2 : une ar ^ ete non-orien t � ee sur la �g. 12 s'in terpr � ete comme deux

arc orien t � es...). Dans X ( F ; �

0

), il y a 10 circuits simples passan t par un

n�ud donn � e. En�n, dans X ( F ; �

00

), on se con v ainc ais � emen t qu'il y a une

in�nit � e de circuits orien t � es simples passan t par un n�ud donn � e. Prop osons

la d � e�nition suiv an te.

D � e�nition 3.15. Un c ouple ( G; �) form � e p ar un gr oup e et un ensemble �ni

de g � en � er ateurs est z � ero-automatique si le nombr e de cir cuits simples p assant

p ar un n�ud donn � e est �ni.

La notion de 0-automaticit � e est directemen t reli � ee aux group es libres


euris, comme le mon tre le th � eor � eme suiv an t d ^ u �a Stallings [30 ] et Haring-

Smith [14 ].

Th � eor � eme 3.16. Si ( G; �) est un c ouple 0-automatique alors G est iso-

morphe �a un pr o duit libr e 
euri.

En rev anc he, l'ensem ble de g � en � erateurs � p eut ^ etre strictemen t plus large

qu'un ensem ble de g � en � erateurs naturels de G , comme l'illustre la �g. 12. On

p eut ^ etre plus pr � ecis en utilisan t les r � esultats de [30 ]. Soit G un group e libre


euri et � un ensem ble de g � en � erateurs naturels. Si ( G; S ) est un couple

0-automatique alors on a forc � emen t : 8 u 2 S; j u j

�

= 1 ; 2 ou 3.

Dans M. [20 ], on prop ose au mo y en d'un algorithme une classi�cation

compl � ete de tous les couples 0-automatiques asso ci � es �a un group e libre 
euri

donn � e.

Discussion biblio gr aphique.

Il y a deux asp ects distincts dans les r � esultats qui pr � ec � eden t. Le pre-

mier asp ect concerne la structure Mark o vienne m ultiplicativ e de la mesure

harmonique.

Les propri � et � es de la mesure harmonique asso ci � ee �a une marc he al � eatoire

au plus pro c he v oisin sur le group e libre, ou les pro duits libres de group es,

on t � et � e extensiv emen t � etudi � ees, v oir [9, 28 , 17 , 18 , 34 ], ou la monographie

de W o ess [35 ] et les r � ef � erences qui s'y trouv en t. Dans ce con texte, le no y au

de Green a une structure m ultiplicativ e, et en cons � equence, la mesure har-

monique est Mark o vienne, v oir en particulier [28 , Section 5] et [34 , Section 6].

Le th � eor � eme 3.7 est d � emon tr � e dans M. [19 ] p our les couples 0-automatiques

et revisit � e dans M. & Math � eus [24 ] p our les pro duits libres de group es �-

nis. Il fournit une p ersp ectiv e di� � eren te sur les r � esultats classiques que l'on

vien t de rapp eler. Le p oin t cen tral est le caract � ere com binatoire sp � ecial de la

mesure harmonique Mark o vienne, encapsul � e sous le terme \Mark o vien m ul-

tiplicatif ". Cette propri � et � e Mark o vienne m ultiplicativ e est tr � es sp � eci�que
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et (je p ense) imp ortan te. P ar exemple, dans un con texte v oisin qui est

celui des marc hes al � eatoires sur les \arbres a v ec un nom bre �ni de t yp es de

c^ ones", la mesure harmonique est Mark o vienne mais pas Mark o vienne m ul-

tiplicativ e, v oir [26 ]. C'est cette sp � eci�cit � e qui p ermet d'obtenir les r � esultats

de M. [21 ] sur toutes les marc hes al � eatoires �a supp ort �ni sur ces m ^ emes

group es (le niv eau 3 men tionn � e ci-dessus). Ces derniers r � esultats (le car-

act � ere Mark o vien m ultiplicatif de la mesure harmonique par rapp ort �a un

ensem ble de param � etres cac h � es) son t originaux et vraisem blablemen t assez

inattendus.

Le second asp ect consiste en la p ossibilit � e de mener des calculs e�ectifs et

d'obtenir la mesure harmonique, la vitesse de fuite ou l'en tropie sous forme

close. Un in t � er ^ et est de fournir une large source p oten tielle d'exemples et de

con tre-exemples. Ici, la comparaison p ertinen te �a faire est celle en tre notre

m � etho de et celle de Sa wy er & Steger [28 ]. On se rep ortera p our la discussion

a� � eren te �a la �n de x 3.1. Notons que tous les calculs prop os � es dans ce

c hapitre son t originaux. Les plus simples de ces calculs p euv en t � egalemen t

^ etre obten us par la m � etho de de Sa wy er & Steger, mais certainemen t pas

les plus sophistiqu � es. Ces derniers utilisen t de fa� con cruciale l'information

suppl � emen taire sur la structure de la mesure harmonique.
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4 Files d'atten te et r � eseaux

On syn th � etise de nouv eaux mo d � eles de �le d'atten te Mark o vienne. Le

con ten u de la salle d'atten te � ev olue suiv an t une marc he al � eatoire sur un

(semi)group e discret du t yp e � etudi � e en x 3. Ces �les g � en � eralisen t largemen t

les mo d � eles classiques, o�ren t une b onne 
exibilit � e en terme de mo d � elisation,

et son t analysables de fa� con e�ectiv e.

On prop ose deux descriptions compl � emen taires du mo d � ele, la premi � ere

a v ec le prisme \�les d'atten te" et la seconde a v ec le prisme \marc hes

al � eatoires".

4.1 Du c^ ot � e des �les d'atten te

a

2

2

a

a

a

a

2

b

b

b

b

D � epart

�

�� ( a )

�� ( b

2

)

Arriv � ee

�� ( b )

Figure 13:

�

Ev olutions p ossibles du con ten u du bu�er.

Reprenons le mo d � ele de bu�er in tro duit en x 3.1. Des clien ts de t yp e

a , b ou b

2

arriv en t dans le syst � eme, prennen t place en queue de bu�er et

in teragissen t suiv an t les r � egles de simpli�cation induites par la loi du group e

Z = 2 Z ? Z = 3 Z = h a; b j a

2

= 1 ; b

3

= 1 i . En particulier, le con ten u du bu�er est

une suite altern � ee de a et de b ou de b

2

, v oir (2). Main tenan t, enric hissons

le mo d � ele en ra joutan t un serv eur en t ^ ete de bu�er qui sert les clien ts un

par un et dans l'ordre de leur arriv � ee (discipline de service FIF O, i.e. First

In First Out). Fixons des h yp oth � eses sto c hastiques : les clien ts arriv en t

suiv an t un pro cessus de P oisson de taux � , p oss � eden t un t yp e al � eatoire
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distribu � e suiv an t une loi � sur f a; b; b

2

g , les t yp es � etan t ind � ep endan ts les

uns des autres, et les clien ts son t servis en t ^ ete de bu�er �a un taux constan t

� . Le mo d � ele que l'on vien t de d � ecrire est la �le 0-automatique asso ci � ee au

couple ( Z = 2 Z ? Z = 3 Z ; f a; b; b

2

g ) et de param � etres ( � ; �; � ).

En �gure 13, on a repr � esen t � e les � ev olutions p ossibles du con ten u du

bu�er sous l'e�et soit d'une arriv � ee, soit d'un d � epart, en indiquan t les taux

d'o ccurence de c hacun des � ev � enemen ts.

Plus g � en � eralemen t, on p eut asso cier des �les 0-automatiques �a tout cou-

ple form � e par un group e ou mono • �de libre 
euri et des g � en � erateurs na-

turels, v oir x 3.2. Ceci engendre une ric hesse en terme de mo d � elisation,

a v ec div ers t yp es de comp ortemen ts p our les clien ts, corresp ondan t aux

div ers (semi)group es. D � ecriv ons 4 t yp es qui constituen t un � ec han tillon

repr � esen tatif sans p our autan t � epuiser les p ossibilit � es du mo d � ele.

L e typ e classique. Les clien ts son t servis un par un, sans simpli�cation

dans le bu�er : aa ! aa . Le couple corresp ondan t est ( N ; f 1 g ) � ( f a g

�

; f a g ).

L e typ e p ositif-n � egatif. Les clien ts son t soit `p ositifs' ( a ), soit `n � egatifs'

( a

� 1

) et deux clien ts cons � ecutifs de signes opp os � es s'ann ulen t : aa

� 1

!

1 ; a

� 1

a ! 1. On obtien t ici un analogue de la G -�le de Gelen b e [12 ]. Le

couple corresp ondan t est ( Z ; f 1 ; � 1 g ) � ( F ( a ) ; f a; a

� 1

g ).

L e typ e menu d � er oulant. Servir un ou plusieurs clien ts de ce t yp e prend

exactemen t la m ^ eme dur � ee : aa ! a . On p eut p enser par exemple �a un

syst � eme de r � eserv ations de billets, o � u la quan tit � e de billets command � es n'est

re
 � et � ee que par l'in term � ediaire d'une v aleur en ti � ere dans un men u d � eroulan t.

Le couple corresp ondan t est ( B ; f a g ) o � u B est le mono • �de b o ol � een B = h a j

a

2

= a i .

L e typ e agenc e matrimoniale. Deux clien ts cons � ecutifs s'ann ulen t l'un

l'autre : aa ! 1. On p eut imaginer qu'un clien t est un joueur de tennis

c herc han t un partenaire (fourni par le serv eur); lorsque deux tels clien ts se

retrouv en t c^ ote �a c^ ote dans le bu�er, ils parten t imm � ediatemen t jouer un

matc h plut^ ot que d'attendre dans la �le. En lieu et place des tennismen,

on p eut consid � erer des jazzmen amateurs de trio ou des joueurs de bridge,

les r � egles de simpli�cation � etan t alors aaa ! 1 ou aaaa ! 1. Le couple

corresp ondan t �a ce t yp e est ( Z = 2 Z = h a j a

2

= 1 i ; f a g ) p our les tennismen

(resp ectiv emen t, ( Z = 3 Z = h a j a

3

= 1 i ; f a g ) ou ( Z = 4 Z = h a j a

4

= 1 i ; f a g )).

Dans la �le, plusieurs t yp es p euv en t co exister, tout comme plusieurs

copies du m ^ eme t yp e. On obtien t alors le (semi)group e asso ci � e en e�ectuan t

le pro duit libre des (semi)group es des di� � eren ts t yp es. P ar exemple, la �le

asso ci � ee au group e F ( a ) ? h b j b

2

= 1 i con tien t �a la fois des clien ts de t yp e

p ositif/n � egatif ( a=a

� 1

) et des tennismen ( b ), et il n'y a pas d'in teractions

en tre les clien ts a=a

� 1

d'une part et b de l'autre.
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L'exemple le plus simple de (semi)group e libre 
euri est le mono • �de libre

�a un g � en � erateur. Celui-ci est isomorphe �a ( N ; +) et l'ensem ble de g � en � erateurs

naturels est le singleton f 1 g . Soit la �le 0-automatique asso ci � ee �a ( N ; f 1 g )

et de param � etres ( � ; �; � ), a v ec ici, n � ecessairemen t, � : � f 1 g = 1. La

marc he (tr � es p eu) al � eatoire asso ci � ee est : n ! n + 1 a v ec probabilit � e 1. Le

con ten u du bu�er est un pro cessus de Mark o v �a temps con tin u sur N de t yp e

naissance et mort a v ec taux resp ectifs � et � . On retrouv e ici la �le simple

ou �le M = M = 1, c'est-� a-dire le mo d � ele le plus classique de la th � eorie des �les

d'atten te auquel au moins un livre est consacr � e en propre [4 ].

0 1

�

�

� �

� �

Figure 14: T aux de transition du con ten u du bu�er p our la �le M = M = 1.

Le graphe du g � en � erateur in�nit � esimal du con ten u du bu�er est repr � esen t � e

en �gure 14. Les � equations d' � equilibre (ou � equations de balance) corresp on-

dan tes son t

� (0) � = � (1) �; 8 n > 0 ; � ( n )( � + � ) = � ( n � 1) � + � ( n + 1) � : (39)

On p eut r � esoudre ces � equations. Sous la condition de stabilit � e �=� < 1, la

distribution stationnaire � du con ten u du bu�er est donn � ee par :

8 n 2 N ; � ( n ) = (1 � �=� )( �=� )

n

: (40)

Soit main tenan t une �le 0-automatique g � en � erale, asso ci � ee au couple

( X ; �) et de param � etres ( � ; �; � ). Soit L ( X ; �) l'ensem ble des con ten us de

bu�er admissibles. Soit b
 la vitesse de fuite de la marc he al � eatoire ( X ; � ).

La condition de stabilit � e de la �le est � b
 =� < 1. Sous cette condition, la

distribution stationnaire � du con ten u du bu�er est donn � ee par :

8 a

1

� � � a

n

2 L ( X ; �) ; � ( a

1

� � � a

n

) = (1 � � ) �

n

r ( a

1

) q ( a

2

) � � � q ( a

n

) ; (41)

p our � 2 ]0 ; 1[, r 2 R

�

+

;

P

a 2 �

r ( a ) = 1, et q ( a ) = r ( a ) =r (Next ( a )) p our

tout a 2 �. Rapp elons que Next ( a ) est l'ensem ble des t yp es de clien ts

n'in teragissan t pas a v ec le t yp e a , cf. Section 3.2.

On p eut isoler deux termes dans (41), le premier, (1 � � ) �

n

, est l'analogue

exact de (40) et co de la longueur du bu�er, et le second co de le con ten u pr � ecis

du bu�er.

4.2 Du c^ ot � e des marc hes al � eatoires

Consid � erons le couple ( X ; �) constitu � e par un (semi)group e libre 
euri et

un ensem ble de g � en � erateurs naturels. Soit � une probabilit � e sur � don t le

supp ort engendre X .
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Iden ti�ons les � el � emen ts de X aux mots r � eduits du langage L ( X ; �), v oir

(19). Soit u et v deux mots de L ( X ; �) a v ec u pr � e�xe de v . Dans le graphe de

Ca yley X ( X ; �), il existe un unique plus court c hemin ou g � eo d � esique allan t

de u �a v . App elons u la t ^ ete de la g � eo d � esique et v sa queue .

On p eut v oir la marc he al � eatoire classique ( X ; � ), v oir D � e�nition 2.4,

comme une c ha ^ �ne de Mark o v � ev oluan t sur l'espace d' � etat des g � eo d � esiques

de t ^ ete 1

�

�

.

�

A c haque � etap e, la c ha ^ �ne � ev olue par mo di�cation, a jout ou

suppression de la derni � ere lettre de la queue de la g � eo d � esique.

Consid � erons main tenan t un mo d � ele di� � eren t de c ha ^ �ne de Mark o v.

L'espace d' � etat est l'ensem ble des g � eo d � esiques de t ^ ete u et de queue v , a v ec

u pr � e�xe de v .

�

A c haque � etap e la c ha ^ �ne � ev olue :

- soit au niv eau de la queue de la g � eo d � esique, suiv an t le m � ecanisme de

la marc he al � eatoire;

- soit au niv eau de la t ^ ete de la g � eo d � esique, l'e�et � etan t alors de rap-

pro c her la t ^ ete de la queue d'un pas.

Illustrons le m � ecanisme sur l'exemple du group e mo dulaire Z = 2 Z ? Z = 3 Z

en �gure 15.

Figure 15: T ransitions p ossibles p our la marc he al � eatoire (� a gauc he) et la

�le d'atten te (� a droite).

Lorsque la prop ortion des mo di�cations a�ectan t la t ^ ete de la g � eo d � esique

augmen te, on passe d'un mo d � ele transien t �a un mo d � ele r � ecurren t p ositif.

�

A

l'un des extr ^ emes se situe la marc he al � eatoire ( X ; � ) p our laquelle la mesure

harmonique a une structure m ultiplicativ e (v oir Section 3) donn � ee par

8 a

1

� � � a

n

2 L ( X ; �) ; �

1

( a

1

� � � a

n

�

N

) = bq ( a

1

) � � � bq ( a

n � 1

) br ( a

n

) ;

p our un br 2 R

�

+

;

P

a 2 �

br ( a ) = 1 et bq ( a ) = br ( a ) = br (Next ( a )) p our tout a 2 �.

Les mo d � eles r � ecurren ts p ositifs, quan t �a eux, on t une distribution sta-

tionnaire � qui h � erite de cette structure m ultiplicativ e particuli � ere :

8 a

1

� � � a

n

2 L ( X ; �) ; � ( a

1

� � � a

n

) = (1 � � ) �

n

r ( a

1

) q ( a

2

) � � � q ( a

n

) ;
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p our � 2 ]0 ; 1[, r 2 R

�

+

;

P

a 2 �

r ( a ) = 1 et q ( a ) = r ( a ) =r (Next ( a )) p our tout

a 2 �.

Syn th � ese

Si on r � ecapitule, on v oit que la distribution stationnaire � est constitu � ee

de deux termes, (1 � � ) �

n

d'une part et r ( a

1

) q ( a

2

) � � � q ( a

n

) de l'autre. Le

premier s'in terpr � ete gr^ ace au prisme \�les d'atten te" et le second gr^ ace au

prisme \marc hes al � eatoires".

4.3 Files 0-automatiques

On v a main tenan t d � e�nir a v ec pr � ecision le mo d � ele et les r � esultats principaux.

D � e�nition 4.1. Un triplet ( X ; � ; � ) est 
euri si : (i) X est un mono • �de

libr e 
euri in�ni non isomorphe �a Z ou Z = 2 Z ? Z = 2 Z ; (ii) � est un ensemble

de g � en � er ateurs natur els; (iii) � est une mesur e de pr ob abilit � e dont le supp ort

est inclu dans � et engendr e X .

Si ( X ; � ; � ) est un triplet 
euri, alors la marc he al � eatoire ( X ; � ) est tran-

sien te, v oir la discussion en x 3.2.

La d � e�nition formelle d'une �le 0-automatique se fait par l'in term � ediaire

du g � en � erateur in�nit � esimal du con ten u du bu�er.

D � e�nition 4.2 (File z � ero-automatique) . Soit ( X ; � ; � ) un triplet 
euri.

Soit L ( X ; �) l'ensemble des mots r � eduits d � e�ni en (19). Soit r 2 f x 2 R

�

+

j

P

i

x ( i ) = 1 g et �; � 2 R

�

+

. L a �le 0-automatique de typ e ( X ; � ; � ; r ; �; � ) est

d � e�nie c omme suit. L e con ten u du bu�er est un pr o c essus Markovien de saut

�a temps c ontinu ( M ( t ))

t 2 R

+

sur l'esp ac e d' � etats L ( X ; �) . Son g � en � er ateur

in�nit � esimal Q est d � e�ni p ar : 8 u = u

1

� � � u

n

2 L ( X ; �) n [

a 2 �

f a g

�

,

8

>

>

<

>

>

:

Q ( u; ub ) = �� ( b ) ; 8 b 2 Next ( u

n

)

Q ( u; u

1

� � � u

n � 1

c ) = �

P

b j u

n

� b = c

� ( b ) ; 8 c 2 � n f u

n

g

Q ( u; u

1

� � � u

n � 1

) = �

P

b j u

n

� b =1

X

� ( b )

Q ( u; u

2

� � � u

n

) = �

(42)

et, p our tout a 2 � tel que a 2 Next ( a ) , et p our tout n > 1 ,

8

<

:

Q ( a

n

; a

n

b ) = �� ( b ) ; 8 b 2 Next ( a )

Q ( a

n

; a

n � 1

c ) = �

P

b j a � b = c

� ( b ) ; 8 c 2 � n f a g

Q ( a

n

; a

n � 1

) = � + �

P

b j a � b =1

X

� ( b )

(43)

et, en�n, la c ondition �a la fr onti � er e est,

Q (1

�

�

; a ) = �� ( a ) r ( Next ( a )) ; 8 a 2 � : (44)
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Dans (42), les trois premi � eres lignes corresp onden t �a une arriv � ee en queue

de bu�er, a v ec les e�ets resp ectifs d'a jouter un clien t au bu�er, de mo di�er

le t yp e du dernier clien t, et d'ann uler le dernier clien t. La quatri � eme ligne

corresp ond �a un d � epart en t ^ ete de bu�er. Le m � ecanisme est exactemen t

le m ^ eme p our (43), mais il est n � ecessaire de distinguer ce cas car les deux

derni � eres lignes de (42) son t main tenan t confondues en raison de la forme

sym � etrique du bu�er.

En�n l'in tuition qui se cac he derri � ere la forme de la condition �a la

fron ti � ere (44) est la suiv an te : le con ten u du bu�er est vu comme la partie

immerg � ee d'un iceb erg constitu � e d'un mot in�ni al � eatoire de L

1

, v oir (20).

Lorsque le bu�er est vide, les nouv eaux clien ts son t incorp or � es dans la �le en

fonction de la partie cac h � ee de l'iceb erg al � eatoire, don t la premi � ere marginale

est supp os � ee ^ etre r . Ce dernier p oin t trouv era sa justi�cation a-p osteriori

dans le th � eor � eme 4.4.

Dans la �le 0-automatique, si on blo que le serv eur, le bu�er se remplit

au taux � b
 , o � u b
 est la vitesse de fuite de la marc he ( X ; � ). L'in � egalit � e

� b
 < � est donc la condition de stabilit � e attendue, ce qui sera con�rm � e par

le th � eor � eme 4.4.

On in tro duit les

�

Equations de T ra�c T ordues, qui v on t jouer p our la �le

0-automatique un r^ ole analogue �a celui des

�

Equations de T ra�c (D � ef. 3.5)

p our la marc he al � eatoire.

D � e�nition 4.3 (

�

Equations de T ra�c T ordues) . L es

�

Equations de T ra�c

T ordues ETT asso ci � ees �a ( X ; � ; � ; �; � ) sont les � equations des variables

( � ; x ) ; � 2 R

�

+

; x = ( x ( a ))

a 2 �

2 R

�

+

; d � e�nies p ar :

� ( � + � ) x ( a ) = �

2

�x ( a ) + �� ( a ) x ( Next ( a )) + � �

X

b � d = a

� ( b ) x ( d ) (45)

+ �

2

�

X

d 2 Next ( a )

b � d =1

X

� ( u )

x ( d )

x ( Next ( d ))

x ( a ) :

P our a v oir un a v an t-go ^ ut du r^ ole des ETT , examinons le cas de la �le

simple, i.e. ( X ; �) = ( f a g

�

; f a g ). Si on simpli�e les ETT , on obtien t :

� ( � + � ) = �

2

� + � : (46)

Comparons a v ec les � equations de balance de la �le M = M = 1, cf. (39) :

� ( n )( � + � ) = � ( n � 1) � + � ( n + 1) � : (47)

Si on e�ectue la substitution � ( n ) = � (0) �

n

dans (47), on reconna ^ �t (46).

On p eut main tenan t � enoncer le r � esultat principal d � emon tr � e dans Dao-Thi

& M. [5 ].
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Th � eor � eme 4.4. Soit un triplet 
euri ( X ; � ; � ) et �; � dans R

�

+

. Soit ( �; r )

une solution des

�

Equations de T r a�c T or dues dans R

�

+

� f x 2 R

�

+

j

P

i

x ( i ) =

1 g . Consid � er ons la �le 0-automatique ( X ; � ; � ; r ; �; � ) . Soit M

r

= ( M

r

( t ))

t

le pr o c essus du c ontenu du bu�er. On a :

[ � < 1] ( ) [ � b
 < � ] ( )

�

M

r

er go dique

�

[ � = 1] ( ) [ � b
 = � ] ( )

�

M

r

r � ecurr ent nul

�

[ � > 1] ( ) [ � b
 > � ] ( )

�

M

r

tr ansient

�

:

Supp osons que � b
 < � . A lors les

�

Equations de T r a�c T or dues ont une unique

solution ( �; r ) dans ]0 ; 1[ �f x 2 R

�

+

j x ( i ) > 0 ;

P

i

x ( i ) = 1 g . L a distribution

stationnair e �

�;r

du pr o c essus M

r

est donn � ee p ar : 8 a

1

� � � a

n

2 L ( X ; �) ,

�

�;r

( a

1

� � � a

n

) = (1 � � ) �

n

r ( a

1

) q ( a

2

) � � � q ( a

n

) ; (48)

o � u q ( a ) = r ( a ) =r ( Next ( a )) p our tout a 2 � .

Il n'est pas � eviden t de trouv er une explication a-priori p our la forme des

ETT. En rev anc he, on disp ose d'une explication a-p osteriori.

�

Ecriv ons les

� equations de balance p our la distribution stationnaire � (qui son t en nom bre

in�ni). Supp osons que � a une forme m ultiplicativ e donn � ee par (48). On

p eut alors simpli�er les � equations de balance, et on constate que l'on tom b e

sur un ensem ble �ni d' � equations : les

�

Equations de T ra�c T ordues.

Th � eor � eme de Burke.

Le c � el � ebre th � eor � eme de Burk e (v oir, par exemple, Br � emaud [3, Chap.

9.4]) nous dit que le pro cessus des d � eparts d'une �le M = M = 1 stable est

un pro cessus de P oisson de m ^ eme taux que le pro cessus des arriv � ees. Une

cons � equence du th � eor � eme 4.4 est l'existence d'un analogue au th � eor � eme de

Burk e p our les �les 0-automatiques.

Dans une �le 0-automatique, le con ten u du bu�er p eut dimin uer du fait

d'une arriv � ee-ann ulation en queue de bu�er ou d'un d � epart en t ^ ete de bu�er.

Ici on ne consid � ere que les d � eparts a y an t lieu en t ^ ete de bu�er, c'est-� a-dire

ceux corresp ondan t �a la compl � etion d'un service. Le pr o c essus des d � ep arts

est le pro cessus p onctuel des instan ts de d � eparts de clien ts.

Th � eor � eme 4.5. L e mo d � ele est le m ^ eme qu'en th � eor � eme 4.4. Supp osons que

� b
 < � . Soit ( �; r ) 2 ]0 ; 1[ �f x 2 R

�

+

j x ( i ) > 0 ;

P

i

x ( i ) = 1 g l'unique

solution des ETT. Consid � er ons la �le 0-automatique ( X ; � ; � ; r ; �; � ) . En

r � egime stationnair e, le pr o c essus des d � ep arts est un pr o c essus de Poisson

de taux �� . De plus, p our tout t , le c ontenu du bu�er �a l'instant t est

ind � ep endant du pr o c essus des d � ep arts jusqu'� a l'instant t .

Princip e de satur ation.
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Le princip e de saturation de Baccelli & F oss [2 ] est v � eri� � e dans de nom-

breux mo d � eles classiques de �les d'atten te. En v oici une description in-

formelle.

Consid � erons une �le d'atten te a v ec un bu�er de capacit � e in�nie. Soit �

0

le taux de d � epart p our le syst � eme satur � e dans lequel une in�nit � e de clien ts

son t pr � esen ts dans le bu�er. Si la �le v � eri�e le princip e de saturation, et si

le taux d'arriv � ees dans le syst � eme est � < �

0

, alors le syst � eme est stable et

le taux de d � epart est � .

Une pr � esen tation duale du m ^ eme princip e est la suiv an te. Soit �

0

le taux

de croissance du nom bre de clien ts dans le bu�er p our le syst � eme blo qu � e dans

lequel on a supprim � e le serv eur. Si le princip e de saturation est v � eri� � e, et

si le taux de service dans le syst � eme est � > �

0

, alors la �le est stable et le

taux de d � epart est �

0

.

Les �les 0-automatiques ne v � eri�ent p as le princip e de saturation. On a

en e�et les in � egalit � es suiv an tes (qui p euv en t se d � eduire du th � eor � eme 4.5) :

� b
 6 �� < � ;

o � u �� est le taux de d � epart �a l' � equilibre, � est le taux de d � epart du syst � eme

satur � e, et � b
 est le taux de croissance du bu�er dans le syst � eme blo qu � e.

4.4 L'exemple de la �le N ? B

Consid � erons le triplet libre 
euri ( f a g

�

? h b j b

2

= b i

+

; � = f a; b g ; � ), o � u

� ( a ) = p , � ( b ) = 1 � p , p 2 ]0 ; 1[. En �gure 16, on illustre le fonctionnemen t

de la �le 0-automatique asso ci � ee �a ce triplet.

Figure 16: La �le asso ci � ee �a N ? B a v ec a en blanc et b en gris.

L'unique solution des

�

Equations de T ra�c est : br ( c ) = p , br ( b ) = 1 � p:

La vitesse de fuite de la marc he al � eatoire est b
 = (2 � p ) p .

Supp osons la �le stable. D'apr � es le th. 4.4, les

�

Equations de T ra�c

T ordues on t une unique solution dans ]0 ; 1[ �f x 2 R

�

+

j x ( i ) > 0 ;

P

i

x ( i ) =

1 g que l'on note ( �; r ). En r � esolv an t les ETT, on trouv e que � est une
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solution de f ( Y ) = 0, a v ec

f ( Y ) = �

2

Y

3

+ ( �

2

+ �� + ��p ) Y

2

+ ( �

2

p + ��p ) Y � �

2

p

2

+ �

2

p :

La relation en tre r et � est donn � ee par : � = [ r ( b )(1 � p ) + p ] �=� .

10

8

6

4

2

0
10.80.60.40.20
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Figure 17: N ? B : La zone de stabilit � e (� a gauc he) et la c harge � (� a droite).

En �gure 17 (gauc he), on a repr � esen t � e la r � egion de stabilit � e de la

�le. L'ab cisse est p et l'ordonn � ee est �=� . En �gure 17 (droite), on a

repr � esen t � e la c harge � en fonction de p et de t = �=� , p our p 2 ]0 ; 1[ et

�=� 2 ]0 ; min(1 = b
 ; 3)[. Ainsi, � est toujours inf � erieur �a 1, cf. th � eor � eme 4.4.

4.5 Les r � eseaux 0-automatiques

Les �les 0-automatiques on t la propri � et � e PIPO (P oisson Input P oisson Out-

put), cf. th � eor � eme 4.5. En g � en � eral, lorsqu'on in terconnecte en tre elles des

�les PIPO, on obtien t des r � eseaux a y an t de b onnes propri � et � es re
 � et � ees par

l'existence d'une distribution stationnaire dite �a forme pro duit, cf. Kelly [16 ]

ou Serfozo [29 ]. Les �les 0-automatiques ne fon t pas exception �a la r � egle.

Consid � erons un r � eseau constitu � e de N �les d'atten te indic � ees de 1 �a N .

Les arriv � ees ext � erieures en �le i suiv en t un pro cessus de P oisson de taux

�

i

2 [0 ; 1 [. Le taux de service en �le i est �

i

2 ]0 ; 1 [.

�

A la �n de son service

�a la �le i , un clien t est rout � e v ers une �le j , ou bien quitte d � e�nitiv emen t le

r � eseau. Ce routage p eut s'e�ectuer de di� � eren tes fa� cons. Consid � erons deux

v arian tes.
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- R � ese au �a la Jackson. Un clien t terminan t son service �a la �le i est rout � e

v ers la �le j a v ec la probabilit � e p

ij

et quitte d � e�nitiv emen t le r � eseau a v ec la

probabilit � e 1 �

P

j

p

ij

. Les routages son t ind � ep endan ts les uns des autres et

ind � ep endan ts des services. La p olitique de routage est donc en ti � eremen t car-

act � eris � ee par la donn � ee de la matric e de r outage P = ( p

ij

)

ij

. On supp ose que

le ra y on sp ectral de P est strictemen t inf � erieur �a 1, o � u de fa� con � equiv alen te

que tout clien t en tran t dans le r � eseau �nit par en sortir (le r � eseau est sans

c aptur e ).

- R � ese au �a la Kel ly. Une r oute est une suite �nie de �les (une m ^ eme �le

p eut appara ^ �tre plusieurs fois le long de la route). Il existe un ensem ble

�ni C de routes p ossibles p our les clien ts.

�

A c haque clien t est asso ci � ee une

route qui d � etermine la suite des �les visit � ees par le clien t. Les clien ts de

route c 2 C arriv en t dans le r � eseau suiv an t un pro cessus de P oisson de taux

�

c

> 0. Les pro cessus d'arriv � ees corresp ondan t aux di� � eren tes routes son t

ind � ep endan ts les uns des autres et ind � ep endan ts des services.

R � ese aux classiques.

Lorsque les �les d'atten te son t de t yp e M = M = 1, les mo d � eles obten us

constituen t les deux grands classiques de la th � eorie des r � eseaux Mark o viens

(cf. par exemple [16 , 27 , 29 ]). D � etaillons les r � esultats de base dans le cas

Jac kson.

Les

�

Equations de T r a�c R � ese au son t les � equations des v ariables (

~

�

i

)

i

donn � ees par

~

�

i

= �

i

+

N

X

j =1

~

�

j

p

j i

: (49)

Il faut in terpr � eter

~

�

i

comme le taux de tra�c total transitan t par la �le i ,

ce tra�c se comp osan t des arriv � ees ext � erieures (taux �

i

) et du tra�c rerout � e

depuis la �le j (taux

~

�

j

p

j i

).

Comme le r � eseau est sans capture, la matrice Id � P est in v ersible. Les

� equations (49) on t donc une unique solution

~

� = (

~

�

i

)

i

donn � ee par

~

� =

� (Id � P )

� 1

(ici � et

~

� son t vus comme des v ecteurs lignes).

Soit M le pro cessus Mark o vien de saut d � ecriv an t les con ten us des

di� � eren ts bu�ers (espace d' � etat N

N

). Le pro cessus M est ergo dique si et

seulemen t si la condition dite de stabilit � e est v � eri� � ee : 8 i; �

i

=

~

�

i

=�

i

< 1.

Sous cette condition, la distribution stationnaire � de M est donn � ee par,

8 n = ( n

i

)

i

2 N

N

,

� ( n ) =

N

Y

i =1

�

i

( n

i

) =

N

Y

i =1

(1 � �

i

) �

n

i

i

: (50)

On dit classiquemen t que la distribution � est �a \forme pro duit", car

� s' � ecrit comme le pro duit des distributions ( �

i

)

i

des di� � eren tes �les con-

sid � er � ees en isolation (cf. (40)).
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Similairemen t, sous condition de stabilit � e, les r � eseaux de Kelly de �les

M = M = 1 p oss � eden t une distribution stationnaire de t yp e \forme pro duit"

que l'on p eut expliciter.

D'un p oin t de vue probabiliste, la forme pro duit signi�e qu'� a un instan t

donn � e, les nom bres de clien ts dans c haque �le son t des v.a. ind � ep endan tes.

Ce qui est assez parado xal si on p ense �a la fa� con don t � ev olue le r � eseau a v ec

reroutage des clien ts en tre les �les.

Ce r � esultat est la pierre angulaire et le diaman t incrust � e de v ertu de la

th � eorie des �les d'atten te Mark o viennes.

R � ese aux 0-automatiques.

Supp osons main tenan t que les �les d'atten te son t 0-automatiques. La

�le i est de t yp e ( X

i

; �

i

; �

i

; r

i

; �

i

; �

i

). Les couples ( X

i

; �

i

) p euv en t ^ etre tous

di� � eren ts et en particulier c haque �le p oss � ede son propre ensem ble de t yp es

de clien ts.

Figure 18: Un r � eseau �a la Jac kson de �les 0-automatiques.

P ar rapp ort aux descriptions donn � ees ci-dessus, il faut pr � eciser certains

p oin ts p our compl � etemen t d � e�nir les r � eseaux �a la Jac kson et �a la Kelly dans

le cadre 0-automatique.

- R � ese au �a la Jackson. Les t yp es des clien ts ne son t pas pr � eserv � es par

le passage de �le en �le (de fait, l'ensem ble des t yp es p ossibles, �

i

, v arie

de �le en �le).

�

A son arriv � ee en �le i , le clien t c hoisit son t yp e suiv an t la

probabilit � e �

i

, qu'il vienne de l'ext � erieur ou d'une autre �le j .

- R � ese au �a la Kel ly. Comme p our le r � eseau de Jac kson, le t yp e du clien t

v arie de �le en �le. P ar con tre, la route du clien t est inc hang � ee tout au long

de sa tra v ers � ee du r � eseau (en plus de la route, le clien t garde en m � emoire

sa p osition couran te le long de la route). Lorsque deux clien ts de t yp es

a et b fusionnen t dans un bu�er p our donner un clien t de t yp e c , alors le

clien t c c hoisit comme route celle de a a v ec probabilit � e 1 = 2 et celle de b a v ec

probabilit � e 1/2.

Prop osons une description un p eu informelle des r � esultats p our un r � eseau

�a la Jac kson de �les 0-automatiques. Les notations son t celles d � ecrites
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pr � ec � edemmen t.

On asso cie au r � eseau deux niv eaux d' \ � equations de tra�c" : ( i )

les

�

Equations de T r a�c T or dues de c haque �le prise individuellemen t (cf.

d � e�nition 4.3); ( ii ) les

�

Equations de T r a�c R � ese au . Ces derni � eres, qui

g � en � eralisen t (49), son t d � e�nies comme suit :

~

�

i

= �

i

+

X

j

�

j

~�

j

p

j i

; (51)

o � u ( ~ �

i

; ~r

i

) est une solution des ETT asso ci � ees �a ( X

i

; �

i

; �

i

;

~

�

i

; �

i

).

L'in terpr � etation de (51) est la suiv an te :

~

�

i

est le taux d'arriv � ees \total"

dans la �le i et se comp ose du taux d'arriv � ees ext � erieures �

i

et des taux

d'arriv � ees de clien ts en �le i en pro v enance des autres �les.

La subtilit � e dans (51) vien t de ce que les � equations son t d � e�nies de fa� con

compl � etemen t implicite : (

~

�

i

)

i

est une fonction de ( ~ �

i

)

i

(via (51)) et ~�

i

est

lui m ^ eme une fonction de

~

�

i

(via les ETT).

Conjecture 4.6. Consid � er ons le m ^ eme mo d � ele qu'en th � eor � eme 4.4, �a

l'exc eption du fait que � 2 R

�

+

n 'est p as �x � e. Pour tout � , il existe une

unique solution ( �; r ) dans R

�

+

� f x 2 R

�

+

j

P

i

x ( i ) = 1 g des ETT c orr e-

sp ondant �a � . Posons �

( � )

= � . A lors �

( � )

est une fonction c ontinue et

strictement cr oissante de � .

Cette conjecture est raisonnable. En particulier, elle est v � eri� � ee p our

tous les exemples que l'on a pu traiter explicitemen t et en ti � eremen t.

Lemme 4.7. Supp osons que la Conje ctur e 4.6 est v � eri� � ee. A lors il existe

une solution aux

�

Equations de T r a�c R � ese au (51).

On p eut main tenan t � enoncer le r � esultat principal. Qui dit en substance

ceci : sous condition de stabilit � e, la distribution stationnaire p oss � ede une

\double forme pro duit" : ( i ) par rapp ort au con ten u du bu�er p our c haque

�le (comme en (48)); ( ii ) par rapp ort aux di� � eren tes �les.

Th � eor � eme 4.8. Consid � er ons un r � ese au �a la Jackson de N �les 0-

automatiques (( X

i

; �

i

; �

i

; �

i

; �

i

)

i

; P ) . Soit b


i

la vitesse de fuite de la mar che

al � eatoir e ( X

i

; �

i

) . Consid � er ons les

�

Equations de T r a�c R � ese au (51). Soit

(

~

�

i

)

i

une solution de (51). Soit ( ~ �

i

; ~r

i

) une solution des ETT asso ci � ees �a

( X

i

; �

i

; �

i

;

~

�

i

; �

i

) .

Consid � er ons maintenant le r � ese au �a la Jackson de N �les (( X

i

;

�

i

; �

i

; ~r

i

; �

i

; �

i

)

i

; P ) o � u l'on a sp � eci� � e les c onditions aux fr onti � er es ( ~ r

i

)

i

. Soit

M = ( M

1

( t ) ; : : : ; M

N

( t ))

t

le pr o c essus Markovien de saut asso ci � e au r � ese au

(o � u ( M

i

( t ))

t

est le pr o c essus de c ontenu du bu�er en �le i ). A lors on a les

� equivalenc es suivantes :

�

M est er go dique

�

( )

�

8 i; ~�

i

< 1

�

( )

�

8 i;

~

�

i

b


i

< �

i

�

:
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Supp osons que

~

�

i

b


i

< �

i

, p our tout i . A lors la distribution stationnair e

du pr o c essus M est donn � ee p ar :

8 u = ( u

i

)

i

, u

i

2 L ( X

i

; �

i

) ; � ( u ) =

Y

i

�

i

~�

i

; ~r

i

( u

i

) ; (52)

o � u �

i

~�

i

; ~r

i

( u

i

) a la forme donn � ee en (48).

Ce r � esultat g � en � eralise le r � esultat de forme pro duit des r � eseaux classiques,

cf. (50).
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