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Plan

Alignement d’arbres



Edition et alignement

Arbres Séquences arc-
annotées

pire : O(n*) [1]
Edition O(n3log(n)) [2] NP-complet [4]
moyenne : O(n®log(n)) [2]
O(n®) [1], [3]

Alignement | pire : O(n%) [5]

algo de Zhang-Shasha 1989

algo de Klein 1998

analyse de l'algo de Zhang-Shasha par Dulucg-Tichit 2003

analyse du pbm EDIT(NESTED,NESTED), Blin-Fertin-Rusu-Sinoquet 2003
algo de Jiang-Wang-Zhang 1995
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Alignement d’arbres

Probléme : construire un super-arbre commun a deux arbres,
de colt maximal

(aa) (b-)(=b) (c.0)
Opérations d’édition :
» suppression d’un sommet (del)
» insertion d’'un sommet (ins)
» substitution de deux sommets (subst)



Notations

» r(f) : arbre enraciné en r, de sous-forét f
» f o g : forét composée de deux sous-foréts f et g



Opérations
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Opérations
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Opérations
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Opérations
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del(r) + A(f,u’") + A(g,Vv’)



Opérations
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ins(r’) + A(u. ") + A(v,g’)



Formules de récurrence, algorithme de
Jiang-Wang-Zhang 1995

A(r(f),r'()) =

subst(r,r’) + A(f,f’)
max < ins(r’) + max{A(u,f’) + A(v,e)luov =r(f)}
del(r) + max{A(f,u’) + A(e,v)|u’ o v/ =r'(f")}

A(r(f)eg,r'(f)og’) =

{ A(r(f),r'(f)) + A9, 9')
max ] ins(r’) + max{A(u,f’) + A(v,g')juov =r(f)og}
del(r) + max{A(f,u") + A(g,v’)[u’ov' =r'(f") o g’}
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Alignement de séquences arc-annotées nested



Alignement de SAN

Probléme : construire une super-ségquence arc-annotée
nested commune a deux SAN, de colt maximal

N o —

AAAGAAUAAU—UUACGGGACCCUAU—AA
CGAGA—UAACAUU—CGGGCCC—AUAAA
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Alignement de SAN

Probléme : construire une super-ségquence arc-annotée
nested commune a deux SAN, de colt maximal

TN,

AAAGAAUAAU—UUACGGGACCCUAU—AA
CGAGA—UAACAUU—CGGGCCC—AUAAA
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Opérations : SAN et arbres

P N -

AAAGAAUAAU—UUACGGGACCCUAU—AA
CGAGA—UAACAUU—CGGGCCC—AUAAA
e

A

Bsub(b, b’) + A(f, ')



Opérations : SAN et arbres

P N -

AAAGAAUAAU—UUACGGGACCCUAU—AA
—GAGA—UAACAUU—CGGG—CCC—AUAAA
= —
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Bdel(b) + A(f, ')



Opérations : SAN et arbres

P N -

—AAGAAUAAU—UUACGGGACCCUAU—AA
CGAGA—UAACAUU—CGGGCCC—AUAAA
e

e

Bins(b’) + A(f, )



Opérations : SAN et arbres
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AAGAAUAAU—UUACGGGACCCUAU—AA
GAGA-UAACAUU—CGGGCCC—AUAAA
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Psub(p,p’) + A(g,g’) + A(f,f)



Opérations : SAN et arbres
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Pdel(p) + max{A(g,u’) + A(f,v/)|u’ o v/ =}



Opérations : SAN et arbres
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Pins(p’) +max{A(u.g’) + A(v,f)juov = f}




Opérations : SAN et arbres

P
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Unpair(p, b’, b5) + max{A(g,u’) + A(f,v')[b’ ou’ o bj o v/ =}



Opérations : SAN et arbres

/\m

AAGAAUAAU—UUACGGGACCCUAU—AA
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Pair(b, by, p’) + max{A(u,g’) + A(v,f')|bouobyov =f}




Opérations : SAN et arbres
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Ldel(p,b") + max{A(g,u’) + A(f,v)|u" o b’ o v =f'}



Opérations : SAN et arbres
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Rdel(p,b") + max{A(g,u’) + A(f,v/)|b’ ou’ o v/ =f'}



Opérations : SAN et arbres
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Lins(b,p) + max{A(u.g’) + A(v,f')jJuobov =f}




Opérations : SAN et arbres
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Rins(b, p’) + max{A(u.g’) + A(v,f')[bouov = f}




Algorithme d’alignement de SAN décrit sur les arbres

A(p(g) of,p’(g") of’) =

max

Psub(p,p’) + A(g,9') + A(f, ')

Pdel(p) + max{A(g,u’) + A(f,v")ju’ o v/ = p’(g’) o f'}
Pins(p’) + max{A(u,g’) + A(v,f")juov =p(g) of}

Ldel(p, b") + max{A(g,u’) + A(f,v')[u" o b’ o v/ = p/(g') o f'}
Lins(b, p’) + max{A(u,g’) + A(v,f’)jJuobov =p(g) o f}



Algorithme d’alignement de SAN décrit sur les arbres

A(p(g) of,b of’) =

max

Bins(b’) + A(p(g) o f,f’)

Pdel(p) + max{A(g,u’) + A(f,v')|u’ o v/ = b’ o f'}
Rdel(p,b’) + max{A(g,u’) + A(f,v/)|u’ o v/ =f'}
Ldel(p, b") + max{A(g,u’) + A(f,v’)|u’ o b’ o v/ = b’ o f'}
Unpair(p, b’, b5) + max{A(g,u’) + A(f,v')[u’ o b, o v/ =’}



Algorithme d’alignement de SAN décrit sur les arbres

A(bof,p(g)of’) =

Bdel(b) + A(f,p’(g’) o ')
Pins(p’) + max{A(u,g’) + A(v,f’)juov =bof}
max ¢ Rins(b,p’) + max{A(u,g’) + A(v,f')jJuov =f}

Lins(b, p’) + max{A(u,g’) + A(v,f’)jJuobov =bof}
Pair(b, b,) + max{A(u,qg’) + A(v,f")juobyov =f}



Algorithme d’alignement de SAN décrit sur les arbres

A(bof b/ of’) =

Bsub(b, b’) + A(f, ')
max ¢ Bdel(b) + A(f,b’ o f’)
Bins(b’) + A(b o f,f’)
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Définitions et notations

Définitions
Sous-forét close : forét composée d'arbres fréres consécutifs.

Sous-forét suffixe : forét close contenant I'arbre le plus a droite
d’'une fratrie.

Notations
Soit F une forét.

» C(F) : ensemble des sous-foréts closes de F
» S(F) : ensemble des sous-foréts suffixes de F
» T(F): ensemble des sous-arbres de F

> C*(F) =C(F)\ (S(F)UT(F))



Définitions et notations

Définitions
Degré d’'un sommet : nombre de ses sommets fils.

Rang d’'un sommet : sa position parmi ses sommets freres
selon I'ordre de gauche a droite.

Notations
Soit v un sommet.

» d, : degré de v
> I, . rang dev



Définitions et notations

Définitions

Largeur d’'une forét : nombre d’arbres qui la composent.

Notations
Soit F une forét.

» w(F) : largeur de F

» F : forét F & laquelle on a ajouté une racine (r (F))
» ng : nombre de sommets de F

» |z : nombre de feuilles de F



Nombre de calculs pour aligner F et G
Couples de foréts intervenant dans la décomposition de
l'algorithme : (S(F)UT(F)) x C(G)UC(F) x (S(G)UT(G)).

Nombre d'opérations effectuées :

ISE)UT(F)x > w@+ Y wf)xIS(G)UT(G)

geS(G)UT(G) fES(F)UT (F)
HSF)UT(F) x > w@)+ > w(f)x|CG)
gec(G) fES(F)UT (F)

HC'F)x Y w(@)+ Y w(f)x[S(G)UT(G)

geS(G)UT(G) feC*(F)



Nombre de calculs pour aligner F et G

Couples de foréts intervenant dans la décomposition de
l'algorithme : (S(F)UT(F)) x C(G)UC(F) x (S(G)UT(G)).

Nombre d'opérations effectuées :

ISFYUT(F)x > w(g)+ > w(f)x|S(G)UT(G)|

9€C(G) feC(F)
+ 3w x[C@)+ICF)x > w()
fES(F)UT(F) geS(G)UT(G)

—ISF)T(F)x > w@- > w(f)x|S(G)UT(G)

geS(G)UT(G) feS(F)UT(F)



Quantités utiles

S(FYUT(F)| = ne +1k — 1
dy +1
IC(F)l =
= (%)
3 w(f):IF—1+Z<dV2+1>

fES(F)UT(F) veF
dy +2
> w()= Z< V3 >
feC(F) veF

N(ng,ng,Ir,lg) : nombre d’'opérations



Majoration de N(ng, ng, Ir, )

IS(F)UT(F)| < 2ng
n,:(D,: + 1)
2

Z w(f) < 2neDe

feS(F)UT(F)

IC(F)| <

Z W(f) < n,:D,:(D,: —|—1)

2
feC(F)

N(nF’nG7IF7IG) < O(nlzzné)



Complexité dans le pire cas...

...en O(n%) en posant n = max(ng, ng)

méme complexité que I'algorithme de Jiang et al.



Nombre de calculs moyens...

... pour aligner deux foréts de taille respective ng et ng :

_ _. N(ng,ng, g, I
o 2 F|=ne 2-jc=ns N(NF; NG Ik, lg) oty — L <2n>
CneCng n+1\n

dv+1 dv+2
Que valent S5 _y Ty (%57) o1 e g Tocr (%57)2



Compter les foréts closes dans tout F a n sommets...

... ou le nombre de sommets de degré > k dans tout F an
arétes.

SOIt an7k - E\F|:n |{V € E‘dv Z k}}

1028 & @ 5@
1/ 3% 3

1 2 12123

dy+1
=V >0, Y e mn Zver (M97) = Xicken Kank-



Compter les foréts closes dans tout F a n sommets...
.. ou le nombre de sommets de degré > k dans tout F an
arétes.

SOIt an7k - E\F|:n |{V € E‘dv Z k}}

()
=N >0, 3k 120 yer ( "27) = Yicken Kank-



Compter les foréts closes dans tout F a n sommets...
.. ou le nombre de sommets de degré > k dans tout F an
arétes.

Soit ank = > |=n [{V € Fldy > k}|

e

()
=N >0, 3k 120 yer ( "27) = Yicken Kank-



Compter les foréts closes dans tout F a n sommets...
.. ou le nombre de sommets de degré > k dans tout F an
arétes.

SOIt an7k - E\F|:n |{V € E‘dv Z k}}

R

()
=N >0, 3k 120 yer ( "27) = Yicken Kank-



Compter les foréts closes dans tout F a n sommets...
.. ou le nombre de sommets de degré > k dans tout F an
arétes.

SOIt an7k - E\F|:n |{V € E‘dv Z k}}

()
=N >0, 3k 120 yer ( "27) = Yicken Kank-



Compter les foréts closes dans tout F a n sommets...
.. ou le nombre de sommets de degré > k dans tout F an
arétes.

SOIt an7k - E\F|:n |{V € E‘dv Z k}}

()
=N >0, 3k 120 yer ( "27) = Yicken Kank-



Calcul de a x

Soit dnk = > r|=n [{v e Fldy = k}|

dnx = (>"51) (Dershowitz-Zaks 1989)

ank = j{: dnp
k<p<n
B Z 2n—p-1
N n—1
k<p<n

_ q e on
= > (n—l) enposantq=2n—p—1

n—1<q<2n—k-1

2n — k
- ( ”n > Concrete Math. GKP, (5.10) p172



Propriété des an x

Vn>0,V0 <k <n,aniiki1 = Zkgpgn an,p-

S anp = Y (Znn—p>

k<p<n k<p<n
— Z <q> en posantq = 2n —p
n<g<2n—k n
2n—-k +1
— < nn +1+ ) Concrete Math. GKP, (5.10) p172

= Aany1k+1



Calcul de A,

An = Z kap k

1<k<n

= 2 2. e

1<p<np<k<n

= Z Ant1,p+1

1<p<n

= ) angenposantq=p-+letN=n+1
2<q<N

= any23

_ 2n+1
- n—1



Compter la taille totale de toutes les foréts closes...

.. ou le nombre de sommets de rang > k dans tout F a n
sommets.

Soit bnx = > g1z [{V € Flrv = K}

dy
=N >0, 3 k0 Dyer (Y37) = Xicken Kbnk.



Compter la taille totale de toutes les foréts closes...
.. ou le nombre de sommets de rang > k dans tout F a n
sommets.

Soit bnx = > g1z [{V € Flrv = K}

dv
—vn >0, Z\F| nZveF +2 Zl<k<n kbn k-



Compter la taille totale de toutes les foréts closes...
.. ou le nombre de sommets de rang > k dans tout F a n
sommets.

Soit bnx = > g1z [{V € Flrv = K}

dv
—vn >0, Z\F| nZveF +2 Zl<k<n kbn k-



Compter la taille totale de toutes les foréts closes...
.. ou le nombre de sommets de rang > k dans tout F a n
sommets.

Soit bnx = > g1z [{V € Flrv = K}

dv
—vn >0, Z\F| nZveF +2 Zl<k<n kbn k-



Compter la taille totale de toutes les foréts closes...
.. ou le nombre de sommets de rang > k dans tout F a n
sommets.

Soit bnx = > g1z [{V € Flrv = K}

dv
—vn >0, Z\F| nZveF +2 Zl<k<n kbn k-



Compter la taille totale de toutes les foréts closes...
.. ou le nombre de sommets de rang > k dans tout F a n
sommets.

Soit bnx = > g1z [{V € Flrv = K}

dv
—vn >0, Z\F| nZveF +2 Zl<k<n kbn k-



Relation entre a, x et by

Soit rpk = Z\F|:n HV €Flr = k}‘

1028 @ @ @
1/ "3% 3

1 2 12123

'k = ank



Relation entre a, x et by

Soit rpk = Z\F|:n HV €Flr = k}‘

e AN

'k = ank



Relation entre a, x et by

Soit fnk = Y_jF=n [{V € FIrv =k}

R A

'k = ank



Relation entre a, x et by

Soit rpk = Z\F|:n HV €Flr = k}‘

1 2 12123

'k = ank



Relation entre a, x et by

Soit rpk = Z\F|:n HV €Flr = k}‘

e NS

'k = ank



Relation entre a, x et by

Soit rh i = Z\F|:n HV €Flr, = k}‘

'k = ank



Calcul de by x

bnk = j{: anp

k<p<n

B Z (Zn - p)
k<p<n :
= > (q) en posantq = 2n — p
n<g<2n-—k n
B <2n —k+1

) Concrete Math. GKP, (5.10) p172
n+1



Propriété des by x

2n—-p+1
S = ¥ (M0

k<p<n k<p<n

_ q —on
— Z <n+1>enposantq—2n p+1

n+1<q<2n—k+1
2n —k + 2

( n+2

= bn+1,k+1

> Concrete Math. GKP, (5.10) p172



Calcul de B,

SOlt Bn == Zlgkgn bn7k.

Bn = ) Kby

1<k<n

- Y Y b

1<p<np<k<n

= Z bn+1,p+l

1<p<n

= ) bygenposantq=p+1,N=n+1
2<q<N

= bpi23

B 2n + 2
- n—1



Moyenne

> IF|=ne 2-6|=ng N(NF. NG, I, IG)
Cn,:CnG

E\Flzn D ver (dV2+1) _ (n+1) (Znnjll)

Cn - (%)
~ n(2n+1)
n+2
> Fi=n Zver (Y37) _ %
Cn - (%)

n(2n + 1)(2n + 2)

(n+2)(n+3)



Moyenne

Z|F\:np Z|G\:nG N(ne,ng, Ik, lg) .
Cn,:CnG

= O(n,:)O(nG) + O(n,:)O(nG) + O(n,:)O(nG) + O(n,:)O(nG)
—O(ng)O(ng) — O(ng)O(ng)
= O(ngng)




Complexité moyenne...

... en O(n?) en posant n = max(ng, ng)

pour l'alignement de SAN

ET

pour l'alignement d’arbres (algo de Jiang et al.)

méme complexité moyenne que l'alignement de séquences
(Needleman-Wunsch)



Récapitulatif

Arbres

Séquences arc-
annotées

pire : O(n%) [1]

Edition O(nlog(n)) [2]

moyenne : O(n®log(n)) [2]
O(n®) [1,3]

NP-complet [4]

Alignement | pire : O(n?) [5]
moyenne : O(n?) [8]

pire : O(n%) [6,7]
moyenne : O(n?) [8]

algo de Zhang-Shasha 1989
algo de Klein 1998

algo de Jiang-Wang-Zhang 1995
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complexité moyenne, Denise-Dulucg-Herrbach

analyse de l'algo de Zhang-Shasha par Dulucg-Tichit 2003
analyse du pbm EDIT(NESTED,NESTED), Blin-Fertin-Rusu-Sinoquet 2003

alignement de structures 2aires d’ARN Herrbach-Denise-Dulucg-Touzet 2006
alignements de structures d’ARN, Blin-Denise-Dulucg-Herrbach-Touzet
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