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Alignement d’arbres
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Edition et alignement

Arbres Séquences arc-
annotées

pire : O(n4) [1]
Edition O(n3 log(n)) [2] NP-complet [4]

moyenne : O(n3 log(n)) [2]
O(n3) [1], [3]

Alignement pire : O(n4) [5]
?

1 algo de Zhang-Shasha 1989

2 algo de Klein 1998

3 analyse de l’algo de Zhang-Shasha par Dulucq-Tichit 2003

4 analyse du pbm EDIT(NESTED,NESTED), Blin-Fertin-Rusu-Sinoquet 2003

5 algo de Jiang-Wang-Zhang 1995



Alignement d’arbres

Problème : construire un super-arbre commun à deux arbres,
de coût maximal
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(a,a) (c,c)

(d,−) (−,e)

(b,−) (−,b)

(f,g)

Opérations d’édition :
I suppression d’un sommet (del)
I insertion d’un sommet (ins)
I substitution de deux sommets (subst)



Notations

I r(f ) : arbre enraciné en r , de sous-forêt f
I f ◦ g : forêt composée de deux sous-forêts f et g
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f’f

(r,r’)

A(f,f’)

subst(r , r ′) + A(f , f ′)
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(r,−)
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A(f,r’(f’))

del(r) + A(f , r ′(f ′))
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Formules de récurrence, algorithme de
Jiang-Wang-Zhang 1995

A(r(f ), r ′(f ′)) =

max


subst(r , r ′) + A(f , f ′)
ins(r ′) + max{A(u, f ′) + A(v , ε)|u ◦ v = r(f )}
del(r) + max{A(f , u′) + A(ε, v ′)|u′ ◦ v ′ = r ′(f ′)}

A(r(f ) ◦ g, r ′(f ′) ◦ g′) =

max


A(r(f ), r ′(f ′)) + A(g, g′)
ins(r ′) + max{A(u, f ′) + A(v , g′)|u ◦ v = r(f ) ◦ g}
del(r) + max{A(f , u′) + A(g, v ′)|u′ ◦ v ′ = r ′(f ′) ◦ g′}
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Problème : construire une super-séquence arc-annotée
nested commune à deux SAN, de coût maximal
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Opérations : SAN et arbres

AAGAAUAAU UUACGGGACCCUAU AA
GAGA UAAC UU CGGG CCC AUAAAAC
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Opérations : SAN et arbres

AAGAAUAAU UUACGGGACCCUAU AA
GAGA UAAC UU CGGG CCC AUAAAA
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Opérations : SAN et arbres
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Opérations : SAN et arbres
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Rins(b, p′) + max{A(u, g′) + A(v , f ′)|b ◦ u ◦ v = f}



Algorithme d’alignement de SAN décrit sur les arbres

A(p(g) ◦ f , p′(g′) ◦ f ′) =

max


Psub(p, p′) + A(g, g′) + A(f , f ′)
Pdel(p) + max{A(g, u′) + A(f , v ′)|u′ ◦ v ′ = p′(g′) ◦ f ′}
Pins(p′) + max{A(u, g′) + A(v , f ′)|u ◦ v = p(g) ◦ f}
Ldel(p, b′) + max{A(g, u′) + A(f , v ′)|u′ ◦ b′ ◦ v ′ = p′(g′) ◦ f ′}
Lins(b, p′) + max{A(u, g′) + A(v , f ′)|u ◦ b ◦ v = p(g) ◦ f}



Algorithme d’alignement de SAN décrit sur les arbres

A(p(g) ◦ f , b′ ◦ f ′) =

max


Bins(b′) + A(p(g) ◦ f , f ′)
Pdel(p) + max{A(g, u′) + A(f , v ′)|u′ ◦ v ′ = b′ ◦ f ′}
Rdel(p, b′) + max{A(g, u′) + A(f , v ′)|u′ ◦ v ′ = f ′}
Ldel(p, b′) + max{A(g, u′) + A(f , v ′)|u′ ◦ b′ ◦ v ′ = b′ ◦ f ′}
Unpair(p, b′, b′2) + max{A(g, u′) + A(f , v ′)|u′ ◦ b′2 ◦ v ′ = f ′}



Algorithme d’alignement de SAN décrit sur les arbres

A(b ◦ f , p′(g′) ◦ f ′) =

max


Bdel(b) + A(f , p′(g′) ◦ f ′)
Pins(p′) + max{A(u, g′) + A(v , f ′)|u ◦ v = b ◦ f}
Rins(b, p′) + max{A(u, g′) + A(v , f ′)|u ◦ v = f}
Lins(b, p′) + max{A(u, g′) + A(v , f ′)|u ◦ b ◦ v = b ◦ f}
Pair(b, b2) + max{A(u, g′) + A(v , f ′)|u ◦ b2 ◦ v = f}



Algorithme d’alignement de SAN décrit sur les arbres

A(b ◦ f , b′ ◦ f ′) =

max


Bsub(b, b′) + A(f , f ′)
Bdel(b) + A(f , b′ ◦ f ′)
Bins(b′) + A(b ◦ f , f ′)



Plan

Alignement d’arbres

Alignement de séquences arc-annotées nested

Complexité de l’algorithme d’alignement de SAN
Complexité dans le pire cas
Complexité moyenne



Définitions et notations

Définitions

Sous-forêt close : forêt composée d’arbres frères consécutifs.

Sous-forêt suffixe : forêt close contenant l’arbre le plus à droite
d’une fratrie.

Notations
Soit F une forêt.

I C(F ) : ensemble des sous-forêts closes de F
I S(F ) : ensemble des sous-forêts suffixes de F
I T (F ) : ensemble des sous-arbres de F
I C∗(F ) = C(F ) \ (S(F ) ∪ T (F ))



Définitions et notations

Définitions

Degré d’un sommet : nombre de ses sommets fils.

Rang d’un sommet : sa position parmi ses sommets frères
selon l’ordre de gauche à droite.

Notations
Soit v un sommet.

I dv : degré de v
I rv : rang de v



Définitions et notations

Définitions

Largeur d’une forêt : nombre d’arbres qui la composent.

Notations
Soit F une forêt.

I w(F ) : largeur de F
I F : forêt F à laquelle on a ajouté une racine (r(F ))
I nF : nombre de sommets de F
I lF : nombre de feuilles de F



Nombre de calculs pour aligner F et G

Couples de forêts intervenant dans la décomposition de
l’algorithme : (S(F ) ∪ T (F ))× C(G) ∪ C(F )× (S(G) ∪ T (G)).

Nombre d’opérations effectuées :

|S(F )∪T (F )|×
∑

g∈S(G)∪T (G)

w(g)+
∑

f∈S(F )∪T (F )

w(f )×|S(G)∪T (G)|

+|S(F ) ∪ T (F )| ×
∑

g∈C∗(G)

w(g) +
∑

f∈S(F )∪T (F )

w(f )× |C∗(G)|

+|C∗(F )| ×
∑

g∈S(G)∪T (G)

w(g) +
∑

f∈C∗(F )

w(f )× |S(G) ∪ T (G)|



Nombre de calculs pour aligner F et G

Couples de forêts intervenant dans la décomposition de
l’algorithme : (S(F ) ∪ T (F ))× C(G) ∪ C(F )× (S(G) ∪ T (G)).

Nombre d’opérations effectuées :

|S(F ) ∪ T (F )| ×
∑

g∈C(G)

w(g) +
∑

f∈C(F )

w(f )× |S(G) ∪ T (G)|

+
∑

f∈S(F )∪T (F )

w(f )× |C(G)|+ |C(F )| ×
∑

g∈S(G)∪T (G)

w(g)

−|S(F )∪T (F )|×
∑

g∈S(G)∪T (G)

w(g)−
∑

f∈S(F )∪T (F )

w(f )×|S(G)∪T (G)|



Quantités utiles

|S(F ) ∪ T (F )| = nF + lF − 1

|C(F )| =
∑
v∈F

(
dv + 1

2

)
∑

f∈S(F )∪T (F )

w(f ) = lF − 1 +
∑
v∈F

(
dv + 1

2

)
∑

f∈C(F )

w(f ) =
∑
v∈F

(
dv + 2

3

)
N(nF , nG, lF , lG) : nombre d’opérations



Majoration de N(nF , nG, lF , lG)

|S(F ) ∪ T (F )| ≤ 2nF

|C(F )| ≤ nF (DF + 1)

2∑
f∈S(F )∪T (F )

w(f ) ≤ 2nF DF

∑
f∈C(F )

w(f ) ≤ nF DF (DF + 1)

2

N(nF , nG, lF , lG) ≤ O(n2
F n2

G)



Complexité dans le pire cas...

... en O(n4) en posant n = max(nF , nG)

même complexité que l’algorithme de Jiang et al.



Nombre de calculs moyens...

... pour aligner deux forêts de taille respective nF et nG :

O

(∑
|F |=nF

∑
|G|=nG

N(nF , nG, lF , lG)

CnF CnG

)
où Cn =

1
n + 1

(
2n
n

)

Que valent
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+1
2

)
et
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+2
3

)
?



Compter les forêts closes dans tout F à n sommets...

... ou le nombre de sommets de degré ≥ k dans tout F à n
arêtes.

Soit an,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |dv ≥ k}
∣∣
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1 2

→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+1
2

)
=
∑

1≤k≤n kan,k .



Compter les forêts closes dans tout F à n sommets...

... ou le nombre de sommets de degré ≥ k dans tout F à n
arêtes.

Soit an,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |dv ≥ k}
∣∣

�
�
�
�

�
�
�
�

��
��
��
��

��
��
��
��

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�
��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�

��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
���

��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

�
�
�
�
�

�
�
�
�
����
���
���
���
���

���
���
���
���
���

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

222

33 4

1 2 3 4 5

1 2

1 311

1 2

�
�
�
�
��
��
��
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�
�

��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�

�
�
�

��
��
��
��

�
�
�
�
��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
���

��
��
��
��

��
��
��
��
��

�
�
�
�
�

�
�
�
�
� �
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

��
��
��
��
��

��
��
��
��
�� �

�
�
�
�

�
�
�
�
�

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

1

→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+1
2

)
=
∑

1≤k≤n kan,k .



Compter les forêts closes dans tout F à n sommets...

... ou le nombre de sommets de degré ≥ k dans tout F à n
arêtes.

Soit an,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |dv ≥ k}
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Compter les forêts closes dans tout F à n sommets...

... ou le nombre de sommets de degré ≥ k dans tout F à n
arêtes.

Soit an,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |dv ≥ k}
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→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+1
2

)
=
∑

1≤k≤n kan,k .



Compter les forêts closes dans tout F à n sommets...

... ou le nombre de sommets de degré ≥ k dans tout F à n
arêtes.

Soit an,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |dv ≥ k}
∣∣
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→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+1
2

)
=
∑

1≤k≤n kan,k .



Compter les forêts closes dans tout F à n sommets...

... ou le nombre de sommets de degré ≥ k dans tout F à n
arêtes.

Soit an,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |dv ≥ k}
∣∣
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→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+1
2

)
=
∑

1≤k≤n kan,k .



Calcul de an,k

Soit dn,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |dv = k}
∣∣

dn,k =
(2n−k−1

n−1

)
(Dershowitz-Zaks 1989)

an,k =
∑

k≤p≤n

dn,p

=
∑

k≤p≤n

(
2n − p − 1

n − 1

)

=
∑

n−1≤q≤2n−k−1

(
q

n − 1

)
en posant q = 2n − p − 1

=

(
2n − k

n

)
Concrete Math. GKP, (5.10) p172



Propriété des an,k

∀n ≥ 0, ∀0 ≤ k ≤ n, an+1,k+1 =
∑

k≤p≤n an,p.

∑
k≤p≤n

an,p =
∑

k≤p≤n

(
2n − p

n

)

=
∑

n≤q≤2n−k

(
q
n

)
en posant q = 2n − p

=

(
2n − k + 1

n + 1

)
Concrete Math. GKP, (5.10) p172

= an+1,k+1



Calcul de An

Soit An =
∑

1≤k≤n kan,k .

An =
∑

1≤k≤n

kan,k

=
∑

1≤p≤n

∑
p≤k≤n

an,k

=
∑

1≤p≤n

an+1,p+1

=
∑

2≤q≤N

aN,q en posant q = p + 1 et N = n + 1

= an+2,3

=

(
2n + 1
n − 1

)



Compter la taille totale de toutes les forêts closes...

... ou le nombre de sommets de rang ≥ k dans tout F à n
sommets.

Soit bn,k =
∑

|F |=n |{v ∈ F |rv ≥ k}|
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→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+2
3

)
=
∑

1≤k≤n kbn,k .



Compter la taille totale de toutes les forêts closes...

... ou le nombre de sommets de rang ≥ k dans tout F à n
sommets.

Soit bn,k =
∑

|F |=n |{v ∈ F |rv ≥ k}|
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→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+2
3

)
=
∑

1≤k≤n kbn,k .



Compter la taille totale de toutes les forêts closes...

... ou le nombre de sommets de rang ≥ k dans tout F à n
sommets.

Soit bn,k =
∑

|F |=n |{v ∈ F |rv ≥ k}|
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→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+2
3

)
=
∑

1≤k≤n kbn,k .



Compter la taille totale de toutes les forêts closes...

... ou le nombre de sommets de rang ≥ k dans tout F à n
sommets.

Soit bn,k =
∑

|F |=n |{v ∈ F |rv ≥ k}|
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→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+2
3

)
=
∑

1≤k≤n kbn,k .



Compter la taille totale de toutes les forêts closes...

... ou le nombre de sommets de rang ≥ k dans tout F à n
sommets.

Soit bn,k =
∑

|F |=n |{v ∈ F |rv ≥ k}|
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→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+2
3

)
=
∑

1≤k≤n kbn,k .



Compter la taille totale de toutes les forêts closes...

... ou le nombre de sommets de rang ≥ k dans tout F à n
sommets.

Soit bn,k =
∑

|F |=n |{v ∈ F |rv ≥ k}|
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→ ∀n ≥ 0,
∑

|F |=n
∑

v∈F

(dv+2
3

)
=
∑

1≤k≤n kbn,k .



Relation entre an,k et bn,k

Soit rn,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |rv = k}
∣∣
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Relation entre an,k et bn,k

Soit rn,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |rv = k}
∣∣
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Relation entre an,k et bn,k

Soit rn,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |rv = k}
∣∣
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Relation entre an,k et bn,k

Soit rn,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |rv = k}
∣∣
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Relation entre an,k et bn,k

Soit rn,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |rv = k}
∣∣
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Relation entre an,k et bn,k

Soit rn,k =
∑

|F |=n

∣∣{v ∈ F |rv = k}
∣∣
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Calcul de bn,k

bn,k =
∑

k≤p≤n

an,p

=
∑

k≤p≤n

(
2n − p

n

)

=
∑

n≤q≤2n−k

(
q
n

)
en posant q = 2n − p

=

(
2n − k + 1

n + 1

)
Concrete Math. GKP, (5.10) p172



Propriété des bn,k

∀n ≥ 0, ∀0 ≤ k ≤ n, bn+1,k+1 =
∑

k≤p≤n bn,p.

∑
k≤p≤n

bn,p =
∑

k≤p≤n

(
2n − p + 1

n + 1

)

=
∑

n+1≤q≤2n−k+1

(
q

n + 1

)
en posant q = 2n − p + 1

=

(
2n − k + 2

n + 2

)
Concrete Math. GKP, (5.10) p172

= bn+1,k+1



Calcul de Bn

Soit Bn =
∑

1≤k≤n bn,k .

Bn =
∑

1≤k≤n

kbn,k

=
∑

1≤p≤n

∑
p≤k≤n

bn,k

=
∑

1≤p≤n

bn+1,p+1

=
∑

2≤q≤N

bN,q en posant q = p + 1, N = n + 1

= bn+2,3

=

(
2n + 2
n − 1

)



Moyenne ∑
|F |=nF

∑
|G|=nG

N(nF , nG, lF , lG)

CnF CnG

∑
|F |=n

∑
v∈F

(dv+1
2

)
Cn

=
(n + 1)

(2n+1
n−1

)(2n
n

)
=

n(2n + 1)

n + 2

∑
|F |=n

∑
v∈F

(dv+2
3

)
Cn

=
(n + 1)

(2n+2
n−1

)(2n
n

)
=

n(2n + 1)(2n + 2)

(n + 2)(n + 3)



Moyenne

∑
|F |=nF

∑
|G|=nG

N(nF , nG, lF , lG)

CnF CnG

=

= O(nF )O(nG) + O(nF )O(nG) + O(nF )O(nG) + O(nF )O(nG)

−O(nF )O(nG)−O(nF )O(nG)

= O(nF nG)



Complexité moyenne...

... en O(n2) en posant n = max(nF , nG)
pour l’alignement de SAN
ET
pour l’alignement d’arbres (algo de Jiang et al.)

même complexité moyenne que l’alignement de séquences
(Needleman-Wunsch)



Récapitulatif

Arbres Séquences arc-
annotées

pire : O(n4) [1]
Edition O(n3 log(n)) [2] NP-complet [4]

moyenne : O(n3 log(n)) [2]
O(n3) [1,3]

Alignement pire : O(n4) [5] pire : O(n4) [6,7]
moyenne : O(n2) [8] moyenne : O(n2) [8]

1 algo de Zhang-Shasha 1989

2 algo de Klein 1998

3 analyse de l’algo de Zhang-Shasha par Dulucq-Tichit 2003

4 analyse du pbm EDIT(NESTED,NESTED), Blin-Fertin-Rusu-Sinoquet 2003

5 algo de Jiang-Wang-Zhang 1995

6 alignement de structures 2aires d’ARN Herrbach-Denise-Dulucq-Touzet 2006

7 alignements de structures d’ARN, Blin-Denise-Dulucq-Herrbach-Touzet

8 complexité moyenne, Denise-Dulucq-Herrbach
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