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Definition 1: LABR

Un processus (7,,),>0 d’arbres binaires de recherche est un processus
d’arbres binaires complets a n nceuds internes tel que :

® 7, est une feuille.

® Sachant 7, on obtient 7,,.1 en piochant uniformément une des n + 1
feuilles de 7,, et en la remplacant par un nceud interne et ses deux
feuilles.

Marches branchantes sur I'arbre binaire de recherche — p.2/15




Définition 1: LABR
Un processus (7,,),>0 d’arbres binaires de recherche est un processus
d’arbres binaires complets a n nceuds internes tel que :

® 7, est une feuille.

® Sachant 7, on obtient 7,,.1 en piochant uniformément une des n + 1
feuilles de 7,, et en la remplacant par un nceud interne et ses deux

RS

Marches branchantes sur I'arbre binaire de recherche —p.2/15




Définition 1: LABR
Un processus (7,,),>0 d’arbres binaires de recherche est un processus
d’arbres binaires complets a n nceuds internes tel que :

® 7, est une feuille.

® Sachant 7, on obtient 7,,.1 en piochant uniformément une des n + 1
feuilles de 7,, et en la remplacant par un nceud interne et ses deux

IRAY

Marches branchantes sur I'arbre binaire de recherche —p.2/15




Définition 1: LABR
Un processus (7,,),>0 d’arbres binaires de recherche est un processus
d’arbres binaires complets a n nceuds internes tel que :

® 7, est une feuille.

® Sachant 7, on obtient 7,,.1 en piochant uniformément une des n + 1
feuilles de 7,, et en la remplacant par un nceud interne et ses deux
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Quelques remarques

® C(Cette dynamique induit une loi sur les arbres binaires de taille n.

® Un arbre binaire complet est un sous-ensemble de U := @ U {0, 1},
vérifiant :

p
o eT,

_/\

V(u,v) € U?, siuv € T alorsu € T,

\ VuelU ,ule7 < udeT. 10000 10001
1000 {1001

101 ??111
11
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Quelques remarques
O —

°

Cette dynamique induit une loi sur les arbres binaires de taille n.

°

Un arbre binaire complet est un sous-ensemble de U := @ U {0, 1},
vérifiant :

® Louchard 87: Soit u,, un nceud choisi uniformément dans un ABR de
taille n, on a alors

lun| —2logn ¢
> N(0,1).
V2logn  n—oo (0.1)

$® Mahmoud et Neininger 03: Soient u,, et v,, deux nosuds internes choisis
uniformément dans un ABR de taille n, on a alors

Ay o —4logn
nyIsUn >N 071 )
vadlogn n—00 (0.1)
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Deéfinition 2: Marches branchantes

Soit 7,, un ABR de taille n.

A tout noeud « de I'arbre on associe une variable aléatoire réelle Xy.-
Vu de 7, on note Yy, := (Yu(J)), eqo...|u|} |@ marche aléatoire, arrétée en |u|, définie par :

Y, (0) =0

et

Viedl---ful} Yu(l) =

> X,

v<<u;|v| <y
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Soit 7,, un ABR de taille n.
A tout nceud u de I'arbre on associe une variable aléatoire réelle Xy.-
Vu de T, on note Yy, := (Y (7)) eqo-..|u|} @ marche aléatoire, arrétée en |u|, définie par :

Yu(0)=0 et Vie{l---Ju} Yu(i)= > X
v<<u;|v|<j
Exemple : i< 1
v vyl
o] 1
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Vu de T, on note Yy, := (Y (7)) eqo-..|u|} @ marche aléatoire, arrétée en |u|, définie par :
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v<<u;|v]| <y
Exemple : A\ /3
Ko ::
YA
1 4 0| 1
0
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Soit 7,, un ABR de taille n.
A tout nceud u de I'arbre on associe une variable aléatoire réelle Xy.-
Vu de T, on note Yy, := (Y (7)) eqo-..|u|} @ marche aléatoire, arrétée en |u|, définie par :

Yu(0) =0 et Vie{l---|ul} Yul)= D = X
v<<u;|v| <y

Exemple : A\ /3

LERVIR AN
noA A

On appelle marche aléatoire branchante sur 7,,, 'ensemble Y := {Yy; u € 7, }.
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Hypotheses 1

On s’intéresse a la mesure d’occupation de Y, définie par

> Syl

ue7l,,
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Hypotheses 1

On s’intéresse a la mesure d’occupation de Y, définie par

> Syl

ue7,
On note (H1) les hypotheses suivantes:

® Lafamille ((Xuo, Xu1)),e7,\ o7, €St une famille de v.a. indépendantes.

® YVueT, u+a, X, estdeloivfixée (Xg = 0).
m, € R et o2 € RU {400} sont 'espérance et la variance de X,.

® Laloi v estdans le domaine d’attraction d’'une loi stable u, d’'indice
a €]1,2].
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Loi stables

Une loi v est dans le domaine d’attraction d’'une loi stable p, s'il existe deux
suites réelles (a,)nen €t (bn)nen telles que

ZXz_bn L

Qn, n— 400

>
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Loi stables

Une loi v est dans le domaine d’attraction d’'une loi stable p, s'il existe deux
suites réelles (a,)nen €t (bn)nen telles que

ZXz_bn L

An n—-4oo

e

Remarques : « étant l'indice de i, on a
1 < . N g
® a,=L, xn=ou L, estune suite a variations lentes.

® H,=nxm,.
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Loi stables

Une loi v est dans le domaine d’attraction d’'une loi stable p, s'il existe deux
suites réelles (a,)nen €t (bn)nen telles que

ZX’L_b’I’L L

Ay, n—-4oo

L

Remarques : « étant l'indice de i, on a

® o, =L, xn= ol L, estune suite a variations lentes.

® H,=nxm,.

® Sia =2, estune loi normale centrée.

® Sia=2eto? < 400, alors onpose L, =1, etdonc u ~ N(0,02).

® Sia=2eto?=+o0,alors L, — +oc.
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Theoreme 1

Soit la mesure d’occupation renormalisée : = ) “
P Hn ot 1 Z Yo (| |> Bn

Q-

ou Qn 1= G21logn = L2 log,, X (2logn) et Brn = b logn = 2my logn.
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Theoreme 1

Soit la mesure d’occupation renormalisée : — )
P Hn o+ 1 Z Yo (Ju |> Bn

Q-

ou Qn = A21ogn = L2 log,, X (2logn) et Brn = b logn = 2my logn.

Théoréme 1: Sous (H1) on a

® Siac]l,2[ousia=2eto? = 4o, alors

® Sia=2eto? < +oo,alors

proba 2 2
Hn 5 (07 my, + 01/)?
n—-+oo

dans I'espace des mesures de probabilités muni de la topologie de la convergence faible.

Remarque: La limite est déterministe dans les deux cas. On la note poo,. .
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Hypotheses 2 - Theoreme 2

| |
On note (H2) les hypotheses suivantes :
® ((Xuo, Xu1))ueT,\o7, €stune famille de v.a.indépendantes.
® Pour tout nceud u de 7,,\07,,, X0 a pour loi vy et X,,; a pour loi v;.

® Laloi %uo + %ul est dans le domaine d’attraction de la loi .
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Hypotheses 2 - Theoreme 2

| ————
On note (H2) les hypotheses suivantes :
® ((Xuo, Xu1))ueT,\o7, €stune famille de v.a.indépendantes.
® Pour tout nceud u de 7,,\07,,, X0 a pour loi vy et X,,; a pour loi v;.

® Laloi %yo + %ul est dans le domaine d’attraction de la loi L.

Théoréme 2: Sous les hypothéses (H2) on a

proba
M ———

v 1 1
1 ESVR
n——+o00 00,30t 3

dans I'espace des mesures de probabilités muni de la topologie de la
convergence faible.
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Application 1: Les arbres récursifs
e,

Un processus (T ), > d'arbres récursifs est un processus d'arbres planaires a n nceuds tel
que:
® T, estlarbre a un noeud.

® Sachant T, on obtient T,,1 1 en choisissant uniformément un des n nceuds de 7,, et en
lui ajoutant un fils a droite.

Exemple :
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Marches branchantes sur I'arbre binaire de recherche — p.9/15



Application 1: Les arbres récursifs

Un processus (T ), > d'arbres récursifs est un processus d'arbres planaires a n nceuds tel
que:

® T, estlarbre a un nceud.

® Sachant T, on obtient T,,1 1 en choisissant uniformément un des n nceuds de 7,, et en
lui ajoutant un fils a droite.

Exemple :

Marches branchantes sur I'arbre binaire de recherche — p.9/15




Application 1: Les arbres récursifs

Un processus (T ), > d'arbres récursifs est un processus d'arbres planaires a n nceuds tel
que:

® T, estlarbre a un nceud.

® Sachant T, on obtient T,,1 1 en choisissant uniformément un des n nceuds de 7,, et en
lui ajoutant un fils a droite.

Exemple :

Marches branchantes sur I'arbre binaire de recherche — p.9/15




La rotation

Soit ® la bijection de I'ensemble des arbres planaires dans I'ensemble des arbres binaires
complets définie par :

:
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La rotation

Soit ® la bijection de 'ensemble des arbres planaires dans I'ensemble des arbres binaires
complets définie par :

V. L.
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La rotation

Soit ® la bijection de 'ensemble des arbres planaires dans I'ensemble des arbres binaires
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La rotation

Soit ® la bijection de 'ensemble des arbres planaires dans I'ensemble des arbres binaires

complets définie par :

V. L.

A

NE

La bijection & associe a un arbre planaire a n nceuds, un arbre binaire a n — 1 nceuds

internes.
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La rotation

Soit ® la bijection de I'ensemble des arbres planaires dans I'ensemble des arbres binaires
complets définie par :

U

® w,

NE

La bijection & associe a un arbre planaire a n nceuds, un arbre binaire a n — 1 nceuds
internes.

Si (Tr)n>1 est un processus d'arbres récursifs,
alors (®(T»)),>1 est un processus d’arbres binaires de
recherche.

Proposition:

Remarque : La hauteur d'un nceud v dans T, est égale a la profondeur a
gauche de ®(u) dans ®(T,,) plus 1.
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Profil des arbres recursifs

Soit Y la marche branchante sur ®(T,,) dont la loi des incréments est donnée par :
P((Xuo,Xu1) = (1,0)) =1 VYue (I)(Tn).

Soit X, (k) le nombre de nceuds de I'arbre récursif T,, a la hauteur k.
On a alors

Xn(k) =#{u € ®(Tn); Yu(lu|) =k —1}.
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Profil des arbres recursifs

Soit Y la marche branchante sur ®(T,,) dont la loi des incréments est donnée par :
P((Xuo,Xu1) = (1,0)) =1 VYue (I)(Tn).

Soit X, (k) le nombre de nceuds de I'arbre récursif T,, a la hauteur k.
On a alors

Xn(k) = #{u € ®(Ty); Yu(Ju|) =k —1}.
Théoreme 3: Soit p,, la fonction de répartition empirique du profil de I'arbre récursif T,
définie par : pn (k) = £ S°F | X5 (d).

(pn(llogn +Av/2logn])) 2 (B(N < X)) yep

AER n—-+oo

ol N est une v.a. de loi (0, 3).
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Application 2: Les fragmentations homogenes
| G,

Soit (F¢).cr+ la fragmentation de l'intervalle ]0, 1] définie par :
® 7 :=]0, 1]
et sa durée de vie t1 suit une loi £(1).
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Application 2: Les fragmentations homogenes

Soit (F¢).cr+ la fragmentation de l'intervalle ]0, 1] définie par :

® 7 :=]0, 1]
et sa durée de vie t1 suit une loi £(1).
’ Ftl = (10711)5 t A

ou |Ig| a pourloivg et |I1| =1 — |Ip|.
Iy et I1 ont des durées de vies indép. de
lois £(1).
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Application 2: Les fragmentations homogenes

Soit (F¢).cr+ la fragmentation de l'intervalle ]0, 1] définie par :

® 7 :=]0, 1]
et sa durée de vie t1 suit une loi £(1).
’ Ftl = (10711)5 t A

ou |Ig| a pourloivg et |I1| =1 — |Ip|.
Iy et I1 ont des durées de vies indép. de

lois £(1).
ta | : : Io |[11:
tl I IO T Il 1
0 1 9 1
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Application 2: Les fragmentations homogenes
e ——

Soit (F¢).cr+ la fragmentation de l'intervalle |0, 1] définie par :

® 7 :=]0, 1]
et sa durée de vie t; suit une loi £(1).
® 7= (o, 1), t
ou |Ig| a pour loivg et |I1| =1 — |Ip|.
Io et I1 ont des durées de vies indép. de ts T HH Pt
lois £(1). ta T T —
® Soient t, I'instant du n-iéme saut de F; tg T HF—+ —
et I,, le fragment qui “saute” a 'instant ¢,,. tg T ’ o =I11=
I, se coupe en deux segments o et I, + | |
tels que: t1 Io I
[Tuo| = Zul|lu| €t [Tu1]| = (1 — Zu)|1u] | |
oll Z,, est de loi vp. o | O 1'

Onnote vy laloide 1 — Z,,.
Tous les fragments ont des durées de vie
indép. de loi £(1).
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® 7= (o, 1), t
ou |Ig| a pour loivg et |I1| =1 — |Ip|.
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Application 2: Les fragmentations homogenes

Soit (F¢).cr+ la fragmentation de l'intervalle |0, 1] définie par :

9

9

fO ::]07 1[
et sa durée de vie t1 suit une loi £(1).

Fi, = (Lo, I1),

ou |Ig| a pour loivg et |I1| =1 — |Ip|.

Ip et I; ont des durées de vies indép. de
lois £(1).

Soient t,, I'instant du n-ieme saut de F;

et I, le fragment qui “saute” a l'instant ¢,,.
I, se coupe en deux segments o et I,
tels que:

[Tuo| = Zullu| €t [Tu1] = (1 — Zu)|1u]

ou Z, estde loi vg.

Onnote vy laloide 1 — Z,,.

Tous les fragments ont des durées de vie
indép. de loi £(1).

°

4
\

~
N

tn

logn

— 1p.s.

Soit T, I'arbre binaire défini par :
O T := {u, I, € ft}
(T¢,, ),, >0 ©st un processus d’ABR.
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Taille des fragments
L —S—S—S—S—— ——

Soit Y la marche branchante sur T, dont les incréments vérifient :
Vu € Ty, ; Xuo = —log(Z,) et Xy =—log(l— Zy) ou Z, ~ g
On note 7g et i1 les lois de X0 et Xy1.

Remarque: Pour tout nceud uw de T+, ona: Y, (|u|) = —log(|1w]).
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Taille des fragments
L —

Soit Y la marche branchante sur T, dont les incréments vérifient :

Vu € Ty, ; Xuo = —log(Z,) et Xy =—log(l— Zy) ou Zy ~ g
On note 7g et i1 les lois de X0 et Xy1.
Remarque: Pour tout nceud uw de T+, ona: Y, (|u|) = —log(|1w]).

Théoréme 4 : Sila loi 27 + 171 est dans le domaine d’attraction de 4, alors

1 Z 5 proba
—log|[Iy|=Bn — . _ Moo 1lp +1p,
n 1 n—-+oo 20T M1

dans I'espace des mesures de probabilités muni de la topologie de la convergence faible.
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Fin

Merci de votre attention.
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Bon appétit a tous.
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