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Dé�nition 1: L'ABR

Un processus (Tn )n � 0 d'arbres binaires de recherche est un processus
d'arbres binaires complets à n nœuds internes tel que :

T0 est une feuille.

Sachant Tn , on obtient Tn +1 en piochant uniformément une des n + 1
feuilles de Tn et en la remplaçant par un nœud interne et ses deux
feuilles.
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Quelques remar ques

Cette dynamique induit une loi sur les arbres binaires de taille n.

Un arbre binaire complet est un sous-ensemble de U := ? [ f 0; 1gN,
véri�ant :8

><

>:

? 2 T ;

8(u; v) 2 U2; si uv 2 T alors u 2 T ;

8u 2 U ; u1 2 T , u0 2 T :
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Cette dynamique induit une loi sur les arbres binaires de taille n.

Un arbre binaire complet est un sous-ensemble de U := ? [ f 0; 1gN,
véri�ant :

Louc hard 87: Soit un un nœud choisi uniformément dans un ABR de
taille n, on a alors

jun j � 2 logn
p

2logn
L�� � �!

n !1
N (0; 1):

Mahmoud et Neining er 03: Soient un et vn deux nœuds internes choisis
uniformément dans un ABR de taille n, on a alors

� un ;v n � 4 logn
p

4logn
L�� � �!

n !1
N (0; 1):
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Dé�nition 2: Marches branc hantes

Soit Tn un ABR de taille n.
À tout nœud u de l'arbre on associe une variable aléatoire réelle X u .
8u de Tn , on note Yu := (Yu (j )) j 2f 0��� j u jg la marche aléatoire, arrêtée en juj, dé�nie par :

Yu (0) = 0 et 8j 2 f 1 � � � jujg Yu (j ) =
X

v <<u ;j v j� j

X v :
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On appelle marche aléatoire branc hante sur Tn , l'ensemble Y := f Yu ; u 2 Tn g.
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Hypothèses 1

On s'intéresse à la mesure d'occupation de Y , dé�nie par

X

u2T n

� Yu ( ju j )

On note (H1) les hypothèses suivantes:

La famille ((X u0; X u1)) u2T n n@Tn
est une famille de v.a. ind épendantes .

8u 2 Tn , u 6= ? , X u est de loi � �xée (X ? = 0).
m� 2 R et � 2

� 2 R [ f + 1g sont l'espérance et la variance de X u .

La loi � est dans le domaine d'attraction d'une loi stable � , d'indice
� 2]1; 2].
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Loi stab les

Une loi � est dans le domaine d'attraction d'une loi stable � , s'il existe deux
suites réelles (an )n 2 N et (bn )n 2 N telles que

P
X i � bn

an

L�� � � � !
n ! + 1

�

Remarques : � étant l'indice de � , on a

an = L n � n
1
� où L n est une suite à variations lentes.

bn = n � m� .

Si � = 2, � est une loi normale centrée.

Si � = 2 et � 2
� < + 1 , alors on pose L n � 1, et donc � � N (0; � 2

� ).

Si � = 2 et � 2
� = + 1 , alors L n ! + 1 .
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Théorème 1

Soit la mesure d'occupation renormalisée : � n :=
1

2n + 1

X

u 2T n

� Y u ( j u j ) � � n
� n

où � n := a2 log n = L 2 log n
� (2 log n)

1
� et � n := b2 log n = 2m� log n.

Théor �eme 1: Sous (H1) on a

Si � 2 ]1; 2[ ou si � = 2 et � 2
� = + 1 , alors

� n
pr oba

� � � � � !
n ! + 1

�;

Si � = 2 et � 2
� < + 1 , alors

� n
pr oba

� � � � � !
n ! + 1

N (0; m2
� + � 2

� );

dans l'espace des mesures de probabilités muni de la topologie de la convergence faible.

Remarque: La limite est déterministe dans les deux cas. On la note � 1 ;� .
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Hypothèses 2 - Théorème 2

On note (H2) les hypothèses suivantes :

((X u0; X u1)) u2T n n@Tn est une famille de v.a.ind épendantes .

Pour tout nœud u de Tn n@Tn , X u0 a pour loi � 0 et X u1 a pour loi � 1.

La loi 1
2 � 0 + 1

2 � 1 est dans le domaine d'attraction de la loi � .

Théor �eme 2: Sous les hypothèses (H2) on a

� n
pr oba

� � � � � !
n ! + 1

� 1 ; 1
2 � 0 + 1

2 � 1
;

dans l'espace des mesures de probabilités muni de la topologie de la
convergence faible.
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Application 1: Les arbres récur sifs

Un processus (Tn )n � 1 d'arbres récursifs est un processus d'arbres planaires à n nœuds tel
que:

T1 est l'arbre à un nœud.

Sachant Tn , on obtient Tn +1 en choisissant uniformément un des n nœuds de Tn et en
lui ajoutant un �ls à droite.

Exemple :
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La rotation

Soit � la bijection de l'ensemble des arbres planaires dans l'ensemble des arbres binaires
complets dé�nie par :
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Proposition:
Si (Tn )n � 1 est un processus d'arbres récursifs,
alors (�( Tn )) n � 1 est un processus d'arbres binaires de
recherche.

Remarque : La hauteur d'un nœud u dans Tn est égale à la profondeur à
gauche de �( u) dans �( Tn ) plus 1.
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La rotation

Soit � la bijection de l'ensemble des arbres planaires dans l'ensemble des arbres binaires
complets dé�nie par :

8 8 8 8 8

8 8 8 8 8

8 8 8 8 8

8 8 8 8 8

8 8 8 8 8

8 8 8 8 8

8 8 8 8 8

8 8 8 8 8

8 8 8 8 8

9 9 9 9 9

9 9 9 9 9

9 9 9 9 9

9 9 9 9 9

9 9 9 9 9

9 9 9 9 9

9 9 9 9 9

9 9 9 9 9

9 9 9 9 9

: : :

: : :

: : :

: : :

; ; ;

; ; ;

; ; ;

; ; ;

< < <

< < <

< < <

< < <

= = =

= = =

= = =

> >

> >

> >

> >�?

?

? ?

? ?

? ?

@ @

@ @

@ @

@ @
�A

A

A A

A A

A A

B B

B B

B B

B B�C

C

C C

C C

C C

D D

D D

D D�E

E

E E

E E

F F F

F F F

F F F

F F F

G G G

G G G

G G G

G G G

H H

H H

H H

H H�I

I

I I

I I

I I

J J

J J

J J

J J�K

K

K K

K K

K K

L L

L L

L L

L L�M

M

M M

M M

M M

N N

N N

N N

N N�O

O

O O

O O

P P

P P

P P

P P�Q

Q

Q Q

Q Q

Q Q

R R R

R R R

R R R

R R R�S

S

S S

S S

S S

T
T

T
T

T
T

T
T

T
T

T
U

U
U

U
U

U
U

U
U

U

V
V

V
V

V
V

V
V

V
V

V
W

W
W

W
W

W
W

W
W

W
W

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
Y

Y
Y

Y
Y

Y
Y

Y
Y

Y
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
[

[
[

[
[

[
[

[
[

[

\
\

\
\

\
\

\
\

\
\

\
]

]
]

]
]

]
]

]
]

]
]

^ ^ ^

^ ^ ^

^ ^ ^

^ ^ ^

^ ^ ^

^ ^ ^

^ ^ ^

_ _ _

_ _ _

_ _ _

_ _ _

_ _ _

_ _ _

_ _ _
` ` `

` ` `

` ` `

` ` `

` ` `

` ` `

` ` `

` ` `

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

c c c c c c c

c c c c c c c

c c c c c c c

c c c c c c c

c c c c c c c

c c c c c c c

c c c c c c c

d d d d d d d d d d d

d d d d d d d d d d d

d d d d d d d d d d d

d d d d d d d d d d d

d d d d d d d d d d d

d d d d d d d d d d d

d d d d d d d d d d d

e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e

f f f f f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f f f f f f

g g g g g g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g g g g g g

h h h h h

h h h h h

h h h h h

h h h h h

h h h h h

h h h h h

h h h h h

h h h h h

h h h h h

h h h h h

h h h h h

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

j j j j j

j j j j j

j j j j j

j j j j j

j j j j j

j j j j j

j j j j j

j j j j j

j j j j j

j j j j j

j j j j j

k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

l l l

l l l

l l l

l l l

m m m

m m m

m m m

m m m

n n

n n

n n

n n�o

o

o o

o o

o o

p p

p p

p p

p p�q

q

q q

q q

q q

r r r

r r r

r r r�s

s

s s

s s

t t

t t

t t

t t�u

u

u u

u u

u u

v v

v v

v v

v v�w

w

w w

w w

w w

x x

x x

x x

x x�y

y

y y

y y

y y

z z

z z

z z

z z�{

{

{ {

{ {

{ {

| | |

| | |

| | |

| | |�}

}

} }

} }

} }

~ ~ ~

~ ~ ~

~ ~ ~

~ ~ ~�•

•

• •

• •

• •
€ € €

€ € €

€ € €

€ € €�•

• •

• • •

• • •

• • •

‚ ‚

‚ ‚

‚ ‚

‚ ‚�ƒ

ƒ

ƒ ƒ

ƒ ƒ

ƒ ƒ

„ „ „

„ „ „

„ „ „

„ „ „

… … …

… … …

… … …

… … …

†
†

†
†

†
†

†
†

†
†

†
‡

‡
‡

‡
‡

‡
‡

‡
‡

‡

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

‰
‰

‰
‰

‰
‰

‰
‰

‰
‰

Š
Š

Š
Š

Š
Š

Š
Š

Š
Š

Š
‹

‹
‹

‹
‹

‹
‹

‹
‹

‹
Œ

Œ
Œ

Œ
Œ

Œ
Œ

Œ
Œ

Œ
•

•
•

•
•

•
•

•
•

•

Ž
Ž

Ž
Ž

Ž
Ž

Ž
Ž

Ž
Ž

Ž
•

•
•

•
•

•
•

•
•

•
•

• • • • •

• • • • •

‘ ‘ ‘ ‘ ‘

’ ’ ’ ’ ’ ’

’ ’ ’ ’ ’ ’

“ “ “ “ “ “

” ” ” ” ”

” ” ” ” ”

• • • • •

– –

– –

– –

– –�—

—

— —

— —

— —

Proposition:
Si (Tn )n � 1 est un processus d'arbres récursifs,
alors (�( Tn )) n � 1 est un processus d'arbres binaires de
recherche.

Remarque : La hauteur d'un nœud u dans Tn est égale à la profondeur à
gauche de �( u) dans �( Tn ) plus 1.
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La rotation

Soit � la bijection de l'ensemble des arbres planaires dans l'ensemble des arbres binaires
complets dé�nie par :

˜ ˜ ˜ ˜ ˜

˜ ˜ ˜ ˜ ˜

˜ ˜ ˜ ˜ ˜

˜ ˜ ˜ ˜ ˜

˜ ˜ ˜ ˜ ˜

˜ ˜ ˜ ˜ ˜

˜ ˜ ˜ ˜ ˜

˜ ˜ ˜ ˜ ˜

˜ ˜ ˜ ˜ ˜

™ ™ ™ ™ ™

™ ™ ™ ™ ™

™ ™ ™ ™ ™

™ ™ ™ ™ ™

™ ™ ™ ™ ™

™ ™ ™ ™ ™

™ ™ ™ ™ ™

™ ™ ™ ™ ™

™ ™ ™ ™ ™

š š š

š š š

š š š

š š š

› › ›

› › ›

› › ›

› › ›

œ œ œ

œ œ œ

œ œ œ

œ œ œ

• • •

• • •

• • •

ž ž

ž ž

ž ž

ž ž�Ÿ

Ÿ

Ÿ Ÿ

Ÿ Ÿ

Ÿ Ÿ

   

   

   

   �¡

¡

¡ ¡

¡ ¡

¡ ¡

¢ ¢

¢ ¢

¢ ¢

¢ ¢�£

£

£ £

£ £

£ £

¤ ¤

¤ ¤

¤ ¤�¥

¥

¥ ¥

¥ ¥

¦ ¦ ¦

¦ ¦ ¦

¦ ¦ ¦

¦ ¦ ¦

§ § §

§ § §

§ § §

§ § §

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨�©

©

© ©

© ©

© ©

ª ª

ª ª

ª ª

ª ª�«

«

« «

« «

« «

¬ ¬

¬ ¬

¬ ¬

¬ ¬�­

­

­ ­

­ ­

­ ­

® ®

® ®

® ®

® ®�¯

¯

¯ ¯

¯ ¯

° °

° °

° °

° °�±

±

± ±

± ±

± ±

² ² ²

² ² ²

² ² ²

² ² ²�³

³

³ ³

³ ³

³ ³

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
µ

µ
µ

µ
µ

µ
µ

µ
µ

µ

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
·

·
·

·
·

·
·

·
·

·
·

¸
¸

¸
¸

¸
¸

¸
¸

¸
¸

¸
¹

¹
¹

¹
¹

¹
¹

¹
¹

¹
º

º
º

º
º

º
º

º
º

º
»

»
»

»
»

»
»

»
»

»

¼
¼

¼
¼

¼
¼

¼
¼

¼
¼

¼
½

½
½

½
½

½
½

½
½

½
½

¾ ¾ ¾

¾ ¾ ¾

¾ ¾ ¾

¾ ¾ ¾

¾ ¾ ¾

¾ ¾ ¾

¾ ¾ ¾

¿ ¿ ¿

¿ ¿ ¿

¿ ¿ ¿

¿ ¿ ¿

¿ ¿ ¿

¿ ¿ ¿

¿ ¿ ¿
À À À

À À À

À À À

À À À

À À À

À À À

À À À

À À À

Á Á Á

Á Á Á

Á Á Á

Á Á Á

Á Á Á

Á Á Á

Á Á Á

Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â

Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã

Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã

Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã

Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã

Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã

Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã

Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å

Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å

Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å

Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å

Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å

Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å

Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å Å

Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç

Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç

Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç

Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç

Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç

Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç

Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç

Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç

È È È È È

È È È È È

È È È È È

È È È È È

È È È È È

È È È È È

È È È È È

È È È È È

È È È È È

È È È È È

È È È È È

É É É É É

É É É É É

É É É É É

É É É É É

É É É É É

É É É É É

É É É É É

É É É É É

É É É É É

É É É É É

É É É É É

Ê Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê Ê

Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë Ë

Ì Ì Ì

Ì Ì Ì

Ì Ì Ì

Ì Ì Ì

Í Í Í

Í Í Í

Í Í Í

Í Í Í

Î Î

Î Î

Î Î

Î Î�Ï

Ï

Ï Ï

Ï Ï

Ï Ï

Ð Ð

Ð Ð

Ð Ð

Ð Ð�Ñ

Ñ

Ñ Ñ

Ñ Ñ

Ñ Ñ

Ò Ò Ò

Ò Ò Ò

Ò Ò Ò�Ó

Ó

Ó Ó

Ó Ó

Ô Ô

Ô Ô

Ô Ô

Ô Ô�Õ

Õ

Õ Õ

Õ Õ

Õ Õ

Ö Ö

Ö Ö

Ö Ö

Ö Ö�×

×

× ×

× ×

× ×

Ø Ø

Ø Ø

Ø Ø

Ø Ø�Ù

Ù

Ù Ù

Ù Ù

Ù Ù

Ú Ú

Ú Ú

Ú Ú

Ú Ú�Û

Û

Û Û

Û Û

Û Û

Ü Ü Ü

Ü Ü Ü

Ü Ü Ü

Ü Ü Ü�Ý

Ý

Ý Ý

Ý Ý

Ý Ý

Þ Þ Þ

Þ Þ Þ

Þ Þ Þ

Þ Þ Þ�ß

ß

ß ß

ß ß

ß ß
à à à

à à à

à à à

à à à�á

á á

á á á

á á á

á á á

â â

â â

â â

â â�ã

ã

ã ã

ã ã

ã ã

ä ä ä

ä ä ä

ä ä ä

ä ä ä

å å å

å å å

å å å

å å å

æ
æ

æ
æ

æ
æ

æ
æ

æ
æ

æ
ç

ç
ç

ç
ç

ç
ç

ç
ç

ç

è
è

è
è

è
è

è
è

è
è

é
é

é
é

é
é

é
é

é
é

ê
ê

ê
ê

ê
ê

ê
ê

ê
ê

ê
ë

ë
ë

ë
ë

ë
ë

ë
ë

ë
ì

ì
ì

ì
ì

ì
ì

ì
ì

ì
í

í
í

í
í

í
í

í
í

í

î
î

î
î

î
î

î
î

î
î

î
ï

ï
ï

ï
ï

ï
ï

ï
ï

ï
ï

ð ð ð ð ð

ð ð ð ð ð

ñ ñ ñ ñ ñ

ò ò ò ò ò ò

ò ò ò ò ò ò

ó ó ó ó ó ó

ô ô ô ô ô

ô ô ô ô ô

õ õ õ õ õ

ö ö

ö ö

ö ö

ö ö�÷

÷

÷ ÷

÷ ÷

÷ ÷

ø ø

ø ø

ø øúù

ù

ù ù

ù ù

û û

û û

û ûúü

ü

ü ü

ü ü

ý ý ý

ý ý ý

ý ý ý

ý ý ý

þ þ þ

þ þ þ

þ þ þ

þ þ þ

ÿ ÿ

ÿ ÿ

ÿ ÿ

ÿ ÿ��

�

� �

� �

� �

� �

� �

� ���

�

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� ���

�

� �

� �

� �

� �

� �

� ���

�

� �

� �

	 	 	

	 	 	

	 	 	


 
 



 
 



 
 


� �

� �

� �

� ���

�

� �

� �

� �


 



 



 



 
��

�

� �

� �

� �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

PSfrag replacements
�
4

Proposition:
Si (Tn )n � 1 est un processus d'arbres récursifs,
alors (�( Tn )) n � 1 est un processus d'arbres binaires de
recherche.

Remarque : La hauteur d'un nœud u dans Tn est égale à la profondeur à
gauche de �( u) dans �( Tn ) plus 1.
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La rotation

Soit � la bijection de l'ensemble des arbres planaires dans l'ensemble des arbres binaires
complets dé�nie par :
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La bijection � associe à un arbre planaire à n nœuds, un arbre binaire à n � 1 nœuds
internes.

Proposition:
Si (Tn )n � 1 est un processus d'arbres récursifs,
alors (�( Tn )) n � 1 est un processus d'arbres binaires de
recherche.

Remarque : La hauteur d'un nœud u dans Tn est égale à la profondeur à
gauche de �( u) dans �( Tn ) plus 1.
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La rotation

Soit � la bijection de l'ensemble des arbres planaires dans l'ensemble des arbres binaires
complets dé�nie par :
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La bijection � associe à un arbre planaire à n nœuds, un arbre binaire à n � 1 nœuds
internes.

Proposition:
Si (Tn )n � 1 est un processus d'arbres récursifs,
alors (�( Tn )) n � 1 est un processus d'arbres binaires de
recherche.

Remarque : La hauteur d'un nœud u dans Tn est égale à la profondeur à
gauche de �( u) dans �( Tn ) plus 1.
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Pro�l des arbres récur sifs

Soit Y la marche branchante sur �( Tn ) dont la loi des incréments est donnée par :

P(( X u 0; X u 1) = (1; 0)) = 1 8u 2 �( Tn ):

Soit X n (k) le nombre de nœuds de l'arbre récursif Tn à la hauteur k.
On a alors

X n (k) = # f u 2 �( Tn ); Yu (juj) = k � 1g:

Théor �eme 3: Soit pn la fonction de répartition empirique du pro�l de l'arbre récursif Tn

dé�nie par : pn (k) = 1
n

P k
i =1 X n (i ).

�
pn (blog n + �

p
2 log nc)

�

� 2 R

pr oba
� � � � � !
n ! + 1

(P(N � � )) � 2 R ;

où N est une v.a. de loi N (0; 1
2 ).
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Application 2: Les fragmentations homogènes

Soit (F t )t 2 R+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé�nie par :

F 0 :=]0 ; 1[
et sa durée de vie t 1 suit une loi E(1) .

F t 1 := (I 0 ; I 1 ),
où jI 0 j a pour loi � 0 et jI 1 j = 1 � jI 0 j.
I 0 et I 1 ont des durées de vies indép. de
lois E(1) .

Soient tn l'instant du n-ième saut de F t

et I u le fragment qui “saute” à l'instant t n .
I u se coupe en deux segments I u 0 et I u 1

tels que:
jI u 0 j = Zu jI u j et jI u 1 j = (1 � Zu )jI u j
où Zu est de loi � 0 .
On note � 1 la loi de 1 � Zu .
Tous les fragments ont des durées de vie
indép. de loi E(1) .

PSfrag replacements

t

0 0 1
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Application 2: Les fragmentations homogènes

Soit (F t )t 2 R+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé�nie par :

F 0 :=]0 ; 1[
et sa durée de vie t 1 suit une loi E(1) .

F t 1 := (I 0 ; I 1 ),
où jI 0 j a pour loi � 0 et jI 1 j = 1 � jI 0 j.
I 0 et I 1 ont des durées de vies indép. de
lois E(1) .

Soient tn l'instant du n-ième saut de F t

et I u le fragment qui “saute” à l'instant t n .
I u se coupe en deux segments I u 0 et I u 1

tels que:
jI u 0 j = Zu jI u j et jI u 1 j = (1 � Zu )jI u j
où Zu est de loi � 0 .
On note � 1 la loi de 1 � Zu .
Tous les fragments ont des durées de vie
indép. de loi E(1) .

PSfrag replacements
t
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t1 I 0 I 1
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Application 2: Les fragmentations homogènes

Soit (F t )t 2 R+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé�nie par :

F 0 :=]0 ; 1[
et sa durée de vie t 1 suit une loi E(1) .

F t 1 := (I 0 ; I 1 ),
où jI 0 j a pour loi � 0 et jI 1 j = 1 � jI 0 j.
I 0 et I 1 ont des durées de vies indép. de
lois E(1) .

Soient tn l'instant du n-ième saut de F t

et I u le fragment qui “saute” à l'instant t n .
I u se coupe en deux segments I u 0 et I u 1

tels que:
jI u 0 j = Zu jI u j et jI u 1 j = (1 � Zu )jI u j
où Zu est de loi � 0 .
On note � 1 la loi de 1 � Zu .
Tous les fragments ont des durées de vie
indép. de loi E(1) .

PSfrag replacements

t

0 0 1

t1 I 0 I 1

t2 I 10 I 11
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Application 2: Les fragmentations homogènes

Soit (F t )t 2 R+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé�nie par :

F 0 :=]0 ; 1[
et sa durée de vie t 1 suit une loi E(1) .

F t 1 := (I 0 ; I 1 ),
où jI 0 j a pour loi � 0 et jI 1 j = 1 � jI 0 j.
I 0 et I 1 ont des durées de vies indép. de
lois E(1) .

Soient tn l'instant du n-ième saut de F t

et I u le fragment qui “saute” à l'instant t n .
I u se coupe en deux segments I u 0 et I u 1

tels que:
jI u 0 j = Zu jI u j et jI u 1 j = (1 � Zu )jI u j
où Zu est de loi � 0 .
On note � 1 la loi de 1 � Zu .
Tous les fragments ont des durées de vie
indép. de loi E(1) .
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Application 2: Les fragmentations homogènes

Soit (F t )t 2 R+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé�nie par :

F 0 :=]0 ; 1[
et sa durée de vie t 1 suit une loi E(1) .

F t 1 := (I 0 ; I 1 ),
où jI 0 j a pour loi � 0 et jI 1 j = 1 � jI 0 j.
I 0 et I 1 ont des durées de vies indép. de
lois E(1) .

Soient tn l'instant du n-ième saut de F t

et I u le fragment qui “saute” à l'instant t n .
I u se coupe en deux segments I u 0 et I u 1

tels que:
jI u 0 j = Zu jI u j et jI u 1 j = (1 � Zu )jI u j
où Zu est de loi � 0 .
On note � 1 la loi de 1 � Zu .
Tous les fragments ont des durées de vie
indép. de loi E(1) .
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Application 2: Les fragmentations homogènes

Soit (F t )t 2 R+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé�nie par :

F 0 :=]0 ; 1[
et sa durée de vie t 1 suit une loi E(1) .

F t 1 := (I 0 ; I 1 ),
où jI 0 j a pour loi � 0 et jI 1 j = 1 � jI 0 j.
I 0 et I 1 ont des durées de vies indép. de
lois E(1) .

Soient tn l'instant du n-ième saut de F t

et I u le fragment qui “saute” à l'instant t n .
I u se coupe en deux segments I u 0 et I u 1

tels que:
jI u 0 j = Zu jI u j et jI u 1 j = (1 � Zu )jI u j
où Zu est de loi � 0 .
On note � 1 la loi de 1 � Zu .
Tous les fragments ont des durées de vie
indép. de loi E(1) .

PSfrag replacements

t

0 0 1

t1

I 0

I 1

t2
I 10

I 11

t3

t4

t5

tn

log n
! 1p:s:

Soit Tt l'arbre binaire dé�ni par :
@Tt := f u; I u 2 F t g.
(Tt n )n � 0 est un processus d'ABR.
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Taille des fragments

Soit Y la marche branchante sur Tt n dont les incréments véri�ent :

8u 2 Tt n ; X u 0 = � log(Zu ) et X u 1 = � log(1 � Zu ) où Zu � � 0

On note ~� 0 et ~� 1 les lois de X u 0 et X u 1 .

Remarque: Pour tout nœud u de Tt n on a : Yu (juj) = � log(jI u j).

Théor �eme 4 : Si la loi 1
2 ~� 0 + 1

2 ~� 1 est dans le domaine d'attraction de � , alors

1
n + 1

X

u 2F ( t n )

� � log j I u j� � n
� n

pr oba
� � � � � !
n ! + 1

� 1 ; 1
2 ~� 0 + 1

2 ~� 1
;

dans l'espace des mesures de probabilités muni de la topologie de la convergence faible.
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Fin

Merci de votre attention.
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Bon appétit à tous.

Marches branchantes sur l'arbre binaire de recherche – p.15/15


	D'efinition 1: L'ABR

