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Dé nition  1: L'ABR
Un processus (T, )n o d'arbres binaires de recherche est un processus
d'arbres binaires complets a n nceuds internes tel que :

® T, est une feuille.

® Sachant T,, on obtient T,,+; en piochant uniformément une desn+ 1
feuilles de T, et en la remplacant par un nceud interne et ses deux
feuilles.
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Quelgues remarques

® Cette dynamique induit une loi sur les arbres binaires de taille n.

® Un arbre binaire complet est un sous-ensemble de U := ? [ f0; 1gV,
gveriant
e ?22T;

8(u;v) 2 U%;, siuv2 Talorsu2 T

8u2U :ul2T, ud2T: 10000 T 710001
1000 <1001

101 %1?111
11
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Quelgues remarques
e —

Cette dynamique induit une loi sur les arbres binaires de taille n.

Un arbre binaire complet est un sous-ensemble de U := ? [ f0; 1g",
véri ant

Louc hard 87: Soit u, un noceud choisi uniformément dans un ABR de
taille n, on a alors

jup] 2logn L,
P M

N (O; 1):
2logn 11 0:1)

Mahmoud et Neining er 03: Soient u,, et v, deux nceuds internes choisis
uniformément dans un ABR de taille n, on a alors

unye  Alogn
" 4logn ni1

I N (0; 1):
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Dé nition 2: Marches branc hantes

Soit T, un ABR de taille n.

A tout nceud u de l'arbre on associe une variable aléatoire réelle X .
8u de Tn,onnote Yy == (Yu(j))j2r 0 jujg la marche aléatoire, arrétée en juj, dé nie par :

Yu(0) =0 et 8 2f1l jujg Yu(j)=

X
Xvy:

v<<u jvj ]
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Exemple : 1\ /3 1

2\ /0 Il

14

WY
) 4 0] 1

0
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Exemple : 1\ /3

LYV IR AN
nos AL

On appelle marche aléatoire branc hante sur T, I'ensembleY = fYy; u2 Thg.
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Hypotheses 1

On s'intéresse a la mesure d'occupation de Y, dé nie par

X
Yu (juj)
u2T
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Hypotheses 1

On s'intéresse a la mesure d'occupation de Y, dé nie par

X
Yu (juj)
u22T ,

On note (H1) les hypotheses suivantes:

La famille ((Xuo; Xu1)) yo1. n@r, €St une famille de v.a. ind épendantes .

8u2T,,ué ?,X,estdeloi xée (X, = 0).
m 2 Ret 22 RJ[ f+1g sontl'espérance et la variance de X .

La loi est dans le domaine d'attraction d'une loi stable , d'indice
211, 2].
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Loi stables

Une loi est dans le domaine d'attraction d'une loi stable |, s'il existe deux
suites réelles (an)non et (b )n2 N telles que

P
Xi b o

dn n! +i
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Loi stables

est dans le domaine d'attraction d'une loi stable , s'il existe deux

Une loi
suites réelles (an)non et (b )n2 N telles que
P
Xi b o
adn nt +1
Remarques :  étantl'indice de , ona
1 N . N . .
a, = L, n~ oul, estune suite a variations lentes.

b, =n m
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Loi stables

Une loi est dans le domaine d'attraction d'une loi stable |, s'il existe deux
suites réelles (an)non et (b )n2 N telles que

F)
Xi b o
adn nt +1
Remarques :  étantl'indice de , ona

1 N . N . .
a, = L, n~ oul, estune suite a variations lentes.

bh=n m.

Si 2, est une loi normale centrée.
Si =2et < +1 ,alorsonposel, 1, etdonc N (0; 2).

Si

2et 2=+1 ,alorsL,! +1.
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Théoreme 1

. . L 1 X
Soit la mesure d'occupation renormalisée : n = ——— Yu(ui) n
2n+ 1 n
u2T n
S  — — L  — —
ou n = @lgn = L2ig, (2logn) et n = Doipogn = 2m logn.
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Théoreme 1

. . - 1 X
Soit la mesure d'occupation renormalisée : n = ——— Yu(ui) n
2n+ 1 n
u2T n
S  — — L  — —
ou n = @logn = L2g, (2logn) et n = Doipogn = 2m logn.

Théoreme 1: Sous (H1) on a

Si 2]1;2[ousi = 2et 2= +1,alors

pr obaI
nt +1

Si =2et 2< +1 ,alors

pr obay N (;m?+ 2);
nto+1

dans l'espace des mesures de probabilités muni de la topologie de la convergence faible.

Remarque: La limite est déterministe dans les deux cas. Onla note 1 -
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Hypotheses 2 - Theoreme 2
O —ah

On note (H2) les hypotheses suivantes :
((Xuo; Xu1))uzt . nar, €stune famille de v.a.ind épendantes .
Pour tout nceud u de T,n@,, Xy0 a pour loi ¢etX,1 apourloi ;.
1

La loi % o+ 5 1 estdans le domaine d'attraction de la loi

Marches branchantes sur l'arbre binaire de recherche — p.8/15



Hypotheses 2 - Theoreme 2
O ——

On note (H2) les hypotheses suivantes :
((Xuo; Xu1))uzt . nar, €stune famille de v.a.ind épendantes .
Pour tout nceud u de T,n@,, Xy0 a pour loi ¢etX,1 apourloi ;.
1

La loi % o+ 5 1 estdans le domaine d'attraction de la loi

Théoreme 2: Sous les hypotheses (H2) on a

probq
nt +1

dans I'espace des mesures de probabilités muni de la topologie de la
convergence faible.
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Application 1: Les arbres recur sifs
I

Un processus (Tn), 1 d'arbres récursifs est un processus d'arbres planaires a n nceuds tel
que:
T1 estl'arbre a un nceud.

Sachant T, on obtient T,+1 en choisissant uniformément un des n nceuds de T, et en
lui ajoutant un Is a droite.

Exemple :
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La rotation

Soit

complets dé nie par :

la bijection de I'ensemble des arbres planaires dans lI'ensemble des arbres binaires

®

v
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La rotation

Soit la bijection de I'ensemble des arbres planaires dans I'ensemble des arbres binaires
complets dé nie par :

® ®

/ B
¢ & ©) (P )

o A4

La bijection associe a un arbre planaire a n nceuds, un arbre binairean 1 noeuds
internes.
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La rotation

Soit la bijection de I'ensemble des arbres planaires dans I'ensemble des arbres binaires
complets dé nie par :

©) ©)
/ B
) —>

o A4

La bijection associe a un arbre planaire a n nceuds, un arbre binairean 1 noeuds
internes.

Si(Tn)n 1 estun processus d'arbres récursifs,

Proposition: -
P alors (( Th))y 1 est un processus d'arbres binaires de
recherche.
Remarque : La hauteur d'un nceud u dans T, est égale a la profondeur a

gauche de ( u) dans ( Tp) plus 1.
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Prol des arbres récur sifs

Soit Y la marche branchante sur ( Tp) dont la loi des incréments est donnée par :
P((Xuo; Xu1) = (1;0)) =1 8u2 ( Th):

Soit X (k) le nombre de nceuds de l'arbre récursif T, a la hauteur k.
On a alors

Xn(k)=#fu2 ( Tn); Yu(uj) =k 10
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Prol des arbres récur sifs

Soit Y la marche branchante sur ( Tp) dont la loi des incréments est donnée par :
P((Xuo; Xu1) = (1;0)) =1 8u2 ( Th):

Soit X (k) le nombre de nceuds de l'arbre récursif T, a la hauteur k.
On a alors

Xn(k)=#fu2 ( Tn); Yu(uj) =k 10

Théoreme 3: Soit pp Iagonction de répartition empirique du pro | de l'arbre récursif T
dénie par: pa(k) = & £, Xn(i).

P b
po(blogn+ = 2logne) - FETL (PN ) ppi

ou N estune v.a. deloi N (0; ).
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Application 2: Les fragmentations homogenes
.

Soit (Ft);, r+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé nie par :
Fo :=]0; 1]
et sa durée de vie t; suit une loi E(1).
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Soit (Ft);, r+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé nie par :
Fo :=]0; 1]
et sa durée de vie t1 suit une loi E(1).

Ft, == (lo;l1), t
oujlojapourloi getjlij=1 |jloj.

o et 11 ont des durées de vies indép. de
lois E(1).
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Application 2: Les fragmentations homogenes
G,

Soit (Ft);, r+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé nie par :
Fo :=]0; 1]
et sa durée de vie t1 suit une loi E(1).
Fi, == (lo;11), t
oujlojapourloi getjlij=1 |jloj.
o et 11 ont des durées de vies indép. de

lois E(1).
t2 T I T I 10 T I 11|
tl I |0 1 |1 1
01 o 1
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Application 2: Les fragmentations homogenes
o ———

Soit (Ft);, r+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé nie par :
Fo :=]0; 1]
et sa durée de vie t1 suit une loi E(1).

Fi, == (lo;11), t

oujlojapourloi getjlij=1 jloj.

|0 et 11 ont des durées de vies indép. de T Pt
lois E(1). ta T T —
Soient tp l'instant du n-ieme saut de F tg T —
et |y le fragment qui “saute” a l'instant t, . t, T ’ » =|11=
| w se coupe en deux segments | 4o etly1 + : |
tels que: t lo 1

Jluoj = Zujlujetjlu1j= (1  Zu)jlu] , ,
ol Zy estde loi o. o | - |

Onnote ;laloidel Z,.
Tous les fragments ont des durées de vie
indép. de loi E(1).
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Application 2: Les fragmentations homogenes
O ——

Soit (Ft);, r+ la fragmentation de l'intervalle ]0; 1[ dé nie par :

Fo :=]0; 1[ t A

et sa durée de vie t1 suit une loi E(1). L o
t5 T |I T II : I \\ //I, I : 1

Ft, == (lo;11), t, T M . S

oujlojapourloi getjlij=1 jloj. A ! !

1o et 11 ont des durées de vies indép. de ts T TN

lois E(1). to R oo

Soient t, linstant du n-iéme saut de Fq tn | . |

et |4 le fragment qui “saute” a l'instant ty, .

|y se coupe en deux segments | yo et ly1 o T : S |

tels que: 0 1

jIUOj: Zujluj etjlulj: (1 Zu)]luj tn I 1pS

ol Zy estdeloi g. logn o

Onnote ;laloidel Zy. Soit Tt l'arbre binaire dé ni par :

Tous les fragments ont des durées de vie @ = fu;ly 2 Fig.

indép. de loi E(1). (Tt )y o €stun processus d'ABR.
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Taille des fragments
S

Soit Y la marche branchante sur Tt,, dont les incréments véri ent :
8u2 Tt,; Xuyo= log(Zy) et Xyi1= log(l Zy) ou Zy 0
On note et ~; les loisde X o et Xy1.

Remarque: Pour tout nceud u de Ty, ona: Yy(juj) = log(jluj).
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Taille des fragments
S

Soit Y la marche branchante sur Tt,, dont les incréments véri ent :

8u2 Tt,; Xuyo= log(Zy) et Xyi1= log(l Zy) ou Zy 0
On note et ~; les loisde X o et Xy1.
Remarque: Pour tout nceud u de Ty, ona: Yy(juj) = log(jluj).

Théoreme 4 ; Silaloi %*o + %~1 est dans le domaine d'attraction de , alors

1 X

prob%

| ilui .
og Jlul n nl +1

* 1u2F (tn) n

Y
I
l
o
+
N~
l
[ERN

dans l'espace des mesures de probabilités muni de la topologie de la convergence faible.
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Fin

Merci de votre attention.
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Bon appétit a tous.
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