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1. Modele d’Ising et configurations
locales
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Partie 1. Le graphe G,, = (V,,, E,,)

Lensemble des sommets est V,, = {0,...,n — 1}<.

Le voisinage d’'un sommet z € V,, est
V(z) ={y € Va, 0 <|ly —zllq < p}

et son cardinal est note Y =

- % 1

Fig. 1 - Voisinages en dimension d = 2. De gauche a droite :
p=let|-[1(V=4);p=2et] - L (V=12);p=1et] [
(V = 8).
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Partie 1. Le graphe G,, = (V,,, E,,)

Deux sommets z,y € V,, sont voisins si

yeV(zr) (& xeV(y)).

L'ensemble des arétes FE,, est 'ensemble des paires
{z,y} de sommets voisins.

Enfin, G,, = (V,, F,,) est supposé a bords périodiques.

e En résume, 2 propriétés de G,, sont cruciales :

— caractere local,
— Invariance par translation.
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Partie 1. Le modele d’Ising

Une configuration ¢ est une application de V,, dans
{—,+}. Leur ensemble est noté {—, +}".

Soient a,b € R. Le modele d’Ising de parametres a et b
est la mesure de probabilité p,, sur 'ensemble {—, +}'»
définie par : V¢ € {—, +}',

1aal€) = 5 exp (@ D C@) +b 3 (@)

x€Vn {z,y}€FEn,

* 1, €St appelée la mesure de Gibbs associee aux
potentiels a et b.
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Partie 1. Hypotheses sur les potentiels

a est le champ magnétique :

a > 0 favorise les sommets +,
a < 0: favorise les sommets —.

Symetrie = réduction au cas |a < 0

b est le potentiel de paire

b > 0; favorise les sommets voisins de mémes spins,
b < 0; favorise les sommets voisins de spins opposes,
b = 0; indépendance entre les spins des sommets

VoISsInS.
Hypothese ferromagnetique = |b > 0

e Asymptotique : La taille du graphe n — +oo et les
potentiels a = a(n) et b = b(n) pourront diverger.
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Partie 1. Influence du signe du potentiel de paire b
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Partie 1. Distance de graphe et boules

La distance de graphe entre z et y, notée dist(x,y) est la
longueur du plus court chemin allant de x a y.

La boule de centre x et de rayonr > 1 est .

B(x,r) ={y € V,, dist(x,y) <r}.

e Le voisinage de B(x,r) est :

0B(z,r) = {yeV,\ B(x,r), 3z € B(z,r),{y, 2z} € E,}
= {y eV, dist(z,y) =r+1}.
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Partie 1. Boules et leurs voisinages (d = 2)

Fig. 3 - Deux boules de rayon r = 2. Agauche; p=1et| -|1. A
droite; p=1et| - |co-
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Partie 1. Configuration locale

Fixons B(0, 7). Une configuration locale de rayon r est un
élément de C, = {—, +}50"),

Une configuration locale n € C, est déterminée par son
ensemble de sommets + :

V+(77) — {33 = B(O,T), 77(33) — +} C B(O,T) :

Notons aussi V_(n) = B(0,7) \ Vi.(n).

e Notons par k(n) = |V, ()| le nombre de sommets + de n
et par vy(n) son perimetre :

v(n) =VIVin)| = 2{{z,y} € En, 2,y € Vi(n)}] -
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Partie 1. Exemple de configuration locale

Fig. 4 - Une configuration locale n de rayon r = 2 (avec p = 1,
| - |l €t d = 2), formée de k(n) = |V (n)| = 9 sommets + et de
périmetre ~(n) = 54.

David COUPIER —p. 1



2. Poids d’une configuration locale
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Partie 2. Le Poids W, (n)

Le poids de n € C, est
Wi(n) = exp (2a(n)k(n) — 2b(n)y(n)) -
a(n) < 0 etb(n) > 0 impliquent
0 <Wy(n) <1.
e Si nY est la configuration locale nulle (' = —), alors
Wa(n’) =1
et, pour n # n°,

Wi(n) <exp(2a(n) —2Vb(n)) < 1.
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Partie 2. Compter les copies de n

Pour tout = € V,,, n, est le translaté de n sur B(z,r) :

Vy € Va, dist(0,y) < r = n.(z+y) =n(y) .

Lindicatrice I" : {—, +}"» — {0, 1} est définie par :

17 S| z,r) — Tz
We (=) 1O = ) e

e Le nombre de copies dans G, de n est :

Xo(n) =) II.

xeVy
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Partie 2. Probabilité conditionnelle et poids

Soientz € V,,, B= B(z,r),ne€C, eto € {—,+}°5. Alors,

Wo(nz0)

HMa,b (Ig — 1|0) — '
anecr WTL(T]:/CO-)

V(o) # v(1e) + (o) implique W, (n.0) # Wy(n)W,(0).
Mais :
Wn(ﬁxao) = Wn(nx)Wn(UO) — Wn(n) :

d'ol p,y (I7 =1l0°) =

A
3
S
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Partie 2. Probabilité de trou A,,(n)

La probabilité de trou A, (n) est

Wn(%ﬂ)
A, = .
)= e T )

o#c?

Lhypothése A, (n) — 0 signifie :

“étant donnée la réalisation de 7, sur B,
les sommets de ) B sont tous —".
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Partie 2. Contrdle de la probabilité conditionnelle

LEMME FONDAMENTAL .

Soientx € V,,, B= B(xz,7),n€C, eto € {—, +}P.
Alors, Vn,

Wn(n) ]]-0200 (1 — |Cr‘An(77)) < /La,b(lgc? — 1|0)

< Wa(n) (1 + 1,00 A"(n)) -

W, (o)

Interprétation : si A, (n) — 0 et A._. 25 1alors

Ma,b(]g — 1) ~ Wn(n) :

n—aoeo
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3. Approximations poissonniennes

David COUPIER —p. 1



Partie 3. Probabilité de maximalité ©,,(n)

Notons

C-(n)={n"€C, Vi(n) DVi(n)}.

La probabilité de maximalité ©,,(n) est

Wy (77/)
©,.(n) = .
) = max
n'#n

Lhypothése ©,,(n) — 0 signifie :

“sachant que les sommets de = + V, () sont +,
les autres sommets de B sont tous —".
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Partie 3. Hypothese max{A,(n),B0,(n)} — 0
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Partie 3. Approximation Poissonnienne pour X, (n)

THEOREME :
Soientn € C,, a(n) < 0 etb(n) > 0 tels que

nde(U) — )\ )
pour A > 0. Les hypotheses

(H1) : lim max{A,(n),0,n)}=0.

n—-+oo

YV CcV,, 3C =C(|V]) >0, V¢ € {—,+}V, vn,

(H2): tap(15 = 1) < CW,L(C) .

iImpliquent
dry (L(Xn(n)), P(A)) = O(max{A,(n),On(n)}) .
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Partie 3. Schéma de la preuve

On introduit une v.a. X, (n)

- croissante au sens FKG;
- “proche” de X, (n) sous (H1) et (H2).

On majore drv (L(X,(n)), P(A)) par la somme des 3
termes suivants :

dry (L(Xa(n)), £ (Xn(n)))

— meéthode de Chen-Stein

o dry (P()‘n)v P()‘))

ou \, = IE, ;| X,.(n)]. Et on montre que chacun d’entre eux
est un O(max{A,(n),0,(n)}).
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Partie 3. Traduction en termes de a(n) et b(n)

PROPOSITION :

lim a(n)+ Vb(n) =—oco0 = (H1),

a(n) +2Vb(n) <0 = (H2).

o EXEMPLE 1 :a(n) <0, b(n) > 0 tels que n?W,(n) = X et

b
lim a(n) =—oc et lim (n) =0.

n——+00 n——+00 a(n)
e EXEMPLE 2 :

1 A
{ a(n) = ATV log(ﬁ) -
b(n) = %% = i )+27( y log (71) -
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Mercl !

Plus de details sur;
http://math_univ-li1llel.fr/ coupier/
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